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it 者 序 


数字 信号 处 理 的 理论 和 方法 在 近 半 个 多 世纪 经 历 了 建立 、 兴 起 ,快速 发 展 和 广泛 应 用 的 成 长 历 
程 ,目前 信和 号 处 理 已 发 展 成 为 一 门 内 涵 十 分 丰富 的 独立 学 科 , 成 为 信息 科学 的 重要 组 成 部 分 。 与 之 
相 适 应 的 数字 信号 处 理 理 论 和 方法 在 各 大 学 所 开设 的 课程 也 随 之 同步 发 展 。 由 美国 麻 省 理工 学 院 
A. V. 奥 本 海 姆 和 佐治 亚 理 工学 院 R W. 谢 弗 教 授 撰写 的 信号 处 理 教材 充分 反映 了 这 一 历程 。 早 
在 20 世纪 70 年 代数 字 信和 号 处 理 技术 发 展 之 初 ,为 适应 部 分 学 校 研究 生 教学 的 需要 , 奥 本 海 姆 和 谢 
弗 教 授 就 扎 写 了 Digital Signal Processing 一 书 , 于 1975 年 出 版 。 其 后 十 多 年 间 , 随 着 计算 机 和 DSP 
芯片 技术 的 快速 发 展 , 数 字 信 和 号 处 理 的 应 用 领域 迅速 扩大 ,许多 院 校 在 本 科 高 年 级 就 开设 了 该 类 课 
程 ,两 位 教授 认为 有 必要 撰写 一 部 面向 本 科 高 年 级 学 生 的 教材 ,并 将 教材 内 容重 点 放 在 离散 时 间 信 
号 处 理 上 ,因为 它 是 数字 信和 号 处 理 的 核心 和 基础 。 于 是 ,在 1989 年 他 们 撰写 并 出 版 了 离散 时 间 信 
号 处 理 (第 一 版 )》。 时 隔 干 年 时 间 ,作者 根据 数字 信和 号 处 理 的 发 展 及 第 一 版 的 教学 反馈 ,于 1999 
年 修订 出 版 了 《离散 时 间 信 TNT 节 内 容 , 去 掉 了 有 关 倒 谱 和 同 
态 滤 波 的 论述 ,尤其 是 充实 了 习题 的 内 容 和 数量 。 进 入 21 世纪 ,经 历 了 近 十 年 数字 信和 号 处 理 及 应 
用 的 快速 发 展 ,作者 认真 总 结 信号 处 理 理论 方法 的 新 进展 和 广泛 应 用 的 需求 ,以 及 教学 实践 的 经 
验 , 于 2009 年 修订 出 版 了 《离散 时 间 信 和 号 处 理 (第 三 版 )》, 使 得 该 书 更 加 精炼 和 经 典 。 

本 书 第 三 版 在 第 二 版 的 基础 上 做 了 进一步 的 提炼 和 完善 ,其 特色 和 变化 主要 体现 在 以 下 几 个 
方面 :1) 主导 思想 。 随 着 计算 机 技术 和 微 电 子 器 件 日 新 月 异 的 突飞猛进 ,数字 信和 号 处 理 受 到 人 们 
的 格外 重视 ， 其 应 用 范围 迅速 扩大 ， 几乎 涵盖 了 当前 各 主要 领域 。 面 对 这 一 快速 发 展 的 形势 ,本 书 

不 是 企图 去 “涵盖 "学 科 的 各 个 方面 ,而 是 力图 去 “揭示 ” 它 的 核心 内 涵 , 并 使 读者 易于 理解 ,使 其 具 
有 和 较 长 的 生命 力 。 2) 内 容 调整 。 全 书 定位 面向 大 学 本 科 生 和 一 年 级 研究 生 , 内 容 讲述 具有 广泛 应 
用 前 景 的 基本 原理 。 考 虑 到 参数 模型 方法 和 倒 谱 方法 在 越 来 越 多 的 领域 得 到 应 用 ,在 第 三 版 中 增 
加 了 一 章 介绍 信号 的 参数 模型 方法 ,重点 论述 全 极点 参数 模型 的 特性 及 实现 , 书 中 还 恢复 了 在 第 一 
版 中 曾 论 述 过 的 有 关 倒 谱 的 内 容 , 并 增加 了 加 深 理 解 的 讨论 和 示例 。 其 余 各 章 均 做 了 进一步 的 提 
炼 和 完善 ,尤其 是 增加 了 130 多 道 精 选 的 示例 和 习题 ,使 习题 总 数 达到 700 多 道 ,进一步 发 展 了 本 
书 的 传统 特色 ,3 ) 教 辅 工具 。 在 书本 之 外 ,建立 开发 了 一 个 辅助 本 书 教学 的 网 站 ,网 站 内 容 丰 富 ， 
并 有 MATLAB „LabVIEW 和 Mathematica 等 相关 软件 支撑 ,将 抽象 的 概念 和 实际 信号 处 理 问题 的 实 
验 可 视 化 ,一 方面 帮助 学 生 加 深 对 基本 概念 和 方法 的 理解 ,为 学 生 提供 一 个 学 习 和 实践 离散 时 间 信 
号 处 理 理论 方法 的 平台 ; 另 一 方面 为 教师 进一步 提高 教学 效果 创造 了 良好 环境 。 

本 书 第 三 版 的 内 容 经 典 而 丰富 ,面向 不 同 的 专业 方向 ， 以 及 高 年 级 本 科 生 或 一 一 年 级 研究 生 的 不 
同 程度 需求 ,作者 提出 了 可 不 同 取材 .进行 不 同 组 合 教学 的 建议 。 本 书 第 一 .二 版 被 广泛 使 用 ,受到 
普遍 欢迎 。 相 信 第 三 版 的 出 版 ,将 会 在 加 深 对 核心 概念 的 理解 ,培养 触 类 旁 通 的 创新 思维 ,提升 学 
以 致 用 的 实践 能 力 方面 向 前 更 跨 进一步 ,对 推动 数字 信号 处 理 的 教学 和 应 用 发 挥 重 要 作用 。 

本 书 第 1 章 至 第 6 章 由 刘 树 党 翻译 ,第 11 章 由 张 国 梅 翻译 。 除 此 以 外 , 张 国 梅 还 帮助 完成 了 





前 6 章 中 新 增 内容 的 翻译 和 译 稿 整理 工作 ,以 及 "前 言 " “配套 网 站 ”和 ”致谢 "等 的 译文 工作 。 第 
7 章 至 第 10 章 .第 12 章 、 第 13 章 及 附录 由 黄建国 翻译 。 黄 建国 的 研究 生 卫 哲 和 罗 宇 参与 部 分 翻译 
和 译 稿 的 整理 工作 。 全 书 由 刘 树 棠 负责 统 稿 。 西 北 工业 大 学 张 群 飞 教 授 给 予 翻译 工作 很 大 支持 ， 
译 者 对 此 表示 诚挚 的 感谢 。 感 谢 电子 工业 出 版 社 马 岚 同志 在 出 版 和 编辑 过 程 中 所 给 予 的 支持 , 关 
心 和 帮助 。 最 后 ,对 我 们 的 家 人 孙 满 和 郑 家 梅 同志 所 给 予 的 关心 和 支持 ,再 一 次 表示 深 深 的 愧 次 和 
衷心 的 谢意 。 


刘 树 棠 ”于 西安 交通 大 学 
黄建国 “于 西北 工业 大 学 


本 书 是 我 们 于 1975 年 出 版 的 Digital Signal Processing 一 书 的 延续 。 那 本 非常 成 功 的 教科 书 出 
现在 该 技术 领域 还 不 成 熟 ,刚刚 开始 进入 快速 发 展 的 时 期 。 在 当时 ,这 个 主题 只 在 研究 生 阶 段 和 极 
少数 学 校 里 被 讲授 。1975 版 的 这 本 书 正 是 专门 为 这 类 课程 写 就 的 。 目 前 , 它 仍 旧 在 印刷 并 依然 在 
美国 本 土 和 国际 上 许多 学 校 被 成 功 地 使 用 。 

到 了 20 世纪 80 年 代 , 信 和 号 处 理 研 究 .应 用 和 实现 技术 的 发 展 步伐 都 清晰 地 表明 ,数字 信和 号 处 
理 (DSP) 将 实现 并 超越 它 在 70 年 代 就 已 显露 出 的 巨大 潜力 。 数 字 信 号 处 理 (DSP) 所 萌发 出 的 重 
要 性 清楚 地 表明 对 原 书 进行 修订 和 更 新 内 容 是 势 在 必 行 的 。 在 筹划 修订 本 时 ,由 于 在 技术 领域 以 
及 相关 课程 的 讲授 水 平和 风格 上 都 已 经 出 现 了 很 多 变化 ,很 显然 最 合适 的 是 在 原 书 的 基础 之 上 重 
写 一 本 新 书 , 而 同时 又 让 原 书 仍然 可 以 继续 出 售 。 我 们 将 那 本 1989 年 出 版 的 新 书 定 名 为 Discrete- 
Time Signal Processing ,以 强调 该 书 所 讨论 的 大 部 分 理论 和 设计 方法 一 般 都 是 面向 离散 时 间 系 统 应 
用 的 ,或 者 是 模拟 的 ,或 者 是 数字 的 。 

在 编写 Discrete-Time Signal Processing 一 书 时 ,我 们 意识 到 DSP 的 基本 原理 已 经 普遍 在 大 学 本 
科 阶 段 讲授 了 ;有 时 甚至 作为 有 关 离 散 时 间 线 性 系统 的 第 一 门 课程 中 的 一 部 分 内 容 , 但 更 为 普遍 的 
是 在 第 3 学 年 和 第 4 学 年 稍微 高 深 一 些 的 水 平 上 讲授 ,或 者 作为 最 初 的 研究 生 专 题 课 来 讲授 。 因 
此 ,在 处 理 像 线性 系统 、 采 样 .多 采样 率 信号 处 理 .应 用 以 及 谱 分 析 这 样 一 些 方面 的 内 容 时 进行 大 幅 
度 扩展 是 合适 的 。 另 外 ,还 用 更 多 的 例题 来 强调 和 说 明 一 些 重要 概念 。 我 们 始终 把 精心 构造 的 例 
题 和 课 后 作业 题 放 在 重要 的 地 位 ,所 以 这 本 新 书包 含 了 400 多 道 习题 。 

尽管 该 技术 领域 在 理论 和 应 用 上 还 在 继续 发 展 ,但 其 包含 的 基本 原理 和 基础 内 容 大 多 是 一 样 
的 ,虽然 在 突出 的 重点 上 ,理解 上 和 教学 方法 上 做 了 一 些 垂 炼 。 因 此 第 三 版 Diserete-Time Signal 
Processing F 1999 年 出 版 了 。 那 个 新 版 本 是 重要 的 修订 本 ,目的 就 是 要 让 离散 时 间 信 号 处 理 这 一 
学 科 对 于 大 学 生 和 实践 工程 师 们 来 说 都 更 加 容易 理解 和 接受 ,而 没有 在 基本 内 容 范 围 上 做 过 多 

第 三 版 Discrete-Time Signal Processing 是 对 第 二 版 的 重要 修订 。 这 个 新 版 本 对 于 大 学 和 一 年 级 
研究 生 阶 段 的 课程 讲授 方法 的 改变 以 及 典型 课程 范围 的 变化 做 出 了 响应 。 它 继承 了 重视 学 生 和 实 
践 工 程 师 们 对 于 专题 的 可 接受 性 以 及 关注 基本 工作 原理 和 广泛 适用 性 的 传统 。 新 版 本 的 一 个 主要 
特征 是 结合 并 扩充 了 一 些 更 为 前 沿 的 主题 以 及 为 了 在 该 领域 有 效 开 展 工 作 所 必 不 可 少 的 认识 。 第 
二 版 中 的 每 个 章节 都 进行 了 重要 的 审查 和 修改 ,并 加 入 了 一 个 全 新 的 章节 ,还 有 一 个 章节 被 重新 编 
入 并 在 第 一 版 基础 上 做 了 重大 更 新 。 伴 随 第 三 版 的 问世 , Rose-Hulman 技术 学 院 的 Mark Yoder 教 
授 和 Wayne Padgett 教授 也 开发 完成 了 一 个 交互 性 较 好 的 配套 网 站 。 后 面 的 “配套 网 站 ”说 明 给 出 
了 关于 网 站 更 加 全 面 的 讨论 。 

自 第 二 版 以 来 ,我 们 已 经 持续 教授 这 门 课程 超过 了 10 年 ,自然 也 为 作业 布置 和 测验 创造 出 了 
一 些 新 的 题目 。 我 们 总 是 把 精心 构造 的 例题 和 课 后 作业 题 放 在 重要 的 地 位 ,所 以 在 第 三 版 中 包含 
了 我 们 从 这 些 题 目 中 精 选 出 的 最 好 的 130 道 题目 ,现在 整 本 书 的 作业 题 总 数 超过 了 700 道 。 在 第 
二 版 中 有 的 但 未 出 现在 第 三 版 中 的 习题 可 以 在 网 站 上 找到 。 

和 本 书 的 先前 版 本 一 样 ,我 们 假定 读者 已 具备 高 等 微 积 分 的 知识 背景 ,并 在 复数 和 复 变 函数 基 
出 方面 有 较 好 的 掌握 。 对 包括 拉 普 拉 斯 变换 和 健 里 叶 变 换 在 内 的 连续 时 间 信 号 的 线性 系统 理论 有 





些 了 解 ,仍然 是 一 个 基本 的 前 提 , 而 这 些 在 大 多 数 电 气 和 机 械 工程 系 大 学 本 科 的 课程 安排 中 都 是 会 
有 的 。 同 时 ,在 大 多 数 大 学 本 科 课 程 中 包含 离散 时 间 信 和 号 与 系统 .离散 时 间 传 里 叶 变 换 和 连续 时 间 
言 号 的 离散 时 间 人 处 理 的 初步 知识 ,现在 也 是 很 普遍 的 。 

我 们 在 大 学 本 科 高 年 级 和 研究 生 中 讲授 离散 时 间 信 号 处 理 的 经 验 告 诉 我 们 ,从 对 这 些 主题 进 
行 仔细 的 回顾 出 发 是 很 有 必要 的 ,这 可 以 让 学 生 从 对 基础 内 容 的 了 解 .对 贯穿 课程 始终 且 伴 随 课本 
的 统一 符号 框架 的 熟悉 ,发 展 到 可 以 探讨 更 高 深 的 主题 。 在 大 学 本 科 低 年 级 课程 中 关于 离散 时 间 
信号 处 理 的 初步 介绍 ,最 通常 的 是 让 学 生 去 学 习 解 决 许多 数学 变换 问题 ,但 在 重新 整理 这 些 问 题 
时 ,我 们 想 让 学 生 尝 试 对 一 些 基 本 概念 做 更 深入 的 推理 。 因 此 ,在 这 一 版 的 前 五 章 中 ,我 们 保留 了 
对 这 些 基 本 知识 的 覆盖 ,并 通过 新 的 例题 和 扩展 讨论 对 其 进行 了 增强 。 在 一 些 章 的 后 面 几 节 中 ,会 
涉及 一 些 像 量化 噪声 之 类 的 内 容 , 这 就 要 求 有 随机 信和 号 方面 的 基础 知识 。 在 第 2 章 和 附录 A 中 都 
将 对 此 做 了 简单 介绍 。 

过 去 十 年 间 在 DSP 教学 中 发 生 了 一 个 重大 变革 , 那 就 是 广泛 地 使 用 了 类 似 MATLAB , LabVIEW 
和 Mathematica 等 复杂 的 软件 包 ,为 学 生 们 提供 了 具有 强 交互 性 的 亲手 操作 经 验 。 这 些 软件 包 使 用 
起 来 方便 简单 ,让 我 们 有 机 会 将 离散 时 间 信 和 号 处 理 中 的 基本 概念 和 数学 公式 与 涉及 实 信 号 和 实时 
系统 的 实际 应 用 联系 起 来 。 这 些 软件 包 有 完备 的 说 明文 档 . 恨 好 的 技术 支持 和 友好 的 用 户 界面 ,这 
些 都 使 得 学 生 们 可 以 在 不 分 心 于 对 软件 基础 结构 的 深入 研究 和 理解 的 基础 上 来 方便 地 使 用 它们 。 
现在 ,在 许多 信号 处 理 课 程 中 都 普遍 包含 有 利用 一 个 或 多 个 软件 包 实 现 的 工程 课题 和 练习 题 。 当 
然 ,为 了 能 够 对 学 生 的 学 习 最 有 益 ,需要 对 这 些 课题 和 题目 进行 仔细 的 设计 ,应 该 强调 基于 概念 2 
数 等 内 容 的 实验 ,而 不 是 简单 地 照 着 书本 操练 。 令 人 特别 振奋 的 是 ,只 要 安装 上 这 样 一 款 强大 的 软 
件 包 ,每 个 学 生 的 笔记 本 电脑 都 能 变 成 一 个 能 够 对 离散 时 间 信 和 号 处 理 概念 和 系统 进行 实验 的 新 型 

作为 教师 ,我 们 一 贯 坚持 寻找 最 好 的 方式 ,从 而 利用 计算 机 资源 改善 我 们 学 生 的 学 习 环境 。 我 
们 仍然 坚信 教科 书 是 在 形式 上 最 方便 而 且 稳 定 的 封装 知识 的 最 好 方法 。 教 科 书 的 发 展演 进 应 该 是 
相对 缓慢 的 ,这 样 才能 保证 一 定 程度 上 的 稳定 ,并 让 学 生 们 有 时 间 来 归纳 整个 技术 领域 的 发 展 以 及 
验证 提出 新 思想 的 方法 。 而 另 一 方面 ,计算 机 软件 和 硬件 技术 的 发 展 变化 要 快 得 多 ,软件 更 新 通常 
半年 一 次 ,而 硬件 速度 仍然 每 年 都 在 提高 。 这 些 连 同 世界 范围 的 网 站 的 使 用 ,让 我 们 可 以 对 学 习 环 
境 中 的 交互 和 实验 部 分 进行 更 频繁 的 更 新 。 正 是 由 于 这 些 原因 ,一 种 很 自然 的 讲授 方式 是 利用 不 
同 的 平台 环境 ,一 方面 在 教科 书 中 陈述 基本 的 数学 公式 和 概念 ,而 另 一 方面 通过 网 站 来 呈现 需要 亲 
身 经 历 的 交互 实验 。 

基于 以 上 这 些 想法 ,我 们 完成 了 Discrete-Time Signal Processing 第 三 版 ,这 里 结合 了 我 们 认为 的 
离散 时 间 信 号 处 理 领 域 中 的 基本 数学 知识 和 概念 ,以 及 一 个 配套 网 站 ,该 网 站 是 由 Rose-Hulman 技 
术 学 院 的 同事 Mark Yoder 和 Wayne Padgett 开发 的 ,网 站 提供 了 各 种 交互 的 用 于 学 习 的 软件 资源 ， 
可 以 巩固 和 扩大 书本 的 影响 。 在 “配套 网 站 ”中 会 更 详细 地 描述 这 个 网 站 。 设 计 的 网 站 可 以 动态 
地 连续 更 新 ,以 快速 地 呈现 本 书 作者 和 网 站 作者 开发 出 来 的 新 资源 。 该 网 站 对 于 不 断 变化 的 硬 软 
件 环 境 敏 锐 , 这 些 环境 提供 了 对 主要 概念 和 基于 实 信和 号 处 理 问题 实验 的 可 视 化 平台 。 我 们 惊叹 于 
该 配套 网 站 环境 的 无 穷 潜力 , 它 极 大 地 提高 了 我 们 在 离散 时 间 信 和 号 处 理 课题 上 的 教学 能 力 以 及 学 
生 的 学 习 能 力 。 

本 书 在 材料 的 组 织 上 为 大 学 本 科 生 和 研究 生 的 使 用 都 提供 了 相当 大 的 灵活 性 。 典 型 地 供 大 学 
本 科 生 一 学 期 用 的 选修 课 可 以 覆盖 第 2 章 2.0 节 一 2.9 节 ; 第 3 章 ;第 4 章 4.0 节 一 46 节 ;第 5 章 
5.0 节 一 5.3 节 ; 第 6 章 6.0 节 一 6.5 节 ;第 7 章 7.0 节 一 7.3 节 以 及 7.4 节 和 7.5 节 的 简单 介绍 。 
如 果 学 生 在 一 般 的 信号 与 系统 课程 中 已 学 过 离散 时 间 信 和 号 与 系统 , 则 可 以 很 快 地 掠 过 第 2 BE .第 3 
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章 和 第 4 章 , 而 留 出 富裕 的 时 间 来 学 习 第 8 章 。 作 为 一 年 级 研究 生 或 高 年 级 选修 课程 ,除了 上 述 内 
容 外 ,还 可 以 包括 第 5 章 余下 的 部 分 ,4.7 节 有 关 和 多 采样 率 信号 处 理 的 讨论 ,4.8 节 有 关 量 化 问题 的 
简单 介绍 ,或 许 还 可 以 包括 在 4.9 节 讨 论 的 有 关 在 数 模 和 模 数 转换 器 中 噪声 形成 的 介绍 。 一 年 级 
的 研究 生 课 程 还 应 该 包括 在 6. 6 节 一 6.9 节 所 讨论 的 量化 问题 ,7.7 节 一 7.9 ee FIR 滤波 天 的 
讨论 ,以 及 第 8 章 全 部 离散 傅 里 叶 变 换 和 第 9 章 利 用 FFT 的 离散 傅 里 叶 变 换 的 计算 等 内 容 。 在 第 
10 章 的 很 多 例子 能 有 效 地 加 强 对 DFT 的 讨论 。 在 两 学 期 的 研究 生 课 中 ,除了 应 包括 本 书 的 全 部 内 
容 外 ,还 可 以 包括 另外 一 些 的 更 高 深 的 主题 。 在 所 有 这 些 章节 中 ,每 一 章 后 面 的 作业 题 都 能 在 借助 
或 不 借助 计算 机 的 情况 下 来 完成 。 另 外 ,为 了 加 强 有 关 信 和 号 处 理 系 统 理论 和 计算 机 实现 之 间 的 联 
A ,我 们 可 以 借助 网 站 上 列 出 的 一 些 习 题 和 工程 课题 。 

最 后 我 们 将 对 各 章 内 容 做 个 总 结 ,重点 突出 第 三 版 的 主要 变化 。 

第 2 章 介 绍 了 离散 时 间 信 和 号 与 系统 的 基本 类 型 ,并 定义 了 系统 的 基本 性 质 , 诸 如 线性 .时 不 变 
性 .稳定 性 和 因果 性 等 。 本 书 的 主要 着 眼 点 放 在 线性 时 不 变 系 统 上 ,这 是 因为 有 许多 成 熟 的 方法 可 
以 用 于 这 类 系统 的 分 析 与 设计 。 尤 其 是 在 这 一 章 中 通过 卷 积 和 建立 了 线性 时 不 变 系统 的 时 域 表示 
法 ,并 讨论 了 由 线性 常 系数 差分 方程 所 描述 的 一 类 线性 时 不 变 系统 。 在 第 6 章 还 将 对 该 类 系统 做 
更 详细 地 论述 。 在 第 2 章 还 通过 离散 时 间 傅 里 叶 变换 引入 了 离散 时 间 信 和 号 与 系统 的 频 域 表示 法 。 
第 2 章 重 点 放 在 利用 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 来 表示 序列 ,也 就 是 把 序列 表示 为 一 组 复 指数 的 线性 组 
合 , 并 建立 在 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 的 基本 性 质 上 。 

在 第 3 章 ,作为 傅 里 叶 变 换 的 推广 建立 了 z 变换 。 这 一 章 重 点 放 在 z 变换 的 基本 定理 和 性 质 
上 ,以 及 对 逆 变 换 运 算 的 部 分 分 式 展 开 法 上 。 在 新 版 中 新 增加 了 关于 单 边 z 变换 小 节 。 第 5 章 将 
广泛 深入 地 讨论 如 何 利用 在 第 2 章 和 第 3 章 得 到 的 结果 来 表示 和 分 析 线 性 时 不 变 系 统 。 虽 然 对 许 
多 同学 来 说 ,第 2 章 和 3 章 中 的 内 容 是 重新 复习 ,但 大 部 分 介绍 性 的 信号 与 系统 课程 的 深度 或 广度 
都 不 及 这 两 章 所 涵盖 的 内 容 。 男 外 ,这 些 章节 还 给 出 了 全 书 将 要 用 到 的 符号 注释 。 因 此 ,我 们 建议 
学 生 应 当 认 真 来 学 习 第 2 章 和 第 3 章 的 内 容 ,从 而 可 以 建立 起 掌握 离散 时 间 信 和 号 与 系统 基础 知识 
的 信心 。 

在 离散 时 间 信 和 号 是 通过 对 连续 时 间 信 和 号 周期 采样 而 得 到 的 情况 下 ,第 4 章 详细 讨论 了 这 两 类 
言 号 之 间 的 关系 ,其 中 包括 奈 奎 斯 特 采样 定理 。 另 外 ,还 讨论 了 离散 时 间 信 和 号 增 采 样 和 减 采样 ,这 
些 在 多 采样 率 信号 处 理 系统 和 采样 率 转换 中 都 会 用 到 。 这 一 章 以 在 从 连续 时 间 到 离散 时 间 转 换 中 
所 遇 到 的 某 些 实际 问题 的 讨论 作为 结束 ,其 中 包括 为 避免 混 释 而 采用 的 预 滤波 , 当 离散 时 间 信和 号 用 
数字 表示 时 幅度 量化 效应 的 建 模 ,以 及 在 简化 模 数 和 数 模 转换 过 程 中 利用 过 采样 的 问题 等 。 第 三 
版 中 增加 了 新 的 量化 噪声 仿真 的 例子 ,增加 了 基于 样 条 推导 内 插 滤 波 器 的 讨论 ,增加 了 多 级 内 插 和 
双 通 道 多 采样 率 滤 波 器 组 的 讨论 。 

第 5 章 利用 在 前 面 各 章 中 建立 的 概念 详细 地 研究 线性 时 不 变 系统 的 各 种 性 质 。 我 们 定义 了 一 
类 理想 频率 选择 性 滤波 器 ,并 对 由 线性 常 系数 差分 方程 所 描述 的 系统 建立 了 系统 函数 和 零 .极点 表 
示 法 ,而 该 类 系统 的 实现 将 在 第 6 章 详 细 讨 论 。 同 时 ,第 5 章 还 定义 并 讨论 了 群 延迟 .相位 响应 和 
相位 失真 ,以 及 系统 的 幅度 响应 和 相位 响应 之 间 的 关系 ,其 中 包括 对 最 小 相位 、 全 通 和 广义 线性 相 
位 系统 等 的 讨论 。 第 三 版 的 变化 在 于 增加 了 一 个 群 时 延 和 衰减 的 例子 ,这 个 例子 的 交互 性 实验 在 
配套 网 站 上 可 以 找到 。 

第 6 章 集 中 讨论 由 线性 常 系 数 差 分 方程 描述 的 系统 ,并 用 方 框图 和 线性 信号 流 图 表示 这 类 系 
统 。 本章 的 大 部 分 内 容 是 建立 各 种 重要 的 系统 结构 ,并 比较 它们 之 间 的 一 些 性 质 。 这 些 讨论 和 各 
种 滤波 器 结构 的 重要 性 都 基于 这 样 一 个 事实 :在 离散 时 间 系 统 的 具体 实现 中 ,系数 的 不 准确 性 和 运 
算 误 差 的 影响 都 与 所 采用 的 具体 结构 密切 有 关 。 无 论 对 于 数字 还 是 离散 时 间 模 拟 实 现 ,这 些 基本 
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问题 都 是 类 似 的 。 本 章 是 在 数字 实现 的 范畴 内 ,通过 对 数字 滤波 器 的 系数 量化 和 运算 舍 人 噪声 影 
响 的 讨论 来 闹 明 这 些 问题 的 。 本 章 新 增 了 一 个 小 节 , 详 细 讨 论 了 利用 有 限 脉冲 响应 ( FIR) 和 无 限 
脉冲 响应 (IIR) 格 型 滤波 器 实现 线性 常 系数 差分 方程 。 正 如 在 第 6 章 及 稍 后 的 第 11 章 中 所 讨论 
的 ,这 种 滤波 器 结构 由 于 具有 理想 的 性 质 已 经 在 许多 应 用 中 占有 重要 地 位 。 很 多 教材 和 论文 在 讨 
论 格 型 滤波 器 时 ,通常 都 会 紧密 地 结合 这 类 滤波 器 在 线性 预测 分 析 以 及 信号 建 模 中 的 重要 性 。 然 
而 ,应 用 FIR 和 IIR 滤波 器 格 型 实现 结构 的 重要 性 与 待 实现 的 差分 方程 是 如 何 得 到 的 无 关 。 例 如 ， 
差分 方程 可 能 是 利用 第 7 章 讨论 的 滤波 器 设计 技术 设计 得 到 的 ,但 我 们 会 采用 第 11 章 讨论 的 参数 
信号 建 模 或 其 他 各 种 可 实现 差分 方程 的 方法 来 实现 它 。 

第 6 章 主要 关注 的 是 线性 常 系数 差分 方程 的 表示 和 实现 ,而 第 7 章 则 讨论 为 了 逼近 某 一 期 望 
的 系统 响应 而 获得 这 类 差分 方程 系数 的 步骤 ,其 设计 方法 分 为 无 限 脉冲 响应 (IIR) 滤波 器 设计 和 有 
限 脉 串 响应 (FIR) 滤波 器 设计 两 大 类 。 新 增加 的 IIR 滤波 器 设计 实例 对 不 同 允 近 方法 的 性 质 做 了 
深入 探讨 。 内 插 滤 波 器 设计 的 新 例子 给 出 了 一 种 在 实际 环境 中 比较 IIR 和 FIR 滤波 器 的 框架 。 

在 连续 时 间 线性 系统 理论 中 , 传 里 叶 变换 主要 是 作为 表示 信和 号 与 系统 的 一 种 分 析 工具 。 与 此 
对 照 , 在 离散 时 间 情况 下 ,很 多 信号 处 理 系统 和 算法 则 涉及 要 直接 计算 傅 里 叶 变换 。 尽 管 傅 里 时 变 
换 本 身 是 不 能 计算 的 ,但 它 的 采样 形式 , 即 离散 傅 里 叶 变 换 (DFT) 却 是 可 以 计算 出 来 的 ,并 且 对 有 
限 长 信号 来 说 ,其 DFT 就 是 该 信号 的 完全 传 里 叶 表 示 。 第 8 章 详细 讨论 离散 傅 里 叶 变换 及 其 性 
质 ,以 及 它 与 离散 时 间 传 里 叶 变换 的 关系 。 这 一 章 还 将 介绍 离散 余 阁 变换 (DCT) ,这 一 变换 在 类 似 
音频 和 视频 压缩 的 应 用 中 起 着 非常 重要 的 作用 。 

第 9 章 将 介绍 并 讨论 用 于 计算 或 产生 离散 傅 里 叶 变换 的 各 种 重要 算法 ,其 中 包括 Goertzel 算 
法 .快速 傅 里 叶 变换 (FFT) 算 法 和 线性 调频 ( 鸟 声 ) 变 换算 法 等 。 在 第 三 版 中 ,利用 第 4 章 讨论 的 基 
本 增 采样 和 减 采样 操作 增加 了 对 FFT 算法 推导 的 深入 分 析 。 在 这 一 章 中 还 将 讨论 , 随 着 技术 的 演 
进 ,评估 信号 处 理 算法 效率 的 重要 指标 发 生 着 极 大 的 改变 。 在 20 世纪 70 年 代 我 们 第 一 本 书 产生 
的 时 代 , 存 储 和 算术 计算 (乘法 以 及 浮 点 加 法 ) 的 成 本 高 ,此 时 算法 效率 通常 是 用 对 这 些 资源 的 需 
求 量 来 判断 的 。 而 如 今 ,通过 增 大 存储 量 来 提高 信号 处 理 算法 的 速度 并 降低 实现 所 需 的 功率 是 司 
空 见 惯 的 事 。 类 似 地 ,一 些 教材 中 指出 在 多 核 平台 上 适 于 算法 的 并 行 实现 ,即使 可 能 会 增 大 计算 开 
销 。 现 在 ,数据 交换 的 周期 数 . 片 上 通信 以 及 所 需 功率 ,成 为 算法 实现 结构 选取 的 关键 度量 。 如 第 
9 章 所 讨论 的 ,虽然 从 所 需 乘 法 次 数 的 角度 来 说 ,FFT 的 效率 比 Goertzel 算法 或 DFT 直接 实现 更 高 ， 
但 如 果 主要 衡量 指标 是 通信 周期 数 , 则 FFT 的 效率 更 低 ,因为 直接 实现 或 Goertzel 算法 的 并 行 化 程 
度 比 FET 高 。 

有 了 前 面 这 儿童 ,特别 是 第 2 章 .第 3 章 , 第 5 章 和 第 8 章 的 背景 ,第 10 章 集中 讨论 如 何 利用 
DFT 对 信号 进行 传 里 叶 分 析 。 如 果 没 有 对 前 面 所 涉及 的 问题 ,以 及 对 连续 时 间 傅 里 叶 变换 .DTFT 
和 DFT 之 间 的 关系 有 一个 透彻 的 理解 ,那么 利用 DFT 对 一 个 实际 信号 进行 分 析 时 往往 会 导致 混 活 
和 曲解 。 在 第 10 章 将 会 提 到 许多 这 样 的 问题 。 关 于 利用 依 时 傅 里 叶 变 换 对 具有 时 变 特 性 的 信号 
进行 傅 里 叶 分 析 的 问题 也 将 进行 适当 的 讨论 。 第 三 版 中 的 新 内 容 是 对 滤波 器 组 分 析 进 行 了 更 详细 
的 讨论 ,包括 MPEG 滤波 器 组 的 举例 说 明 ,新 的 说 明 窗 长 影响 的 鸟 声 信号 依 时 傅 里 叶 分 析 举例 ,以 
及 关于 量化 噪声 分 析 的 更 详细 的 仿真 。 

第 11 章 是 全 新 的 一 章 , 其 主题 是 参数 信号 建 模 。 本 章 从 把 信号 表示 成 一 个 LTI 系统 输出 的 基 
本 概念 人 手 ,给 出 了 如 何 通过 求解 一 组 线性 方程 来 得 到 信号 模型 各 参数 的 过 程 。 讨 论 了 方程 建立 
和 求解 所 涉及 的 计算 细节 ,并 通过 举例 来 说 明 。 特 别 强调 了 Levinson-Durbin 求解 算法 及 其 许多 性 
质 ,这 些 性 质 可 以 很 容易 地 从 类 似 格 型 滤波 器 内 插 的 算法 细节 中 推导 出 来 。 

第 12 章 关注 离散 希 尔 伯 特 ( Hilbert ) 变换 。 这 种 变换 出 现在 各 种 不 同 的 实际 应 用 中 ,其 中 包括 
.8.: 


道 滤 波 ,. 实 带 通信 号 的 复数 表示 . 单 边 带 调制 技术 和 许多 其 他 的 方面 。 随 着 日 益 复 杂 的 通信 系统 的 
出 现 以 及 宽带 和 多 带 连续 时 间 信 和 号 高 效 采 样 方法 的 日 益 丰 富 ,对 希 尔 伯 特 变换 的 根本 理解 也 变 得 
越 来 越 重 要 。 和 希 尔 伯 特 变换 在 第 13 章 的 倒 谱 讨论 中 也 具有 重要 作用 。 

在 1975 年 我 们 出 版 的 第 一 本 书 以 及 1989 年 出 版 的 本 书 的 第 一 个 版 本 中 ,包括 了 对 一 类 非 线 
性 技术 的 详细 阐述 ,这 类 技术 称 为 倒 谱 分 析 和 同 态 解 卷 积 。 如 今 这 些 技 术 已 经 变 得 越 来 越 重要 ,在 
包括 语音 编码 .语音 及 说 话 人 识别 .地 球 物理 分 析 和 医学 成 像 数 据 在 内 的 应 用 中 被 广泛 采用 ,同时 
在 其 他 的 许多 应 用 中 解 卷 积 也 成 为 了 一 个 重要 理论 。 正 因为 如 此 ,在 这 一 版 中 我 们 重新 引入 了 这 
些 专题 ,并 扩充 了 讨论 和 举例 。 本 章 包 括 了 对 倒 谱 定义 和 性 质 的 详细 讨论 ,以 及 计算 倒 谱 的 各 种 方 
法 ,涵盖 了 利用 多 项 式 求 根 作为 倒 谱 计算 基底 的 一 些 新 的 结论 。 利 用 第 13 章 中 内 容 , 读 者 还 可 对 
之 前 各 章节 中 以 及 日 益 重 要 的 一 系列 介绍 非 线性 信号 分 析 技术 的 教材 中 给 出 的 基础 知识 进行 全 新 
的 理解 ,同时 也 使 得 利用 这 些 非 线性 技术 本 身 可 以 像 利用 线性 技术 那样 进行 各 种 丰富 多 彩 的 分 析 。 
本 章 还 包括 了 几 个 新 的 例子 ,对 在 解 卷 积 中 采用 同 态 滤波 技术 进行 说 明 。 

我 们 期 盼 着 在 教学 中 使 用 这 个 新 版 教材 ,并 希望 我 们 的 同行 和 学 生 们 可 以 从 这 些 相 较 于 之 前 
版 本 有 所 增强 的 内 容 中 获 益 。 普 遍 意义 上 的 信号 处 理 和 具体 的 离散 时 间 信 号 处 理 在 其 各 个 方面 都 
有 丰富 的 内 容 , 甚 至 还 会 出 现 更 加 令 人 振奋 的 进一步 发 展 。 


Alan V. Oppenheim 
Ronald W. Schafer 


配套 网 站 


Rose-Hulman 技术 学 院 的 Mark A. Yoder 和 Wayne T. Padgett 为 本 书 开发 了 一 个 配套 网 站 ,其 网 
址 是 www. pearsonhighered. com/oppenheim, 该 网 站 的 目的 是 要 对 本 书 的 内 容 进行 增强 和 补充 , 提 
供 了 一 些 重要 概念 的 可 视 化 解释 以 及 利用 这 些 概 念 进行 实践 的 操作 环境 ,网 站 处 于 不 断 更 新 中 。 
网 站 包括 六 个 主要 部 分 :活动 图 形 , 图 形 建立 , 基于 MATLAB 的 课 后 作业 ,基于 MATLAB 的 工程 课 
是 ,演示 以 及 补充 的 典型 习题 ,每 项 内 容 都 与 书 中 的 具体 章节 相对 应 。 

活动 图 形 

活动 图 形 部 分 通过 给 出 所 选 图 形 的 “活动 ”版 本 来 增强 对 书 中 概念 的 解释 。 利 用 这 些 图 形 , 读 
者 可 以 交互 式 地 来 研究 如 何 利 用 图 片 和 音频 实现 参数 和 概念 的 配合 工作 。 活 动 图 形 部 分 是 利用 
NI 的 LabVIEW 信号 处 理工 具 开 发 的 。 以 下 列 出 的 三 个 例子 简单 展示 了 利用 网 站 提供 的 活动 图 形 
部 分 可 以 做 什么 。 

2.3 节 中 给 出 的 图 2. 10(a) 至 图 2. 10(c) 展示 了 利用 图 2.10(d) 中 的 结果 进行 离散 卷 积 计算 
的 图 形 方法 。 活 动 图 形 工 具 允 许 读者 对 输入 信号 进行 选择 ,并 手动 地 将 反 转 的 输入 信号 滑动 到 单 
位 脉冲 响应 之 前 ,然后 来 观察 相应 的 计算 结果 并 作 图 。 使 用 者 可 以 快速 地 实现 许多 不 同 的 配置 并 
很 快 地 理解 图 形 卷 积 的 使 用 方法 。 

4.9.2 节 中 的 图 4.73 给 出 了 量化 噪声 以 及 噪声 成 形 后 信号 的 功率 谱 密 度 。 而 活动 图 形 工具 
给 出 了 播放 一 个 实际 音频 文件 时 噪声 和 信和 号 的 频谱 。 读 者 可 以 在 加 上 或 不 加 上 噪声 成 形 处 理 以 及 
使 用 一 个 低 通 滤波 需 过 滤 噪 声 的 情况 下 ,看 到 或 听 到 噪声 信和 号。 

5.1.2 节 中 的 图 $.Sa) 给 出 了 有 具有 不 同 频率 的 三 个 脉冲 信号 ,它们 被 送 入 一 个 LTI 系统 。 

图 5.6 夯 出 了 LTI 系统 的 输出 。 相 关 的 活动 图 形 工具 允许 学 生 通过 对 系统 零 .极点 的 位 置 、 幅 
E .频率 和 脉冲 位 置 进行 实验 来 观察 它们 对 系统 输出 的 影响 。 以 上 只 是 配套 网 站 提供 的 基于 网 页 
的 众多 活动 图 形 中 的 三 个 例子 。 





图 形 建立 


图 形 建立 工具 是 对 活动 图 形 概念 的 进一步 扩展 。 它 指导 学 生 利 用 MATLAB 工具 对 选 定 的 书 
中 图 形 进行 重新 生成 ,以 加 强 对 基本 概念 的 理解 。 图 形 建 立 工具 并 不 是 简单 地 给 出 构建 一 幅 图 形 
的 具体 步骤 ,而 是 在 假设 对 MATLAB 有 基本 了 解 的 前 提 下 ,引入 新 的 MATLAB 命令 和 技术 ,将 它们 
用 来 创建 图 形 。 这 样 不 仅 可 以 强化 信号 处 理 概念 ,还 可 以 训练 信号 处 理 方面 的 MATLAB 使 用 技 
巧 。 例 如 ,2.1 节 中 的 图 2.3 和 图 2.5 画 出 了 几 个 序列 ,相应 的 图 形 建立 工具 引入 MATLAB 作 图 命 
令 对 图 形 进行 标注 ,包括 希腊 字符 和 图 例 添加 。 随 后 ,图形 建 立 工具 便 将 该 技术 用 于 绘制 图 形 。 噪 
声 成 形 和 群 时 延 图 形 建立 ( 见 图 4.73 和 图 5.5 ) 示 例 中 包含 了 重建 上 述 活动 图 形 工 具 的 指令 、 它 
们 不 是 给 出 各 步骤 的 指令 ,而 是 引入 了 新 的 MATLAB 命令 并 建议 了 在 实验 上 有 相当 大 自由 的 重建 
图 形 的 方法 。 


MATLAB 课 后 作业 


配套 网 站 通过 MATLAB 课 后 作业 部 分 ,提供 了 一 种 将 MATLAB 与 作业 题 结合 起 来 的 基本 框 
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架 。 该 框架 的 一 个 方面 就 是 利用 课 后 作业 来 练习 使 用 MATLAB 工具 ,在 某 种 程度 上 与 图 形 建立 工 
具 风 格 一 致 。 这 些 习 题 与 不 使 用 MATLAB 的 习题 非常 相似 ,只 是 采用 了 MATLAB 之 后 使 得 某 些 音 
分 更 容易 实现 ,例如 对 结果 作 图 等 。 第 二 个 方面 是 ,采用 MATLAB 可 以 研究 和 解决 不 能 用 数学 分 
析 方 法 解决 的 问题 。 与 本 书 中 的 基本 习题 相 比较 而 言 ,MATLAB 习题 都 是 用 于 课堂 测试 的 ,因此 通 
常 比较 短 ,需要 使 用 者 利用 MATLAB 工具 来 完成 简单 的 信号 处 理 任务 。 这 些 习 题 的 范围 比较 适 
中 ,是 每 周 课 后 作业 的 几 个 习题 中 的 一 种 典型 习题 。 其 中 一 部 分 习题 与 书 中 的 分 析 习 题 直接 关联 ， 
而 另 一 部 分 则 是 完全 独立 的 。 许 多 习题 将 分 析 结 果 与 MATLAB 结合 起 来 ,目的 在 于 强调 两 种 方法 
彼此 间 的 互补 作用 。 


基于 MATLAB 的 工程 课题 

基于 MATLAB 的 工程 课题 部 分 涵盖 了 比 家 庭 作 业 更 长 和 更 复杂 的 工程 课题 或 练习 。 这 些 工 
程 课题 从 比 本 书 更 深入 的 角度 来 研究 一 些 重要 概念 ,相对 范围 更 广 。 各 工程 课题 与 书 中 的 章节 相 
对 应 ,一旦 掌握 了 相关 章节 的 内 容 便 可 来 使 用 工程 课题 。 例 如 ,第 一 个 工程 课题 在 某 种 程度 上 说 是 
天 然 的 教程 ,可 以 在 任何 阶段 使 用 。 它 介绍 了 MATLAB 软件 并 展示 了 如 何 将 其 用 于 创建 和 处 理 离 
散 时间 信 和 号 与 系统 。 在 这 个 工程 课题 里 假设 学 生 们 已 经 有 一 定 的 编程 经 验 ,但 不 一 定局 限于 MAT- 
LAB 编程 。 其 他 许多 工程 课题 则 需要 一 些 滤 波 器 设计 技能 ,因此 它们 与 第 7 章 ( 滤波 器 设计 技术 ) 
或 后 面 的 章节 相关 联 。 它 们 研究 这 样 一 些 题目 ,包括 FIR 和 IIR 滤波 器 设计 .用 于 采样 率 变换 的 滤 
波 嚣 设计、 关于 人 类 听 不 到 的 信号 中 相位 的 “FOLK 理论 "测试 .通过 去 噪 增强 语音 、 实 现 去 噪 的 硬 
件 设 计 及 频谱 估计 等 。 所 有 这 些 题目 都 已 经 过 了 课堂 试验 ,其 中 某 些 题目 还 被 包含 进 了 学 生 刊 
物 中 。 


演示 

演示 部 分 是 与 某 些 特殊 章节 相关 的 交互 性 示范 说 明 。 不 同 于 活动 图 形 工具 ,演示 工具 并 不 是 
直接 与 一 幅 给 定 的 图 像 紧 密 联 系 的 ,而 是 用 于 阐明 一 个 更 大 的 想法 ,这 种 想法 在 学 生 完成 了 书 中 内 
容 的 学 习 后 便 能 够 理解 。 例 如 ,有 一 个 演示 是 用 来 说 明 在 保持 带 限 脉冲 形状 中 利用 线性 相位 滤波 
髓 的 重要 性 。 

补充 的 典型 习题 

网 站 的 第 六 个 重要 部 分 收集 了 在 本 书 第 二 版 中 为 了 给 新 习题 腾 出 空间 而 删 掉 的 习题 ,这 些 习 
题 是 对 书 中 习题 的 补充 。 每 个 习题 都 以 pdf 形式 或 者 tex 格式 与 习题 构成 所 需 图 形 文件 结合 的 形 
式 来 给 出 。 

综 上 所 述 , 该 配套 网 站 提供 了 一 系列 与 本 书 紧密 结合 的 丰富 资料 ,这 些 资 料 从 强化 新 概念 的 活 
动 图 形 部 分 延伸 到 可 以 挑战 学 生 超 越 教材 而 提出 新 想法 的 基于 MATLAB 的 工程 课题 部 分 。 随 着 
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回 前 发 展 。 


x 谢 


本 书 第 三 版 是 从 前 两 个 版 本 (1989 ,1999 ) 发 展 而 来 的 ,它们 的 原型 是 我 们 的 第 一 本 书 Digital 
Signal Processing(1975) 。 许 多 对 前 期 工作 给 予 帮助 .支持 和 贡献 的 同事 .学生 和 朋友 们 ,他 们 的 影 
响 和 作用 在 这 个 新 版 本 中 仍然 显著 ,这 里 再 一 次 向 在 之 前 版 本 中 明确 表示 感谢 的 人 们 表达 我 们 深 
深 的 谢意 。 

在 我 们 的 职业 生涯 中 ,我 们 都 非常 幸运 地 得 到 了 特别 的 教导 。 我 们 分 别 希 望 感谢 几 个 对 我 们 
的 生活 和 职业 有 重大 影响 的 人 。 

Al Oppenheim 在 研究 生 期 间 以 及 他 的 整个 学 术 生 注 中 都 得 到 了 Amar Bose 教授 .Thomas Stock- 
ham 教授 和 Ben Gold 博士 的 特别 指导 和 深刻 影响 。Al 在 担任 Bose 教授 教学 助理 的 几 年 时 间 里 以 
及 作为 其 指导 的 博士 研究 生 期 间 ,Bose 教授 启发 性 的 教学 方法 .富有 创造 性 的 研究 风格 和 异常 严 
着 的 做 人 准则 都 给 了 Al 极 大 的 影响 ,这 些 特质 是 Bose 教授 在 做 任何 事情 时 都 坚守 的 。 在 Al 
Oppenheim 职业 生涯 的 早期 ,还 非常 有 幸 地 与 Ben Gold 博士 和 Thomas Stockham 教授 建立 了 紧密 的 
合作 伙伴 关系 。Ben 所 给 予 的 莫大 鼓励 和 榜样 模范 作用 对 Al 指导 和 研究 风格 的 形成 有 着 重要 影 
响 。Tom Stockham 也 同样 给 予 了 重要 的 指导 支持 和 鼓励 ,和 Al 成 为 好 朋友 的 同时 成 为 其 另 一 个 
了 不 起 的 学 习 榜 样 。 这 些 特 别 指导 者 们 的 影响 贯穿 于 整 本 书 中 。 

在 对 Ron Schafer 产生 影响 的 众多 老师 和 导师 之 中 ,最 值得 一 提 的 是 Levi T. Wilson 教授 .Thomas 
Stockham 教授 和 James L. Flanagan 博士 。 是 Wilson 教授 将 一 个 天 真 的 小 镇 男孩 带领 进 数学 和 科学 
的 奇妙 世界 ,改变 了 男孩 的 人 生 , 让 其 永生 难忘 。 他 对 于 教学 的 贡献 给 人 极 大 的 鼓舞 ,让 人 无 法 抗 
拒 。Stockham 教授 是 一 个 伟大 的 老师 一 个 患难 之 交 一 个 有 益 的 伙伴 和 一 个 出 色 的 富有 创造 性 的 
工程 师 。Jim Flanagan 是 语音 科学 和 工程 领域 的 巨人 ,对 于 所 有 与 其 共同 工作 过 的 人 们 来 说 ,他 们 
是 如 此 幸运 地 得 到 了 他 的 激励 。 并 不 是 所 有 伟大 的 老师 都 冠 有 ”教授 "的 头衔 ,Jim Flanagan 教会 Ron 
和 其 他 许多 人 懂得 了 仔细 思考 的 价值 致力 于 学 习 的 价值 以 及 清楚 而 明晰 地 写作 和 表达 的 价值 。 
Ron Schafer 直率 地 承认 ,他 学 习 了 许多 来 自 这 些 伟大 导师 身上 的 思考 和 表达 的 习惯 ,并 且 坚 信 他 
们 并 不 会 介意 。 | 

在 我 们 的 学 院 生涯 中 , 麻 省 理工 学 院 和 佐治 亚 理工 学 院 为 我 们 的 研究 和 教学 工作 提供 了 一 个 
激励 的 环境 ,并 对 这 项 不 断 发 展 的 任务 提供 了 鼓励 和 支持 。 自 1977 年 以 来 ,Al Oppenheim 已 经 在 
Woods Hole 海洋 学 会 (WHOT) 度 过 了 几 个 假期 和 几乎 每 一 个 夏天 ,对 于 这 种 特有 的 机 会 和 协作 ,他 
表示 深 深 的 感激 。 本 书 各 个 版 本 的 许多 撰写 都 是 在 这 期 间 以 及 在 良好 的 WHOL 环境 中 完成 的 。 

在 麻 省 理工 学 院 和 佐治 亚 理工 学 院 ,我 们 都 获得 了 来 自 不 同方 面 的 大 量 资金 支持 ，Al Oppen- 
heim 特别 要 感谢 来 自 Ray Stata 先生 和 模拟 仪器 公司 .Bose 基金 以 及 麻 省 理工 学 院 各 种 不 同形 式 的 
资助 研究 和 教学 的 Ford 基金 的 支持 。 我 们 同时 还 要 鸣谢 德州 仪器 公司 为 我 们 的 教学 和 研究 工作 
给 予 的 支持 。 特 别 要 说 的 是 ,德州 仪器 公司 的 Gene Frantz 是 我 们 在 两 个 研究 机 构 里 工作 和 进行 普 
iki DSP 教育 的 专门 支持 者 。Ron Schafer 还 要 感谢 John 和 Mary Franklin 基金 的 慷慨 支持 ,该 基金 在 
佐治 亚 理工 学 院 设 立 了 John 和 Marilu McCarty 教授 职位 。 佐 治 亚 理 工学 院 ECE 学 院 的 长 期 主管 
Demetrius Paris ,以 及 Franklin 3£47 H9 W. Kelly Mosley 和 Marilu McCarty ,对 于 他 们 超过 30 年 的 友谊 
和 大 力 支 持 ,Ron Schafer 表示 由 衷 的 感谢 。 对 于 能 够 成 为 Hewlett-Packard 实验 室 研究 团队 的 成 员 ， 
Son Schafer 表示 感激 ,借助 于 多 年 来 在 佐治 亚 理工 学 院 得 到 的 研究 支持 ,Sehafer 于 2004 年 成 为 了 

a T2 











HP 伙伴 。 如果 没有 得 到 HP 实验 室 主管 人 员 Fred Kitson, Susie Wee 和 John Apostolopoulos 的 鼓励 
和 支持 ,本 书 第 三 版 将 无 法 顺利 完成 。 

我 们 与 Prentice Hall 的 合作 开始 于 几 十 年 前 , 即 1975 年 出 版 的 我 们 的 第 一 本 书 ,而 在 本 书 三 个 
版 本 以 及 其 他 著作 的 出 版 过 程 中 我 们 仍然 继续 保持 着 合作 。 对 于 与 Prentice Hall 的 共 重 与 合作 我 
们 感到 特别 幸运 。 在 本 书 和 其 他 写作 项 目 中 ,Marcia Horton 和 Tom Robbins 给 予 的 鼓励 和 支持 ,以 
及 在 本 书 第 三 版 中 Michael McDonald , Andrew Gilfillan ‚Scott Disanno 和 Clare Romeo 所 提供 的 鼓励 
与 帮助 , 极 大 地 增强 了 作者 写作 和 完成 该 项 工作 的 乐趣 。 

同 之 前 的 版 本 一 样 ,在 第 三 版 的 出 版 过 程 中 我 们 非常 荣幸 地 得 到 了 许多 同事 ,学生 和 朋友 们 的 
帮助 ,非常 感谢 他 们 耗费 了 大 量 的 宝贵 时 间 帮 助 我 们 完成 这 项 工作 。 特别 要 对 如 下 诸位 表示 我 们 
的 谢意 : 

感谢 John Buck 教授 在 第 二 版 的 筹备 过 程 中 发 挥 的 巨大 作用 ,感谢 其 在 第 二 版 的 整个 生命 过 
程 中 持续 不 断 付 出 的 时 间 和 努力 

感谢 Vivek Goyal 教授 , Jae Lim 教授 ，Gregory Wornell 教授 , Victor Zue 教授 以 及 Babak Ayazi- 
far 博士 Soosan Beheshti 博士 和 Charles Rohrs 博士 ,他 们 在 麻 省 理工 学 院 兽 用 过 不 同 的 版 本 进行 
教学 ,感谢 他 们 给 本 书 提出 的 诸多 有 益 评价 和 建议 。 

感谢 Tom Barnwell, Russ Mersereau 和 Jim McClellan 教授 ,他 们 是 Ron Schafer 的 老 朋 友和 老 同 
事 ,他 们 经 常用 本 书 的 不 同 版 本 来 教学 ,对 本 书 的 许多 方面 都 有 影响 。 

感谢 Rose-Hulman 技术 学 院 的 Bruce Black 教授 ,他 精心 准备 了 十 年 来 最 有 价值 的 新 习题 ,并 
从 中 选 出 最 好 的 ,将 它们 更 新 并 整合 到 本 书 的 各 章节 中 。 

感谢 Mark Yoder 教授 和 Wayne Padgett 教授 ,他 们 为 这 一 版 本 开发 了 一 个 优秀 的 配套 网 站 。 

Ballard Blair 帮助 更 新 了 参考 文献 。 

感谢 Erie Strattman Darla Secor, Diane Wheeler, Stacy Schultz, Kay Gilstrap 和 Charlotte Doughty , 
他 们 为 这 个 修订 本 的 准备 给 予 了 管理 方面 的 帮助 ,并 对 我 们 的 教学 活动 提供 持续 的 支持 。 

感谢 Tom Baran ,他 解决 了 与 这 一 版 本 文件 管理 相关 的 许多 计算 机 问题 ,并 在 一 部 分 章节 的 例 
题 方面 做 了 大 量 工作 . 

感谢 Shay Maymon ,他 细心 地 通读 了 本 书 的 大 部 分 章节 , 重 做 了 许多 较为 高 深 的 习题 ,给 出 了 
重要 的 修正 和 建议 。 

感谢 以 下 各 位 帮助 仔细 校对 了 清 样 : Berkin Bilgic, Albert Chang, Myung Jin Choi Fozunbal, 
Reeve Ingle, Jeremy Leow, Ying Liu, Paul Ryu, Sanquan Song, Dennis Wei 和 Zahi Karam, 

感谢 许多 教学 助理 ,他 们 同 我 们 一 起 工作 ,在 麻 省 理工 学 院 和 佐治 亚 理工 学 院 进 行 离散 时 间 信 
号 与 系统 的 教学 ,感谢 他 们 对 于 本 版 本 所 给 予 的 直接 或 间接 的 影响 


反 侵 权 盗 版 声明 


电子 工业 出 版 社 依法 对 本 作品 享有 专 有 出 版 权 。 任 何 未 经 权利 人 书面 许可 ,复制 .销售 或 通过 
言 息 网 络 传播 本 作品 的 行为 ;至 曲 、 算 改 、 测 甸 本 作品 的 行为 , 均 违 反 《 中 华人 民 共 和 国 著作 权 法 》， 
其 行为 人 应 承担 相应 的 民事 责任 和 行政 责任 ,构成 犯罪 的 ,将 被 依法 追究 刑事 员 任 。 

为 了 维护 市 场 秩序 ,保护 权利 人 的 合法 权益 ,本 社 将 依法 查处 和 打击 侵权 盗版 的 单位 和 个 人 。 
欢迎 社会 各 界 人 士 积 极 举报 侵权 盗版 行为 ,本 社 将 奖励 举报 有 功 人 员 , 并 保证 举报 人 的 信息 不 被 
HEFE o 


举报 电话 : (010) 88254396 ; (010) 88258888 

传 FL: (010)88254397 

E-mail: dbqq@ phei. com. cn 

通信 地 址 : 北京 市 海淀 区 万 寿 路 173 信箱 
电子 工业 出 版 社 总 编 办 公 室 

fk ” 编 : 100036 


第 2 


章 绪论 二 | 
ee de Eo aaa 7 
2.0 引 衣 0 7 
2.1 离散 时 间 信 和 号 和 8 
2.2) 离散 时 间 系 统 San a sb ns 12 
2.3 线性 时 不 变 (LTUD 系统 16 
2.4 线性 时 不 变 系 统 的 性 质 seses geode es poets tens dol VIN He KATE G r a eii a 21 
2.5 cae 0 25 
2.6 离散 时 间 信 和 号 与 系统 的 频 域 表示 和 28 
2.7 ”用 傅 里 时 变换 表示 序列 :PN 34 
2.8 傅 里 叶 变 换 的 对 称 性 质 站 38 
2.9 倩 里 时 变换 定理 和 pp 40 
2.10 离散 时 间 随 机 信号  cecece cece e ee ee cette ete e eee e rennet ee eee terete nese estar teeeee eee eeraeg ees 46 
2.11 小 缚 49 
是 50 
章 z 变换 71 
3.0 引言 ee 71 
3.1 ARAIL sesrerrrerssersssersrrerssrsnrerstsssrsrrnenrtrrrsrernererrnnnnrreenerennnesnessererernnnerrserenes 71 
3.2 = 变换 收敛 域 的 性 质 Ne 79 
3.3 a 道 变 换 eee 82 
3.4 二 变换 性 质 ee 87 
3.5 z 变换 与 LTI 系统 ee 93 
3.6 单 边 z 变换 96 
3.7 小 结 汪 one rosi vespa 人 es 97 
可 A OV 2 98 
章 ”连续 时 间 信 号 的 采样 …… 人 nn 109 
4.0 引言 ercer ithe nig on ee ee or vcore Daa Sie EEN siete 109 
和 不 ， 周 拓 琵 和 109 
4.2 采样 的 频 域 表 示 cece eee cece eee ec eee e neces cee nee ene ee eee eeeeeceseeneeseeeeneeeneeeeneneeneeens 110 
AS MEAE E ecer Dn ors axes anne caves sninsubnenenine aaa cues ace 116 
4.4 连续 时 间 信 和 号 的 离散 时 间 处 理 pp 118 
4.5 离散 时 间 信 和 号 的 连续 时 间 处 理 pp 124 
4.6 利用 离散 时 间 处 理 改 变 采 样 雍 ppp 127 
本 了 多 采样 率 和 信号 人 处 理 ee 137 
4.8 ”模拟 信号 的 数字 人 处理 145 
4.9 在 AD 和 DA 转换 中 的 过 采样 和 噪声 形成 pp 158 


习题 和 167 
第 5 章 ， 线性 时 不 变 系统 的 变换 分 析 和 193 
5.0 引言 193 
5 1] LTI 系统 的 频率 响应 193 
5.2 用 线性 常 系数 差分 方程 表征 系统 ccc creer eee etree tee e ee eee tee eee etter ness ene eee eeeneeees 199 
5.3 Aq FFA Be PR AC EY) A ey Hi sass dee ee 000 m0 0000 ces 0000r ns ee nes 204 
5.4 幅度 和 相位 之 间 的 关系 iain snide) orgie eel aag A A E HERA ALORS Ma E S 212 
5.5 全 通 系 统 wea seosest enese sobne noua estaa thn as A i 214 
5.6 最 小 相位 系统 Pr 218 
5.7 广义 线性 相位 的 线性 系统 Ne 226 
5,8 小结 238 
习题 239 
第 6 章 离散 时 间 系 统 结 构 ……………………………… nn 262 
6.0 引言 262 
6.1 线性 常 系数 差分 方程 的 方 框图 表示 Nt 263 
6.2 线性 常 系数 差分 方程 的 信和 号 流 图 表示 pe 267 
6.3 UR 系统 的 基本 结构 pp 270 
64 转 置 形 臣 pe 276 
6.5 FIR 系统 的 基本 网 络 结构 pp 278 
6.6 格 型 滤波 器 281 
67 ”省 限 精 度数 值 效应 概述 .ee 288 
68: ARESO ao ioreaiiarea grana iia r EaD UA TRA AE aos siod geenide vae asaan aawa Sanies 292 
69 RAE APTN aisian isre ei ion nn 302 
6.10 IR 数字 滤波 器 定点 实现 中 的 零 输 入 极限 环 pp 317 
6.11 小结 320 
SJH eeererreeerereerenereredceeneseseannnrnntrnsssnssdnsneneneueneeessresecsrroresaetereseseeseisesereesceereseses 320 
第 7 音 PR T E E S 339 
7.0 引 诗 ee 339 
7.1 滤波 器 技术 指标 pp 339 
7.2 由 连续 时 间 滤 波 器 设计 离散 时 间 IIR 滤波 器 Cee. 341 
7.3 离散 时 间 巴 特 沃 思 . 切 比 雪夫 和 椭圆 滤波 器 ee eee tence ence cere ce eee rena teeeeeneeeeeees 350 
Tid AGS TUR TERR RE AGRA sees cece s ssn i in 362 
7.5 用 窗 函 数 法 设计 FIR 滤波 器 i】 了 【i 367 
7.6 Kaiser 徐 法 设计 FIR 滤波 器 举例 375 
7.7 FIRER EAEI eeseesennencisineenneceenresrssroessessenasidsrisetineronistedais ees, 382 
7.8 FIR 等 波纹 通 近 举例 E AEA Ridius A ee i Doe SiE aa amie PE ECON 395 
7.9 IR 和 FIR 数字 滤波 器 的 评价 soe. 401 
7.10 SB SEREE UE BE AQTE TL ose eens scene ners pn eee tee 401 
73.1 4d3 i ee 404 
i i od te BUNS a a a aves iene G94 VE 404 


第 8 章 ， A T: 435 











8.0 引言 Gad SoG ROMER BRON ASasedMVRRSNGRa RESETS 435 
8.1 周期 序列 的 表示 离散 傅 里 叶 级 数 SO ssie 88 se eieinls esse desis onesie nase seeeesesines 435 
8.2 离散 傅 里 时 级 数 的 性 质 so eee cece ee eee ee cece eee eeeeeeeeeeeeseaneeseeeneeeeseeaeeereeeeaeeeeeannes 438 
8.3 周期 信号 的 傅 里 时 变换 442 
8.4 对 傅 里 时 变换 采样 pe 446 
8.5 有 限 长 序列 的 傅 里 叶 表 示 离散 傅 里 时 变换 pp 448 
8.6 离散 传 里 叶 变 换 的 性 质 Ne 451 
8.7 FEBS RACAL FIM DB SR PEPE BL sence cece eee eee eee ete eee ee eee eee ee enn ee eee een tener eee een ees 461 
8.8 ”离散 余弦 变换 (DCT) ee 470 
8.9 小 结 ei 479 
习题 479 
第 9 章 离散 人 备 里 时 变换 的 计算 pp 502 
9.0 引言 502 
9.1 离散 傅 里 叶 变 换 的 直接 计算 pp 503 
9.2 按时 间 抽 取 的 FFT 算法 507 
9.3 按 频 率 抽取 的 FFT 算法 515 
94 SOPRA FR we vows cones soca nom dor conection cisein sivas Kisi sneha cena sees onwes BENE UE NaA disaat 519 
9.5 更 一 般 的 FFT 算法 en 521 
9.6 用 卷 积 实现 DFT Ce i 523 
9.7 有 限 寄 存 器 长 度 的 影响 ee 527 
9.8 ANGE ee et ri 532 
ee de Do T 532 
第 10 章 ， 利用 离散 傅 里 时 变换 的 信和 号 傅 里 时 分 析 pp 554 
10.0 引言 554 
10.1 用 DFT 的 信号 健 里 叶 分 析 pe 554 
10.2 TERA SAY DFT 分 析 ee 557 
10.3 {RRENY {BE EEL IY: DR YI oe eee ee eee eee ee eee cee n eee e cence neta ese ee nese nee eeeeeneneeeenseeneenenes 566 
10.4 SESE BSS 5 OES TE eere converses seeee ranecrersesccesssesensessnnsvesens 580 
10.5 平稳 随机 信号 的 傅 里 时分 析 周期 图 .pe 585 
10.6 Fl) AY A RA SEE TE AY BEL SRD AIT pp 593 
O7 Wn cece coy casas mene spine aches Eba Wend VESS PURE TOREA ENTES EE ASES Erai avea ena diem eaten 603 
习题 :ee 603 
第 过 章 参数 信号 建 机 nn union dain E ee due slowa 0 624 
lL.0 | 谨 ee 624 
j Ay | 言 号 的 全 极点 建 模 .ee 624 
11.2 确定 性 信和 号 与 随机 信号 建 模 ae ese ntenienanasneninswas anaes ovaicvcinan anupe asa anton neste 628 
11.3 FES PRICY TE cone cence reece eee e eee e eee ee eee nenseteeee een eesenstnesseeseeseuseetsceneeseesees 631 
DD PFU GG A de ma sevibany vee dita SrieheeeaN's ale signs E E nies 635 
11.5 全 极点 Hat ae 分 析 nee es 636 
全 和 FYFE TE Ty EG UI eor iraniana scan sateen vas EKETE N PEENES Ganasaaia nce 642 


A's 


11.7 格 型 滤波 器 645 


11.8 -小结 650 
习题 650 
第 12 章 离散 希 尔 伯 特 变换 662 
12.0 引言 ee 662 
12. 1 ”因果 序列 傅 里 叶 变换 实 部 和 虚 部 的 充分 性 ee 663 
12.2 有限 长 序列 的 充分 性 定理 站 667 
12.3 幅度 与 相位 间 的 关系 站 671 
12.4 ” 复 序列 的 希 尔 伯 特 变换 关系 ie 672 
12.5 小 结 BF eas d sloda eSEE SID (Sie a EDENE Te NEE ERE EEE NS HERS OS ales CSiatn ants SERENAS Ele IE EEL 681 
习题 本 682 
第 13 章 倒 谱 分 析 和 同 态 解 卷 积 pp 690 
13.0 引言 690 
13.1 倒 谱 的 定 允 站 690 
13.2 复 倒 谱 的 冠 双生 69] 
13.3 =e O90) 0 29 eee eer 693 
13.4 复 倒 谱 的 另 一 种 表示 EEOC COOO OOOO OOOOSOSOOOOOSOS 693 
13.5 指数 序列 的 复 倒 谱 , 最 小 相位 和 最 大 相位 序列 PE Gino E E slesscinciey 694 
13.6 [RREA TTS core ee eee eee e eee e eee eee ee eee e een ne eee nee eee e nee ence eens eee ene eee e sees tere eee eee ees 698 
13.7 ”多项式 求 根 法 计算 复 倒 谱 pp 705 
13.8 ”基于 复 倒 谱 的 解 差 积 … ST 706 
13.9 E EA FEY EY) ZB AE ITET 709 
13.10 在 语音 处 理 中 的 应 用 ec eee eee eee e cece ee etree enna eens eter eens ene eee ne ease ee eeeneeeee ees 719 
13.11 小结 726 
习 精 nn 726 
.= RO evevin vlan ebeine nine a vows ekeaTs apa E Mebieagean 734 
ea E n E Wan ov dor 743 
HRC WAJAR on cece evens reese rene dissa sens caine neu des osie ai asua inita neces nas cases seeeewews sends veins 747 
附录 D 术语 对 照 表 nn 765 
BE FEST BR oes vans cos ses vents dese O ease AE NE SEE EAE SEER Oi Hoey MEOSE ase NOTES SASE EES 772 


.18 . 


第 1 章 绪 R 


信和 号 处 理 丰富 的 历史 和 广阔 的 未 来 , 源 自 于 日 益 复 杂 的 应 用 .新 的 理论 进展 以 及 不 断 涌现 出 的 
wo 信号 处 理应 用 横 跨 了 多 门 学 科 , 包 括 娱乐 .通信 空间 探索 、 
学 .考古 学 和 地 球 物 理学 等 ,不 胜 枚 举 。 信 和 号 处 理 算 法 和 硬件 广泛 见于 各 种 系统 ,从 专用 的 军事 
E ta 虽然 人 们 认为 多 媒体 系统 ,如 高 清 视频 高保 
真 度 音 响 系 统 和 互动 游戏 等 具有 的 卓越 性 能 是 理所当然 的 ,但 其 实 这 些 系 统 的 性 能 好 坏 都 强烈 地 
依赖 于 当今 信号 处 理 的 发 展 水 平 . 所 有 的 现代 移动 电话 ,其 核心 就 是 高 级 数字 信号 处 理 器 . 
MPEG 音频 .视频 以 及 JPEG 图 像 数 据 压缩 标准 都 强烈 地 依赖 于 本 书 所 讨论 的 许多 信号 处 理 原理 
和 和 技术。 高 密度 数据 存储 装置 和 新 的 固态 存储 器 越 来 越 依赖 于 采用 信号 处 理 技 术 来 实现 相对 于 其 
他 脆性 技术 的 稳固 性 和 重 棒 性 。 当 展望 未 来 时 ,信号 处 理 的 作用 仍 在 日 益 增 强 , 这 其 中 的 一 部 分 原 
Sa 无 论 在 民用 领域 ,还 是 在 先进 的 工业 和 政府 部 门 的 应 用 中 ,通信 .计算 机 和 信和 号 处 理 都 是 融 
一 体 的 。 
日 渐 扩 展 的 应 用 范围 和 对 日 益 复 杂 的 算法 的 需求 总 是 与 实现 信号 处 理 系 统 的 器 件 技术 的 快速 
发 展 齐 头 并 进 的 。 有 人 预测 ,在 下 一 个 10 年 内 ,专用 信号 处 理 微 处 理 器 及 个 人 计算 机 的 处 理 能 力 
有 可 能 增加 几 个 数量 级 ,这 甚至 已 通 近 摩尔 定理 的 极限 。 显 然 ,信号 处 理 的 重要 性 和 地 位 将 继续 以 
越 来 越 快 的 速度 向 前 发 展 和 扩大 
言 号 处 理 关 注 的 是 信号 及 其 所 包含 信息 的 表示 .变换 和 和 运算。 例如 ,可 能 希望 对 两 个 或 多 
个 经 过 某 种 操作 ,如 加 法 .乘法 或 卷 积 处 理 , 而 混合 在 一 起 的 信号 进行 分 离 ,或 者 要 想来 增强 某 
些 信号 分 量 或 估计 一 个 信和 号 模型 中 的 某 些 参量 。 在 通信 系统 中 ,信号 在 送 入 一 条 通信 信道 上 进 
行 传输 之 前 ,一般 要 做 一 些 类 似 调制 .信号 调节 和 压缩 等 操作 的 预 处 理 , 然 后 在 接收 端 进行 后 处 
理 以 恢复 原始 台 信和 号 的 复制 版 本 。 早 在 20 世纪 60 年代 之 前 ,这 类 信号 处 理 手段 几乎 无 一 例外 地 
都 是 连续 时 间 的 模拟 技术 3， 数字 计算 机 和 微 处 理 器 的 飞速 发 展 ,以 及 模拟 到 数字 ( A/D) 和 数 
字 到 模拟 ( D/A ) 转换 的 低 成 本 芯片 的 出 现 ,导致 了 向 数字 技术 方面 的 不 断 转 移 。 技 术 上 的 这 些 
发 展 还 得 到 了 许多 重要 理论 进展 的 增援 ,例如 快速 信里 叶 变 换 ( FFT) 算 法 .参数 信和 号 建 模 、 多 采 
样 率 技术 .多 相 滤波 器 实现 和 诸如 小 波 展开 的 信号 表示 新 方法 等 。 模 拟 无 线 电 通信 系统 正在 演 
变 为 一 种 可 重新 配置 的 .几乎 完全 由 数字 计算 实现 的 “软件 无 线 电 ”系统 ,这 正 是 向 数字 技术 转 
移 的 典型 例子 
离散 时 间 信 和 号 处 理 的 本 质 we 变量 进行 标号 的 数值 序列 的 处 理 , 该 序列 并 不 是 一 个 连 
续 独 立 变量 的 哨 数 。 在 数字 信号 处 理 ( DSP) 中 ,信号 是 用 有 限 精 度 的 数 的 序列 来 表示 的 , 且 用 数字 
运算 来 实现 处 理 。 a ae 处 理 , 既 包括 了 作为 一 种 特殊 情况 的 数字 信 
号 处 理 , 也 包括 了 用 其 他 一 些 离散 时 间 技 术 处 理 样 本 序列 (采样 数据 ) 的 可 能 。 离 散 时 间 信 号 处 理 
和 数字 信号 处 理 这 两 个 术语 之 间 的 区 别 并 不 重要 ,因为 两 者 关心 的 都 是 离散 时 间 信 号 。 当 采用 高 
精度 计算 时 ,这 一 点 显得 尤为 正确 。 虽 然 有 很 多 例子 其 中 要 处 理 的 信和 号 本 身 就 是 离散 时 间 序 列 , E 





D 缩 略 语 MPEG Al JPEG 是 在 普通 亲 著 时 都 会 用 到 的 术语 ,用 来 指 国际 标准 化 组 织 (ISO ) 中 "动态 图 像 专家 组 "( MPEG ) 
和 “联合 图 像 专家 组 ”(JPEG) 制定 的 标准 

D 一 般 说 来 ,把 时间 ”当成 独立 变量 ,即使 在 某 些 特定 场合 ,独立 变量 可 能 取 其 他 任何 可 能 的 量 纲 。 这样, 连续 时 间 
和 离散 时 间 都 应 分 别 看 作 是 连续 和 离散 独立 变量 的 通用 术语 
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是 大 多 数 的 应 用 还 是 涉及 要 用 离散 时 间 技 术 来 处 理 原 本 是 连续 时 间 的 信号 。 在 这 种 情况 下 ,通常 
一 个 连续 时 间 信 和 号 先 要 转换 成 一 个 样本 序列 , 即 一 个 离散 时 间 信 号。 实质 上 ,激发 数字 信和 号 处 理 得 
到 广泛 应 用 的 最 重要 的 诛 因 是 基于 噪声 成 形 差分 量化 技术 的 低 成 本 A/D 和 D/A 转换 芯片 的 发 
展 。 进 行 离散 时 间 处 理 之 后 ,再 把 输出 序列 转换 成 连续 时 间 信 和 号。 对 于 这 样 的 系统 ,人 们 往往 都 希 
望 它们 能 实时 工作 。 随 着 计算 机 处 理 速 度 的 提高 ,连续 时 间 信 号 的 实时 离散 时 间 处 理 在 通信 系统 、 
雷达 .声呐 .语音 和 视频 编码 与 增强 ,以 及 生物 医学 工程 等 各 方面 的 应 用 都 已 是 司空 见 惯 。 非 实时 
应 用 同样 是 随处 可 见 。 压 缩 磁盘 播放 器 和 MP3 播放 器 是 对 输入 信号 只 进行 一 次 处 理 的 非 对 称 系 
统 的 典型 例子 。 最 初 的 处 理 可 以 是 实时 进行 的 ,也 可 以 慢 于 或 快 于 实时 处 理 。 输 入 信和 号 处 理 之 后 
的 形式 被 保存 起 来 (存储 在 压缩 磁盘 或 固态 存储 器 中 ) , 当 对 输出 信号 进行 回放 以 备 收听 时 ,再 实 
时 完成 最 后 的 处 理 来 重 构 音 频 信 号 。 压 缩 磁盘 和 MP3 录制 和 回放 系统 依赖 于 许多 信和 号 处 理 的 概 

金融 工程 代表 了 另 一 个 集 许多 信和 号 处 理 概 念 和 技术 于 一 体 的 快速 增长 的 领域 。 经 济 数据 的 有 
效 建 模 ,预测 和 滤波 处 理 技术 可 以 在 经 济 特性 行为 和 稳定 方面 获得 极 大 效益 。 例 如 ,证 券 投 资 经 理 
越 来 越 依 赖 于 采用 复杂 的 高 级 信号 处 理 技 术 , 因 为 即使 是 在 信号 预测 能 力 或 信 品 比 (SNR) 上 有 少 
量 增加 ,也 可 以 导致 在 特性 行为 上 的 显著 获 益 。 

男 一 类 重要 的 信号 处 理 问 题 是 信号 解释 ,在 这 个 问题 中 ,处 理 的 目的 是 要 得 到 输入 信号 的 某 种 
特征 。 例 如 ,在 语音 识别 或 理解 系统 中 ,其 目的 是 为 了 解释 输入 信号 ,或 者 从 输入 信号 中 提取 信息 。 
一 般 说 来 ,这 种 系统 起 着 一 种 数字 预 处 理 (滤波 .参量 估计 等 ) 的 作用 ,在 其 之 后 紧 跟 着 一 个 模式 识 
别 系统 ,以 产生 某 种 符号 表示 ,如 语音 的 音 位 符号 表示 。 这 种 符号 输出 可 以 依次 作为 一 个 能 提供 最 
终 信号 解释 的 符号 处 理 系统 ( 如 基于 某 一 规则 的 专家 系统 ) 的 输入 。 

还 有 一 类 比较 新 的 信号 处 理 方法 , 它 涉及 信和 号 处 理 表达 式 的 符号 运算 。 这 种 处 理 形式 在 信和 号 
处 理工 作 站 和 对 信号 处 理 系统 的 计算 机 辅助 设计 中 都 有 潜在 的 应 用 价值 。 在 这 类 人 处理 中 ,信号 与 
系统 都 是 用 抽象 的 数据 对 象 来 表示 和 运算 的 。 面 向 对 象 的 程序 设计 语言 对 于 处 理 信 号 .系统 和 信 
号 处 理 表 达 式 提供 了 方便 的 环境 ,而 不 用 明确 对 数据 序列 进行 求 值 。 设 计 用 来 对 信号 表达 式 进行 
处 理 的 系统 的 复杂 程度 直接 受 所 包含 的 基本 信号 处 理 概 念 、 定 理 和 性 质 ( 如 组 成 本 书 基础 的 那些 
内 容 ) 的 影响 。 例 如 ,一 种 信号 处 理 环境 具有 在 时 域 卷 积 就 相当 于 频 域 相 乘 这 样 的 性 质 ,就 可 以 用 
来 研究 各 种 不 同 滤波 结构 的 组 合 ,其 中 包括 那些 涉及 直接 利用 离散 傅 里 叶 变换 (DFT) 和 快速 传 里 
叶 变 换 (FFT) 的 算法 。 类 似 地 ,结合 采样 率 和 混 秋 之 间 关 系 的 环境 ,就 能 够 在 滤波 器 实现 中 有 效 地 
利用 抽取 和 内 插 的 手段 。 有 关 在 网 络 环境 下 实现 信号 处 理 的 类 似 想法 近来 也 正在 进行 探索 。 在 这 
种 类 型 的 环境 中 ,可 以 用 一 种 高 级 的 处 理 描述 来 实现 对 数据 的 潜在 标示 ,而 详细 的 实现 则 能 动态 地 
依据 网 上 所 能 利用 的 资源 来 完成 。 

本 书 所 讨论 的 很 多 概念 和 设计 方法 都 结合 了 像 MATLAB „Simulink .Mathematica 和 LabVIEW 这 
样 一 些 先进 的 软件 系统 结构 。 在 许多 情况 下 ,离散 时 间 信 号 都 是 在 计算 机 中 获得 并 存储 起 来 的 ,而 
这 些 工 具 就 允许 用 一 些 基 本 函数 来 构成 极为 复杂 的 信和 号 处 理 运算 。 在 这 样 的 情况 下 ,一般 并 不 需 
要 知道 实现 某 一 运算 的 算法 细节 (如 FFT) ,但 是 ,需要 明白 计算 的 是 什么 ,以 及 应 该 如 何 来 解释 计 
算出 的 结果 ,这 才 是 主要 的 。 换 句 话 说 ,对 本 书 所 讨论 的 概念 有 充分 的 理解 ,对 于 巧妙 地 利用 现 有 
广泛 可 利用 的 信号 处 理 软件 工具 来 说 仍 是 最 基本 的 。 

信号 处 理 问 题 自 然 不 仅仅 局 限于 一 维 信号。 虽然 在 理论 上 一 维 与 多 维 信和 号 处 理 之 间 存 在 着 一 
些 基本 的 差别 ,但 是 本 书 所 讨论 的 大 部 分 内 容 在 多 维系 统 中 都 有 其 直接 对 应 的 形式 。 有 关 多 维 数 
字 信 和 号 处 理 理 论 在 各 种 参考 资料 中 都 有 详细 论述 ,包括 Dudgeon and Mersereau (1984 ) , Lim( 1989 ) 
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和 Bracewell(1994)D。 许 多 图 像 处 理 的 应 用 问题 需要 用 到 二 维 信号 处 理 技术 ,如 视频 编码 ,医学 图 
像 . 航 空 照片 的 增 晰 与 分 析 、 卫 星 气 象 照片 的 分 析 以 及 从 月 球 和 深层 空间 探测 来 的 视频 传输 信号 的 
增 晰 等 ,都 属于 这 一 类 情况 。 多 维 数字 信号 人 处理 在 图 像 处 理 方面 的 应 用 在 Macovski( 1983 ) , Castle- 
man( 1996) , Jain (1989) , Bovic ( ed. ) (2005 ) , Woods ( 2006 ) Gonzalez and Woods ( 2007 ) 和 Pratt 
(2007) 等 人 的 著作 中 都 有 专门 的 论述 。 像 在 石油 勘探 .地 震 检 测 和 核 试 验 监 测 等 方面 所 要 求 的 地 
震 数 据 分 析 都 要 利用 多 维 信和 号 处 理 技术 。 有 关 在 地 震 学 方面 的 应 用 在 Robinson and Treitel (1980 ) 
和 Robinson and Durrani( 1985 ) 的 著作 中 均 有 论述 。 

多 维 信号 处 理 仅仅 是 众多 先进 和 专门 论题 中 的 一 个 ,这 些 论 题 所 依赖 的 基础 均 在 本 书 的 覆盖 
范围 之 内 。 基 于 利用 离散 傅 里 叶 变换 和 信和 号 建 模 的 谱 分 析 是 信号 处 理 另 一 个 特别 丰富 而 重要 的 方 
面 。 第 10 章 和 第 11 章 将 介绍 这 方面 的 很 多 内 容 , 重 点 关注 与 离散 傅 里 叶 变 换 和 参数 信号 建 模 应 
用 有 关 的 一 些 基本 概念 和 技术 。 第 11 章 还 较 详 细 地 讨论 了 高 分 辨 率 频谱 分 析 方法 ,这 些 方法 都 是 
基于 把 信号 表示 成 一 个 离散 时 间 线性 时 不 变 (LTI) 滤波 器 对 单位 脉冲 或 白 噪声 的 响应 来 进行 分 析 
的 。 频 谱 分 析 可 以 通过 对 系统 参数 ( 如 差分 方程 的 系数 ) 进行 佑 计 , 青 求 出 该 滤波 器 模型 频率 响应 
的 幅度 平方 来 实现 。 有 关 这 些 方面 的 详细 讨论 可 以 在 Kay (1988) ,Marple(1987 ) ,Therrien( 1992 ) , 
Hayes( 1996 ) 和 Stoica and Moses( 2005 ) 等 人 的 著作 中 找到 。 

信和 号 建 模 在 数据 压缩 和 编码 中 也 起 着 重要 的 作用 ,并 且 差 分 方程 的 基本 原理 再 次 为 理解 这 些 
技术 的 很 多 方面 奠定 了 基础 。 例 如 ,一 种 称 为 线性 预测 编码 ( LPC ) 的 信号 编码 技术 就 是 利用 这 样 
一 个 概念 :如 果 一 个 信号 是 某 个 离散 时 间 滤 波 器 的 响应 ,那么 在 任意 时 刻 的 信号 值 就 是 先前 那些 值 
的 线性 函数 (因此 可 以 由 先前 信号 值 而 线性 预测 出 当前 信号 值 ) 。 这 样 ,通过 估计 出 这 些 预 测 参 
数 , 并 将 它们 与 预测 误差 一 起 用 来 表示 信号 ,就 可 以 得 到 有 效 的 信号 表示 。 若 需要 时 ,该 信号 也 可 
以 利用 模型 参数 重新 产生 。 这 类 信号 编码 技术 在 语音 编码 中 一 直 是 特别 有 效 的 ,这 些 在 Jayant and 
Noll( 1984) ,Markel and Gray( 1976 ) ,Rabiner and Schafer( 1978 ) 和 Quatieri(2002) 等 人 的 著作 中 均 
有 非常 详细 的 论述 ,在 第 11 章 也 将 有 较 详细 的 讨论 。 l . 

男 一 个 非常 重要 的 近代 论题 是 自 适 应 信号 处 理 。 自 适应 系统 代表 着 一 类 特殊 的 时 变 且 在 某 种 
意义 上 是 非 线 性 的 系统 。 这 类 系统 具有 广泛 的 应 用 ,而 且 对 它们 的 分 析 与 设计 已 建立 了 一 套 很 有 
效 的 方法 。 同 样 ,这 些 方法 的 很 多 方面 也 都 是 以 本 书 所 讨论 的 离散 时 间 信 号 处 理 的 基本 原理 为 基 
础 的 。 有 关 自 适应 信和 号 处 理 的 详细 论述 可 参见 Widrow and Stearns (1985 ) , Haykin( 2002 ) 和 Sayed 
(2008 ) 的 著作 。 

这 些 仅仅 代表 了 本 书 所 包含 的 内 容 所 延伸 出 来 的 众多 近代 论题 中 的 几 个 方面 ,其 他 的 还 包括 一 
些 先进 的 和 专门 的 滤波 器 设计 方法 ,计算 传 里 叶 变 换 的 各 种 专门 算法 ,一 些 特 定 的 滤波 器 结构 ,以 及 
包括 小 波 变换 在 内 的 各 种 近代 多 采样 率 信 和 号 处 理 技术 ,等 等 。[ 关于 这 些 主题 的 阐述 可 参见 Burrus, 
Gopinath ,and Guo( 1997 ) , Vaidyanathan ( 1993 ) 和 Vetterli and Kovacevic( 1995) 等 人 的 著作 。 | 

人 们 和 常常 认 为 ,一 本 基础 性 教科 书 的 目的 应 该 是 揭示 而 不 是 包罗 某 一 学 科 。 笔 者 一 直 遵 循 着 
这 一 宗旨 来 精 选 本 书 的 内 容 及 其 深度 。 前 面 有 关 近 代 论 题 的 简单 讨论 和 书 未 所 附 的 参考 文献 已 经 
足够 清楚 地 展现 出 ,还 有 许多 具有 挑战 性 的 理论 和 值得 注意 的 应 用 有 待 揭示 ,这 就 需要 我 们 勤奋 地 
学 习 DSP 的 基础 理论 以 做 好 充分 的 准备 。 





历史 的 回顾 
离散 时 间 信号 处 理 以 不 寻常 的 步伐 走 过 了 一 段 历史 时 期 ,回顾 一 下 这 个 领域 的 发 展 将 提供 一 





中 全 书 中 作者 的 姓名 和 所 注 年 代 均 用 来 指明 本 书 末尾 所 列 参考 文献 中 的 书目 和 论文 
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个 很 有 价值 的 有 关 该 领域 现在 及 未 来 较 长 时 间 内 仍 具 有 核心 地 位 的 一 些 基础 内 容 的 看 法 。 目 
17 世纪 发 明 微 积分 以 来 , 科学 家 和 工程 师 们 就 已 经 建立 了 利用 连续 变量 函数 和 微分 方程 来 表示 物 
理 现象 的 各 种 模型 。 然 而 , 当 解 析 解 不 可 能 得 到 时 ,为 了 求解 这 些 方程 已 经 使 用 了 数值 解法 。 的 
确 , 牛 顿 使 用 过 的 有 限 差分 法 就 是 本 书 将 要 介绍 的 某 些 离散 时 间 系 统 的 特殊 情况 .18 世纪 的 数学 
家 ,如 Euler,Bernouli 和 Lagrange 等 已 经 建立 了 连续 变量 函数 的 数值 积分 和 内 皇 方 法 。 由 Heide- 
man, Johnson and Burrus( 1984) 所 做 的 很 有 趣 的 历史 研究 表明 : 早 在 1805 年 ,高 斯 就 发 现 了 快速 传 
里 叶 变 换 (将 在 第 9 章 讨 论 ) 的 基本 原理 ,而 这 时 候 里 叶 关 于 函数 的 谐 波 级 数 表示 法 的 论文 尚未 
发 表 ! 

直到 20 世纪 50 年 代 初 ,信号 处 理 还 是 用 模拟 系统 来 完成 的 ,实现 这 些 模 拟 系 统 多 是 用 电子 线 
路 ,甚至 还 有 用 机 械 装 置 的 ， 即 使 数字 计算 机 已 逐渐 在 商业 场合 和 科学 实验 室 获得 应 用 ,但 其 价格 
却 异常 昂贵 ,能 力也 相当 有 限 。 在 那个 时 期 , 某 些 应 用 领域 对 更 为 复杂 的 信号 处 理 的 需求 激发 了 人 
们 对 离散 时 间 信 号 处 理 的 极 大 兴趣 .数字 计算 机 在 数字 信号 处 理 方 面 最 初 获得 应 用 的 一 个 领域 就 
是 石油 勘探 ,这 里 可 以 将 频率 相对 较 低 的 地 震 数据 进行 数字 转化 后 用 磁带 记录 下 来 ,以 供 事后 处 
理 ， 这 类 信号 处 理 一 般 来 说 是 不 能 实时 完成 的 , 几 秒 钟 的 数据 往往 要 耗 去 几 分 钟 . 甚 至 几 个 小 时 的 
计算 时 间 。 即 便 如 此 ,由 于 数字 计算 机 的 灵活 性 和 潜在 的 回报 能 力 使 得 这 种 方法 仍 颇 受 欢迎 ， 

同样 还 是 在 20 世纪 50 年 代 ,数字 计算 机 在 信号 处 理 方面 的 应 用 正 以 另外 一 些 不 同 的 方式 出 
现 。 由 于 数字 计算 机 的 灵活 性 ,在 用 模拟 硬件 实现 某 一 信号 处 理 系统 之 前 ,在 数字 计算 机 上 先 对 该 
系统 进行 仿真 往往 是 很 用 的 。 在 这 种 方式 下 ,一 种 新 的 信号 处 理 算法 或 系统 在 经 济 和 工程 资源 
上 投入 实施 之 前 , 均 可 在 一 种 很 灵活 的 实验 环境 中 加 以 研究 。 这 类 仿真 的 典型 例子 就 是 由 MIT 林 
肯 实 验 室 和 贝尔 电话 实验 室 所 研究 实现 的 声 码 器 仿真 。 例 如 ,在 一 个 模拟 信道 声 码 需 的 实现 中 , 滤 
波 器 的 特性 会 影响 已 编码 语音 信号 可 理解 程度 的 质量 ,而 对 这 种 质量 又 很 难 客观 地 进行 定量 研究 
通过 计算 机 仿真 可 以 调节 这 些 滤波 器 特性 ,从 而 可 在 模拟 装置 出 来 之 前 就 对 一 语音 编码 系统 的 感 
知音 质 给 予 评估 

在 所 有 这 些 利用 数字 计算 机 进行 信号 处 理 的 例子 中 ,计算 机 在 灵活 性 方面 表现 出 了 极 大 的 优 
越 性 。 但 是 ,这 些 处 理 未 必 总 是 能 实时 完成 。 因 此 ,持续 到 20 世纪 60 年 代 末 的 盛行 一 时 的 做 法 仅 
是 将 数字 计算 机 用 作 逼 近 或 仿真 某 一 模拟 信号 处 理 系统 .与 此 相仿 ,早期 的 数字 滤波 就 非常 热衷 
于 这 样 一 些 方式 :把 一 个 滤波 器 在 数字 计算 机 上 编 成 程序 ,这样 就 可 以 将 信号 先 做 模 / 数 转换 ,然后 
进行 数字 滤波 ,再 接着 做 数 / 模 转换 ,以 使 整个 系统 近似 成 为 一 个 好 的 模拟 滤波 器 .在 语音 通信 . 雷 
达 信 号 处 理 或 任何 其 他 应 用 中 ,数字 系统 可 能 真正 实现 实时 信号 处 理 的 想法 ,即使 是 在 当时 最 为 乐 
观 的 情况 下 , 仍 被 认为 是 具有 很 高 风险 的 。 当 然 , 处 理 速度 ,成 本 和 体积 大 小 都 曾 是 人 们 偏向 于 应 
用 模拟 元 件 的 三 个 重要 因素 。 

在 数字 计算 机 上 实现 信号 处 理 的 同时 ,研究 人 员 自 然 有 一 种 愿望 要 尝试 日 益 复 杂 的 信号 处 理 
算法 。 其 中 一 些 算法 就 是 由 于 数字 计算 机 的 灵活 性 而 发 展 起 来 的 ,而 用 模拟 设备 是 无 法 实现 的 。 
因此 ,很 多 这 些 算法 都 曾 被 看 作 是 一 些 有 趣 的 ,但 多 少 有 些 不 切实 际 的 想法 。 这 样 一 些 信号 处 理 算 
法 的 发 展 使 得 用 全 数字 化 来 实现 信号 处 理 系统 的 想法 更 具 诱 惑 力 。 最 初 在 数字 声 码 器 .数字 频谱 
分 析 仪 及 其 他 全 数字 化 系统 的 研究 上 开始 了 积极 有 效 的 工作 ,希望 这 些 系统 最 终 会 变 成 可 以 实际 
应 用 的 系统 。 

Cooley and Tukey(1965 ) 发 现 的 一 种 计算 傅 里 叶 变换 的 高 效 算法 , 即 大 家 所 熟知 的 FFT, 进 一 步 
加 速 了 迈 向 离散 时 间 信 号 处 理 的 进程 。 以 下 几 个 原因 说 明 FFT AREE K 当时 用 数字 计算 
机 实现 的 许多 信号 处 理 算法 所 要 求 的 处 理 时 间 要 比 实时 处 理 大 几 个 数量 级 。 这 常常 是 由 于 谱 分 析 
是 信号 处 理 中 的 一 个 重要 组 成 部 分 ,而 在 当时 却 没有 一 种 高 效 的 算法 来 实现 它 。 而 快速 全 里 叶 变 


第 1 章 绪 论 5 





换算 法 将 傅 里 叶 变 换 的 计算 时 间 减 少 了 几 个 数量 级 ,使 得 一 些 复 杂 的 信和 号 处 理 算法 的 实现 在 其 处 
理 时 间 内 允许 与 系统 之 间 可 以 在 线 交 互 试验 。 再 者 ,快速 傅 里 叶 变 换算 法 事实 上 可 以 用 专用 数字 
硬件 来 实现 ,这 样 从 前 出 现 的 很 多 曾 认 为 是 不 切实 际 的 信号 处 理 算 法 开始 显露 出 具体 实现 的 可 能 

FET 的 另 一 个 重要 内 涵 就 是 它 本 身 属 于 离散 时 间 范 畴 。 它 可 以 直接 计算 离散 时 间 信 号 或 序列 
的 傅 里 叶 变 换 , 并 且 它 所 涉及 的 许多 性 质 和 数学 方法 完全 都 属于 离散 时 域 的 范畴 ;也 就 是 说 , 它 不 
只 是 一 个 对 连续 时 间 傅 里 叶 变 换 的 近似 ， 由 此 激发 了 人 们 用 离散 时 间 数 学 方法 来 重新 形成 很 多 信 
号 处 理 概念 和 算法 的 想法 ,之 后 这 些 技术 建立 了 完整 的 离散 时 间 域 内 的 各 种 关系 。 这 样 就 改变 了 
把 在 数字 计算 机 上 进行 信号 处 理 只 是 单纯 地 看 作 是 对 模拟 信号 处 理 技 术 的 某 种 近似 的 看 法 ,进而 
产生 了 把 离散 时 间 信 号 处 理 作为 一 门 单独 的 重要 人 研究 领域 的 浓厚 兴趣 。 

离散 时 间 信 和 号 处 理发 展 史 上 男 一 个 主要 进展 出 现在 微 电 子 学 领域 , 微 处 理 器 的 发 明 及 其 在 数 
量 上 的 激增 为 离散 时 间 信 和 号 处 理 的 廉价 实现 铺 平 了 道路 。 尽 管 第 一 台 微 处 理 需 因 速 度 太 慢 而 不 能 
实时 地 实现 大 部 分 离散 时 间 系 统 (除了 采样 率 非 常 低 的 情况 ) ,但 是 到 了 20 世纪 80 年 代 中 期 ,集成 
电路 技术 已 经 发 展 到 了 一 个 新 的 水 平 ,能 够 制造 出 在 结构 上 专门 为 实现 离散 时 间 信 号 处 理 算法 而 
设计 的 高 速 定点 和 浮 点 微型 计算 机 。 随 着 这 种 技术 的 到 来 ,第 一 次 展现 出 了 离散 时 间 信 号 处 理 技 
术 有 具有 广阔 应 用 的 可 能 性 。 微 电子 学 的 高 速 发 展 ,还 以 男 一 种 方式 深刻 地 影响 着 信号 处理 算法 的 
发 展 , 例 如 ,在 实时 数字 信号 处 理 装置 产生 之 初 , 存 储 器 相对 比较 昂贵 ,因此 信号 处 理 算法 推进 的 
一 个 重要 性 能 指标 就 是 存储 单元 的 高 效 利用 。 如 今 ,数字 存储 已 如 此 廉价 ,使 得 许多 算法 都 倾向 于 
采用 比 绝对 所 需 存储 容量 更 大 的 存储 需求 ,来 换取 处 理 占 所 需 功率 的 降低 ， 对 DSP 全面 发展 可 能 
存在 极 大 阻碍 的 男 一 个 技术 局 限 就 是 信号 从 模拟 形式 向 离散 时 间 ( 数字 ) 形 式 的 转换 ， 首 次 广泛 
应 用 的 A/D 和 D/A 转换 器 是 成 本 为 几 千 美元 的 独立 装置 。 而 数字 信和 号 处 理 理论 与 微 电 子 技术 相 
结合 之 后 ,过 采样 A/D 和 D/A 转换 器 的 成 本 仅 为 几 美元 ,甚至 更 低 , 这 使 得 各 种 各 样 的 实时 应 用 
成 为 可 能 

类 似 地 ,最 小 化 算术 操作 次 数 ( 如 乘法 或 浮 点 加 法 次 数 ) ,如 今 也 不 二 显得 那么 重要 ,因为 多 核 
处 理 器 具有 多 个 可 用 的 乘法 器 ,此 时 更 重要 的 是 如 何 降 低 各 处 理 核 之 间 的 通信 和 量 , 必 要 时 甚至 可 以 
使 用 更 多 的 乘法 操作 .例如 ,在 多 核 环境 中 ,DFT 的 直接 计算 (或 采用 Goertzel 算法 ) 甚 至 比 应 用 
FFT 算法 更 “高 效 ” ,即使 需要 更 多 的 乘法 操作 ,但 处理 器 之 间 的 通信 需求 可 以 得 到 极 大 降低 ,因为 
采用 DFT 直接 计算 时 处 理工 作 可 以 更 有 效 地 在 多 个 处 理 器 或 处 理 核 上 进行 分 配 。 更 广泛 地 讲 ,为 
了 充分 挖掘 并 行 和 分 布 式 处 理 带 来 的 机 会 而 对 算法 进行 重 构 或 研究 新 的 算法 ,已 经 成 为 信号 处 理 
算法 发 展 的 一 个 新 的 重要 方向 


未 来 的 展望 


微 电 子 学 的 工程 师 们 仍 在 继续 为 提高 电路 的 集成 度 和 产量 而 奋斗 着 ,因此 微 电 子 学 系统 的 复 
杂 性 和 先进 程度 也 在 不 断 地 稳步 提高 。 的 确 , 自 20 世纪 80 年 代 初 以 来 ,DSP 芯片 的 复杂 性 和 容量 
一 直 成 指数 地 增长 着 ,并 且 没 有 任何 放 慢 的 迹象 。 随 着 整 片 集成 技术 的 迅速 发 展 , 价 廉 .好 微型 和 
低 功 耗 的 很 复杂 的 离散 时 间 处 理 系统 也 将 会 实现 。 进 一 步 ,类 似 微机 电 系统 ( MEMS) 的 各 类 技术 
也 承 诺 可 以 生成 各 种 微型 传感器 ,而 这 些 传感器 的 输出 将 利用 在 传感器 输入 的 分 布 式 阵列 上 操作 
的 DSP 技术 来 进行 处 理 。 因 此 ,离散 时 间 信号 处 理 的 重要 性 无 疑 仍 会 与 日 俱 增 ,而 且 未 来 这 一 领 
域 的 发 展 很 可 能 比 刚刚 描述 的 发 展 进程 更 富 戏剧 性 ， 

当前 ,离散 时 间 信 号 处 理 技术 在 某 些 应 用 领域 已 经 引起 了 革命 性 的 变化 电信 领域 就 是 一 个 
明显 的 例子 ,在 该 领域 中 离散 时 间 信号 处 理 技术 . 微 电 子 技术 和 光纤 传输 技术 的 结合 , 正 以 一 种 直 
正 的 革命 方式 改变 着 通信 系统 的 面貌 。 可 以 预见 ,类 似 的 冲击 也 将 会 波及 许多 其 他 的 技术 领域 。 
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事实 上 ,信和 号 处 理 已 经 成 为 ,并 且 会 一 直 成 为 新 应 用 不 断 涌现 的 领域 。 对 一 个 新 应 用 领域 的 需求 可 
以 通过 对 来 自 其 他 应 用 的 内 容 进 行 调整 来 得 到 满足 ,但 往往 新 的 应 用 需要 产生 新 的 算法 及 实现 这 
些 算法 的 新 硬件 系统 。 正 是 由 于 早期 地 震 、 雷 达 和 通信 和 领域 的 需求 , 极 大 地 促进 了 本 书 所 要 讨论 的 
许多 核心 信号 处 理 技术 的 形成 。 当 然 ,信号 处 理 在 国防 .环境 .通信 以 及 医疗 保健 和 诊断 领域 的 核 
心地 位 仍 将 维持 不 变 。 近 年 来 信号 处 理 在 金融 和 DNA 序列 分 析 这 样 一 些 新 领域 中 也 得 到 了 广泛 

虽然 很 难 对 信号 处 理 还 会 在 哪些 方面 产生 新 的 应 用 进行 预测 ,但 毫 无 疑问 ,对 于 那些 随时 准备 
发 现 它 们 的 人 们 来 说 ,它们 会 日 渐 明 显 。 为 解决 新 的 信号 处 理 问题 做 准备 的 关键 是 ,进行 信号 与 系 
统 的 基础 数学 理论 及 相关 设计 和 处 理 算法 的 全 面 训练 ,这 一 点 在 整个 信号 处 理发 展 过 程 中 一 直 如 
此 。 虽 然 离散 时 间 信 和 号 处 理 是 一 个 不 断 更 新 和 飞速 发 展 的 领域 ,但 是 它 的 基础 已 经 日 至 完善 ,非常 
有 必要 来 进行 很 好 的 学 习 。 本 书 的 目的 就 是 通过 提供 一 种 对 离散 时 间 线 性 系统 .滤波 .采样 .离散 
时 间 侍 里 叶 分 析 及 信号 建 模 的 联合 论述 来 揭示 该 领域 的 基础 理论 。 本 书 内 容 应 该 为 读者 理解 离散 
时 间 信 号 处 理 的 广泛 应 用 提供 必要 的 知识 ,并 为 他 们 能 够 在 这 一 令 人 振奋 的 技术 领域 的 未 来 发 展 
中 做 出 贡献 莫 定 坚实 的 基础 。 








第 2 章 离散 时 间 信 号 与 系统 


2.0 引言 


术语 信和 号 通常 用 于 代表 携带 信息 的 某 些 东西 。 例 如 ,信号 可 以 携带 着 某 一 物理 系统 有 关 状 态 
或 行为 特征 的 信息 。 信 和 号 还 可 以 是 为 了 人 与 人 之 间 .或 人 与 机 器 之 间 交 换 信 息 而 合成 的 ,这 是 另 一 
类 信和 号。 虽然 信 号 可 以 用 很 多 方法 来 表示 ,但 是 在 所 有 情况 下 ,信息 总 是 包含 在 某 种 变化 的 模式 
中 。 在 数学 上 信和 号 可 以 表示 为 一 个 或 多 个 独立 变量 的 函数 。 例 如 ,一 个 语音 信和 号 在 数学 上 可 以 表 
示 为 时 间 的 函数 ,而 一 幅 摄 影 图 像 就 可 以 表示 为 二 个 空间 变量 的 亮度 函数 。 习 惯 上 把 一 个 信和 号 的 
数学 表达 式 中 的 独立 变量 看 作 时 间 ,本 书 也 将 遵循 这 一 约定 ,尽管 在 某 些 具体 的 例子 中 ,独立 变量 
事实 上 并 不 代表 时 间 。 

在 信号 的 数学 表达 式 中 ,独立 变量 可 以 是 连续 的 ,也 可 以 是 离散 的 。 连 续 时 间 信 号 是 定 
义 在 一 个 连续 时 间 域 上 的 ,因此 可 以 用 一 个 连续 独立 变量 来 表示 。 连 续 时 间 信 号 常常 又 称 作 
模拟 信号 。 离 散 时 间 信 号 是 定义 在 离散 时 刻 点 上 的 ,这 样 独立 变量 便 具 有 离散 值 ;也 就 是 说 ， 
离散 时 间 信 和 号 表示 成 数值 的 序列 。 语 音 和 图 像 信 号 既 可 以 用 连续 变量 表示 ,也 可 以 用 离散 变 
量 表示 ,如果 某 些 条 件 成 立 的 话 , 这 两 种 表示 是 完全 等 效 的 。 除 了 独立 变量 可 以 是 连续 的 或 
离散 的 之 外 ,信号 幅度 也 可 以 是 连续 的 或 者 是 离散 的 。 数 字 信 号 在 时 间 上 和 幅度 上 都 是 离散 
的 信和 号。 

信号 处 理 系 统 也 能 像 信号 一 样 来 分 类 。 这 就 是 说 连续 时 间 系 统 是 指 其 输入 /输出 都 是 连续 时 
间 信 号 的 系统 ;离散 时 间 系 统 就 是 其 输入 /输出 都 是 离散 时 间 信 号 的 系统 。 与 此 类 似 , 一 个 数字 系 
统 其 输入 /输出 都 是 数字 信号 。 因 此 ,数字 信号 处 理 就 是 处 理 在 幅度 和 时 间 上 都 是 离散 的 那些 信和 号 
的 变换 。 本 书 重点 关注 离散 时 间 ( 而 不 是 数字 ) 信 号 与 系统 。 然 而 ,离散 时 间 信 号 与 系统 理论 对 于 
数字 信号 与 系统 也 是 非常 有 用 的 ,特别 是 如 果 信 号 幅度 是 被 精细 量化 的 。 有 关 信 号 幅度 的 量化 效 
应 将 在 4.8 节 ,6.8 一 6.10 节 和 9.7 节 讨 论 。 

本 章 给 出 基本 定义 ,建立 符号 注释 ,并 阐述 和 回顾 有 关 离散 时 间 信 和 号 与 系统 的 基本 概念 。 在 曾 
述 这 部 分 内 容 时 ,假设 读者 对 这 些 内 容 已 有 一 定 程度 的 接触 ,只 是 在 侧重 点 和 注释 方面 有 所 不 同 。 
因此 ,本 童 的 主要 目的 是 为 后 续 各 章 所 要 阐述 的 内 容 做 一 个 公共 的 基础 性 介绍 。 

2. 1 节 讨 论 了 离散 时 间 信 号 序列 的 表达 形式 ,并 给 出 一 些 在 表征 离散 时 间 系 统 时 具有 核心 作 
用 的 基本 序列 ,例如 单位 脉冲 .单位 阶 跃 和 复 指 数 序列 ,这些 序列 也 是 构成 其 他 一 般 性 序列 的 基本 
单元 。2. 2 节 介 绍 离散 时 间 系 统 的 表达 形式 .基本 特性 和 简单 的 例子 。2. 3 节 和 2. 4 节 着 重 对 一 类 
重要 系统 一 一 线性 时 不 变 系统 (LTI) 及 其 卷 积 求 和 时 域 表 达 形 式 进行 描述 。2.5 节 则 考虑 一 类 特 
殊 的 LTI 系统 ,它们 可 以 用 线性 . 常 系数 差分 方程 来 表示 。2. 6 节 则 对 离散 时 间 系 统 的 频 域 表达 形 
式 进 行 曾 述 ,这 里 利用 了 以 复 指数 为 特征 函数 的 概念 。2.7 节 .2.8 节 和 2.9 节 讨 论 研究 离散 时 间 
信号 的 傅 里 叶 变换 表示 形式 , 它 是 复 指 数 函 数 的 线性 组 合 。2. 10 节 对 离散 时 间 随 机 信和 号 进行 简单 


介绍 。 
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2.1 离散 时 间 信 和 号 


离散 时 间 信 号 在 数学 上 表示 成 数 的 序列 。 一 个 数 的 序列 x, 其 中 序列 的 第 个 数 记 作 x[n] 1， 
正规 地 可 写作 
x = {x[n]}. 一 2c <n < © (2.1) 
Step ny BeBe. SERRE BORRAY FRI CE CE AT WIG eh BR RE (HE SEE Ue] ) (AS x, (1) 来 得 
到 ,这 样 一 来 ,序列 中 第 个 数 的 数值 就 等 于 模拟 信号 x, (0) 在 时 刻 nT 处 的 值 , 即 
xin] = x,("T ). 一 co <n <% (2-2) 
7 称 为 采样 周期 ,其 倒数 即 为 采样 频率 。 尽 管 序列 不 总 是 由 采样 模拟 波形 来 获得 的 ,但 是 把 x[n] 
称 为 序列 的 “第 n 个 样本 "还 是 方便 的 。 同 时 ,虽然 严格 来 说 x[n] 指 的 是 序列 中 的 第 nn 个 数 ,但 是 
式 (2.1) 的 记号 往往 不 必 那 么 烦琐 。 当 意 指 整个 序列 时 , 称 “ 序 列 x[n]” 既 方便 ,又 明确 ,就 像 称呼 
“模拟 信号 x, (1)" 一样。 离散 时 间 信 号 (也 就 sL eil 
是 序列 ) 常常 又 可 用 如 图 2. 1 所 示 的 图 形 来 表 hI an a 
示 。 图 中 横 坐 标 虽 然 画 的 是 一 条 连续 线 ,但 重 i] ii 
要 的 是 要 知道 sln] 仅仅 在 ”为 整数 值 时 才 有 PT dp ey 
定义 ,认为 x[z] 在 不 为 整数 时 就 是 零 是 不 正 
确 的 ;x[n] 在 n 为 非 整数 时 只 是 无 定义 。 图 2.1 离散 时 间 信号 的 图 解 表示 
作为 一 个 通过 采样 获取 的 序列 的 例子 ,图 2. 2(a) 表示 的 是 一 段 语音 信号 , 它 对 应 于 声 压 随时 
间 变 化 的 函数 。 图 2.2(b) 所 示 的 则 是 该 语音 信号 的 样本 序列 。 虽 然 原始 信号 是 在 全 部 时 间 1 上 
定义 的 ,但 这 个 序列 所 包含 的 只 是 该 原始 信号 在 离散 时 刻 点 上 的 信息 。 由 第 4 章 讨论 的 采样 定理 
可 知 ,只 要 样本 取得 足够 密 ,原始 信号 就 能 从 一 个 相应 的 样本 序列 中 准确 无 误 地 恢复 出 来 

















= 32 ms = 
(a) 











b 256 个 样本 点 | 
(b) 


图 2.2 (a) 一 段 连续 时 间 语 音信 号 x,(1);(b) 用 7=125 ps 从 图 (a) 获 得 的 样本 序列 x[n] = x, (nT) 

在 讨论 离散 时 间 信 和 号 与 系统 理论 时 ,有 几 个 基本 序列 是 特别 重要 的 。 这 些 序列 如 图 2.3 所 示 ， 
并 在 下 面 给 予 讨论 。 

单位 样本 序列 [ 见 图 2.3(a) ] 定 义 为 序列 


0, ) 
m= | 20 (2.3) 





1 用 [ 1 来 括 出 离散 变量 函数 的 独立 变量 ,而 用 ( ) 来 插 出 连续 变量 函数 的 独立 变量 
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在 离散 时 间 信 号 与 系统 中 单位 样本 序列 所 起 的 作用 就 如 同 单位 冲 激 函数 5(1) 在 连续 时 间 信 号 与 
系统 中 所 起 的 作用 。 为 了 方便 起 见 , 通 常 将 单位 样本 序列 称 为 离散 时 间 脉 冲 ,或 者 简单 称 为 脉冲 
重要 的 是 ,一 个 离散 时 间 脉 冲 并 没有 遇 到 那么 多 像 连续 时 间 冲 激 所 带 来 的 数学 处 理 上 的 麻烦 , 它 的 
定义 式 (2.3) 既 简单 又 明确 。 

















es es 
Wn = apg 





(e) (d) 


图 2.3 ”一 些 基本 序列 。 这 些 序列 在 离散 时 间 信和 号 与 系统 的 分 析 和 表示 中 有 重要 作用 


单位 样本 序列 的 一 个 重要 作用 就 是 任何 序列 都 可 以 用 一 组 幅度 加 权 和 延迟 的 单位 样本 序列 的 
和 来 表示 。 例 如 ,图 2.4 所 示 的 序列 pLnj] 可 以 表示 为 





pln] = a_3d[n + 3] + a) d[n — 1] + azô[n 一 2] 十 a76ln 一 7] (2.4) 
更 一 般 地 说 ,任何 序列 均 可 表示 为 
x[n] 三 5D x[k]é[n — k] (2.5) a3 1 plal 
i= 2 7 
在 离散 时 间 线 性 系统 表示 的 讨论 中 将 专门 使 用 式 (2.5) 。 ols 
单位 阶 跃 序列 [ 见 图 2.3(b) ] 定 义 为 f z 
iaa ls R (2.6) 图 2.4 E EN 
y 表示 一 个 序列 的 例子 
单位 阶 跃 序列 与 单位 样本 序列 的 关系 是 
uln] = >》 dik! (2.7) 


k=% 
即 单 位 阶 跃 序列 在 n 时 刻 点 的 值 就 等 于 在 n ARAA LAAT eB AY EEK STIE AAA. AH 
单位 样本 序列 表示 单位 阶 路 的 男 一 种 形式 是 将 图 2.3(b) 所 示 的 单位 阶 蹊 看 作 是 一 组 延迟 的 单位 
样本 序列 之 和 ,如 式 (2.5) 所 示 。 这 时 , 非 零 值 全 都 是 1, 所 以 有 





uln| = d[n|] + [n — 1] + 6[n —2]+--- (2. 8a) 
或 者 
uln] = > d[n — k| (2. 8b) 
k=0 

LZ, PALE AS Fe IE BE Be AN NCB BER FP 9B — BoP EA, B 

6[n| = u[n] — ujn — 1] (2.9) 
指数 序列 是 另外 一 类 重要 的 基本 信和 号， 一 个 指数 序列 的 一 般 形 式 是 

x[n] = Aa" (2.10) 


如 果 4 和 a 都 是 实数 , 则 序列 为 实 序列 。 如 果 0 <a <1,A 为 正 值 ,那么 序列 值 为 正 , 且 随 n 增加 而 
减 小 ,如 图 2.3(c) 所 示 。 对 于 -1<a<0, 则 序列 值 正 负 交替 变化 ,但 在 幅度 上 仍 随 n 增加 而 减 小 。 
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如 果 la | >1, 那 么 序列 在 幅度 上 就 会 随 n 增加 而 增 大 。 
a 为 复数 的 指数 序列 Aa" ,其 实 部 和 虚 部 都 是 指数 加 权 的 正弦 序列 。 具 体 地 说 ,如 果 aw= |a le 
且 4= |4|e*, 则 序列 Aa" 就 可 以 表示 为 
x[n] = Aa" = |A jef jæ" e120” 


= 14 | Ilal"ei( oont®) (2. 11 ) 


= |A||a|" cos(won + ¢) + jlA | la|” sin(won + ) 

若 |a | >1, 则 该 序列 振荡 的 包 络 按 指数 增长 ; 若 lal <1, 则 包 络 按 指数 衰减 。( 作为 一 个 简单 的 
例子 可 考虑 wo =o 的 情况 。) 

当 |a | =1 时 ,该 序列 具有 如 下 形式 : 

x[n] = |A lel@o"*®) = |A | cos(wan +) + jlAlsin(won + p) (2. 12) 

也 就 是 说 ,e* 的 实 部 和 虚 部 都 随 n 做 正弦 变化 。 按 照 与 连续 时 间 情 况 相 类 比 的 方式 , 量 wu 也 称 作 
复 正 蓄 或 复 指 数 的 频率 ,小 称 作 相位 。 值 得 注意 的 是 :n 是 一 个 无 量 纲 的 整数 ,由 此 w 的 量 纲 必 须 
是 弧度 。 如 果 要 与 连续 时 间 的 情况 保持 一 种 更 为 相近 的 对 照 , 可 以 把 wo 的 单位 标 成 为 rad/ 样 本 ， 
m n 的 单位 就 是 样本 。 

式 (2.12) 中 的 nn 总 是 一 个 整数 这 一 事实 就 导致 了 离散 时 间 复 指数 和 正弦 序列 与 连续 时 间 复 
指数 和 正弦 信号 之 间 的 一 些 重大 差别 。 例 如 ,考虑 一 个 频率 为 (w。+2"7) 的 序列 ,这 时 有 

x[n] = Aeiwot2n jn 
= Aejonnej2m = Ae loon 
一 般 地 ,可 以 容易 看 出 ,频率 为 (wu +2mr) 的 复 指数 序列 (其 中 > 为 任意 整数 ) 相互 间 是 无 法 区 分 
的 ,这 一 点 对 正弦 序列 也 成 立 。 特 别 地 ,很 容易 证 明 得 到 
x[n] = A cos[(wp +2rr)n+ o] 
= A cos(won 十 内) 

对 于 由 采样 正弦 信号 和 其 他 信号 得 到 的 序列 来 说 ,这 一 性 质 的 内 涵 将 在 第 4 章 讨 论 。 到 目前 为 止 ， 
当 讨 论 具有 xLn] =4e” 的 复 指数 信号 或 具有 x[n| =Acos( won + 由) 的 实 正弦 信号 时 ,只 需要 考虑 
范围 为 2 的 一 般 频 率 区 间 就 够 了 。 典 型 情况 下 ,选取 -mn<w 二 7 或 0<wo <2T， 

连续 时 间 和 离散 时 间 的 复 指数 与 正弦 信号 之 间 的 另 一 重要 差别 是 关于 它们 的 的 周期 性 问 
题 。 在 连续 时 间 情 况 下 ,正弦 信号 和 复 指数 信号 都 是 时 间 上 为 周期 的 信号 , 且 周 期 等 于 2 除 以 频 
率 。 在 离散 时 间 情 况 下 ,一 个 周期 序列 应 满足 


(2. 13) 


(2. 14) 


xla] =x[n +N], MAKIN (2.15) 
式 中 周期 N 必须 是 整数 。 如 果 用 这 个 条 件 来 检验 离散 时 间 正 弦 序 列 的 周期 性 , 则 有 
A cos(won + >) = Acos(wontt woN 十 内) (2.16) 
woN = 2nk (2.17) 
式 中 上 为 整数 。 对 于 复 指数 序列 Ce“" 也 同样 , 即 周期 为 N 的 周期 性 要 求 
OUND sgia (2. 18) 


和 式 (2.17) 一 样 , 仅 当 woN =2m 时 ,上 式 才 成 立 。 这 样 , 复 指数 和 正弦 序列 对 n 来 说 并 不 一 定 都 
是 周期 为 (27w/wo ) 的 周期 序列 ,而 要 取决 于 w 的 值 , 有 可 能 它们 根本 就 不 是 周期 的 。 
例 2.1 周期 和 非 周期 离散 时 间 正 弦 序 列 
现在 考虑 信号 x[n] =cos(an/4) ,这 个 信号 有 一 个 周期 N=8。 为 了 证 明 这 一 点 ,只 要 注 
意 到 x[n+8] =cos(m(n+8)/4) =cos(mn/4+2m) =cos(mn/4) =x[n], 它 满足 离散 时 间 周 
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期 信号 的 定义 。 与 在 连续 时 间 正 弦 信 号 所 得 出 的 直观 认识 相反 , 增 大 一 个 离散 时 间 正 弦 信 号 
的 频率 wn 并 不 一 定 就 会 减 小 信号 的 周期 。 为 此 ,考虑 另 一 个 离散 时 间 正 弦 信 号 x,[n] = 
cos(3Trw8) ， 它 的 频率 比如 [7 的 高 。 然 而 加 [的 周期 不 是 8, 因 为 妃 [有 +8] =cos(3T(Pm /8) = 
cos(3mn/8 +3T) = -xs[n]。 利用 在 对 xi[n] 的 周期 性 所 做 的 类 似 的 证 明 , 可 以 得 出 x,[n] 是 周 
期 的 ,周期 为 N=16。 据 此 ,频率 从 mw =2 77/8 增加 到 wo =3T/8, 而 信号 的 周期 也 增 大 了 。 发 
生 这 种 情况 的 原因 就 是 由 于 离散 时 间 信 号 仅 能 定义 在 整数 变量 n 上 的 缘故 。 

在 n 上 受到 的 整数 限制 就 会 引起 某 些 正弦 信号 根本 就 不 是 周期 的 。 例 如 ,没有 任何 整数 NN 能 使 
信号 x3Ln] =cos(n) 对 全 部 n 满足 x[n+tN]=xsLn]。 这 些 以 及 其 他 一 些 与 连续 时 间 情 况 相反 的 离 
WA a 言 号 的 性 质 , 都 是 由 于 对 离散 时 间 信 号 与 系统 而 言 , 其 时 间 变 量 n 仅 限 制 为 整数 的 缘故 。 

当 将 式 (2. 17) 的 条 件 与 先前 得 到 的 有 关 wo 和 (we +2mr) 是 不 可 区 分 的 频率 的 结果 结合 在 一 

起 时 ,就 很 清楚 ,这 里 存在 着 N 个 可 区 分 开 的 频率 ,对 应 这 些 频 率 的 序列 都 是 周期 的 , 且 周 期 为 No 

这 些 频率 中 的 一 组 就 是 wy =2wkAN,k =0,1,…,N -1 复 指 数 和 正弦 序列 的 这 些 性 质 在 离散 时 间 

傅 里 叶 分析 计 算 算 法 的 理论 和 设计 中 都 是 最 基本 的 ,这 些 将 在 第 8 章 和 第 9 章 中 详细 讨论 。 

有 关上 面 的 讨论 都 说 明了 这 样 一 点 ,就 是 对 于 连续 时 间 和 离散 时 间 正 弦 和 复 指数 信号 的 高 .低频 
率 的 解释 稍 许 有 些 不 同 。 对 于 连续 时 间 正 弦 信 号 x(t) =Acos( Oot +p) , 随 着 Qo 的 增加 ,x(1) 振 荡 得 
越 来 越 快 ;而 对 离散 时 间 正 弦 信 号 x[m] =Acos( won + 中) 而 言 , 当 wo 从 0 增加 到 5 时 ,x[Ln] 振 荡 越 来 
越 快 , 当 mw 从 7 增加 到 2 时 ,振荡 反而 变 慢 ,这 就 如 图 2.5 所 示 。 事 实 上 ， SR Wy 


i 
bay 


(b) 


yt 


ANU 


图 2.5 对 于 几 个 不 同 w 值 时 的 coswon。 随 着 oo KAHNE al (a) 一 (d) ] ， 
序列 振荡 加 快 ; 随 着 w, 从 7 增加 到 2w[(d) 一 (a)] ,振荡 变 慢 









































n/A RK wy = TH/4 
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上 的 周期 性 ,ou =27 与 ws =0 是 无 法 区 分 的 。 更 一 般 地 说 ,在 wo = 2a 周围 的 频率 与 wo =0 
周 玮 的 频率 是 不 能 区 分 的 。 结 果 , 对 于 正弦 和 复 指数 序列 ,位 于 os =2mk( 为 任意 整数 ) 邻 
近 的 cop 值 就 属于 低频 范围 ( 相对 慢 的 振荡 ) ,而 wo 在 wo = (+2mk) 附 近 就 是 高 频 区 域 ( 相 
对 快 的 振荡 ) 


2.2 离散 时 间 系 统 


在 数学 上 ,一 个 离散 时 间 系 统 可 以 定义 为 一 种 变换 或 算 子 , 它 把 值 为 xLn |] 的 输入 序列 映射 为 
值 为 yLnj 的 输出 序列 ,可 以 记 作 


yla] = T{xIn]} (2.19) Pra | 
并 可 用 图 2.6 表示 。 式 (2. 19) 代 表 了 由 输入 序列 值 计 算 输 ll vln] 
出 序列 值 的 某 种 规则 或 公式 。 应 该 强调 的 是 ,输出 序列 在 每 图 2.6 离散 时 间 系 统 的 表示 ,即将 
一 个 n 点 的 值 都 可 以 是 全 部 nn 点 xLnj 值 的 函数 ,即时 刻 输入 序列 x[ n] 映 射 为 单 
的 y 值 可 能 与 整个 序列 x 的 全 部 或 部 分 内 容 有 关 。 下 面 用 一 输出 序列 y[ n] 的 变换 


一 些 例子 来 说 明 某 些 简单 而 有 用 的 系统 。 
例 2.2 理想 延迟 系统 
理想 延迟 系统 由 下 列 方程 定义 : 
yla] = x[n — nal. 一 co < n < 00 (2. 20) 
AP n A-SE REA, MAAR MR, MOG, PMERARHAIMHA RNA 
43 ni 个 样本 以 形成 输出 序列 。 在 式 (2.20) 中 , 若 m 是 一 个 固定 的 负 整数 ,那么 系统 就 将 输入 
左 移 | n, | 个 样本 ,这 相应 于 时 间 超 前 。 
例 2. 2 中 在 确定 某 一 个 输出 样本 时 只 涉及 输入 序列 中 的 一 个 样本 ,下 面 的 例子 就 不 属于 这 种 
情况 了 
例 2.3 滑动 平均 
一 般 的 滑动 平均 系统 由 下 列 方程 定义 : 








1 < 
yin) = 一 一 一 一 一 一 x[n —k] 
Mi +M2+1 E 
| 2621 
= rapi Pa hale sy Ts ale eee 


+x|n 一 I] +--+ xin — Mal} 


该 系统 计算 输出 序列 的 第 n 个 样本 时 是 将 其 作为 输入 序列 第 n HEAR TG 4 (M, + My +1) 个 
样本 的 平均 来 求 得 的 。 图 2.7 表示 出 ,输入 序列 可 秀成 哑 元 变量 上 的 函数 ,以 及 当 nn=7， 
M, =0 fo M, =5 时 ,对 计算 输出 样本 y[n] 所 用 到 的 输入 样本 (实心 点 )。 输 出 样本 y[7] 
就 等 于 两 重 直 虚线 间 全 部 样本 之 和 的 1/6。 若 求 y[8], 则 把 两 重 直 虚线 右 移 一 个 样本 
即 可 


系统 的 分 类 可 以 通过 加 在 变换 71 | 的 性 质 上 的 限制 来 定义 。 这 样 做 往往 可 以 得 出 很 一 般 的 
数学 表达 式 。 在 2.2.1 一 2.2.5 节 所 讨论 的 是 其 中 特别 重要 的 一 些 系 统 性 质 和 限制 。 
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四 AR? Al, 





a 


图 2.7 计算 一 个 M =0 H M, =5 的 因果 滑动 平均 所 用 到 的 序列 什 

2.2.1 无 记忆 系统 

如 果 在 每 一 个 n 值 上 的 输出 y[ nj 只 决定 于 同一 nn 值 的 输入 x[n], 那 么 就 说 该 系统 是 无 记 
忆 的 
例 2.4 一 个 无 记忆 系统 

XLn] 和 ylLn|] 若 由 如 下 方程 所 关联 ,就 属于 无 记忆 系统 的 一 个 例子 : 
yal = (xlnaD2， 对 每 个 值 (2. 22) 

除非 ww =0, 否 则 例 2. 2 的 系统 就 不 是 无 记忆 的 。 特 别 是 ,无论 n, 是 正 ( 时 间 延 迟 ) 或 是 负 ( 时 
间 超 前 ) ,系统 都 称 为 是 有 "记忆 ” 的。 除非 M, =M, =0, 和 否则 例 2.3 的 滑动 平均 系统 不 是 无 记忆 
系统 
2.2.2 线性 系统 

线性 系统 由 县 加 原理 来 定义 。 如 果 yi[n] 和 yy,[nj 分 别 是 输入 为 [nn] 和 x,[n] 时 某 一 系统 的 


响应 ,那么 当 且 仅 当 下 式 成 立时 ,该 系统 就 是 线性 的 : 
7 十 22[ = Thala] + Tix[a]} = yila] + yla] (2. 23a) 














All : 

T{ax[n]} = aT {x[n]} = ay[n] (2. 23b) 
SU a 为 任意 常数 。 上 述 第 一 个 性 质 称 为 可 加 性 ,第 二 个 性 质 称 为 齐 次 性 或 比例 性 。 这 两 个 性 质 
结合 在 一 起 就 成 为 天 加 原理 ,写成 


T{ax [n] + bxa[n]} = aT {xi [n]} + bT {x2[n]} (2.24) 
式 (2. 24) 对 任意 常数 Al b ARZ AIOE HES EENAA E, BRD, WE 
xin] = 》 axla] (2. 25a) 
7 
那么 一 个 线性 系统 的 输出 就 一 定 是 
ve = J asad (2. 25b) 


式 中 [|n] 就 是 系统 对 输入 x, ln] OY o 
利用 县 加 原理 的 定义 ,可 以 容易 证 明 例 2.2 和 例 2.3 的 系统 都 是 线性 系统 ( 见习 题 2.39)。 
例 2.4 是 非 线性 系统 的 一 个 例子 。 
例 2.5 累加 器 系统 
输入 /输出 由 下 列 方程 定义 的 系统 就 称 为 累加 器 系统 ， 





n 


yln] = bps x[k] (2. 26) 


k=—00 
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因为 在 时 刻 n 的 输出 就 等 于 该 时 刻 及 其 之 前 全 部 输入 样本 的 累加 或 求 和 。 累加 器 系统 是 一 个 
线性 系统 。 因 为 这 一 点 在 直观 上 并 不 明显 ,所 以 一 个 行 之 有 效 的 方法 是 以 更 普通 的 方式 经 历 
一 遍 累 加 器 的 操作 步骤 。 现 在 定义 两 个 任意 输入 xi[n] 和 x[n|, 它 们 相应 的 输出 是 


yiln| = > xy IKI (2. 27) 
k=—00 

yall = J wolkl (2.28) 
k=—00 


4 HAH x,[n] =ax,[n] +bx,[n] a, Bae RAPER Ey TARY a fo b HAH A y,[n] = 
ay,[n] +by;[n]。 可 以 由 式 (2.26) 来 证 明 : 


n 


yalal= J xalki (2.29) 
人 一 一 co 
= > (axı lkl + bx2lkl) (2.30) 
人 一 一 co 
=a >》 xlkl+b DO xolkl (2.31) 
人 一 一 cc 人 一 一 20 
= avllo 二 py2fol (2, 32) 


Byte, A (2. 26) 89 RAS KB Ay at A aR a RB ho RE, A he R PE G o 


Gil 2.6 一 个 非 线性 系统 

wln] = log10 (axlal) (2. 33) 
该 系统 不 是 线性 的 。 为 了 证 明 这 一 点 ,只 需要 找到 一 个 反例 ,也 就 是 说 , 找 一 组 输入 和 输出 能 
说 明 系 统 违 反 式 (2.24) 的 登 加 原理 就 可 以 了 。 HA x, [n] =1 fe x,[n] =10 就 是 一 个 反例 
然而 ,对 zi[m +z[ =1l 的 输出 为 

loglo(1+10) =logo(11) logy (1) +logo(10) =1 

对 第 一 个 信号 的 输出 也 是 wln] =0, 而 对 第 二 个 信号 的 输出 是 zs[m] =1。 线性 系统 的 齐 次 
HERK: AA x,[n] =10x,[n] ,如 果 系 统 是 线性 的 ,就 必须 有 wn] =10w,[n] Ax, AAW 
况 不 是 这 样 ,所 以 该 系统 不 是 线性 的 。 


2.2.3 时 不 变 系统 


时 不 变 (time-invariant) (又 称 位 移 不 变 ) 系 统 是 这 样 一 种 系统 ,输入 序列 的 移 位 或 延迟 将 引起 
输出 序列 相应 的 移 位 或 延迟 。 具 体 地 说 ,假设 一 个 系统 将 值 为 xLn] 的 输入 序列 变换 成 值 为 y[ 1] 
的 输出 序列 ,这 个 系统 如 果 说 是 时 不 变 的 , 则 对 所 有 m EL x, Ln] =x[n 一 mj 的 输入 序列 将 产生 
(AA yilan] =yln -mo] 的 输出 序列 。 

和 线性 性 质 的 情况 相同 ,要 证 明 一 个 系统 是 时 不 变 的 ,就 得 做 一 般 性 的 证 明 ,而 不 能 在 输入 信 
号 方面 做 任何 特别 的 假设 。 男 一 方面 ,要 证 明 时 不 变性 只 需要 找到 一 个 时 变性 的 反例 。 例 2.2 一 
2.6 的 系统 都 是 时 不 变 的 。 时 不 变性 的 证 明 方式 将 在 例 2.7 和 例 2. 8 中 说 明 。 


例 2.7 作为 一 个 时 不 变 系 统 的 累加 器 
现 考虑 例 2. 5 中 的 累加 器 。 定义 x[n] =x[n 一 no]。 为 了 证 明 时 不 变性 ,要 解 出 y[n 一 n。] 
和 yi[n], 并 比较 它们 看 看 是 否 相 等 。 首先， 


nny 


yin — nol = >D xik] (2.34) 


k=- 
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接 下 来 求 
yila] = pm Xl] 大] (2.35) 
k=—00 
r > 
= yo xik — nol (2. 36) 
人 一 一 cc 
用 变量 局 = 上 -no 置换 到 求 和 中 得 
n—ny 
vilnl= J kil (2. 37) 
kı =—00 


由 于 式 (2.34) 中 的 索引 及 和 式 (2.37) 中 的 索引 所 为 求 和 运算 的 哑 元 变量 , 且 可 以 具有 任意 标 
签 , 所 以 式 (2.34) 和 式 (2.37) 相 等 ,进而 得 到 yi[ | =y[m-mm]。 累 加 器 是 一 个 时 不 变 系统 。 
下 面 的 例子 用 来 说 明 系统 不 是 时 不 变 的 。 
例 2.8 压缩 器 系统 
由 下 列 关 系 定义 的 系统 称 之 为 压缩 器 : 
yla| = xIMnl. 二 CS <n < 09 (2. 38) 
式 中 凡是 一 个 正 整数 。 有 具体 地 说 ,就 是 从 M SAA P HM -1) 个 ,也 即 输出 序列 是 由 输入 
序列 中 每 隔 肝 个 样本 选 出 一 个 样本 来 构成 的 。 这 个 系统 不 是 时 不 变 的 。 只 要 考虑 对 输入 
x[n] =x[n-ny] 的 响应 y,[n| 就 能 证 明 它 不 是 时 不 变 的 。 对 于 时 不 变 系统 , 当 输 入 为 x[n] 
时 ,系统 的 输出 就 必须 等 于 y[n 一 nj]。 由 Xi[nj] 得 到 的 系统 输出 ylnj] 可 以 直接 由 式 (2.38) 
计算 出 为 
yila] = rlMn| = xlMn — nol (2. 39) 
dip th y[n | 延迟 mo 个 样本 得 到 
yin — no] = x|M (n — no)l (2. 40) 
比较 这 两 个 输出 可 见 , 对 全 部 有 和 my[ -mm] 不 等 于 [mm , 因 此 该 系统 不 是 时 不 变 的 ， 
也 有 可 能 通过 找 一 个 反例 , 它 违 反 了 时 不 变性 质 来 证 明 一 个 系统 不 是 时 不 变 的 。 例 如 ,对 
该 压缩 器 系统 , 当 取 导 =2,x[n|]=6[ln] 和 xi|n]=6[n--1] 时 就 是 一 个 反例 。 对 于 这 种 输入 
fo M Hit y[n] =6[n|, 而 yi[n]=0, 很 清楚 对 于 该 系统 有 yi[nj] 关 Yl[n 一 1| 


2.2.4 因果 性 


如 果 对 每 一 个 选取 的 ,输出 序列 在 n=n 的 值 仅 仅 取 决 于 输入 序列 在 nn 的 值 , 则 该 系统 
MERR KERE, WR x[n] saln], nsn, WE yilan] =n] ,nm; 也 就 是 说 ,该 系统 
是 不 可 预知 的 。 例 2.2 的 系统 对 于 nn, 三 0 是 因果 的 ;而 对 mw <0, 则 是 非 因果 的 。 例 2.3 的 系统 ,如 
果 一 Mi 三 0 和 Ha=0, 则 是 因果 的 ;否则 就 是 非 因果 的 。 例 2.4 的 系统 是 因果 的 , 例 2.5 的 累加 器 
和 例 2.6 的 非 线性 系统 都 是 因果 的 。 然而 , 例 2.8 WAS M >l 就 不 是 因果 的 ,因为 y[1]= 
x| M1 下面 给 出 男 一 个 非 因果 系统 的 例子 
例 2.9 前 向 和 后 向 差分 系统 

由 下 面 关 系 定义 的 系统 被 称 为 前 向 差分 系统 : 
yi 三 < 十 1 一 xm (2. 41) 

因为 输出 的 当前 值 与 输入 的 一 个 将 来 值 有 关 ,所 以 这 个 系统 不 是 因果 的 。 违 反 因 果 性 也 可 以 

FEA x, [nn] =6[n-1]4ox,[n] =0 这 两 个 输入 及 其 它们 对 应 的 输出 yy[n] =6[n] -8[n-1] 

FTA n RA yin] =O 来 进行 说 明 。 注 意 到 ,对 于 n<0, 有 xi[n] =x,[n], PARBA 
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RELER y[n]=y[n],n s0., RAB, SP n=0K-RRA CG, 因此 ,由 这 
个 反例 就 已 证 明 系 统 不 是 因果 的 
后 向 差分 系统 由 下 式 定义 
yln|l=xlnl—xln m1] (2. 42) 


其 输出 仅 决定 于 输入 的 现在 值 和 过 去 的 值 。 因 为 y[ no ] 仅 取决 于 x[no] 和 x[no 一 1] ,根据 定 


2.2.5 稳定 性 


对 于 系统 稳定 性 ,许多 有 具有 一 定 差异 的 定义 被 广泛 采用 。 本 书 特别 使 用 了 有 界 输入 有 界 输 出 
当 且 仅 当 每 一 个 有 界 的 输入 序列 都 产生 一 个 有 界 的 输出 序列 时 , 则 称 该 系统 在 有 界 输 入 有 界 
输出 (BIBO) 意 义 下 是 稳定 的 。 如 果 存 在 某 个 固定 的 有 限 正 数 B, ,使 下 式 成 立 : 
|x[n]|< By < œ, 所 有 nn (2.43) 
则 输入 aln | ETE AT FRA, Bete ERER EAA RA A , ABITE A E A RIEZ B, 使 下 
式 成 立 : 
ly[n]]| < By < œœ, MEn (2.44) 
值得 特别 强调 的 是 ,本 节 已 经 定义 的 这 些 性 质 是 系统 的 性 质 , 而 不 是 输入 对 某 个 系统 的 性 质 。 这 就 
是 说 ,有 可 能 找到 一 些 输 入 ,对 这 些 输入 这 些 性 质 成 立 ; 但 是 ,对 某 些 输入 存在 着 某 个 性 质 ,并 不 意 
味 着 系统 就 具有 这 一 性 质 。 具 有 这 一 性 质 的 系统 必须 对 所 有 输入 都 成 立 。 例 如 ,一 个 不 稳定 的 系 
统 有 可 能 对 某 些 有 界 的 输入 ,其 输出 是 有 界 的 ;但 是 有 具有 稳定 性 质 的 系统 必须 是 对 所 有 有 界 的 输 
入 ,其 输出 都 是 有 界 的 。 如 果 刚 好 能 够 找到 一 种 输入 使 该 系统 性 质 不 成 立 ,那么 就 能 证 明 系 统 不 具 
有 这 个 性 质 。 下 面 的 例子 对 前 面 已 经 定义 的 几 个 系统 说 明 一 下 稳定 性 测试 。 
例 2. 10 稳定 或 不 稳定 性 测试 
例 2.4 中 的 系统 是 稳定 的 。 为 了 能 看 出 这 一 点 ,假设 输入 x[n] 是 有 界 的 为 |x[n] | SB., 
对 全 部 n, 那 么 |y[n] | = |x[n] | SB}. 这样 就 能 选取 B,=B?, 从 而 证 明 y[n] 是 有 界 的 
同样 道理 ,能 看 出 例 2.6 中 定义 的 系统 是 不 稳定 的 ,因为 对 任何 具有 x[n] =0 的 时 刻 n 都 
有 y[n]=lg( |x[n] |) = -œ ,即便 对 于 任何 不 等 于 零 的 输入 样本 ,其 输出 都 是 有 界 的 
在 例 2.5 中 由 式 (2. 26) 定 义 的 累加 器 也 是 不 稳定 的 。 璧 如 ,考虑 当 x[n] =u[n] 时 ,这 时 
显然 是 有 界 的 , 且 为 B,=1 对 这 个 输入 ,累加 器 的 输出 是 


n 


vink= 》 alk! (2.45) 
k=% 
= 40. n<0 
~ intl). nso (2. 46) 


对 全 部 nn 来 说 ,不 存在 一 个 有 界 的 B, AIAC +1) <B < % ,因此 系统 是 不 稳定 的 ， 
利用 类 似 的 证 法 ,可 以 证 明 例 2.2、 例 2.3、 例 2.8 和 例 2.9 中 的 系统 都 是 稳定 的 


2.3 线性 时 不 变 ( LTI) 系统 
与 连续 时 间 情 况 下 一 样 , 一 类 特别 重要 的 离散 时 间 系 统 是 具有 线性 和 时 不 变性 的 系统 ， 这 两 


个 性 质 结合 在 一 起 就 可 得 出 对 这 类 系统 特别 方便 的 表示 方法 。 最 为 重要 的 是 ,这 类 系统 在 信号 处 
理 中 特别 有 用 。 在 式 (2. 24) 中 ,线性 系统 是 用 和 至 加 原理 来 定义 的 。 如 果 线 性 性 质 与 将 一 个 序列 表 
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示 成 如 式 (2.5) 所 示 的 一 组 延迟 单位 样本 序列 的 线性 组 合 结合 起 来 ,那么 一 个 线性 系统 就 可 以 完 
全 用 它 的 单位 脉冲 响应 来 表征 。 令 h[n] 是 系统 对 发 生 在 n= 的 单位 样本 序列 ln 一 上 的 响应 
那么 利用 式 (2. 5 ) 来 表示 输入 , 则 有 


y[n] = "| x sin] (2. 47) 
人 三 一 cc 
且 根 据 式 (2. 24) 的 县 加 原理 ,可 以 写 出 
yin}= xkIT{éln -k= > xD (2. 48) 
k= 一 00 k=—00 


按照 式 (2.48) ,系统 对 任何 输入 的 响应 就 可 以 用 系统 对 6[n -上 的 响应 来 表示 。 但是, 如果 系 统 仅 
仅 具 有 线性 性 质 ,h,[ nj] 还 将 与 n 各 都 有 关 。 在 这 种 情况 下 , 式 (2.48) 计 算 的 有 效 性 就 会 受到 一 
定 的 限制 。 如 果 再 把 时 不 变 这 个 条 件 加 在 系统 上 ,就 能 得 到 一 个 更 为 有 用 的 结果 . 
时 不 变性 意味 着 ,如 果 h[ nj] 是 系统 对 6L nj 的 响应 ,那么 系统 对 6[n 一 的 响应 就 是 hl n 一]。 
利用 这 一 附加 限制 , 式 (2. 48 ) 就 变 成 
yn] = 》 x[kjhln 一 如， 对 所 有 nn (2. 49) 


Koo 
式 (2.49) 的 结果 表明 ,如 果 已 知 全 部 nn 对 应 的 序列 x[nj] 和 hln] ,就 有 可 能 利用 式 (2. 49) 求 出 输出 
序列 yl nj] 的 每 个 样本 。 从 这 个 意义 上 说 ,一 个 线性 时 不 变 系 统 可 以 完全 由 它 的 单位 脉冲 响应 
hin] 来 表征 ， 

式 (2. 49 ) 一 般 就 称 为 卷 积 和 ( convolution sum) ,并 用 下 述 操作 符号 表示 : 

yia] = oe (2. 50) 

离散 时 间 卷 积 运 算 利用 两 个 序列 x[nj] 和 hh[nj] 产 生 第 三 个 序列 y[n]。 式 (2.49) 将 输出 序列 的 每 
个 样本 表示 成 输入 和 脉冲 响应 序列 样本 的 表示 形式 。 

作为 式 (2. 49 ) 的 简短 形式 , 式 (2. 50) 的 卷 积 运算 符号 更 为 方便 和 紧凑 ,但 需要 小 心 使 用 。 两 
个 序列 卷 积 的 基本 定义 在 式 (2.49) 中 ,任何 对 式 (2.50) 简短 形式 的 使 用 都 应 该 回归 到 式 (2.49) 
Eo Wi, Bi yl nny |. 根据 式 (2.49) ,可 得 


yln—no]= So xfklhin — no — kl (2.51) 
k=—090 
或 者 表示 为 如 下 缩短 符号 
yla — no] = x[n] * A[n — no] (2.52) 


将 式 (2.49) 中 的 nn 替换 为 (n — no ) OT LAS FI IE W AAE RAZA HE (AL B He RT sk (2. 50) REK 
HAMAR, FES xl n-—ny | * hln -n | SFB yl n es 

式 (2.49 ) 的 推导 给 出 了 这 样 一 种 解释 :在 n = k YR AREAS xk 6] n —k | ,由 系统 变换 成 输出 
Pa x[k]h| n-k], -œ <n<% JAIEI k, CHEF Bl AE MT (OR AL) LP TAF 
这 种 解释 可 用 图 2. 8 来 说 明 。 图 中 分 别 示 出 了 一 个 单位 脉冲 响应 一 个 只 有 3 个 非 零 样本 的 简单 
输入 序列 .对 每 一 个 样本 的 单个 输出 以 及 由 输入 序列 中 全 部 样本 产生 的 总 输出 。 更 具体 一 点 就 是 
x[nj 可 以 分 解 成 3 个 序列 x[ -2]6[n+2],x[0]6[0] 与 x[3]6[n -3] 之 和 ,它们 分 别 代表 输入 序列 
x[n] 中 的 3 个 非 零 值 。 序 列 x[ -21h[n+2],x[0]jh[n] 以 及 x[3]h[in 一 3] 就 分 别 是 系统 对 x[ -2] 
ôln +2], x[O0]S|n] Ml xl3lő| n -3|] 的 响应 。 最 后 ,对 x[ nj 的 响应 就 是 这 三 人 个 单个 啊 应 的 和 

虽然 卷 积 和 的 表达 式 与 连续 时 间 线 性 理论 中 卷 积 积分 的 表达 式 是 很 相像 的 .但 是 不 应 该 把 卷 

积 和 看 成 是 卷 积 积分 的 一 种 近似 。 在 连续 时 间 线 性 理论 中 卷 积 积分 主要 是 一 种 数学 分 析 工 具 , 卷 

积 和 除了 它 在 理论 上 的 重要 作用 之 外 ,还 往往 用 作 一 个 离散 时 间 线 性 系统 的 一 种 明确 的 实现 。 因 
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此 ,在 实际 计算 时 重要 的 是 要 对 卷 积 和 的 性 质 有 一 个 深 透 的 理解 。 

















| xola] = x[-2]5|[n + 2] | yala] = x[-2Jh[n + 2] 
a R i 7 一 一 和 一 一 A oo o 7 0 一 
xala] =x[0]6[] | | yola] = x[O]A[n] 
0 >_> i o_o 0 7 二 一 全 一 全 P 
xaln] = x[3]8[n - 3] ya[n] = x[3]A[n - 3] 
3 ee EE: 
二 人 人 人 人 人 一 人 
0 | n 0 | | n 
afa} = xalni] + xo[n] + xfr] yln} = vain] + yola] + vzl7] 








图 2.8 一 个 LTI RA h AT ARR A TS AREA E N 


以 上 关于 式 (2.49) 的 解释 强调 了 卷 积 和 就 是 线性 和 时 不 变性 的 一 个 直接 结果 。 然 而 ,对 
式 (2.49) 的 另 一 种 稍 许 不 同 的 看 法 会 得 出 一 种 在 计算 上 特别 有 用 的 解释 。 当 作为 公式 来 计算 输出 
序列 的 某 单个 值 时 , 式 (2.49) 指 出 :yL nj (也 就 是 输出 中 的 第 nn 个 值 ) 是 由 输入 序列 (表示 成 的 函 
ZORRAK hln -kl FY, -o <k < % ,然后 对 任意 一 个 同 定 的 n 值 ,将 全 部 乘积 x[ kjh[n 一 大 ] 
加 起 来 而 得 到 的 , 这 里 大 是 一 个 在 求 和 过 程 中 计数 的 标号 。 这 样 ,两 个 序列 的 卷 积 运 算 就 涉及 到 
对 每 个 慰 值 做 这 种 计算 ,从 而 得 到 整个 输出 序列 yn], -om <n<%w。 为 了 求 得 y[n], 完 成 计算 式 
(2. 49 ) 的 关键 是 如 何 对 全 部 所 关心 的 寺 值 构成 序列 Al n-k], -0 <k<%。 为 此 ,注意 到 下 式 会 
是 很 有 用 的 
h[n — k] = h[-(k — n)] (2. 53) 
为 了 对 式 (2. 53) 进行 解释 ,假设 总 8 是 如 图 2.9(a) 所 示 的 序列 ,要 想 求 得 1[m —k] =h[ -(k -n)] 
序列 , Fem Ch, Lk] =h[ -k] WK 2. 9(b) R, EX h [k] Æ h [k] k irh EIEE RE 
AS B h [k] =h [k-n]; B2. 9(c) PARRA CE 2. 9(b) PREIE n MERKRA 
hy(k | MAL A] ZA A PERE UENA A, [k] =h [k-n] =h[ -(k-n)] =h[n-k], RER 2. 9e) fF 
KREMER T EA ALAR AL nn — kA AL A EF k0 反 转 ,然后 将 该 反 转 后 
的 信号 延迟 n 个 样本 
为 了 实现 离散 时 间 卷 积 ,把 两 个 序列 lk | hin —k |] ( -o <k<o%w) 相 乘 , 再 将 其 乘积 相 加 ， 
就 能 计算 出 输出 样本 y[n]。 为 了 求 出 另 一 个 输出 样本 ,序列 h[ -有 的 原点 就 要 移 到 这 个 新 的 样 
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本 位 置 上 ,并 重复 上 述 过 程 。 这 一 计算 步 又 既 能 用 于 采样 数据 的 数值 计算 ,也 能 用 于 其 样本 值 是 用 
一 个 简单 公式 表示 的 序列 的 解析 计算 。 下面 的 例子 说 明 在 后 一 种 情况 下 离散 时 间 卷 积 的 计算 ， 
hik] 


du L ELTA 


k 

















hlk] =hy[k—n] =Aln k= =m] H 


n-6 0 n n+3 大 





图 2.9 =- 如 序列 的 形成 (al) 作 为 天 的 函数 的 序列 hk | (Cb) FRM AL -k] 
PEARY RRG (Co) 当 =4 时 ,序列 hlLn 一 大 =A 一 (kn)] 作 为 的 函数 


例 2.11 卷 积 和 的 解析 计算 
考虑 一 个 系统 ,其 单位 脉冲 响应 为 


hln|= uln| —uln—N | 
_ fl. O<n<N-1 
~ | O. 其 他 
输入 是 
fie a", n>0 
To on <0 
或 等 价 为 


xjal=a"uln| 
为 了 求 在 菜 一 个 特定 点 nn 的 输出 ,必须 形成 在 全 部 上 ERR xk] hln-k] oF, 在 现在 这 个 
例子 的 情况 下 ,对 于 几 组 不 同 的 n 值 ,可 以 求 出 计算 y[n] 的 公式 。 为 此 ,对 各 个 不 同 的 nn 值 把 
序列 x[ k] h| n-k ar E 有 用 。 例如 ,图 2.10(a) 给 出 了 当 n A Akk 
时 ,所 画 出 的 序列 x[k| 和 hin 下] 清楚 ,对 于 全 部 负 的 n 值 都 得 出 一 种 相 类 似 的 图 形 ; 即 
序列 E 
yln| = 0, n<=0 
A 2.10(b) FT 4 On fon-N+1<O 时 这 两 个 序列 的 图 形 。 这 两 个 条 件 可 以 合并 为 一 个 
Fi O<n<N-1. 从 图 2.10(b) 可 以 看 出 ,因为 当 0<n<N-1 Bt, 
xIklhln =k] = uć. O<k<n 


所 以 有 
n 
vial = ak, O<n<N-1 (2.54) 
k=0 


这 个 和 式 的 极限 可 直接 由 图 2.10(b) 确 定 . A(2.54) KW y[m] 是 一 个 (mn+1) 项 和 的 几何 级 
数 , 级 数 的 公 比 是 a。 利用 一 般 的 有 限 项 求 和 公式 可 以 用 闭 式 表示 为 
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N2 Ni _ syN2+l 
et meh (2. 55) 
l-g 
k=N! 
将 上 述 结果 应 用 到 式 (2.54) 中 ,可 得 
n+l 
yin] = e. 2 0<n<N-1 (2.56) 
su 
最 后 ,图 2.10(c) 表 示 当 0 <n--N+1, 或 者 N-1<n 时 ,这 两 个 序列 的 情况 。 如 前 所 述 
xlklain — k| = aË. n—N+l<k<n 
但 是 现在 求 和 的 下 限 是 nN+1, 如 图 2.10(c) 所 示 。 由 此 
yin] = 5 ak, N-1<n (2.57) 
k=n—N+1 


利用 式 (2. 55 ) 可 得 


gi-N+l — git 
an =" ae 


N 
z n—N+1 l—a 
ASS (= ) (2.58) 


由 于 输入 和 单位 脉冲 响应 均 具有 分 段 指 数 性 质 ,于 是 能 够 得 到 下 面 将 y[n| 作 为 n 的 函数 的 闭 
式 表达 式 : 


或 者 


0. n<0 
ntl 
sa O<n<N-1 


nt es (2. 59) 
n-N+1 1—a% 
a ——]}. N-l<n 
l-a 


这 个 序列 如 图 2.10(d) 所 示 。 












































x o hjn-k] 
ie v{k] 
Íi iii 
Hse ter os 
n 0 k 
n-(N-1) (a) 
:| 
1 x 
X x 
| Lite 
x 
| | 1 
I 0 n k 
n-(N-1) (b) 
| MW 
| Iiii 
0 y F k 
n-(N ) 
(ec) 
| y[n] 
ell lt 
0 k 
N-I 


td) 
图 2.10 与 计算 一 个 离散 卷 积 有 关 的 序列 。(a) 一 (c) 对 不 同 的 n 值 ,序列 x[k] 和 h[n 一 ] 
作为 的 函数 ( 仅 表示 出 非 零 的 样本 值 );(d) 作 为 i 函数 的 输出 序列 
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例 2.11 说 明了 , 当 输 入 与 单位 脉冲 响应 都 是 由 简单 式 子 给 出 时 ,如 何 解 析 地 计算 出 这 个 卷 积 
和 。 在 这 样 的 情况 下 ,利用 几何 级 数 的 求 和 公式 或 其 他 的 闭 式 公式 由 ,可 以 将 和 式 求 得 一 个 很 紧凑 
的 形式 。 当 不 存在 简单 公式 时 ,只 要 和 是 有 限 的 , 卷 积 和 也 能 利用 例 2. 11 的 办 法 用 数值 方法 求 出 。 
如 果 输 入 序列 或 单位 脉冲 响应 序列 其 中 之 一 是 有 限 长 的 ,也 就 是 具有 有 限 个 非 零 样 本 值 ,那么 和 是 
有 限 的 ,就 属于 这 种 情况 。 


2.4 线性 时 不 变 系统 的 性 质 


因为 所 有 线性 时 不 变 系 统 都 是 由 式 (2. 49 ) 的 卷 积 和 来 描述 的 ,所 以 这 类 系统 的 性 质 就 能 
用 离散 时 间 卷 积 的 性 质 来 定义 。 因 此 ,单位 脉冲 响应 就 是 某 一 特定 线性 时 不 变 系统 性 质 的 完 
全 表征 。 

这 类 线性 时 不 变 系 统 的 某 些 一 般 性 质 可 以 由 卷 积 运算 中 的 性 质 得 出 。 例 如 , 卷 积 运算 是 可 以 
交换 的 : 


x[n] * h[n] = hln] * x[n] (2.60) 
这 可 以 通过 对 式 (2. 49) 中 的 求 和 索引 做 变量 置换 来 证 明 。 具 体 来 讲 , 以 m =n -k t, oig 
yin] = 5 x[n — m}him] = x. him]x[n — m] = hin] * x[n] (2.61) 


所 以 在 求 和 中 ,La 和 站 人 的 作用 是 可 以 交换 的 。 也 就 是 说 ,在 卷 积 运算 中 两 个 序列 的 先后 次 序 
是 无 关 紧要 的 。 因 此 如 果 输 入 和 单位 脉冲 响应 的 作用 颠倒 的 话 ,系统 的 输出 是 一 样 的。 一 个 线性 
时 不 变 系统 在 输入 为 x[n] 和 单位 脉冲 响应 为 hlLnj] 时 ,与 输入 为 [Ln] 和 单位 脉冲 响应 为 xLn] 时 将 
有 同样 的 输出 。 卷 积 运 算 在 相 加 上 也 满足 分 配 律 , 即 

xin] * (hy[n] + ha[n]) = x[n] * hy[n] + x[n] hln] (2. 62) 
该 式 可 直接 由 式 (2.49) 导 出 ,并 且 它 就 是 卷 积 的 线性 和 可 交换 性 的 一 个 直接 结果 。 图 2. 11 通过 图 
形 方式 说 明了 式 (2. 62) ,其 中 图 2.11(a) 表 示 式 (2. 62) 的 右边 部 分 ,图 2.11(b) 表 示 式 (2. 62) 的 左 


i hila] + Afr] TA 


(a) (b) 





图 2.11 (a)LTT 系 统 的 并 联 连接 ;(b) 等 效 系统 
卷 积 运算 还 满足 结合 律 , 即 


y[n] = Cxlal*# hifa] * halan] = x[n] * (Ay [nm] hlnl) (2. 63) 
还 因为 卷 积 运算 是 可 交换 的 , 则 式 (2. 63) 等 价 于 
yla] = x[n] * (A2[n] * Ayla) = Cxln] * ha[n]) hln] (2. 64) 


这 些 等 价 关系 图 形 描述 如 图 2.12 所 示 。 此 外 , 式 (2. 63) 和 式 (2.64 ) 清 楚 地 表明 ,如 果 两 个 脉冲 





1 例如 在 Grossman( 1992 ) 和 jJolley( 2004 ) 的 书 中 讨论 了 这 样 一 些 结果 
2 在 后 面 的 讨论 以 及 整 本 书 中 ,都 采用 式 (2.50) 的 简单 符号 来 表示 卷 积 操作 .但 这 里 再 次 强调 , 卷 积 的 性 质 是 从 
式 (2.49) 的 定义 中 推导 得 到 的 
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响应 分 别 为 [nj] 和 刀 [n| 的 线性 时 不 变 系 统 按照 任意 顺序 级 联 , 则 等 效 的 整体 脉冲 响应 hl nj] 为 
hin] = hilan] * ho[n| = ho[n| x hila] (2.65) 


sln In| hif hiln|* hfi 
而 i is a 
(ay (b) (c) 
图 2.12 (a) WA LTI 系统 的 级 联 连接 ;(b) 等 效 级 联 ;(c) 单 一 等 效 系 统 


在 并 联 连 接 中 ,各 系统 有 相同 的 输入 , 且 将 各 系统 的 输出 相 加 就 得 到 总 的 输出 。 由 卷 积 的 分 配 
律 特性 ,两 个 线性 时 不 变 系统 并 联 连接 等 效 于 一 个 单一 的 系统 ,该 系统 的 单位 脉冲 响应 是 各 系统 单 
位 脉冲 响应 之 和 , 即 


hln] = hila] + hln] (2.66) 
由 线性 和 时 不 变 的 限制 条 件 定 义 了 一 类 具有 很 特别 性 质 的 系统 。 稳 定性 和 因果 性 则 代表 了 另 
外 一 些 性 质 ,而且 知 道 一 个 线性 时 不 变 系 统 是 和 否 是 稳定 的 和 因果 的 往往 很 重要 。 回 忆 2.2.5 节 的 


讨论 ,认为 一 个 稳定 系统 就 是 每 个 有 界 输入 均 产 生 一 个 有 界 输出 的 系统 。 当 且 仅 当 单 位 脉冲 响应 
” 是 绝对 可 加 时 ,LTI 系统 才 是 稳定 的 , 即 








By= > Jhlkl] < cc (2. 67) 
人 一 一 CC 
由 式 (2. 61) 可 知 , 该 式 可 表示 为 
=) D2 alkin- k| < $O IAk] xin — kll (2.68) 
k= 一 00 k=—06 
如 果 x[n] 是 有 界 的 , 则 有 
IxIn]| < Bx 
那么 用 B, 替换 | x[n- k] | 只 能 强化 式 (2. 68) 的 不 等 式 ,所 以 有 
ylnl|l < By By (2. 69) 


据 此 ,如 果 式 (2.67) 成 立 , 则 y[L nj 就 是 有 界 的 ;也 就 是 说 , 式 (2.67) 是 稳定 性 的 充分 条 件 。 为 了 证 
明 它 也 是 一 个 必要 条 件 ,就 必须 证 明 如 果 B, = m ,那么 能 找 一 个 有 界 的 输入 使 系统 产生 无 界 的 输 
出 。 这 个 输入 就 是 其 值 为 下 式 的 序列 : 


h*[—n] 








Po 0 
zired a VO (2.70) 
0. hin] = 0 
AP AS [nee AL ERM, WRF n] AAR, AR, R n =O 时 ,输出 值 是 
Co oO fip 
yOl= E trni E MAE Lg, (2.71) 
Z. ,和 Well 


因此 ,如 果 B, = % ,就 可 能 由 一 个 有 界 的 输入 序列 产生 一 个 无 界 的 输出 序列 。 

2.2.4 节 中 所 定义 的 因果 系统 就 是 其 输出 y[ no] 仅 仅 与 a<no 时 的 输入 样本 x(n] 有关 的 系 
统 。 由 式 (2.49) 或 式 (2.61) 可 以 得 出 ,这 个 定义 就 意味 着 对 线性 时 不 变 系统 的 因果 性 ,下 述 条 件 
成 立 ( 见习 题 2. 69) : 

Aln]=0, 1 <0 (2.72) 

Eh PANKA, AIRS Gn <0 时 其 值 为 零 的 序列 称 为 因果 序列 ( causal sequence) , 它 也 说 明 因 
果 序 列 可 以 作为 因果 系统 的 单位 脉冲 响应 。 

为 了 说 明 LTI 系统 的 性 质 是 如 何在 它们 单位 脉冲 响应 中 得 到 反映 的 ,现在 重新 考虑 例 2. 2 ~ 
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例 2.9 中 所 定义 过 的 某 些 系统 。 首 先 注意 到 , 仅 有 例 2.2 . 例 2.3、 例 2.5 和 例 2.9 中 的 系统 是 线性 
的 和 时 不 变 的 。 虽 然 非 线性 或 时 变 系统 的 单位 脉冲 响应 也 能 简单 地 利用 一 个 单位 脉冲 输入 来 求 
出 ,但 是 由 于 卷 积 的 公式 以 及 表示 稳定 性 和 因果 性 的 式 (2. 67) 和 式 (2.72) 都 不 能 用 于 这 一 类 系 
统 , 所 以 通常 人 们 对 它 并 不 十 分 感 兴 i 

首先 求 出 例 2.2 . 例 2.3 . 例 2.5 和 例 2.9 中 的 系统 的 单位 脉冲 响应 ,也 就 是 利用 系统 给 出 的 关 
系 式 计 算出 每 个 系统 对 SL nj 的 响应 。 所 求 出 的 各 单位 脉冲 响应 如 下 : 

理想 延迟 ( 例 2. 2) 


hin] = d[n — nal. Na 一 个 正 的 固定 整数 (2.73) 
滑动 平均 ( 例 2.3) 
1 
hin] = Te —k| 
1 (2.74) 
—-M,<n< My 
=1M,+M2+1 
|z 其 他 
累加 器 ( 例 2.5) 
hln]= >> n= = uln] (2.75) 
人 一 一 cc 
前 向 差分 ( 例 2.9) 
hin] = 6[n + 1] —d[n] (2. 76) 
后 向 差分 ( 例 2.9) 
hin] = 6ln] — d[n — 1] (2.77) 


已 知 这 些 基 本 系统 的 单位 脉冲 响应 [ 见 式 (2.73) 一 式 (2.77) ] ,就 能 通过 计算 单位 脉冲 响应 的 
绝对 值 之 和 


By = >》 lhin] 


来 检查 每 个 系统 的 稳定 性 。 对 于 理想 延迟 .滑动 平均 ,前 向 差分 和 后 向 差分 等 例子 ,显然 B, < %， 
因为 这 些 单位 脉冲 响应 都 只 有 有 限 个 非 零 样本 。 通 常情 况 下 ,一 个 具有 有 限 长 度 单位 脉冲 响应 的 
系统 ( 因此 被 称 为 FIR 系统 ) 总 是 稳定 的 ,只 要 单位 脉冲 响应 的 每 一 个 值 在 幅度 上 都 是 有 限 的 。 然 
而 ,累加 器 是 不 稳定 的 系统 ,因为 


Do 


Br =} un] = oo 


n=() 
2.2.5 节 中 通过 一 个 有 界 的 输入 (单位 阶 跃 ) ,得 到 一 个 无 界 的 输出 例子 也 说 明了 累加 器 的 不 稳 
定性 。 
累加 器 的 单位 脉冲 响应 是 无 限 长 的 ,这 就 是 一 类 称 为 无 限 长 脉冲 响应 ( IIR) 系统 的 一 个 例子 
单位 脉冲 响应 h[n] =a'uln], |a| <1 的 系统 就 是 IR 系统 中 为 稳定 系统 的 一 个 例子 。 这 时 ， 
By = lal" (2. 78) 
n=0 
如 果 |a| <1, 由 无 限 项 几何 级 数 求 和 公式 给 出 
1 


Bi (2.79) 
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另 一 方面 ,如 果 | a | =1, 求 和 极限 是 无 限 的 , 则 系统 不 稳定 。 
为 了 检验 例 2.2\ 例 2.3、 例 2.5 和 例 2.9 等 线性 时 不 变 系统 的 因果 性 ,只 须 校 验 当 ”<0 时 ,是 
和 否 有 ALz] =0。 正 如 2.2.4 节 所 讨论 过 的 ,理想 延迟 [ 式 (2.20) 中 mw 关 0] 是 因果 的 。 如 果 mw <0， 
则 系统 是 非 因果 的 。 对 于 滑动 平均 来 说 ,因果 性 要 求 -M =0 FIM, =0。 累 加 器 和 后 问 差 分 系统 
是 因果 的 ,而 前 向 差分 系统 是 非 因果 的 。 
两 个 序列 之 间 的 卷 积 运算 会 带 来 很 多 涉及 系统 问题 的 简化 ,理想 延迟 系统 就 代表 了 一 种 特别 
有 用 的 结果 。 因 为 延迟 系统 的 输出 是 yLn] =x[ -加 ] ,而且 又 因为 延迟 系统 的 单位 脉冲 响应 是 
h[n] =6[n 一 n,], 这样 就 有 
xla] * d[n — na] = d[n — ng] x x[n] = x[n — na] (2.80) 
也 就 是 说 ,一 个 移 位 单位 样本 序列 与 任何 信号 xL nj 的 卷 积 是 很 容易 求 出 的 :只 是 将 x[ nj] 作 相同 的 移 位 。 
因为 延迟 在 线性 系统 实现 中 是 一 项 最 基本 的 运算 ,所 以 上 述 结 果 在 LTI 系统 互联 的 分 析 和 简 
化 中 常常 也 是 很 有 用 的 。 考 虑 图 2. 13(a) 所 示 的 系统 。 该 系统 由 一 个 前 向 差分 与 一 个 理想 延迟 
(延迟 一 个 样本 ) 级 联 而 成 。 根 据 卷 积 的 可 交换 性 ,只 要 系统 是 线性 的 和 时 不 变 的 , 则 系统 在 级 联 
中 的 次 序 是 没有 关系 的 。 因 此 ,计算 一 个 序列 的 前 向 差分 并 延迟 这 个 结果 [ 见 图 2. 13(a) ] 和 先 延 
迟 这 个 序列 再 计算 前 向 差分 [ 见 图 2. 13(b ) ] ,两 者 应 得 到 同样 结果 。 同 时 ,如 式 (2. 65) 和 图 2. 12 所 
示 , 每 个 级 联系 统 总 的 单位 脉冲 响应 是 单个 系统 单位 脉冲 响应 的 卷 积 ,因此 有 
hin] = (6[n + 1] — d[n]) x» [n — 1] 
= d[n — 1] * (5[n + 1] — ô[n]) (2.81) 
= d[n| — d[n — 1] 
这 样 ,hl nj 与 后 向 差分 系统 的 单位 脉冲 响应 是 一 致 的 ,也 就 是 说 ,图 2.13(a) 和 图 2.13(b) 所 示 的 
级 联系 统 都 能 被 一 个 等 效 的 后 向 差分 系统 所 代替 ,如 图 2.13(c) 所 示 。 


x[a] x[n| v[n] xn] yia] 
(b) (c) 


图 2.13 利用 卷 积 的 可 交换 性 求 等 效 系统 
应 该 注意 到 ,在 网 2. 13(a) 和 图 2. 13 (b) 中 的 非 因果 前 向 差分 系统 通过 级 联 一 个 延迟 系统 就 
能 把 它 转换 成 因果 系统 。 一 般 来 说 ,任何 非 因 果 的 FIR 系统 都 能 够 成 为 因果 的 ,只 要 与 它 级 联 一 个 
足够 长 的 延迟 系统 即 可 。 
级 联系 统 的 另 一 个 例子 是 引入 了 逆 系 统 ( inverse system) 的 概念 ,考虑 图 2. 14 所 示 的 系统 的 级 
联 ,该 级 联系 统 的 单位 脉冲 响应 是 
hin] = uln| * (S[n] — d[n — 1]) 











yla] 


(a) 





=uln|—ul[n — 1] (2.82) 

= ô[n] 图 2. 14 ”累加 器 与 一 个 后 向 差分 系统 
也 就 是 说 ,一 个 累加 器 紧 跟 着 一 个 后 向 差分 (反之 亦 然 ) 的 级 联 , 因 为 后 向 差分 是 该 
的 级 联 联接 就 产生 一 个 系统 ,该 系统 的 单位 脉冲 响应 是 累加 器 的 逆 系 统 , 所 以 级 联 
一 个 单位 样本 。 因 为 x[n] #6[n] =x[n], 所 以 该 级 联 后 就 等 效 为 一 个 恒 等 系 统 


系统 的 输出 总 是 等 于 它 的 输入 。 在 这 种 情况 下 ,后 向 差分 系统 完全 补偿 (或 反 演 ) 了 累加 器 的 效 
果 , 即 后 向 差分 系统 是 累加 器 的 道 系 统 。 根 据 卷 积 的 可 交换 性 ,累加 器 也 同样 是 后 向 差分 系统 的 逆 
系统 。 应 该 注意 到 ,这 个 例子 给 出 了 式 (2.7) 和 式 (2.9) 的 一 个 系统 解释 。 一 般 来 说 ,如 果 一 个 线 
性 时 不 变 系统 的 单位 脉冲 响应 为 4 nj ,那么 它 的 道 系 统 (如果 存在 ) 的 单位 脉冲 响应 hh.[n] 就 应 满 
LUN PRA: 
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A[n] * hj[n] = hj[n] * hfn] = d[n] (2. 83) 
在 需要 补偿 一 个 线性 系统 某 些 效果 的 场合 , 逆 系 统 是 很 有 用 的 。 通 常 给 定 hlnj] 时 ,直接 由 
式 (2.83) HEH h,[n] 是 困难 的 。 然 而 ,在 第 3 章 将 会 看 到 ,z 变换 将 提供 求 逆 系统 的 一 种 直接 方法 。 


2.5 线性 常 系数 差分 方程 


线性 时 不 变 系统 中 的 一 种 重要 的 子 系统 是 由 这 样 一 些 系统 组 成 的 ,这 些 系统 的 输入 xLn] 和 输 
H yin lE N 阶 线性 常 系数 差分 方程 ,其 形式 为 


N M 
X ayin- kl = YO bnxln— m] (2.84) 


k=0 m=0 
2. 4 节 所 讨论 的 性 质 , 以 及 所 引入 的 某 些 分 析 方 法 都 可 以 用 来 求 出 已 定义 的 某 些 线性 时 不 变 
系统 的 差分 方程 表达 式 。 


例 2. 12 ”累加 器 的 差分 方程 表示 
累加 器 系统 定义 为 


n 


ylnl= >> xiki (2. 85) 


人 一 一 co 
为 了 说 明 该 系统 的 输入 和 输出 满足 式 (2. 84) 那样 的 差分 方程 ,将 式 (2. 85 ) 重新 写 为 


n—l 


yla] = x[n] 十 bJ x[k] (2.86) 
b=- 
从 式 (2.85) 还 可 以 得 到 
7 一 ] 
y[n 一 1 三 >. x|k] (2. 87) 
人 一 -oo 
AEA (2. 87) RAK (2. 86 ) 得 到 
yla] = x[n] + yin — 1] (2.88) 
该 式 等 价 于 
y[l 一 ya 一 11 三 <m] (2. 89 ) 


由 此 ,除了 满足 由 式 (2.85) 所 定义 的 关系 外 ,一 个 累加 器 的 输入 和 给 出 还 能 满足 
式 (2. 84) 那样 的 线性 常 系数 差分 方程 ,这 时 有 N=1,ao =1,a, = -1,M=0 fob, =1 


式 (2. 88) 这 种 形式 的 差分 方程 提供 了 累加 器 系统 的 一 种 简单 
实现 方式 。 按 照 式 (2. 88) ,对 每 个 n 值 ,将 当前 的 输入 x[n] 加 到 前 ”下 vl 
一 个 累加 和 ylLn -1 上 ,就 是 当前 的 输出 y[z] 。 累 加 器 的 这 种 解释 
可 用 图 2. 15 所 示 的 方 框图 来 表示 。 

式 (2. 88) 和 图 2. 15 所 示 的 方 框图 称 为 系统 的 递 推 表示 ,因为 
每 一 个 值 的 计算 都 要 用 到 前 面 已 计算 出 的 值 。 本 节 稍 后 部 分 将 更 图 2.15 用 递 推 差分 方程 表示 
详细 地 阐明 这 一 概念 一 个 累加 器 的 方 框图 
例 2. 13 滑动 平均 系统 的 差分 方程 表示 

现 考虑 例 2. 3 的 滑动 平均 系统 , 取 Mi =0, 以 使 系统 成 为 因果 的 .这 时 由 式 (2.74) 可知， 

该 系统 的 单位 脉冲 响应 是 







y[n= 1] 


1 
hal = ggn “Mat (2.90) 
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由 此 可 得 
i 
Mn i (2.91) 
这 是 式 (2. 84) 的 一 种 特殊 情况 ,其 中 N=0,ao=1,M=M, 和 b=1/(M,+1),0<k<M, 
另外 ,单位 脉冲 响应 也 能 表示 为 


1 
All = Ta ay e 5]n — M2 — 1l) * un] (2.92) 


该 式 表 明 ,这 个 因果 滑动 平均 系统 可 以 表示 成 图 2. 16 所 示 的 级 联系 统 。 为 了 求 出 该 方 框图 的 
差分 方程 表示 ,可 以 先 求 











(xla]— xla — Mə — 11) (2.93) 


1 
all = rD 


由 例 2.12 的 式 (2.89) ,累加 器 的 输出 满足 差分 方程 


yin] = yln — 1] = xıln] 


因此 可 得 





vIn} — yia — 11 


l 
= x 六 1 
pd rjn— M2 D (2. 94) 


再 次 得 到 一 个 形式 如 式 (2.84) 的 差分 方程 ,但 这 次 是 N=l,a=l,al= -1,M=M, +1 fob, = 
-bM, +1 =1/(M, +1) ,而 其 余 的 b=0。 





图 2.16 滑动 平均 系统 的 递 推 形式 方 框图 


在 例 2. 13 中 ,可 看 到 滑动 平均 系统 有 两 种 不 同 的 差分 方程 表示 方式 。 在 第 6 章 将 会 看 到 ,可 
用 许多 不 同 的 差分 方程 来 表示 一 个 给 定 的 LTI 系统 的 输入 输出 关系 。 

如 同 连续 时 间 系 统 的 线性 常 系数 微分 方程 一 样 ,离散 时 间 系 统 的 线性 常 系数 差分 方程 若 不 给 
出 附加 的 限制 或 信息 ,是 不 能 给 出 对 给 定 输入 情况 下 输出 的 唯一 表述 的 。 有 具体 地 说 ,假设 对 某 一 给 
定 的 输入 x,[nj] ,已 经 依据 某 种 方法 确定 了 输出 序列 y,[n] 以 满足 式 (2. 84) 的 方程 ,那么 在 同一 输 
入 下 ,同一 方程 也 能 被 任何 一 种 具有 如 下 形式 的 输出 所 满足 : 

yia] = ypln] + yaln] (2.95) 

IP y ln] ÆR (2. 84) 4 x[n] =0 时 的 任意 解 , 即 下 列 方程 的 解 : 


N 
Djaryiln—kl=0 (2. 96) 
k=0 


式 (2. 96 ) 称 为 齐 次 差分 方程 (homogeneous difference equation ) ,而 y,[n] 称 为 齐 次 解 。 序 列 yln] 
事实 上 是 如 下 方程 的 一 簇 解 


N 
yaln] = >》 Amzn (2. 97) 


m= 1 
其 中 可 以 对 系数 A, 进行 选取 以 满足 y[n] 的 一 组 附加 条 件 。 将 式 (2.97) 代 入 式 (2.96) ,可 以 证 明 
复数 n 一 定 是 下 列 多 项 式 的 根 : 
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N 
A(z) = 0 akz (2. 98) 
k=0 


即 , 对 于 4(z, ) =0,m=1,2,…,N。 式 (2.97) 假 设 在 式 (2. 98) 中 的 多 项 式 的 全 部 NN 个 根 都 是 互 不 
相同 的 。 有 关 涉 及 重 根 项 的 形式 会 稍 许 有 些 不 同 , 但 总 是 有 N 个 待定 的 系数 。 含 有 重 根 的 齐 次 解 
的 例子 将 在 习题 2. 50 中 给 出 。 

因为 y,[n] 有 NN 个 待定 的 系数 ,因此 对 于 某 一 给 定 的 输入 xL nj] 来 说 ,为 了 能 唯一 描述 yLn] 就 
需要 一 组 共 N 个 辅助 条 件 。 这 些 辅助 条 件 可 以 由 一 些 特定 的 点 上 的 特定 y[nj 值 组 成 ,诸如 
yi -1],y[ -2],…,y[ -N], 然后 解 一 组 由 V 个 线性 方程 构成 的 方程 组 来 求 得 N 个 待定 系数 。 

另外 ,如 果 辅 助 条 件 由 Y[ nj] 的 一 组 辅助 值 构成 , 则 其 余 的 yLn] 值 可 将 式 (2. 84) 重 新 写成 一 种 
递 推 公式 来 一 一 求 出 ,也 就 是 

N 


M 
: ak by 
; — xe a ay, = =i er. k 
yla] = 2. ap k] + :> a | (2.99) 


如 果 对 所 有 的 输入 x[n] 与 一 组 辅助 值 ,如 y[ -11,y[ -2],…,y| -NN] 都 给 定 的 话 , 那 么 y[0] 就 
可 由 式 (2.99) 求 出 。 有 了 y[0j,y[ 一 1],…,y[ =N+1]j, 则 y[1] 又 可 以 求 出 ,以 此 类 推 下 去 。 在 
这 一 过 程 中 ,y[Ln|] 是 弟 推 地 计算 出 来 的 ;也 就 是 说 ,输出 的 计算 不 仅 涉及 输入 序列 ,而 且 也 与 输出 
序列 以 前 的 值 有 关 。 

为 了 产生 当 n< -NN 时 y[Ln| 的 值 ( 仍 假设 给 出 的 辅助 条 件 为 y[ -1],y[ -2],…,y| -NJ 值 )， 
可 将 式 (2. 84) 重 新 整理 写成 





N-1 M 
yn -NI= 5 S yla 一 类] + > M ein — k] (2. 100) 
N 


k=0 N k=0 
由 上 式 ,y[ -X-llyl-Nw=-2],… 就 能 依次 递 推 地 在 反方 向 上 计算 出 来 。 
本 书 在 总 体 上 主要 关心 的 是 线性 时 不 变 系统 ,在 这 种 情况 下 这 些 辅助 条 件 必须 要 与 这 些 附 加 
要 求 相 一 致 ,在 第 3 章 中 利用 z 变换 讨论 差分 方程 的 解 时 ,无 疑 地 要 结合 线性 和 时 不 变 的 条 件 , 正 
如 讨论 结果 所 示 ,即使 具有 线性 和 时 不 变 的 附加 限制 ,差分 方程 的 解 , 即 系统 的 解 ,也 不 是 唯一 确定 
的 。 特 别 是 ,一 般 既 存在 因果 的 又 存在 非 因果 的 线性 时 不 变 系统 与 一 个 给 定 的 差分 方程 是 一 致 的 。 
如 果 一 个 系统 是 由 一 个 线性 常 系数 差分 方程 所 表征 的 ,并 且 进 一 步 限 定 是 线性 .时 不 变 和 因果 
的 ,那么 它 的 解 就 是 唯一 的 。 在 这 种 情况 下 ,辅助 条 件 就 往往 说 成 是 初始 松弛 条 件 ( initial-rest condi- 
tions) ,换言之 ,辅助 信息 就 是 :如 果 输 入 x[ nj 在 n 小 于 某 个 no 时 为 零 ,那么 在 小 于 mm 时 输出 y[m] 
就 一 定 要 限制 到 零 , 这 样 就 为 n 三 no 时 利用 式 (2. 99 ) 递 推 地 求 出 y[n] 提 供 了 足够 的 初始 条 件 。 
总 之 ,对 于 一 个 系统 ,其 输入 和 输出 若 满足 一 个 线性 常 系数 差分 方程 , 则 有 : 
e 对 于 一 个 给 定 的 输入 ,其 输出 不 是 唯一 的 ,需要 一 些 辅助 信息 或 条 件 。 
e 如 果 辅 助 信 息 是 以 N 个 顺序 输出 值 的 形式 给 出 , 则 后 面 的 值 可 以 将 差分 方程 重新 安排 成 以 
n 的 前 向 运算 的 递 推 关系 来 求 出 ;前 面 的 值 可 以 将 差分 方程 安排 成 以 于 的 后 向 运算 的 递 推 
关系 来 求 出 。 
© 系统 的 线性 .时 不 变性 和 因果 性 将 依赖 于 辅助 条 件 , 如 果 一 个 附加 条 件 是 使 系统 初始 松弛 
的 , 则 该 系统 就 是 线性 .时 不 变 和 因果 的 。 
以 上 讨论 假设 式 (2. 84) 中 N=1。 如 果 N =0 ,就 不 需要 递 推 而 用 差分 方程 来 计算 出 ,因此 也 不 
要 求 任 何 辅助 条 件 ,这 就 是 


M 
b, 
yin = X (2) stn — a (2. 101) 


k=0 


28 离散 时 间 信 号 处 理 (第 三 版 ) 





式 (2. 101) 是 一 种 卷 积 形式 , 令 x[n] =6[n] ,其 对 应 的 单位 脉冲 响应 为 





by 
hin] = (EF FEES (2. 102) 
0, 其 他 
显然 ,这 个 单位 脉冲 响应 是 有 限 长 的 。 的 确 , 任 何 FIR 系统 的 输出 都 能 非 递 推 地 计算 出 来 , 且 式 中 的 
系数 就 是 单位 脉冲 响应 序列 的 值 。 例 2. 13 中 的 滑动 平均 系统 , 当 M =0 时 ,就 是 因果 FIR 系统 的 一 
个 例子 。 这 种 系统 的 一 个 特点 是 也 能 为 其 输出 找到 一 种 递 推 方程 。 第 6 章 将 证 明 利 用 差分 方程 来 实 
现 一 种 所 要 求 的 信号 变换 时 存在 着 许多 可 能 的 方式 。 但 是 ,一 种 方法 是 否 优 于 另 一 种 方法 取决 于 一 
些 实际 的 考虑 ,如 数值 准确 度 .数据 存储 ,以 及 计算 每 一 个 输出 样本 时 所 要 求 的 乘法 和 加 法 的 次 数 等 。 


2.6 离散 时 间 信 和 号 与 系统 的 频 域 表 示 


前 面 几 节 总 结 了 离散 时 间 信 和 号 与 系统 理论 中 的 某 些 基本 概念 。 对 于 线性 时 不 变 系统 ,将 输入 
序列 表示 成 一 组 幅度 加 权 的 延迟 单位 样本 序列 之 和 ,就 得 出 输出 也 能 表示 成 一 组 幅度 加 权 的 延迟 
响应 的 和 。 与 连续 时 间 信号 一 样 ,离散 时 间 信 号 也 可 以 用 几 种 不 同 的 方式 来 表示 。 例 如 ,正弦 和 复 
指数 序列 在 离散 时 间 信 和 号 表示 中 就 起 着 特别 重要 的 作用 。 这 是 因为 复 指 数 序列 是 线性 时 不 变 系统 
的 特征 函数 ,而 且 该 系统 对 正弦 输入 的 响应 仍 是 正弦 的 , 且 具 有 与 输入 相同 的 频率 ,其 幅度 和 相位 
则 由 系统 决定 。 线 性 时 不 变 系统 的 这 一 基本 性 质 使 得 利用 正弦 或 复 指 数 来 表示 信号 ( 即 傅 里 叶 表 
示 ) 在 线性 系统 理论 中 是 非常 有 用 的 。 


2.6.1 线性 时 不 变 系统 的 特征 函数 


复 指数 是 离散 时 间 系 统 的 特征 消 数 这 一 性 质 ,可 以 通过 代入 式 (2.61) 中 直接 得 到 。 特 别 地 ， 
HIAK x[n] =e", -o <n<% 时 ,单位 脉冲 响应 为 h[n] 的 线性 时 不 变 系统 的 相应 输出 可 以 容 
易 地 表示 为 











y[n] = H(ei®)ele" (2. 103) 
式 中 
2 5 
H(el*)= Y ajm (2. 104) 
k=—00 


因此 ,e™ 是 该 系统 的 特征 也 数 ,相应 的 特征 值 为 H(e*)。 由 式 (2.103) 可 见 ,H(e*) 给 出 了 复 
指数 在 复 振幅 上 的 变化 是 频率 w 的 函数 。 特 征 值 8(e”) 称 为 系统 的 频率 响应 。 一 般 H(e") 是 复 
数 ,可 用 它 的 实 部 和 虚 部 表示 为 

H(e!”) = Hr(e1®) + jy (ce!) (2. 105) 
或 者 用 幅度 和 相位 表示 为 
H(e!®) = |H(e!@)jel< Hee (2. 106) 
Gil 2.14 理想 延迟 系统 的 频率 响应 
作为 一 个 简单 而 重要 的 例子 ,考虑 由 下 式 定 义 的 理想 延迟 系统 : 
ylin] = xin — nal (2. 107) 


oa 
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AP n 是 国定 整数 。 在 式 (2. 107) 中 , 当 输 入 x[z] =", A 
yln| = eje(n=na) — @ jen jon 
因此 这 个 理想 延迟 系统 的 频率 响应 就 是 
He (2. 108) 
作为 求 频率 响应 的 另 一 种 方法 ,回想 该 理想 延迟 系统 的 单位 脉冲 响应 为 h[n] =6[n 一 n,]， 


利用 式 (2. 104) 可 得 


oo 


H(el®) = y sfn = ng le io" =e Jona 
频率 响应 的 实 部 和 庶 部 就 是 
末 R(eJ2) = cos(wny) (2. 109a) 
Hi(e!®) = —sin(wng) (2. 109b) 
其 幅度 和 相位 是 
He) =1 (2. 110a) 
LHe!) = -wng (2. 110b) 
2.7 节 将 证 明 , 相 当 广泛 的 一 类 信和 号 都 能 表示 成 如 下 形式 的 复 指数 的 线性 组 合 : 
x[n] =) aei" (2.111) 
k 
RIE RERI (2. 103) ,一 个 线性 时 不 变 系统 的 相应 输出 就 是 
y[n] = X op H (eielon (2. 112) 
k 


据 此 ,倘若 能 找到 将 x [ne] Bea yak (2. 111) AY SS HR BUF FIER IBA AA SEE AT IK ww 
上 的 频率 响应 就 能 利用 式 (2. 112 ) 求 得 系统 输出 。 下 面 这 个 简单 的 例子 用 来 说 明 线 性 时 不 变 系 统 
的 这 一 基本 性 质 。 


例 2.15 LTI 系统 的 正弦 响应 


考虑 一 个 正弦 输入 
x[n] = A cos(won +o) = Seite jaan H Seiten ium (2: 113) 
由 式 (2. 103) ,对 xi [mn] = (4/2) et e" ih È 
yilnl= Heien Seibejom (2. 114a) 
I x[n] =(A2)e Me -的 响应 是 
yini = H (e750) Se- ipejomn (2. 114b) 
因此 总 的 响应 就 是 
vin] = = H (e100 ebelom 4. Heiva jerite joon] (2. 115) 
WR hln] AKA, RA He") =H" (eh) (MAM. 78), HRA 
yina] = A|H(e!@")| cos(wgn +o +4) (2.116) 


式 中 ,9= LHe) ZEME wy 处 系统 的 相位 ， 
对 于 理想 延迟 这 种 简单 的 例子 ,就 如 同 在 例 2.14 中 所 求 得 的 , | H(e”“) | =1 和 0= 
-an 因此， 
yla] = A cos(won + o — wong) 


4 
=A coslwo(n —ng) +4 (2. 117) 
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这 与 直接 利用 理想 延迟 系统 的 定义 所 得 到 的 结果 是 一 致 的 
LTI 系统 频率 响应 的 概念 对 连续 时 间 系 统 和 离散 时 间 系 统 基本 上 是 相同 的 。 然 而 ,一 个 重要 


的 不 同 点 是 离散 时 间 线 性 时 不 变 系统 的 频率 响应 总 是 频率 w 的 周期 函数 , 且 周 期 为 2n。 为 了 证 明 
这 一 点 ,将 w+27 代入 式 (2. 104) 可 得 


H (hot?) = 3 hine Ss (2. 118) 
由 于 n 为 整数 ,e*”™ =1, 则 有 
a> j(w+2r a 一 eT ION itn = ein 
由 此 可 见 
Hel) = Hel”), ”对 所 有 ww (2.119) 
更 为 一 般 的 情况 是 
Het") = (el), 对 整数 7 (2. 120) 
即 ,H( ed 27。 这 一 点 对 理想 延迟 系统 来 说 显然 是 符合 的 ,因为 当 nn 为 整数 时 ， 
sare 25) ‘=e 
一 周期 性 的 原理 直接 与 早先 注意 到 的 事实 有 关 , 即 序列 
le -œ <n <% 
与 序列 


3 
[e etima, -oo <n< co 


是 不 可 区 分 的 。 因 为 这 两 个 序列 对 所 有 的 值 都 是 一 样 的 ,所 以 系统 对 这 两 个 输入 序列 的 啊 应 也 
必须 是 一 样 的 ,这 就 要 求 式 (2. 119 ) 成 立 。 

因为 H(e*) 是 周期 的 ,周期 为 2 ,并且 频率 w 和 w+2m 又 不 能 区 分 开 , 因 此 只 需要 在 长 为 2 的 
区 间 内 , 即 0<w<27 或 -mn<ws7 内 标 出 H(e”*) 就 够 了 。 固有 的 周期 性 就 确定 了 在 这 个 区 间 以 外 
各 处 的 频率 响应 。 为 了 简单 起 见 并 为 了 与 连续 时 间 情 况 一 致 ,一 般 在 区 间 -7<w" 内 给 出 H(e™) 
特性 ， 相 对 于 这 一 区 间 ， 低 频 " 就 在 靠近 于 零 处 的 频率 ,而 "高 频 " 就 是 在 靠近 于 + 的 频率 。 由 于 相 
差 25 整数 倍 的 那些 频率 是 无 法 辨别 开 的 ,所 以 可 将 上 述说 法 概括 为 : “低频 ”就 是 靠近 于 的 偶数 倍 
的 那些 频率 ;“ 高 频 " 就 是 靠近 于 的 奇数 倍 的 那些 频率 ,这 与 2. 1 节 中 的 讨论 是 一 致 的 . 

一 类 重要 的 线性 时 不 变 系 统 是 其 频率 响应 在 某 一 频率 范围 内 为 1, 而 在 其 余 的 频率 上 都 为 零 
的 系统 ,对 应 于 理想 频率 选择 性 滤波 带 。 一 个 理想 低 通 滤波 融 的 频率 响应 如 图 2.17(a) 所 示 。 由 
于 离散 时 间 频 率 响应 固有 的 周期 性 ,在 围绕 w=27 与 围绕 w =0 的 这 些 频率 是 不 能 区 分 开 的 ,因此 
RR PAA 然而 事实 上 ,频率 啊 应 仅仅 通过 低频 部 分 而 阻隔 掉 高 频 部 

。 因 为 频率 响应 是 完全 由 在 区 间 -站 < 和 反 立 内 的 特性 所 确定 的 ,那么 理想 低 通 滤 波 器 频率 响应 
we 石 < 外 反 帮 内 给 出 ,如 图 2.17(b) 所 示 。 可 以 理解 ,在 图 中 所 画 区 域外 的 频 
率 响应 将 以 27 为 周期 进行 周期 重复 。 有 了 这 种 明确 的 假设 ,理想 高 通 . 带 阻 和 带 通 滤波 器 分 别 如 
图 2.18(a) , 12. 18 (b) AI 2. 18 (ec) 所 示 


Aye") 











(a) (b) 


图 2. 17 理想 低 通 滤波 器 。(a) 频率 响应 周期 性 ;(b) 一 个 周期 内 的 频率 响应 
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图 2.18 理想 频率 选择 性 滤波 器 。(a) 高 通 滤 波 器 ;(b) 带 阻 滤波 器 ;(c) 带 通 滤 波 器 。 
在 每 种 情况 下 ,频率 响应 都 是 周期 的 ,周期 为 2r, 图 中 仅 示 出 一 个 周期 


例 2. 16 滑动 平均 系统 的 频率 响应 


例 2.3 滑动 平均 系统 的 单位 脉冲 响应 为 
1 
hinj = Mi +M +1` 


0. 其 他 


-Mı 入 由 入 M2 


因此 频率 响应 就 是 
M> 
P 1 £ 
J@) _ — jon 
ae = urari ae) 
对 于 因果 滑动 平均 系统 ,MI =0, 式 (2. 121) 可 以 表示 为 
M2 
jæ 1 —jo 
fe =_ 7 (2. 122) 


= n=0 





IKIER (2.55) , A (2. 122) 变 为 


— a—Jw(M2+1) 
HeJ”) = l ( it 





M2 +1 1—e-Je 


j@(M2+1)/2 _ — j@(M24+1)/2).— jw(Mo+1)/2 
LS G je (2.123) 


= My 十 1 (ej®/2 一 e 一 IO/2)e 一 jw/2 











1 Sinlw(M12 + 1)/2] jeoty/2 
Mz +1 sin w/2 


在 这 种 情况 下 ,对 于 M, =4,H(e”*) 的 模 和 相位 画 在 图 2.19 上 . 
如 果 渭 动 平均 滤波 器 是 对 称 的 , 即 M, =M,, 则 式 (2.123) 可 以 替换 为 
1 sinlw(2A12 + 1)/2] 
2M7+1 sin(w/2) 


可 以 看 到 , Ete x} — 4 BAT HA] AHA HH Hwy PE RY ARE, A AP OL H e) 都 
是 周期 的 。 同 时 |H e) | 在 “高 频 ” 跌 落 , 而 LH(e”) Bp H e) 的 相位 , 随 w 线性 变化 。 高 
频 衰 减 就 表示 系统 对 输入 序列 中 的 快速 变化 起 到 平滑 作用 ;也 即 它 是 一 个 低 通 滤波 器 很 粗糙 
的 近似 ,这 一 点 与 直观 期 望 的 滑动 平均 系统 的 特性 是 一 致 的 。 





五 (ejw) = (2. 124) 
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1| (e1) 
| 1 | 
-27 -7 -27 2n T 2n w 
5 5 
(a) 
ZH(e™) 
4n/5 j 
-2r =f Sak 2n w 
-4m5 L 
(b) 


图 2.19 M, =0,M, =4 时 滑动 平均 系统 频率 响应 。(a) 模特 性;(b) 相位 特性 


2. 6.2 突然 加 上 复 指 数 输入 
已 经 知道 ,对 于 线性 时 不 变 系统 而 言 CE A BAB e, - o <n< ow 的 形式 之 下 ,产生 的 


虑 如 下 形式 的 输入 信号 : 
x[n] = e!°"u[n] (2. 125) 


即 在 任意 时 刻 加 入 的 复 指 数 输入 (为 方便 ,这 里 选取 “任意 时 刻 " 为 n =0) 时 ,还 能 对 线性 时 不 变 系 
统 的 其 他 细节 得 到 更 好 的 理解 。 利 用 式 (2. 61 ) 的 卷 积 和 ,一 个 单位 脉冲 响应 为 h[ nj] 的 因果 线性 时 
不 变 系统 的 相应 输出 是 

0, n<0 


n 
(È me) el" n>0 
k=0 


yli] = 





OO Oo 
y[n] = (Enee) elon _ ( 有 me] ejon (2. 126) 


k=0 k=n+1 


oo 
= H(ei®)e ion -£ ( ` mee) ejen (2 127) 


k=n+1 
由 式 (2. 127) 可 见 ,输出 由 两 项 组 成 , 即 y[n] =y.[n] +y[n]。 其 中 第 1 项 
Yel] = H(el®)eson 
为 稳定 响应 , 它 与 当 系统 在 全 部 n 上 的 输入 em 所 得 响应 是 相同 的 。 在 某 种 意义 上 ,第 2 项 
yin] 二 一 5 hl k]e~ ete lon 


人 一 7 十 1 
就 是 系统 输出 偏离 于 特征 函数 结果 的 量 。 这 一 部 分 对 应 于 和 暂 态 响应 ,因为 很 明显 在 某 些 情况 下 它 
可 能 趋 近 于 零 。 为 了 说 明 存在 这 种 情况 的 条 件 , 考 虑 第 2 项 的 大 小 , 它 的 幅度 被 下 式 界定 : 








co CO 
ylnll=| D> heriweio| <> jak] (2. 128) 
k=n+1 k=n+1 


由 式 (2. 128) 可 知 ,如 果 h[n] 是 有 限 长 的 话 , 即 hin]j 仅 在 区 间 0<n<sM 内 不 为 零 ,那么 这 一 项 对 
Fn+1>M,a{n>M-1,4 y,[n] =0, 这 时 
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yin] = yssln] = Ale! )e!®", n>M-—1 
当 h[n] 为 无 限 长 时 , 暂 态 响 应 并 不 急剧 消失 ;但 是 ,如 果 hln] 的 样本 随 n 增 加 而 趋 近 于 零 ,那么 
yin] 必定 最 后 趋 于 零 。 注 意 到 式 (2. 128) 可 以 写成 





Do oo DO 
ly,Iall =| >》 hike Ie") < > Jaik] < > AIk] (2. 129) 
k=n+1 k=n+1 k=0 





也 就 是 说 , 暂 态 响应 由 h[n] 全 部 样本 的 绝对 值 之 和 所 界定 。 如 果 式 (2. 129) 的 右边 是 有 界 的 , 即 如 
果 

>》 Jaik] < 00 

k=0 f 
那么 该 系统 就 是 稳定 的 。 由 式 (2. 129) 可 得 ,对 于 稳定 系统 , 暂 态 响应 一 定 随 n 一 % 而 变 得 越 来 越 
小 。 因 此 , 暂 态 响应 逐渐 衰减 的 充分 条 件 就 是 系统 是 稳定 的 。 

图 2. 20 所 示 的 是 频率 为 w = 277/10 的 复 指数 信号 的 实 部 ,图 中 实 圆 点 指 突然 加 上 的 复 指 数 
x[k] 的 样本 ,而 空 加 点 是 “失去 的 " 复 指 数 的 样本 , 即 当 输入 在 所 有 n 上 具有 ec 的 形式 时 为 非 零 
值 的 样本 。 阴 影 圆 点 是 作为 的 函数 ,在 n=8 时 h[n--k 的 样本 。 在 图 2.20(a) 所 示 的 hlnj 为 有 
限 长 的 情况 下 ,很 明显 对 于 n=8 的 输出 仅 由 稳 态 分 量 所 构成 ;而 在 hl nj 为 无 限 长 的 情况 下 ,由 于 
hln|] 的 衰减 性 质 , 很 明显 随 n 的 增加 ,失去 的 样本 所 带 来 的 影响 越 来 越 小 。 


Grae 


(a) 











(b) 


图 2. 20 突然 加 上 复 指数 实 部 的 图 解说 明 。(a)FIR;(b)IIR 


稳定 性 的 条 件 也 是 频率 响应 函数 存在 的 充分 条 件 。 为 了 看 出 这 一 点 ,注意 到 在 一 般 情况 下 有 








|H(e!)|=| XO alei] < nt Jei < 》 [各 | 
k= 一 00 k=—o0 人 一 一 co 
所 以 ,条 件 
> In < co 


人 一 一 CC 
就 保证 He” ) 存 在 。 对 于 频率 响应 存在 的 条 件 与 稳 态 解 为 主导 地 位 的 条 件 是 相同 的 这 一 点 丝毫 
不 奇怪 ! 实际 上 ,对 于 在 全 部 n 上 存在 的 复 指数 可 以 看 作 是 应 用 在 n= -o 上 的 复 指 数 。 复 指数 
的 特征 函数 性 质 依赖 于 系统 的 稳定 性 ,因为 在 有 限 的 n 上 , 暂 态 响应 必须 变 为 零 ,因此 全 部 有 限 n 
上 只 能 看 到 稳 态 响应 H( e") 
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2.7 用 傅 里 时 变换 表示 序列 


线性 时 不 变 系 统 的 频率 响应 表示 方法 的 优点 之 一 ,就 是 像 在 例 2. 16 所 做 的 这 样 一 些 系 统 特性 
的 解释 往往 容易 得 出 。 这 一 点 在 第 5 章 还 要 更 为 详尽 地 阐述 。 然 而 ,眼下 还 是 要 回 到 这 样 的 问题 ， 
即 对 一 个 任意 输入 序列 如 何 求 得 式 (2. 111 ) 的 表示 形式 。 

很 多 序列 都 能 表示 为 如 下 傅 里 叶 积分 的 形式 : 


x[n] = | X (el®?)el do (2. 130) 
2n Jug 
式 中 XCe") 由 下 式 给 出 : oo | 
X (el) = J x[nje io" (2. 131) 
hn 二 一 O00 


式 (2. 130) 和 式 (2. 131) 一 起 构成 序列 的 依 里 叶 表示 。 式 (2. 130) 是 一 个 综合 公式 , 称 傅 里 叶 逆 变 
换 。 也 就 是 说 , 它 把 序列 x[ 表示 成 频率 在 2r 的 区 间 范 围 内 ,由 XX(e”) 确 定 每 一 个 复 正 弦 分 量 
相对 大 小 的 、 如 下 式 所 示 的 无 限 小 复 正 弦 的 炙 加 : 


1 r 3 
aoe (ejw)ejwzdeo 


昌 然 在 写 式 (2. 130) 时 ,已 经 把 w 的 变化 范围 选 定 在 -7 和 + 之 间 , 但 是 任何 2 间隔 都 是 可 以 

用 的 。 式 (2. 131) x[n PHR Xe”) 的 表达 式 , 称 为 傅 里 时 变换 有 时 更 明确 一 些 。 它 用 来 分 
析 该 序列 xl n] ,以 确定 利用 式 (2. 130) 来 综合 x[L nj] 时 ,每 一 频率 分 量 需 要 占 多 少 分 量 。 

一 般 来 说 , 傅 里 叶 变 换 是 w 的 一 个 复 值 函 数 。 和 频率 响应 一 样 ,有 时 将 X(e”*) 用 直角 坐标 表示 为 

X (e!”) = XR(eio) + jX ei”) (2. 132a) 





或 以 极 坐 标 表 示 为 X (ei) = |X (ele 2X) (2. 132b) 
| X(e*) | 表示 傅 里 时 变换 的 幅度 , LAX) 为 相位 。 

相位 ZX(e”) 不 是 由 式 (2. 132b) 唯 一 给 定 的 ,因为 在 任意 w 值 上 都 可 以 加 任何 2 的 整数 倍 
到 人 X(e*) 上 ,而 不 会 影响 这 个 复 指数 的 结果 。 当 所 指 的 是 主 值 , 即 和 X(e”*) 仅 限 在 -mn 和 +7r 之 
间 的 值 时 ,将 这 个 主 值 记 作 ARG[X(e*)]。 如 果 所 指 的 是 在 0 <w < 内 ( 即 不 是 对 27 取 模 ) 给 出 
的 一 个 w 的 连续 函数 的 相位 函数 ,就 记 作 arg X(e™)]。 

通过 比较 式 (2. 104) 和 式 (2. 131) 可 以 清楚 地 看 到 ,一 个 线性 时 不 变 系统 的 频率 响应 就 是 单位 
脉冲 响应 的 侍 里 叶 变 换 。 单 位 脉冲 响应 能 够 由 频率 响应 应 用 傅 里 叶 首 变换 积分 来 求 得 ,也 即 


L fa eee 
hin] = — Í H (eje dow (2:133) 
2n Jin 


正如 前 面 所 讨论 过 的 ,频率 响应 是 一 个 关于 o YA eR, EFE, EEEF w 周 
期 的 ,周期 为 2r。 傅 里 叶 级 数 通常 被 用 来 表征 周期 信号 ,实际 上 值得 注意 的 是 , 式 (2. 131) 就 是 周 
期 函数 X(e”*) 的 侍 里 叶 级 数 表示 形式 ;而 利用 周期 函数 X(e”) 来 表示 序列 x[n] 的 式 (2. 130) 就 是 
用 来 求 得 该 傅 里 叶 级 数 系数 的 积分 形式 。 下 面 集中 研究 利用 式 (2. 130) 和 式 (2. 131) 来 表示 序列 
wl] 然而 ,了 解 连 续 变 量 周 期 函数 的 傅 里 叶 级 数 表 示 与 离散 时 间 序 列 的 傅 里 叶 变 换 表 示 之 间 的 
等 效 性 是 十 分 有 用 的 ,因为 已 熟悉 的 傅 里 叶 级 数 的 全 部 性 质 都 能 应 用 到 一 个 序列 的 全 里 叶 变 换 的 
表示 上 来 ,只 要 适当 地 对 变量 作 些 说 明 即 可 (Oppenheim and Willsky(1997) , McClellan, Schafer and 
Yoder( 2003 ) 。) 











中 有 些 时 候 , 式 (2.131) 被 更 明确 地 称 为 离散 时 间 伟 里 叶 变 换 ,或 DTFT, 特 别 是 当 需 要 与 连续 时 间 傅 里 叶 变 换 区 别 开 时 。 
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确定 哪 一 类 信号 可 以 用 式 (2. 130) 来 表示 的 问题 就 等 效 于 考虑 式 (2. 131) 中 无 限 项 和 的 收敛 
问题 。 也 就 是 说 ,要 关心 的 是 在 式 (2. 131) 求 和 中 各 项 必须 满足 什么 条 件 , 才 使 得 
IX (P) <æ, HRA w 
这 里 X(e*) 是 随 W 一 盖 时 如 下 有 限 项 和 的 极限 : 








M 
Xu(el@) = > x[nje 10" (2. 134) 
n=—M 
收敛 的 充分 条 件 可 由 下 式 得 到 : 
Ee 
Xe) = | >》 xine 
n=- 
DO 
< x xia] Je J°"| 
n=—X 
ey |x[n]| < cc 
n=-0O 


因此 ,如 果 x[n] 是 绝对 可 加 的 (absolutely summable) ,那么 X(e*) 存在 。 再 者 ,在 这 种 情况 下 可 以 
证 明 该 级 数 一 致 收敛 于 一 个 w YE BE eC ( Korner( 1988 ) , Kammler(2000)). 按照 定义 ,一 个 稳 
定 的 序列 是 绝对 可 加 的 ,因此 全 部 稳定 序列 都 有 健 里 叶 变 换 , 从 而 可 得 ,任何 稳定 系统 , 即 具有 绝对 
可 加 的 单位 脉冲 响应 的 系统 ,都 有 一 个 有 限 且 连续 的 频率 响应 。 

绝对 可 加 性 是 传 里 叶 变 换 表 示 存 在 的 一 个 充分 条 件 。 例 2. 14 和 例 2. 16 中 曾 计算 出 序列 延迟 
系统 和 滑动 平均 系统 单位 脉冲 响应 的 傅 里 叶 变 换 。 这 些 脉冲 响应 是 绝对 可 加 的 ,因为 它们 是 有 限 
长 的 。 很 显然 ,任何 有 限 长 序列 都 是 绝对 可 加 的 ,从 而 都 有 一 个 全 里 叶 变 换 表 示 。 在 线性 时 不 变 系 
统 范围 内 ,任何 FIR 系统 都 一 定 是 稳定 的 ,因此 都 有 一 个 有 限 且 连续 的 频率 响应 。 然 而 , 当 一 个 序 
列 属 无 限 长 时 ,必须 关心 无 限 求 和 的 收敛 问题 。 下 面 用 例子 来 说 明 这 种 情况 。 


例 2. 17 来 然 加 上 一 个 指数 仿 号 的 绝对 可 各 性 
考虑 x[n] =a"uln]. A ni A 
Xe jo) = = 二 So aneio Lue j@yn 


n=0 


] 
= Iae le wla < 1 或 lal <1 


很 明显 ,|a |<1 就 是 x[m] 绝 对 可 加 的 条 件 , 即 
Pur = <o alal < 1 (2.135) 
n=0 
绝对 可 加 性 是 傅 里 叶 变换 表示 存在 的 一 个 充分 条 件 , 并 且 也 保证 一 致 收敛 。 某 些 序列 不 是 绝 
对 可 加 的 而 是 平方 可 加 的 , 即 


ey lx[n]|2 < co (2. 136) 


如 果 将 定义 X(e*) 的 无 限 求 和 的 一 致 收敛 条 件 放宽 的 话 , 那 么 这 样 一 些 序列 也 能 用 傅 里 叶 变 换 来 
表示 。 在 这 种 情况 下 是 均 方 收敛 的 , 即 


oo 


X (ei®)= > x[nje 3°” (2. 137a) 


n=- 
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和 
M 
Xue) = 》 xja (2. 137b) 
n=—M 
那么 
T 5 
lim | |X (el®)— X y (e)? dw = 0 (2. 138) 
M 一 2c Jr 


换 句 话说 ,误差 |X(e*) -X Ce) | E Mo 在 每 一 个 w 值 上 可 能 不 趋 近 于 零 , 但 是 在 误差 
中 的 总 “能 量 " 趋 于 零 , 例 2. 18 说 明了 这 一 情况 。 
例 2. 18 理想 低 通 滤波 器 的 平方 可 加 性 
本 例 用 来 确定 在 2.6 节 中 讨论 过 的 理想 低 通 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 。 它 的 频率 响应 是 








H iple {0 pat eee (2. 139) 
周期 为 2T。 利 用 傅 里 叶 变 换 综 合式 (2. 130) 可 以 求 得 单位 脉冲 响应 hln] A 
hiplnl = = L el" dw 
1 We 1 F r 
if jon eP jon _ a- joen 
g 27 jn [e en a 2n jn (e g ) (2 140) 
sin Wen 
s e; —o <n < Do 
TN 


AREN, A AM <0,h, [nl KAR, A AARAA E RER A, hln] 
也 不 是 绝对 可 加 的 。 当 noo 时 这 个 序列 值 仅 以 1/m 趋 于 零 。 这 是 由 于 局 ,(e") Eww 是 
不 连续 的 。 因 为 hi,[nj] 不 是 绝对 可 加 的 ,那么 


sin wen 
人 —j 
> ee 一 jon 
nn 


n=- 


对 所 有 w 值 就 不 是 一 致 收 化 的 。 对 此 为 了 获得 直观 上 的 理解 , 先 来 考虑 作为 有 限 项 和 的 


M z 
; SIN@en _; 
H ej? = — jon 9 
me) Èo ar $ (2. 141) 


at FLARE M 1h, X— BHO Rio A 2.21 所 示 。 可 以 看 到 , 随 着 M Am, E owo, 
处 振荡 更 为 剧烈 ( 常 称 为 吉 布 斯 现象 ) ,而 起 伏 的 大 小 并 不 下 降 。 事 实 上 ,可 以 证 明 随 Mow 
振荡 的 最 大 幅度 不 趋 于 零 ,而 振荡 位 置 朝 着 w = to, RIK, Ashi AIR Fo st X (2. 139) 4 
不 连续 函数 Hle) 不 是 一 致 收 化 的 。 然 而 ,由 式 (2.140) 所 给 出 的 用,[n] 是 平方 可 加 的 , 相 
应 的 Hylet) 以 均 方 意义 收 化 于 H,,(e”) ,也 即 
im | Hye- Hcelo) Paw =0 
BK Mo tt Hyl) f Hp le) 之 间 的 差 似乎 是 不 重要 的 ,因为 这 两 个 函数 仅仅 在 w= 
wo 有 差别 ,但 是 在 第 7 章 将 会 看 到 ,在 离散 时 间 系 统 滤波 问题 的 设计 中 ,例如 式 (2. 141) 的 有 
限 和 的 特性 有 着 重要 的 含义 。 
对 于 某 些 既 不 是 绝对 可 加 的 ,又 不 是 平方 可 加 的 序列 ,有 一 个 傅 里 叶 变换 的 表示 是 很 有 用 的 。 
参考 下 面 的 例子 。 
例 2. 19 ”常数 的 傅 里 叶 变 换 
考虑 一 个 对 全 部 nn 来 说 ,x[n] =1 的 序列 。 这 个 序列 既 不 是 绝对 可 加 的 ,也 不 是 平方 可 加 
的 ,在 这 一 情况 下 , 式 (2. 131) 既 不 一 致 收 仇 ,也 不 均 方 收 化 。 然 而 ,把 这 个 序列 的 傅 里 叶 变 换 
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定义 成 如 下 周期 冲 激 事 是 可 能 且 有 用 的 : 


OO 
X(el) = SY) 2nd(w+ 2m) (2. 142) 


这 时 ,这 些 冲 激 就 是 一 个 连续 变量 的 函数 ,因此 具有 "无限 高 , 零 帘 度 和 单位 面积 ”的 特性 ， 
这 与 式 (2. 131) 在 任何 常规 意义 上 不 收敛 的 事实 是 一 致 的 。( 有 关 冲 激 函 数 定义 和 性 质 的 
讨论 可 见 Oppenheim and Willsky (1997))， 用 式 (2. 142 ) 作为 序列 x[n] =1 OBA 
主要 正 是 由 于 将 式 (2.142) 代 入 式 (2.130) 可 以 得 到 一 个 正确 结果 的 缘故 例 2.20 代表 了 
该 例 的 一 般 情 况 ， 


Hye) M= 1 Hy(e'),M=3 











(a) (b) 
Hy(ei), M = 19 











-7 =w, 0 a) T w 





图 2.21 傅 里 叶 变换 的 收敛 。 在 w =w, 处 的 振荡 特性 常 称 为 吉 布 斯 现象 


例 2.20 复 指数 序列 的 傅 里 时 变换 
某 一 序列 其 傅 里 叶 变 换 是 下 列 周期 冲 激 串 : 
X(el’) = >》 2nd5(w— wo + 2nr) (2. 143) 


在 这 个 例子 中 要 证 明 该 序列 x[n | 就 是 复 指 数 序列 e*" ,其 中 -a<w<T 

可 以 将 X(e”*) 代 入 式 (2. 130) 的 傅 里 叶 逆 变换 积分 式 中 来 求 得 x[n|]。 由 于 XX(e*) 的 积 
分 仅 在 一 个 周期 ( -7T<w<T) 内 进行 ,所 以 在 式 (2.143) 中 仅 需 要 包括 r=0 这 一 项 。 因此， 
可 以 写 为 


1 (8 
xin] = 去 | 2r slw — woje!” dw (2. 144) 


利用 冲 激 函 数 的 定义 ,可 得 
xln| =e, HHE n 
当 w =0, 就 变 成 例 2. 19 中 讨论 的 序列 。 
很 显然 , 例 2. 20 中 的 x[n] 既 不 是 绝对 可 加 的 ,又 不 是 平方 可 加 的 ,而 |X(e*) | 对 所 有 ww 也 不 
是 有 限 的 。 因 此 这 样 的 数学 表达 式 


Oo ; o0 
3 ejoone—ion 一 y 2r d(w — wo +2rr) (2.145) 


Nn>=—%} 六 一 一 DC 


必须 要 用 广义 函数 理论 来 说 明 (Lighthil,1958) 。 利 用 这 一 理论 , 傅 里 叶 变 换 表示 的 概念 可 以 很 严 
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格 地 推广 到 这 样 一 类 序列 ,这 类 序列 可 以 表示 成 离散 频率 分 量 的 和 ,如 


x xin] = > aeit", -0 < n < OO (2. 146) 
k 


由 例 2. 20 的 结果 可 得 


co 


X (ei®) = >D >》 2raki(ow — wk +2rr) (2.147) 


7 三 一 CO k 
oe 146 ) 中 x[ n] WR EERE o 
一 个 既 不 绝对 可 加 ,又 不 平方 可 加 的 序列 是 单位 阶 跃 序列 ul nj]。 昌 然 证 明 起 来 不 那么 直 
接 , 这 PSAE FIORE, 


1 
U(ei”) = ie + 5 nôlw+2rr) (2.148) 
Te 7 一 一 DO 


2.8 傅 里 叶 变 换 的 对 称 性 质 


在 应 用 傅 里 时 变换 时 ,序列 的 性 质 是 如 何 体现 在 傅 里 叶 变 换 之 中 ,或 者 相反 ,详细 了 解 这 一 
是 有 用 的 。 本 节 和 2.9 节 将 讨论 并 总 结 几 个 这 样 的 性 质 。 

傅 里 叶 变 换 的 对 称 性 质 在 简化 问题 的 解 上 往往 是 很 有 用 的 。 下面 的 讨论 将 介绍 这 些 性 质 ,其 
证 明 将 留 在 习题 2. 79 和 习题 2. 80 中 讨论 。 在 介绍 这 些 性 质 之 前 , 先 从 一 些 定义 开始 。 

—-/S SESE RT RFF 5M] ( conjugate-symmetric sequence )x,[n] 定义 为 具有 zx,Ln|=x*|[ -的 序列 ;一 
A EAE RT BR FF Y ( conjugate-antisymmetric sequence)x,[n | 定义 为 具有 x,[n] = -xi | 一 站 的 序列 ,这 
里 ERREA, AEFI x[n] 都 能 表示 成 一 个 共 罗 对 称 序列 和 一 个 共 力 反对 称 序列 之 和 , 即 





x[n] = xeln| + xoln] (2. 149a) 
式 中 
xeln] = 5(x[n] + x*[-n]) = x [AA] (2. 149b) 
和 
xoln] = $(x[n] — x*[—n]) = —x3[—n] (2. 149c) 


将 式 (2. 149b) 与 式 (2. 149c) 相 加 可 以 保证 式 (2. 149a) pa —ASERE RT PRASSE APS x[n] =x,[ -n] 
称 为 偶 序列 (even sequence ) ; ~~ FE HE Fz HT PK AY KIF AI x, [nn] = -xl -n] 称 为 奇 序列 (odd se- 


quence ) 。 
一 个 傅 里 叶 变 换 Ce) ESM ON SEM UR LSE 反对 称 函 数 之 和 
X (eljo) = X e(e}®) + X (e?) (2. 150a) 
式 中 
Xe(eiw) = [X (ef?) 十 X*(e io)] (2. 150b) 
和 
X olet”) = 5[X (e}®) — X*(e71®)] (2. 150c) 


通过 将 -w Alo 代入 式 (2. 150b) 和 式 (2. 1500) Fr, AT DAHA m 4ga, X, (e) ESE RAY, Tt 
X Ce) F&F He PRAY ; BN 

X (et?) = Xž (e7}®) (2. 151a) 
和 

X olei”) = —X*(e ji") (2. 151b) 
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和 序列 一 样 , 如 果 一 个 连续 变量 的 实 函 数 是 共 斩 对 称 的 ,就 称 为 偶 函 数 ; 而 一 个 连续 变量 的 实 共 斩 
反对 称 郧 数 就 称 为 奇 函数 。 

傅 里 叶 变换 的 对 称 性 质 综合 在 表 2.1 中 ,前 6 个 性 质 针对 一 般 的 复 指数 序列 x[Ln] ,其 傅 里 叶 变换 
为 X(e*)。 性 质 1 和 性 质 2 放 在 习题 2. 79 中 讨论 。 利 用 两 个 序列 和 的 傅 里 变换 就 是 它们 的 傅 里 叶 


变换 之 和 这 一 事实 ,性 质 3 就 直接 可 从 性 质 1 和 性 质 2 得 出 。 具 体 地 说 ,Re|xl nj]| = 


x" [n]) 的 傅 里 时 变换 就 是 X(e”) ASE HE MT RAB oP X. (el) AME, jZm|xin]} = 一 (x[nj] - 


x'[n]) ,或 者 等 效 为 jZm|x[nj| 的 传 里 叶 变换 是 X(e”) 的 共 轿 反对 称 分 量 X,(e”*) ,这 就 是 性 质 4 
当 考 虑 xL nj 的 共 思 对 称 和 共 思 反对 称 分量 x,Lnj] 和 %,[nj 的 仁 里 叶 变 换 时 ,就 可 得 到 性 质 5 和 性 
质 6。 

如 果 x[Lnj] 是 一 个 实 序列 ,这 些 对 称 性 质 就 变 得 特别 直接 和 有 用 。 具 体 地 ,对 一 个 实 序 列 其 侍 
里 时 变换 是 基 李 对 称 的 , 芭 Xe ) =X" Ce) (性 质 7)。 将 X(e”*) 用 它 的 实 部 和 虚 部 表示 


X (e1®) = Xg(e!®) + jXs(e!”) (2. 152) 
然后 ,就 可 得 性 质 8 和 性 质 9, 即 
XR(eio) = XR(e i®) (2. 153a) 
和 
Xi(el®) = —X;(e7!”) (2. 153b) 


PUEI, XI — AAKE A, SE FL h E He A SS E — A PRC, EBB — 4 ap R E e, A 
Xe) 以 极 坐标 形式 表示 为 

总 (ejo) = |X (ePi xC (2. 154) 
那么 ,对 一 个 实 序列 x[ nj ,可 以 证 明 : 其 侍 里 叶 变 换 的 幅度 |X(e*) | 是 w 的 偶 函 数 ,而 相位 
LXC) 则 是 w 的 奇 函数 (性 质 10 和 性 质 11 )。 同 样 ,对 于 一 个 实 序列 ,x[n] 的 偶 部 变换 为 
Xele) ,而 奇 部 变换 为 jX,(e*) (性 质 12 和 性 质 13)。 


表 2. 1 - 傅 里 时 变换 的 对 称 性 质 


序列 传 里 叶 变 换 
x[n] X(t) 








x*|n| X*(e—J”) 
ixten] X*(eiw) 
3. Re{xln)} Xefejo) (X (ej9) HIERTA ) 
4. jZm{x|n\) Xolei%) (X (el) 的 共 绒 反对 称 部 分 ) 
S. xeln] (xln| MERE ERAS ) XR(eijw) = Re{X (ej®)] 
-xoln] (xin] KIHEI ) jX1 (ei®) = jZm {X (ei®)} 


DA FIERE Fala | SE PSI 
. 任意 实 xla] X (eJ®) = X*(e-1%) (HHR) 
- 任意 实 xlnl Xplel?)=Xplei@) ( 实 部 为 偶 函 数 ) 
. 任意 实 xla] Xj (l?) = 二 一 Xj(e-J%) ( 虚 部 为 奇 函数 ) 
10. 任意 实 x[n] IX (ej2)| = |X (eio) 《〈 幅 部 为 偶 函 数 ) 
11. 任意 实 xin] LX (elo) = — LX (7e) (相位 为 奇 函数 ) 
12. xeln| (xini 的 偶 部 ) Xp (ei) 
13. xoln| (xin) 的 偶 部 ) jX,(e}”) 
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例 2.21 对 称 性 质 的 举例 说 明 
回顾 例 2. 17 中 的 序列 ,那里 已 证 明 该 实 序列 x[n] =a" ul oj 的 傅 里 叶 变 换 是 





1 
X el = 一 -一 一 如 果 |a| < 1 (2. 155) 
1 —ae je 
那么 由 复数 特性 可 以 得 到 
1 ; ; 
X te) = ——__ = x*(e J") (性 质 7) 
1—ae le 
1 — a cos 
XR(ejJw) = 二 = Xprie !”) (性质 8) 
] +a* — 2a cos w 
Xeiw) a a sın w = Xie Jw ( 性 质 9 ) 
1 十 ax — 2a cos w 
1 
IX (e1®)| = = |X eA (人 性质 10) 





(d +a? — 2a cos w)! /2 





, —asinw 3 
LX (e1) =arctan ( ) 二 一 LX(e 4”) (性 质 11) 
l—acosw 


A 2.22 Gh T a>0 时 的 这 些 函 数 , 并 以 a =0.75( KH) fea =0.5( EX) AB. 在 习题 2.32 
中 讨论 了 相应 于 a <0 时 的 这 些 曲 线 . 





幅度 





-7 T Tt T 
2 s 2 


角 频 率 (w) 
(a) 





BX 
{og 
= nn; 


相位 (弧度 ) 











a 1 
ae T -7 T T 
s x 0 2 Sag N 二 7 


HE (w) 角 频 率 (w) 
(c) (d) 


图 2.22 单位 脉冲 响应 h[n] =a"uln] 的 系统 频率 响应 。(a) 实 部 ;a >0， 
图 中 实 线 对 应 a =0. 75; 虚 线 对 应 a =0.5;(b) 虚 部 ; (e) 幅度 ; 
a>0, 图 中 实 线 对 应 a =0.75; 虚 线 对 应 a =0.5;(d) 相 位 


2.9 傅 里 时 变换 定理 


除了 对 称 性 质 外 ,还 有 各 种 定理 (将 在 2.9.1 节 一 2.9.7 节 中 介绍 ) 把 序列 的 运算 与 傅 里 叶 变 
换 的 运算 联系 起 来 。 后 面 将 会 看 到 ,这 些 定理 与 连续 时 间 信 号 及 其 傅 里 叶 变 换 的 相应 定理 在 许多 
情况 下 都 是 很 相似 的 。 为 了 方便 于 这 些 定理 的 陈述 ,将 引入 下 列 算 子 符号 : 


第 2 章 


X (e) = F{x[n]} 


x[n] = 


x[n] <> X eF 
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也 就 是 说 , FIE“ R a[n EER” Nis mF e RaRa EKER AER 
述 ,不 给 予 证 明 。 这 些 证 明 一 般 仅 涉 及 求 和 或 积分 的 简单 变量 换算 , 故 留 作 为 练习 ( 见习 题 2 81 ) ,本 


节 中 的 这 些 定理 整理 在 表 2.2 中 。 
表 2.2 傅 里 时 变换 定理 
序列 


x[n] 


y[ 


傅 里 叶 变换 
X(el”) 
Y(e”) 





1. ax[a| + byin] 
2. xln—nal (ng ABR) 
3. el@o" xin] 


。 x{[—n| 
5. nx[n] 
. xja] yin] 


. XInlylanl 


帕 斯 瓦 尔 定理 : 


oO 1 n 
8 DO hP = “i IX (ej) qo 
al J—n 


n=— 


oo | x . 
9. ÑO xapa = 去 | X (ei?)y*(eit) dw 
= 


n=- 


2.9.1 傅 里 叶 变换 的 线性 


着 
xiln] <> X\(ei”) 
All 


x[n] <> Xp(ei”) 


aX (eI?) + bY (e1®) 
ei Xejw) 

X (çelen) ) 

X (eI) 

X*(eJ®) gn x(n] ASHE 
dX (elw) 

dw 

X (elo) (eI) 


1 


T 
元 | Xe Jy (ed) ye 
=r 


那么 ,将 它们 直接 代 人 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 (DTET) 定义 后 立即 可 得 
axı[n] + bx2[n] Pais aX \(e!@) + bXx(e!”) 


2.9.2 时 移 和 频 移 定理 


若 


xin] <-> X Coie) 





(2.156) 


那么 对 于 时 移 序列 x[n -n,] 来 说 ,只 要 对 离散 时 间 伟 里 叶 变 换 的 求 和 变量 作 一 简单 变换 ,就 可 得 


F 5 z 
x[n — ng] < 一 > e J X (e1?) 


直接 代 人 就 能 证 明 频 移 的 傅 里 叶 变换 结果 为 


eloonx[n] F X (edo 


(2. 157) 


(2. 158) 
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2.9.3 时 间 倒 置 定 理 


若 
x[n] > X (ejo) 
那么 ,如 果 该 序列 被 时 间 倒 置 , 则 有 
x[—n] <> X (ei) 
E x(n | 是 实 序列 ,该 定理 就 简化 为 


F 
x[—n] <> X*(e!”) 


2.9.4 ” 频 域 微分 定理 


若 
x[n] ra X (ei®) 

XTE easy Ti] fF A He ( DT FT ) 进行 微分 ,可 得 

.dX (e1®) 

: dw 


F 
nx|n] <— 


2.9.5 帕 斯 瓦尔 定理 


nt 


x[n] as X (el) 


= 1 f7 P 
E= pD Ix[a]|2 = xl. |X (e!”)|-dw 


n=—00 


(2. 159) 


(2. 160) 


(2.161) 


(2. 162) 


函数 |X(e”*) | 称 为 能 量 密度 谱 , 因 为 它 决定 了 能 量 在 频 域 中 是 如 何 分 布 的 。 能 量 密度 谱 必 


然 是 仅 对 能 量 有 限 信号 定义 的 。 帕 斯 瓦尔 定理 的 更 一 般 形 式 在 习题 2. 84 中 给 出 。 
2.9.6 REH 


若 
x[n] <> X (ejo) 
和 
hin] <> H (ei®) 
而 且 , 如 果 
yia] 三 bD x[k]h[n — k] = x[n] x h[n] 
k=—00 
则 


Y (e!”) = X (ei?) H (ei®) 


(2. 163) 


(2. 164) 


EE FESH BO AAEE AERAR ERAO PE REE ASIR 


况 , 这 是 因为 


F _G 
d[n — ng] < 一 > e ld 


(2. 165) 
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Ff, We hln] =d[n-n,),Myln] =x[n]*6[n 一 nj] =x[n 一 ny]。 因 此 就 有 
H (ef?) = el 和 Y (ej®) = e JOM X (e?) 

卷 积 定理 的 正规 推导 很 容易 通过 对 式 (2. 163 ) 表 示 的 y[z] 进 行 傅 里 叶 变换 来 完成 。 该 定理 也 
能 解释 为 是 在 线性 时 不 变 系统 中 复 指数 的 特征 函数 性 质 的 一 个 直接 结果 。 回 想 一 下 ,及 (e"” ) 是 单 
位 脉冲 响应 为 h[Ln] 的 LTI 系统 的 频率 响应 ,同时 , 若 

xin] = ei?” 
那么 
yin] = H(e}”)eio" 

也 就 是 说 , 复 指数 是 LTI 系统 的 特征 函数 ,这 里 h[n] 的 傅 里 叶 变 换 H( e ) 就 是 特征 值 。 按 积分 的 
定义 , 傅 里 叶 综 合 公 式 相 应 于 将 一 个 序列 xL nj] 表示 成 无 限 小 的 复 指数 的 释 加 , 即 


‘4 1 7 @ oO mon . 1 kAw Aa 
sinl = y | Xe edo jim, Xe A 
根据 线性 系统 特征 函数 的 性 质 和 伙 加 原理 ,相应 的 输出 就 是 
yla] = lim l y H(e}%^®)X (e 这 AwyeikAonAw = A, | H(e!®)X (e)”)e3"'day 
Aw—0 27 X on ye 


由 此 可 得 
7(ejo) = H(el”)x (ejw) 
这 就 是 式 (2. 164) 。 


2.9.7 调制 或 加 窗 定 理 


若 

x[n] X (e1?) 
和 

win] 5 W (ei®) 
且 若 

yla] = x[n]w[n] (2. 166) 
则 

1 rr 
Y (e”) = zl X (el Wel )da (2. 167) 


式 (2. 167) 是 一 个 周期 卷 积 ,也 就 是 说 , 它 是 两 个 周期 函数 的 积 ,其 积分 上 .下 限 仅 取 一 个 所 
期 。 把 卷 积 和 调制 定理 做 比较 ,就 可 以 明显 地 看 出 ,在 大 部 分 傅 里 叶 变换 定理 中 存在 着 这 种 固有 的 
对 偶 性 ， 然而 ,与 连续 时 间 情 况 相 比 (这 时 这 种 对 偶 关 系 是 完全 的 ) ,在 离散 时 间 情 况 下 存在 某 些 
基本 的 差别 。 这 是 由 于 傅 里 叶 变 换 只 是 一 个 和 式 , 而 逆 变 换 则 是 被 积 函 数 为 周期 函数 的 积分 。 对 
于 连续 时 间 情 况 可 以 说 :时 域 中 的 卷 积 可 由 频 域 中 的 相 乘 来 表示 ,反之 亦 然 ; 而 在 离散 时 间 情 况 下 ， 
就 必须 做 一 点 修改 。 具 体 来 说 就 是 ,序列 的 离散 卷 积 ( 卷 积 和 ) 等 效 于 相应 的 周期 傅 里 时 变换 的 相 
He ,序列 的 相 乘 等 效 于 相应 傅 里 叶 变 换 的 周期 卷 积 。 

本 节 的 有 关 定 理 和 几 个 基本 的 传 里 叶 变换 对 都 分 别 综合 在 表 2. 2 和 表 2. 3 中 。 熟 悉 傅 里 叶 变 
换 定理 和 性 质 是 很 有 用 的 ,表现 之 一 就 是 用 在 求 傅 里 叶 变换 或 道 变换 中 。 通 常 可 以 借助 于 对 已 知 
变换 的 序列 进行 适当 的 运算 ,从 而 表示 另 一 个 序列 ,以 此 来 简化 某 一 个 困难 或 复杂 的 问题 。 
fal 2. 22 一 例 2. 25 就 说 明了 这 一 点 。 
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表 2.3 BBM Rt 
傅 里 叶 变换 








1. la] 1 


2. d|n — nol e Jeno 
0 


o0 
3. 1 (—90 <n < 00) ie 22 5(w + 20k) 
大 一 一 CO 
1 
1 一 ce 一 io 
1 


1—e7je 


. auln| (jal < 1) 


Co 
+ 》 nd(w+2nk) 


k=—-00 


5. ula] 


l 


. in + Da"uļla] (al <1) = 

(1 ~ ae™ 3v)? 

r” sin wpn +1) 1 

a S] (Ir| < 1) - = = 
Sin wp 1 — 2r coswpeJ® + rie lw 





sin wen ]，|o| < we 


X (e J”) 二 | 


nn 0. we < lol <r 


1. O<n=<=M sin|w(M + 1)/2] —jwM/2 
0. 其 他 sin(w/2) © 


9. xla] = 
o0 
10. Jeu" 2 2x6(w— wo + 20k) 


大 一 一 20 


Do 
11. cos(w0m + ¢) >D [reits (w 一 wg +2rk) 十 re 1°38 (w+ wo +2rk)| 
k=—00 


例 2. 22 利用 表 2.2 和 表 2. 3 KSSH BR 





RREI] x[n] =a"uln-5)] 的 倩 里 叶 变 换 。 这 个 变换 可 利用 表 2.2 中 的 定理 1 和 
定理 2 及 表 2.3 中 的 变换 对 4 来 完成 。 A x[n] =a"uln] ,并 且 从 这 个 信号 开始 往 下 做 ,这 是 


由 于 在 表 2.3 中 ,这 是 最 类 似 于 x[m] 的 信号 。 由 表 2.3 可 得 
1 


X1ejo) 二 —__ 
1 一 ae 一 2 


为 了 由 xi[n] 求 得 x[n] ,首先 要 将 xi[nj] 延 时 5 个 样本 , 即 x,[n] =x,[n-5], 


定理 2 给 出 对 应 的 频 域 关系 为 X(e”) =e- (e) ,所 以 
— jSw 

xalo = 

1 一 ae 12 


为 了 从 xs[n] 时 出 所 期 望 的 x[n], 仅 需 在 X,[n] 上 乘 以 a’, 即 x[n] =a°x,[n] 
的 线性 性 质 , 即 表 2.2 中 的 定理 1 可 得 所 期 望 的 傅 里 叶 变 换 为 


X (ei®) = 
例 2.23 利用 表 2.2 和 表 2. 3 求 傅 里 时 逆 变 换 
设 有 
1 


X (el®) 








(1 — ae—J)(1 — pe- Je) 


(2. 168) 
由 表 2.2 中 的 


(2. 169) 
。 由 傅 里 叶 变 换 


(2. 170) 


(2,171) 


将 Xe”) 直 接 代入 式 (2. 130) 将 生成 一 个 积分 式 , 要 用 通常 的 积分 方法 对 其 求解 是 非常 困难 


的 。 然 而 ,利用 部 分 分 式 展开 的 方法 (第 3 章 将 详细 讨论 ) ,可 将 X(e”) 展 开 为 
a/(a — b) b/(a — b) 


X (ei®) : 
1—ae Je 1 一 þe Je 








(2. 172) 
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由 表 2.2 中 的 定理 1 和 表 2.3 中 的 变换 对 4 可 得 


x[n] = ( = ) en 一 (>) b"uln| (2. 173) 
a— b a—b 


例 2. 24 由 频率 响应 求 单 位 脉冲 响应 
一 个 具有 线性 相位 的 高 通 滤波 器 的 频率 响应 是 


-jond . 
Helyj=JE + Hes eles (2. 174) 
0. |w| < we 





其 周期 为 2 页 是 不 言 自 明 的 。 该 频率 响应 可 表示 为 
Hiel®) = e Jend (4 = Hip (eic)) =e leona _ e Jena Fr, (ei®) 
式 中 ,Hi,(e”*) 是 周期 的 ,周期 为 2n, 且 


0, we < |ow| < 
利用 例 2. 18 PHAR, RE H, (e) 的 逆 变 换 , 再 结合 表 2.2 中 的 性 质 1 和 性 质 2, 则 有 
hin] = ôļa — na] — hip [n — nal 


sin we(n — na) 





= 6ln—n 
| dl n(n—ny) 


例 2. 25 对 差分 方程 求 单 位 脉冲 响应 : 
求 一 个 稳定 的 线性 时 不 变 系统 的 单位 脉冲 响应 ,其 输入 x[n] 和 输出 y[n] 满 足 如 下 线性 
常 系数 差分 方程 : 
yin] = Syln — 11=xlnl— 4xln—1l (2.175) 
在 第 3 章 将 会 看 到 用 z 变换 来 处 理 差 分 方程 比 用 傅 里 叶 变 换 更 为 有 效 。 然 而 ,本 例 将 提供 一 
种 利用 变换 方法 分 析 线 性 系统 的 思路 。 为 了 求 单位 脉冲 响应 , 令 x[n] =6[n], 用 h[n] 记 作 单 
位 脉冲 响应 , 式 (2. 175 ) 变 为 





hin] — shln — 1] = [n] — b5[n — 11 (2. 176) 
RA (2.176) 两 边 进行 傅 里 叶 变 换 , 并 利用 表 2.2 中 的 性 质 1 和 性 质 2, 可 得 

He) — 3e HE!) 一 1 一 下 (2.177) 
或 

过 ze” 
H(e}®) = 了 1 (2.178) 

为 了 求 得 Am] ,需求 出 互 (e”) 的 傅 里 叶 逆 变换 。 为 此 ,将 式 (2. 178) 重新 写成 

Hiei?) = — ae (2. 179) 





{= Jeje I= tee 
由 表 2.3 中 的 变换 对 4 可 得 
1 \7 F 1 
(3) uln| <— mae = Ten 


将 这 个 变换 对 与 表 2.2 中 的 性 质 2 结合 在 一 起 , 则 有 





SGG we tie (2. 180) 
再 根据 表 2.2 中 的 性 质 1 可 得 
4 网 之 (4)" wnt = HG uln — 1] (2. 181) 
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2. 10 ”离散 时 间 随机 信和 号 


前 述 各 节 都 集中 在 离散 时 间 信 号 与 系统 的 数学 表示 上 ,以 及 由 此 导出 的 一 些 细节 。 离 散 时 间 
信和 号 与 系统 既 有 时 域 表示 也 有 频 域 表示 ,每 一 种 表示 在 离散 时 间 信 号 处 理 系统 的 理论 和 设计 中 都 
有 其 重要 的 地 位 。 至 此 ,都 假定 信号 是 确定 性 的 ,也 就 是 说 ,序列 的 每 一 个 值 都 唯一 地 由 一 个 数学 
表达 式 .一 个 数据 表 或 按 某 种 规则 来 确定 。 

在 很 多 情况 下 ,产生 信和 号 的 过 程 是 如 此 复杂 ,以 至 于 要 精确 地 描述 一 个 信号 ,即便 可 行 ,也 是 极 
为 困难 或 不 合 需要 的 。 在 这 些 情况 下 ,把 信号 建 模 成 一 个 随机 过 程 是 有 用 的 。 作 为 一 个 例子 ,在 
第 6 章 将 会 看 到 ,在 实现 数字 信和 号 处 理 算法 中 ,由 于 有 限 寄 存 器 长 度 而 引起 的 很 多 影响 就 能 够 用 加 
性 噪声 来 表示 , 即 一 个 随机 序列 。 很 多 力学 系统 产生 的 声学 或 振动 信号 ( 处理 这 些 信 号 可 以 诊断 
出 潜在 的 缺陷 ) 往 往 能 用 随机 信号 很 好 地 建 模 。 自 动 识别 或 带宽 压缩 中 待 处 理 的 语音 信号 和 为 提 
高 质量 而 处 理 的 音乐 信号 只 是 众多 例子 中 的 两 个 。 

一 个 随机 信号 就 是 一 组 离散 时 间 信 号 的 集合 , 它 是 由 一 组 概率 密度 函数 来 表征 的 。 换 句 话 说 ， 
在 某 一 特定 时 刻 ,对 于 某 一 个 特殊 的 信号 来 说 ,该 信号 样本 在 该 时 刻 的 大 小 是 假定 按照 某 种 基本 的 
概率 方式 确定 的 ;也 就 是 说 ,一 个 特殊 信号 的 每 一 个 单个 样本 l nj] 假定 是 某 基本 随机 变量 x, 的 一 
个 输出 。 全 部 信号 由 这 样 的 随机 变量 的 一 个 集合 来 表示 ,在 -% <n<% 内 ,每 一 样本 每 一 时 刻 都 
有 一 个 集合 。 随 机 变量 这 个 集合 称 为 一 个 随机 过 程 (random process) ,并 且 假定 一 个 特殊 的 样本 序 
Fjx[n], -%2 <n<e ,已 经 由 引起 该 信号 的 随机 过 程 所 产生 。 为 了 完全 描述 这 个 随机 过 程 , 就 需 
要 给 出 全 部 随机 变量 的 单个 和 联合 概率 密度 。 

从 这 样 的 信和 号 模型 中 得 出 有 用 结果 的 关键 在 于 用 各 种 平均 值 来 给 予 描述 ,而 这 些 平 均值 又 能 
够 从 已 假设 的 概率 规律 中 计算 出 来 ,或 者 从 一 些 特定 的 信号 中 估计 出 来 。 尽 管 车 随机 信号 不 是 绝 
对 可 加 或 平方 可 加 的 ,其 结果 就 不 能 直接 进行 傅 里 叶 变 换 , 但 是 这 些 信 和 号 的 很 多 性 质 (不 是 全 部 性 
质 ) 都 能 用 自 相 关 或 自 协 方差 序列 来 描述 ,而 对 自 相关 或 自 协 方差 序列 的 全 里 叶 变 换 通 常 是 存在 
的 。 正 如 本 节 将 要 讨论 的 , 自 协 方差 序列 的 傅 里 叶 变 换 在 信号 能 量 的 频率 分 布 方面 有 一 个 很 有 用 
的 解释 。 利 用 自 相 关 序 列 及 其 变换 还 具有 男 一 个 重要 优点 :用 一 个 离散 时 间 线 性 系统 处 理 随机 信 
号 的 效果 ,可 以 方便 地 用 该 系统 对 自 相 关 序 列 的 处 理 效果 来 进行 描述 。 

下 面 的 讨论 假定 读者 熟悉 随机 过 程 的 一 些 基 本 概念 ,如 平均 ,相关 与 协 方差 函 数 及 功率 谱 等 。 
附录 A 为 此 给 出 了 对 于 简单 的 有 关 概 念 和 符号 的 综述 。 随 机 信号 理论 的 更 加 详细 的 讨论 可 以 在 
很 多 著名 的 文献 中 找到 ,如 Davenport( 1970 ) 和 Papoulis (2002 ) , Gray and Davidson ( 2004 ) , Kay 
(2006 ) 和 Bertsekas and Tsitsiklis( 2008 ) 。 

本 节 的 主要 目的 是 提供 在 后 续 章 节 中 要 用 到 的 有 关 随 机 信号 表示 的 一 组 具体 结果 。 因 此 ,对 
于 线性 时 不 变 系统 处 理 信号 的 研究 ,主要 集中 在 广义 平稳 随机 信号 及 其 表示 上 。 为 了 便于 讨论 , 讨 
论 中 都 假定 x[n] FU Al nj 是 实 值 的 ,但 是 这 些 结果 能 很 容易 地 推广 到 复数 的 情况 。 

现在 考虑 一 个 稳定 的 实 单位 脉冲 响应 为 h[n | 的 线性 时 不 变 系 统 。 今 x[n] 是 实 值 序列 , 且 是 
一 个 广义 平稳 离散 时 间 随 机 过 程 的 一 个 样本 序列 。 那 么 ,该 线性 系统 的 输出 也 是 一 个 随机 过 程 的 
一 个 样本 序列 , 它 将 输出 与 输入 过 程 用 如 下 线性 变换 式 联系 起 来 : 


ylal= 》 hfn- klxik] = > Alklxln = KI 


人 一 一 co k=—90 





DD 在 信号 处 理 文献 中 通常 将 术语 “random" 和 "stochastie" 互 换 使 用 。 本 书 主要 用 * random" 信 号 或 "random" 过 程 来 描述 
这 一 类 信号 
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正如 已 经 证 明 过 的 ,因为 系统 是 稳定 的 ,如 果 x[n] 是 有 界 的 ,y[ nj 一定 也 是 有 界 的。 下 面 将 会 看 
到 ,如 果 输 入 是 平稳 的 D0, 那么 输出 也 是 平稳 的 。 输 入 信号 可 以 由 其 均值 m, 和 其 相关 函数 $,[ m ] 
来 表征 ,或 者 由 一 些 关 于 一 阶 甚至 二 阶 概率 分 布 的 附加 信息 。 在 输出 随机 过 程 yLn | 的 表征 中 也 希 
望 有 类 似 的 信息 。 对 于 许多 应 用 ,用 简单 平均 如 均值 .方差 和 自 相关 等 来 表征 输入 和 输出 就 足够 
了 。 因 此 ,将 导出 这 些 量 的 输入 .输出 关系 。 
输入 和 输出 过 程 的 均值 分 别 为 
my, = E{xn}, my, = ELY,} (2. 182) 
ste! :| 记 作 一 个 随机 变量 的 期 望 值 。 本 书 中 不 必 仔 细 区 分 随机 变量 wx, Aly, 与 它们 的 值 x[n] 
和 yy[Ln] ,这 将 大 大 简化 数学 符号 。 例 如 , 式 (2. 182) 也 可 以 写成 
mx[ 三 Ex， my[n] = Ef y[n]} (2. 183) 
如 果 x[ nj 是 平稳 的 ,那么 m,[n] 就 与 n TH, MATE m,; 如果 Yy[z] 是 平稳 的 , 则 mm,[z] 也 
类 似 。 
输出 过 程 的 均值 为 


myn] = E{yin]} = p> A[k\E{x[n — k]} 


人 一 一 ce 


式 中 已 用 到 和 的 期 望 值 就 是 期 望 值 的 和 这 一 事实 。 因 为 输入 是 平稳 的 ,所 以 m, [n-k] =ms, 从 而 


my[n] =m >> hik] (2. 184) 
人 一 一 ce 
由 式 (2.184) 可 见 , 输 出 的 均值 也 是 常数 。 式 (2. 184) 频率 响应 的 等 效 表 达 式 为 
my = H (etmy (2.185) 


H HIRE EEF, FARA a EY A A RRO 
dyyin.n +m] = Ef{yla]yin + m]} 





pS > Alklh[r|x[n —k)x[n +m —r| 
人 三 一 Co 7 一 一 Co 
Co 


= D hik] Sa h[r]E {x[n — k]x[n +m —r]} 


k=—90 r=—oo 


因为 已 假定 x[n] ÆFA ell —k xn +m —r] | SINT] m +k -r 有关 ,因此 有 


Ce 


gwv[m 十 四 一 >, Alk] a Alrloxxlm +k — r] = pyylm] (2. 186) 


人 一 一 cc r=—co 
也 就 是 说 ,输出 自 相 关 序 列 也 仅 与 时 间 差 m 有 关 。 由 此 可 得 ,一 个 线性 时 不 变 系统 被 一 个 广义 平 
稳 输 入 所 激励 ,其 输出 也 是 广义 平稳 的 。 
做 变量 置换 tf =r — hk, 式 (2. 186) 可 表示 为 


prylm] = > Brx lm — £] D h[k]h[e + k] 


《一 一 CG k=—00 


= 》 prclm— Clenal€] 


{=—00 


(2. 187) 





D 本 节 的 其 余部 分 都 用 术语 “* 平 稳 " 来 指 ” 广义 平稳 ”, 即 ,对 于 全 部 Ny Ny ela ny ]x[ ma ] | 只 5 (n -m ) 的 差 有 关 , 即 
等 价 于 , 自 相 关 仅 为 时 间 差 (ni -n ) 的 函数 。 
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式 中 已 定义 
cmlel= 》 hIkIhle + k] (2. 188) 


大 一 一 co 
序列 cn ELERA AL | OEM BBX SI (deterministic autocorrelation sequence ) ,或 者 简单 地 
PN h(n | AI BAB FF FI (autocorrelation sequence) 。 应 该 强调 的 是 ,cu 是 一 个 非 周 期 序列 (如 有 
BR ASHE) 的 自 相 关 , 不 应 该 与 一 个 无 限 能 量 随 机 序列 的 自 相 关 相 混淆 。 的 确 可 以 看 出 ,cuw[ 如 就 是 
hin] 与 AL -可 的 离散 卷 积 。 那 么 , 式 (2. 187) 就 可 以 表示 ,一 个 线性 系统 输出 的 自 相 关 即 为 输入 
的 自 相 关 与 该 系统 单位 脉冲 响应 的 非 周 期 自 相 关 的 卷 积 。 
式 (2. 187) 表 明 , 伟 里 叶 变换 对 于 表征 一 个 线性 时 不 变 系统 对 一 个 随机 输入 的 啊 应 是 有 用 的 。 
为 方便 起 见 ,假定 m, =0, 其 自 相关 和 自 协 方差 序列 是 相同 的 。 然 后 ,分 别 用 D, Ce”), D, Ce) A 
Cae”) 表示 balm] ,$yLmj] 和 ci[《j 的 傅 里 叶 变 换 , 由 式 (2. 187) 可 得 
Dyv(el®) = Cnn(el”) Prr lei”) (2. 189) 
另外 ,由 式 (2. 188 ) 得 到 
Cnn(el®”) = H(e!°)H*(e!®) 
= |H(e!)? 
Pyy(e}”) = |H(e™)? Hye (e”) (2. 190) 
xk (2. 190) 给 出 了 一 个 有 关 功 率 密 度 谱 ( power density spectrum) 的 概念 。 有 具体 地 说 ， 


Lo ™ > 
EDN = byyl0] = = | by el) deo = 输出 总 平均 功率 (2. 191) 


将 式 (2. 190) 代 入 式 (2. 191) ,可 得 
E InN = byvl01= == f |H(e!) |? Oy, (el®) dw (2. 192) 


假设 H( e” ) 是 一 个 理想 带 通 滤波 器 ,如 图 2.18(c) 所 示 。 因 为 由 [m] 是 一 个 实 偶 序 列 , 所 以 其 傅 
里 叶 变 换 也 是 实 偶 的 , 即 
Palet?) = Brr(e 1”) 
同样 , HC) | 也 是 wo 的 偶 函 数 ,因此 可 以 写成 
dv[0] = 输出 总 平均 功率 





(2. 193 ) 
2n 

DF TE w, < |w| <o, 内 ,GB,(e”) 所 包含 的 面积 可 以 表示 在 该 频带 内 输入 的 均 方 值 。 输出 功率 

必须 保持 非 负 ,因此 


1 f2 1 poa 
= Dr Í Plet”) do 十 一 | Ple) dw 
n Wa —Wp 


m Pry Ol 三 0 


(wp —Wa)—> 
同时 考虑 该 结果 与 式 (2. 193) ,而 且 事 实 上 ,频带 w, Soso, 可 以 任意 小 ,这 就 意味 着 
P(e) >0， 对 全 部 名 (2. 194) 
于 是 可 知 一 个 实 信 号 的 功率 密度 谱 函 数 是 实 的 、 偶 的 且 非 负 的 。 
例 2.26 ARR 
在 一 大 类 关于 信号 处 理 和 通信 系统 的 设计 和 分 析 问 题 中 , 白 噪 声 的 概念 是 非常 有 用 的 。 
白 噪声 信号 是 指 其 P [m] =ax6[m] 的 一 类 信号 。 本 例假 设 该 信号 具有 零 均 值 。 和 白 噪 声 信和 号 
的 功率 谱 是 一 个 常数 , 即 
P(e?) = 02, HER o 
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因此 ,一 个 白 噪声 信号 和 


1 T 
xxl0l = 5> =|. Prle t) dw = mr i or dw = 


白 嗓 ee 数 的 随机 信号 表示 上 也 是 有 用 的 。 例 如 ,一 个 功率 谱 为 
DB,(e”) 的 随机 信号 y[n] 可 认为 是 在 某 个 白 品 声 输 入 下 一 个 线性 时 不 变 系统 的 输出 。 这 就 
是 利用 式 (2. 190) 定 义 一 个 系统 ,其 频率 响应 有 H(e”) 满 足下 列 方程 : 

Byy(ei®) = |H(e!) (202 
式 中 ,0 是 该 假设 白 噪声 输入 信号 的 平均 功率 。 可 以 通过 调整 这 个 输入 信号 的 平均 功率 以 给 
th ft hag ylin OFA, ldo hin] =a"uln], AA 
1 











万 (elj%) = 
1 一 Ce J? 
这 样 就 可 以 表示 功率 谱 具 有 如 下 形式 的 所 有 随机 信号 
2 2 
Py (e t”) = ! - 2 Ox 
E 1—ae J? 1 +a? — 2a cos w 








一 个 重要 的 结果 涉及 一 个 线性 时 不 变 系统 输入 和 输出 之 间 的 互相 关 : 
gx[m] = E{x[nly[n + m]} 


-mm Sa hik]x[n + m — ul 


k=—00 (2.195) 
= PD hlkjprx bn — k] 
人 一 一 Co 
可 以 看 到 ,输入 和 输出 之 间 的 互相 关 是 单位 脉冲 响应 与 输入 自 相关 序列 的 卷 积 。 
式 (2. 195 ) 的 傅 里 叶 变 换 为 
Py (el?) = H(e}”)@,,(e!”) (2. 196) 
当 输入 为 白 噪 声 时 , 即 $,[m] =o 8l m] ,将 其 代入 式 (2. 195) ,可 得 
@xx[m] = o2h[m] (2. 197) 


也 就 是 说 ,对 于 一 个 零 均 值 的 白 噪 声 输 入 ,一 个 线性 系统 输入 和 输出 之 间 的 互相 关 正比 于 该 系统 的 
单位 脉冲 响应 。 类 似 地 , 白 噪 声 输入 的 功率 谱 为 

Dalel) =0?, —-n<w<n (2. 198) 
由 式 (2. 196) 可 得 

Py (ei®) = o? H(e!”) (2. 199) 

也 就 是 说 ,在 这 种 情况 下 互 功 率 谱 正比 于 该 系统 的 频率 响应 。 如 果 能 够 观察 到 一 个 输入 为 白 噪 声 
时 系统 的 输出 ,那么 式 (2. 197) 和 式 (2. 199) 就 可 以 用 作 估 计 一 个 线性 时 不 变 系 统 的 单位 脉冲 响应 
或 频率 响应 的 基础 。 对 一 个 房间 或 音乐 厅 的 声学 单位 脉冲 响应 进行 测量 , 便 是 这 种 情况 的 一 个 具 
体 应 用 。 


2.11 小 结 


本 音 讨 论 了 有 关 离 散 时 间 信 和 号 与 系统 的 几 个 基本 定义 ,包括 几 个 基本 序列 的 定义 ,利用 卷 积 生 
来 定义 和 表示 线性 时 不 变 系统 ,及 其 有 关 稳 定性 和 因果 性 的 含义 ,等 等 。 证 明了 具有 初始 松 pe 
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的 ,其 输入 .输出 满足 线性 常 系数 差分 方程 的 一 类 系统 是 线性 时 不 变 系统 中 一 种 重要 的 子 系统 。 讨 
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论 了 这 类 差分 方程 的 递 推 解 ,并 定义 了 FIR 和 IIR 两 类 系统 。 


对 线性 时 不 变 系统 分 析 和 表示 的 一 种 重要 方法 是 频 域 表 示 法 。 通 过 考虑 一 个 系统 对 一 个 复 指 
数 输入 的 响应 给 出 了 频率 响应 的 定义 。 然 后 ,把 单位 脉冲 响应 和 频率 响应 之 间 的 关系 表示 成 一 对 


傅 里 叶 变 换 对 。 





本 章 的 重点 是 傅 里 时 变换 表示 的 性 质 , 以 及 有 用 的 傅 里 叶 变 换 对 。 表 2. 1 和 表 2. 2 综合 了 这 


些 性 质 和 定理 , 表 2.3 列举 了 常用 的 傅 里 叶 变 换 对 。 


本 章 最 后 简单 介绍 了 离散 时 间 随 机 信号 。 


和 应 用 。 


习题 


基本 题 ( 附 答案 ) 


2. 1 


2.3 


2.4 


2.5 


2.6 





对 于 下 列 系统 , 试 判断 系统 是 否 是 (1) 稳 定 的 ,(2) 因 果 的 ,(3) 线 性 的 ,(4) 时 不 变 的 ,(5) 无 记 


忆 的 。 

(a) T&laD = glnlxlnl|， 给 定 ginl 
(b) T&laD = Bs xik], nÆ0 
Ce) Today = Dki” n Ikl 

(d) T (x[n]) = x[n — ng] 

(e) Talna =e"! 

(f) Txin) = ax|n| +b 

(g) Tla) = x[—nl 

(h) T&lap = xia] + 3uln4+ 1] 


(a) 已 知 一 个 线性 时 不 变 系统 的 单位 脉冲 响应 在 区 间 N <n<N, 以 外 均 为 零 。 已 知 输入 x[n] 
在 区 间 N,<n<N, 以 外 均 为 零 。 其 结果 就 是 输出 在 某 一 区 间 N Sns N, 以 外 都 为 零 。 试 


HAN, iN, All N, 来 确定 N, All N50 


(b) Æ aln] BRN SEBE RIBAS , h| nl BRM 个 连续 点 外 也 都 为 零 ,试问 对 y[z] 不 为 零 的 最 


大 连续 点 数 是 多 少 ? 


按 卷 积 和 直接 计算 , 求 单位 脉冲 响应 为 h[ nj 的 线性 时 不 变 系统 的 单位 阶 跃 响应 (x[n] = ul n]), 


ane hin | A: 


=n 


hin] =a "ul—n], QO<a<1 


有 线性 常 系数 差分 方程 如 下 : 

yin] — yin —1|4 gy[n 2|=2x[n —-1] 
“4 xin] =6[n| Fl yin] =0,n <0, y[n],n=0, 
一 个 因果 LTI 系统 由 下 列 差分 方程 描述 : 

yin] — Syln — 1] + 6y[n — 2] = 2x[n — 1] 

(a) 求 系统 的 齐 次 响应 ,也 即 在 x[n] =0 时 ,对 全 部 n 可 能 的 输出 。 
(b) 求 系统 的 单位 脉冲 响应 。 
Ce) 求 系统 的 阶 跃 响应 。 
(a) 一 线性 时 不 变 系统 ,其 输入 .输出 满足 如 下 差分 方程 : 





后 续 章 节 还 将 对 这 些 基 本 概念 和 结果 做 进一步 阐述 
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y[ml 一 yin —1)=x|n| + 2x[n — 1] + x[n — 2] 


求 其 频率 响应 Ce” ) 。 
(b) 有 一 系统 ,其 频率 响应 为 
T= Le 一 jw 4 e7 how 
Herje- Fa a E 
Lpa + ge" 





写 出 表征 该 系统 的 差分 方程。 
请 判断 下 列 各 信号 是 否 是 周期 的 ”若是 ,周期 为 多 少 ? 

(a) xin] = ei(™n/0) 

(b) xln|= eiGnn/4) 

(e) xla] = Isin(an/5)1/(mn) 

(d) xin] =eite/v2 

有 一 LTI 系统 ,其 脉冲 响应 A[n] =5( -1/2)n,[n], 当 输入 x[n] = (1/3)n,[m] 时 ,用 传 里 叶 变 
换 求 该 系统 的 输出 。 

考虑 如 下 差分 方程 : 


5 1 1 
yla] — g" — 1] + gon — 2] = zl — 1] 


(a) 求 满足 该 差分 方程 的 因果 LTI 系统 的 单位 脉冲 响应 ,频率 响应 和 阶 路 响应 。 
(b) 求 该 差分 方程 齐 次 解 的 一 般 形式 。 
(c) 考虑 有 男 一 个 系统 , 它 满足 这 个 差分 方程 ,但 系统 既 不 是 因果 的 ,也 不 是 LTI 的 ,而 有 y[0] = 
y[1] =1, 求 系统 对 x[n] =d[ nj 的 响应 。 
若 有 单位 脉冲 响应 h[Ln] 和 输入 x[L nj] 如 下 , 求 一 个 线性 时 不 变 系 统 的 输出 : 
(a) xln] =ulnl;: hln]=a"ul—n—1],a>1 
(b) xl 对 三 wm 一 41， hin) =2”"ul—n — 1] 
(e) xInJ=ualn]; hin] = (0.5)2"u|—n| 
(d) Ala] = 2"uļ—n — 11; xin] =uln| —uln — 10) 
在 做 题目 (b) 一 (d) 时 ,应 该 用 线性 和 时 不 变性 的 知识 使 运算 量 最 少 。 
考虑 一 个 LTI 系统 ,其 频率 响应 为 
Hel?) = Sal aes 


onan EW ees] 一 <T 
1+ xe Ite Las 


若 输 入 x[z] 为 
. /mn 
xin] =sin( 7) 
求 对 全 部 nn 的 输出 y[n]。 
有 一 系统 输入 为 xLn|] ,输出 为 yLn], 且 满足 下 列 差分 方程 : 
yin] = nyin — 1] + xin] 
该 系统 是 因果 的 且 满 足 初 始 松 弛 条 件 , 即 车 n<no,xLn] =0, WA yla] =0,n<n,, 
(a) Æ x[n] =6[n]j, 求 y[n]( 对 全 部 nn)。 
(b) 系统 是 线性 的 吗 ?” 试 证 明之 。 
(c) 系统 是 时 不 变 的 吗 ?” 试 证 明之 。 
指出 下 列 离散 时 间 信 号 中 哪些 是 稳定 .线性 时 不 变 离散 时 间 系 统 的 特征 函数 : 
(a) eJ2nn/3 
(b) 3” 
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(e) 2”uj—n —1] 
(d) cos(won) 
(e) 1/4" 
(f) (/4)"ula| + Fun om 11 
2.14 已 知 单一 输入 输出 关系 的 3 个 系统 如 下 : 
(a) 系统 A: xLn] =(1/3)", yln] =2(1/3)" 
(b) 系统 B: x[n] =(1/2)", yin] =2(1/4)" 
(c) RHC: x[n] =(2/3)n[n], yin] =4(273)n,[n] -3(1X2)m [n] 
根据 这 一 信息 ,对 于 每 个 系统 下 列 说 法 中 最 为 可 能 的 是 : 
(i) 系统 可 能 不 是 LTI AY. 
Gi) 系统 一 定 是 LTI 的 。 
(iii) 系统 可 能 是 LTI 的 ,而 且 只 有 一 个 LII 系统 满足 这 个 输 估 给 出 限制 。 
Civ) 系统 可 能 是 LTI 的 ,但 是 由 这 个 输入 输出 限制 给 出 的 信息 不 能 唯一 确定 。 
如 果 选 了 (证) ,请 给 出 这 个 LTI 系统 的 单位 脉冲 响应 hl nj 或 频率 响应 H(e*) 。 


2.15 ”考虑 图 P2. 15 所 示 的 系统 。 一 个 单位 脉冲 响应 为 hEn] = (q) «ln +10] 的 LTI 系统 的 输出 


乘 以 单位 阶 跃 函数 u[ nj 得 到 总 的 系统 输出 ,回答 i 


i | 
i 
下 列 问题 ,并 简要 陈述 理由 ; | 
(a) 整个 系统 是 LTI 的 吗 ? ! h(n] = (1/4)"u[n + 10] Q | 
x[n] 1 v[n] | y[n] 
| 


(b) 整个 系统 是 因果 的 吗 ? | 
(c) 在 BIBO( 有 界 输入 /有 界 输出 ) 意 义 下 ,整个 
系统 是 稳定 的 吗 ? 
2.16 考虑 如 下 差分 方程 : 





图 P2. 15 





1 1 
yin] p” 1] gl” 2| = 3x[n] 


(a) 确定 该 差分 方程 齐 次 解 的 一 般 形式 。 
(b) 一 个 因果 和 一 个 反 因 果 的 LTI 系统 都 由 该 差分 方程 所 表征 , 试 求 这 两 个 系统 的 单位 脉冲 
响应 。 
(e) 证 明 : 上 述 因 果 的 LTI 系统 是 稳定 的 ,而 反 因 果 的 LTI 系统 是 不 稳定 的 。 
(d) 4x[n] =(1/2)"u[n] 时 , 求 该 差分 方程 的 一 个 特 解 。 
2.17 (a) 求 如 下 序列 的 傅 里 叶 变 换 : 





0， 其 他 


1 2nn 
wln] = 5 |! ~008( 2"). O<n<M 
0, 也 


画 出 w[n] ,并 利用 r[nj] 的 健 里 叶 变 换 R(e*) 来 表示 w[n] 的 伟 里 叶 变 换 We”) 。( 提 
示 : 先 用 rlLn] 和 复 指数 e™"” 和 ew 来 表示 w[n]。,) 
(c) 夯 出 当 邓 =4 时 ,Re") AL W(e”) 的 幅度 特性 。 
2.18 对 于 下 面 给 出 的 每 一 个 LTI 系统 的 单位 脉冲 响应 ,指出 该 系统 是 否 为 因果 的 : 
(a) hla] = (1/2)"uln| 
(b) Ala] = (1/2) un — 1] 


lä O<n<M 
rln| = 


(b) 考虑 序列 wln] 


2. 19 


2. 20 


基本 题 


2.21 


2 22 


2. 23 


2. 24 


2.25 
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(ce) hin] = 1/2)!"! 
(d) hin] = ufin + 2] — uin — 2] 
(e) hin] = (1/3)"uln| + 3"uļ—n — 1] 
对 于 下 面 给 出 的 每 一 个 LTI 系统 的 单位 脉冲 响应 ,指出 该 系统 是 否 为 稳定 的 : 
(a) hfn] = 4" u{a] 
(b) Aln] = ula] — uln — 10] 
(ce) hin] = 3"u[—n — 1] 
(d) hln] = sin(xn/3)uln] 
(e) hin] = 3/4 "| cosinn/4 + 7/4) 
(f) hln] = 2u[n + 5] — ufn] — uln — 5] 
考虑 如 下 代表 一 个 因果 LTI 系统 的 差分 方程 : 
yin] + (1/aìyin — 1] = x[n — 1] 
(a) 求 作为 常数 a 的 函数 的 系统 单位 脉冲 响应 h[ n] . 
(b) a 值 在 什么 范围 内 系统 是 稳定 的 ? 


一 个 离散 时 间 信 号 x[ nj] 如 图 P2. 21 所 示 ， 
请 画 出 并 仔细 标注 如 下 各 信号: 





(a) x[n—2] 1 j x[n] 
(a HU 
(e) x[2n] 2101234 
(d) x[n]u[2 — n] 图 P2. 21 


(e) x[n 一 Hi — 3] 

考虑 一 个 离散 时 间 线 性 时 不 变 系统 ,其 单位 脉冲 响应 为 h[Ln]。 若 输入 x[n] 是 一 个 周期 序 
列 , 周 期 为 N, 即 x[n] =x[n+N], 证 明 : 输 出 y[n] 也 是 一 个 周期 序列 , 且 周 期 为 N。 

对 于 下 列 系 统 , 试 确定 系统 是 否 为 (1) 稳 定 的 ;(2) 因 果 的 ;(3) 线 性 的 ;(4) 时 不 变 的 。 

(a) Tafa) = (cos nxn)xlnl 

(b) Tala = xla2l 

(e) Tixtn) = xin] > dfn — k] 


k=0 
DO 


(d) TelnD = >》 xik] 


人 一 /一 | 
有 一 任意 线性 系统 ,其 输入 为 x[z] ,输出 为 y[zj。 证 明 : 若 对 于 所 有 m, 有 xf[z] =0, 0) yla] 
对 于 所 有 n 也 必须 为 零 。 
考虑 一 个 输入 x[ nj] 和 输出 yLnj 满 足 如 下 关系 式 的 系统 : 
8y[n] + 2y[n — 1] — 3y[n — 2| = xin] ( P2.25 -1) 
(a) XIF x[n] =6[n) ,证 明 以 上 差分 方程 的 一 个 特殊 解 为 
ypln|= ii (-3) ujn] + + (3) utni 

(b) 求 出 式 (P2. 25-1) 所 给 差分 方程 的 齐 次 解 。 
Ce) 当 式 (P2.25-1) 中 的 x[n] 等 于 6[n], 且 在 求解 差分 方差 时 假设 为 初始 松弛 条 件 , 求 出 

-2<n<2 范围 内 的 yLn]。 注 意 ,初始 松弛 条 件 意 味 着 式 ( P2. 25-1) 描 述 的 系统 是 因果 的 。 
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2.26 ”对 于 如 图 P2. 26 所 示 的 每 个 系统 ,下 列 说 法 中 最 为 可 能 的 结论 分 别 为 : 


2. 27 


2.28 





(i) 系统 必定 是 线性 时 不 变 的 ,并 由 所 给 信息 唯一 确定 。 

(ii) 系统 必定 是 线性 时 不 变 的 ,但 不 能 由 所 给 信息 唯一 确定 。 

(iti) 系统 可 以 是 线性 时 不 变 的 , 且 如 果 是 LTI 的 , 则 所 给 信息 将 唯一 确定 系统 。 

(iv) 系统 可 以 是 线性 时 不 变 的 ,但 不 能 由 所 给 信息 唯一 确定 。 

(v) 系统 不 可 能 是 线性 时 不 变 的 ， 

对 于 所 选 定 的 满足 (i) 或 (证 ) 的 系统 ,给 出 被 唯一 确定 的 LTI 系统 的 脉冲 响应 hln]。 每 个 系 
统 都 举例 给 出 了 一 对 输入 /输出 信号 。 


系统 A: 1\7 1\" 
0) 0 
2 4 


sG) wl 系统 C = (5) ul-n -1]- 6(§) uta 


图 P2. 26 


对 于 如 图 P2. 27 所 示 的 每 个 系统 ,下 列 说 法 中 最 为 可 能 的 结论 分 别 为 : 
(i) 系统 必定 是 线性 时 不 变 的 ,并 由 所 给 信息 唯一 确定 。 
(ii) 系统 必定 是 线性 时 不 变 的 ,但 不 能 由 所 给 信息 唯一 确定 。 
(iti) 系统 可 以 是 线性 时 不 变 的 , 且 如 果 是 LTT 的 , 则 所 给 信息 将 唯一 确定 系统 。 
(iv) 系统 可 以 是 线性 时 不 变 的 ,但 不 能 由 所 给 信息 唯一 确定 。 
(v) 系统 不 可 能 是 线性 时 不 变 的 。 
图 P2. 28-1 给 出 了 一 个 特殊 系统 S 的 4 个 输入 /输出 信号 对 : 

sfa] 2e!4u[n] 

(3)" uln] 5[n] 
m a 

x[n] + ayln] T(x[n]) + &T(y[n]) x a Pore 2 ee 


l i 


HFR EN x[n], vin] 和 常数 a 


cos (3m) 3cos (Fn) + }sin (n+ 3) 6) a cee 
a | 

whe 012348 
< y[n] = 0.2y[n + 1] + x[n] 1 1 


TEE 
k 
5 


| 】 (4) 1 
t— 
图 P2. 27 图 P2. 28-1 
(a) R S 可 以 是 时 不 变 的 吗 ” 请 解释 理由 。 
(b) 系统 S 可 以 是 线性 的 吗 ?” 请 解释 理由 。 
(e) 假设 (a) 和 (b) 是 一 个 特殊 系统 S, 的 输入 /输出 信号 对 , 且 已 知 系统 为 LTI 系统 , 求 系统 
的 单位 脉冲 响应 hl nj] 。 
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(d) 假设 (a) 是 一 个 LTI 系统 S, 的 输入 /输出 信号 对 , 则 当 输 入 为 图 P2.28-2 所 示 的 信号 时 ， 
求 系统 的 输出 。 222 





2.29 — LTI 系统 的 单位 脉冲 响应 定义 如 下 : 1 He 
0. n< 0 Gvr234 
ie n=0,1,2,3 

Ainl=}) > 4's 图 P2. 28-2 
0. no S 
对 于 下 列 输入 信号 xLn], 求 出 系统 输出 yLnj] 并 画图 : 
(a) u[n] 


(b) ul n-4] 
(c) ul[n] -u[n-4] 
2.30 考虑 如 图 P2. 30 所 示 的 两 个 LTI 系统 的 级 联结 构 : 







LTI 
系统 2 


hfn] 









x[n] yn] 


hln] holn] 





tL. TUL 


(a) MRaln]=(-1)n,[n] ,确定 wLnj] 并 画图 ,再 求 出 全 部 输出 y[zj]。 
(b) 求 出 级 联系 统 的 整体 脉冲 响应 ,并 画图 , 即 画 出 当 x[n] =6[n] 时 的 输出 yin] =h[nj]。 
(c) 若 输 入 为 x[n] =26[n] + 46[n-4] -26[n -12] , mH win], 
(d) 对 于 (ce) 中 的 输入 ,给 出 用 (b) 中 定义 的 整体 脉冲 响应 hL nj 表示 的 输出 yLn] 的 表达 式 。 
并 在 所 画图 示 中 进行 详细 标注 。 
2. 31 如 果 一 个 因果 LTI 系统 的 输入 和 输出 满足 如 下 差分 方程 : 
yia] = ayin — 1] + x[n] 
ABA RREA kA hln] =a"uln]. 
(a) a 取 何 值 时 ,系统 是 稳定 的 ? 
(b) 考虑 一 个 因果 LTI 系统 ,其 输入 /输出 关系 由 如 下 差分 方程 描述 : 
yla) = ay[n — 1] + x[n] —a™ xin 一 NM 
式 中 N 为 正 整数 。 求 出 该 系统 的 单位 脉冲 响应 ,并 画图 。 
提示 :可 以 利用 线性 和 时 不 变性 来 简化 求解 过 程 。 
(c) (b) 中 得 到 的 系统 是 FIR 还 是 UR 系统 ? 请 陈述 理由 。 
(d) a 取 何 值 时 ,(b) 中 得 到 的 系统 是 稳定 的 ? 请 陈述 理由 。 
2.32 Æ X(e") =1/(1-ae”) , -1<a<0, 求 出 并 夯 出 下 列 以 w 为 变量 的 函数 : 
(a) RefX (el®)} 
(b) Tm{X (ei®)} 
(c) |X (ei®)| 
(d) LX(eio) 
2. 33 ”考虑 一 个 由 如 下 差分 方程 定义 的 LTI 系统 : 


ylin] = —2x|n| + 4xln — 1] —2x[n — 2] 
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(a) 求 出 该 系统 的 单位 脉冲 响应 。 
(b) 求 出 该 系统 的 频率 响应 ,并 用 如 下 形式 表示 : 
Hel”) = Alel@ ye lone 
式 中 ,4(e*) E o 的 实 函 数 。 请 具体 指出 该 系统 的 A(e*) 和 延迟 n,。 
(c) 画 出 幅度 | HC) | 和 相位 人 Be” ) 的 图 。 
(d) 假设 系统 输入 为 
x, [a] =1 + e050 一 co <n < co 
利用 频率 响应 函数 求解 相应 的 输出 yla] 
(e) 假设 系统 输入 为 
xin] = (1+eld ® 8 yu[n], 一 co <n < oo 
利用 差分 方程 或 离散 卷 积 的 定义 求解 - mw <n <o 范围 上 对 应 的 输出 六 [zl。 将 yi[nj] 和 
y [n AET EEEE, EHLE n 值 上 它们 应 该 相等 。 请 问 在 哪个 值 范围 上 y[n] 和 y,[n] 相 等 ? 
2.34 一 个 LTI 系统 的 频率 响应 为 
Hiei) = 125e g M50 
1 — 0.8e7” 1 — 0.8e7” 
(a) BIRIA xl n| 和 输出 y[z] 所 满足 的 差分 方程 。 
(b) 利用 上 述 频率 响应 形式 中 的 一 种 ,求解 单位 脉冲 响应 ALn] 。 
(c) 证 明 | He”) | =C ,其 中 G6 为 常数 。 求 解 常 数 G。( 这 是 第 5 章 将 详细 讨论 的 全 通 滤波 
器 的 一 个 具体 例子 .) 
(d) 如 果 上 述 系统 的 输入 为 x[n] =cos(0. 277) , 则 输出 应 该 具有 y[z] =Acos(0. 27 +0) 6 
形式 。 请 问 4 和 0 分 别 是 多 少 ? 
2.35 一 个 LTI 系统 的 单位 脉冲 响应 如 图 P2.35-1 所 示 , 系统 的 输入 x[n] 与 n 的 函数 关系 如 
图 P2. 35-2 所 示 
hln] x[n] 
1 1 
| |. I] 
0 1 2 4 n 0 2 3 4 n 
a | J] 
图 P2. 35-1 图 P2. 35-2 
(a) 利用 离散 卷 积 来 求解 系统 y[n] =x[n] *h[nj] 对 以 上 输入 的 输出 响应 。 请 在 足以 对 
yin] 进行 完整 定义 的 范围 上 对 图 形 进行 详细 标注 。 
(b) 信号 xl nj 的 确定 性 自 相 关 由 式 (2. 188 ) 定 义 , 定 义 式 为 c,[n] =x[n] *xl -n] 。 由 
图 P2. 35-1 定义 的 系统 是 一 个 匹配 滤波 器 ,其 输入 如 图 P2.35-2 Stas. TERRE Aln] = 
x[ —(n-4)] ,请 将 (a) 中 的 输出 用 c,,[n] 进行 表示 。 
(e) 求 出 脉冲 响应 为 hlLn] 的 系统 ,在 输入 为 x[n|=uln+2] 时 的 输出 响应 ,请 作 图 表示 。 
2. 36 一 个 LTI 离散 时 间 系 统 的 频率 响应 为 


A= je iod + je’) 1+e i 1 ej2% 
1— 0.8e 1®? 1—0.8e J 1-08e- 和 1-—0.8e-i®? 

(a) 利用 如 上 频率 响应 形式 中 的 一 种 来 获得 系统 单位 脉冲 响应 h[n] 的 表达 式 。 

(b) 根据 频率 响应 , 求 出 系统 输入 x[Ln] 和 输出 y[n] 所 满足 的 差分 方程 。 

(c) 如 果 该 系统 的 输入 为 


H(el®) = 








2. 37 


2. 39 


2. 40 


2. 41 
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x[n]} =4+2cos(agpn), 一 co < 由 < oo 
那么 ,wo 取 何 值 时 输出 具有 如 下 形式 : 
yln| = A = 常数 ， 一 co /< © 


常数 4 为 何 值 ? 
考虑 一 个 如 图 P2. 37 所 示 的 LTT 离散 时 间 系 统 级 联结 构 。 


























x[n] fk wn] Ken yin] 
hy[n], Hi(e™) hz[n]. H2(e") 
图 P2. 37 
第 一 个 系统 用 如 下 频率 响应 来 描述 : 
0, |w| <0.25n 


JM) “一 jw 
Hie") =e 1, 0.257 < lol <T 


第 二 个 系统 描述 为 


sin(0.5rn) 





h =2 
nln] = 


(a) 确定 在 — 7 <0 <r 频率 范围 上 整体 系统 的 频率 响应 了 H(e*) 的 表达 式 。 

(b) 画 出 在 -mn<w<" 频率 范围 上 整体 系统 的 幅 频 特性 | HC) | 和 相 频 特性 LH(e”*) 。 
(c) 通过 尽量 便捷 的 方法 确定 整体 级 联系 统 的 单位 脉冲 响应 hEn] o 

考虑 如 图 P2. 38 所 示 的 两 个 LTI 系统 级 联结 构 。 


LTI LTI 
x[n] 系统 1 win] 系统 2 y[n] 
hi[n] hz[n] 


图 P2. 38 

















两 个 系统 的 单位 脉冲 响应 分 别 为 
hila] = uln — 5] 和 halal = |o; ad 


(a) HLA ky AREH hy [kA h [n-k] (n <0) WRB. 

(b) 求 出 整体 系统 的 单位 脉冲 响应 h[n] =h [n] *h,[n], ABE- © <n < o WE EEN 
Al n] ARAR (EAKA) ,或 者 画 出 在 可 以 对 h[nj] 进 行 完全 定义 的 区 间 上 h[n] 的 
图 形 , 并 加 以 详细 标注 。 

利用 线性 定义 [ 见 式 (2. 23a) 一 式 (2.23b) ] ,证 明理 想 延迟 系统 ( 见 例 2. 2) 和 滑动 平均 系统 

(UL Bil 2. 3 ) 都 是 线性 系统 。 

指出 下 列 信号 哪些 是 周期 的 ?如 果 一 个 信号 是 周期 的 , 求 出 其 周期 。 

(a) x[n] = ejCrnz/5) 

(b) x[n] = sin(xn/19) 

(ce) x[n] = neit” 

(d) x[n] =e!” 

考虑 一 个 LTI 系统 ,其 | 8H(e*) | =1 ,并 令 arg[ H(e*)] 如 图 P2.41 所 示 。 

若 输 入 为 

xin = cos (En + 4) 
求 输出 y[ nj]。 
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2.42 序列 sfn],x[n] 和 w[n] 是 广义 平稳 随机 过 程 的 样本 序 arg[H(eie)] 
列 其 中 NA a 
sia] = x[n]wfn] 
序列 x(n] Al w[m] 是 零 均 值 且 统计 独立 的 。w[m] 的 自 相 。 钊 率 =--13 5 es 
KARON | — ii | 
E {wlnlwln +m} = o28|m| i Sa 
且 x[n] 的 方差 为 0 。 
证 明 :s[n] 是 白 的 , 且 方 差 为 gio。 
深入 题 
2.43 操作 符 人 LTI 系统 。 如 图 P2. 43 所 示 , 如 果 系 统 了 的 Pulni Ea ala] 
wh A (3) ulm] , 则 系统 的 输出 为 g[n] 。 如 果 输入 为 *[n] ， 
了 x[n] yin] 
则 输出 为 y [n]. 
RH yin] AH el n] Al ln] KES. Bl P2. 43 
2.44 id X(e") ARMAS xL nj 的 傅 里 叶 变 换 ,x[n |] 的 实 部 和 虚 3 3 
部 如 图 P2. 44 所 示 。 (注意 :在 所 画 出 的 区 间 之 外 序列 值 ， | 
为 零 。) eal | | | 
不 需 明 确 求 出 Xe” ) 而 完成 下 列 计算 : ry 
(a) 计算 X(el®)l。=0。 > I 
(b) 计算 XeJo2)lo=r o | | | 
y -4 | -2 0 
(c) 计算 [Ex XE) do, ~ S13 | ~ TERR 
(d) >Re HH FP I EEA X e ”) 的 信号 (时 域 ) 。 | A 7 
(e) 求 出 并 画 出 傅 里 叶 变 换 为 jZm1X(e“) | 的 信号 (时 -3 
域 ) 。 PERE 
2.45 考虑 一 个 如 图 P2. 45 所 示 的 LTI 离散 时 间 系 统 的 级 联结 构 。 
LTI 
系统 2 
x[n] hfn], Me”) vin] 
图 P2. 45 
第 一 个 系统 由 如 下 差分 方程 描述 : 
wia] = x[n|—x[n — 1] 
第 二 个 系统 由 如 下 方程 描述 : | 
ol mi aa aea 
输入 x[ nj] 为 
xln] = cos(0.42n) + sin(0.6rn) + 58[n — 2]+2uln] 
求 整个 系统 的 输出 y[m]。 
(仔细 想 一 下 就 能 利用 LTI 系统 的 性 质 赁 观察 写 出 答案 ,) 
2.46 ”给 出 如 下 离散 时 间 侍 里 叶 变 换 ( DTFT) 对 : 


1 
a"ulnl — Iae i? y lal <1 ( P2. 46-1) 
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(a) 利用 式 (P2. 46-1) 求 出 序列 x[n] 的 DTFT,X(e”) : 
xla] = —b"ul—n — 1] = eo 
对 参数 b 加 以 什么 约束 条 件 , 可 以 保证 x[ nj] 的 DTFT 存在 ? 
(b) RHE DTFT 为 下 式 的 序列 yin]: 
2 一 地 


Yel?) = 
1+2e7 J” 





2.47 考虑 一 个 “加 窗 余 弦 信 号 ” 
: x[n] = win] cos(won) 

(a) 求 出 X(e”*) 的 表达 式 , 用 WW(e*) 表 示 。 

(b) 假设 序列 wLn] 是 无 限 长 序列 


—L<n<L 


“ml 一 [其 人 
求 DTFT W(e*)。 提 示 : 利 用 表 2.2 和 表 2. 3 求 得 闭 式 结果 ,能 够 发 现 下 (e*) 是 w 的 实 
函数 。 
Ce) 采用 (b) 中 的 窗 序 列 , 画 出 x[ nj 的 DTFTX(e*)。 对 于 给 定 的 wo .如何 选取 L 使 得 所 画 出 
的 图 形 中 含有 两 个 不 同 的 峰值 点 ? 
2. 48 如 图 P2. 48 所 示 , 已 知 系 统 7T 是 时 不 变 的 , 当 系 统 输入 为 x [nj ,x[nj] 和 x[nj] 时 ,系统 响应 
分 别 为 yy[n],y[n] 和 ys[n]。 


ji Ša 
2) T 2 
a a N 











0 1 n E 2 n 
4 
xja] yala] 
| -| "| 
+ - + 每 > e oo - + - e. 
0 1 n 1 2 3 n 
x[n] 3 y3[r] 
1 
+ —> - 二 dl > 
O12 3 4n 2-1 0 n 
图 P2. 48 


(a) 确定 系统 7 能 否 为 线性 的 。 
(b) WAR AS TA xn) A dln], ABM yn] EA? 
(c) 确定 全 部 可 能 的 输入 x[n], 对 于 这 些 输入 ,系统 7 的 响应 能 由 已 给 出 的 信息 来 唯一 
确定 。 
2. 49 如 图 P2. 49 所 示 , 已 知 系统 L 是 线性 的 ,图 中 所 示 的 3 种 输出 信和 号 yy[n],y,[nj] 和 yy[n] 分 别 
为 对 输入 信号 x [nj ,zs[n] 和 [Ln] 的 响应 。 
(a) 确定 系统 L 是 否 为 时 不 变 的 。 
(b) 如 果 系 统 工 的 输入 x[ nj] 为 6L nj], 系统 响应 yLn] 是 什么 ? 
2.50 2.5 节 中 曾 提 到 , 齐 次 差分 方程 


N 
Yo agyaln — kl =0 
k=0 
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的 解 具 有 如 下 形式 : 
N 
yalnl= 》 Amz (P2. 50-1) 
m= | 
式 中 ,4 是 任意 的 ,z 是 如 下 多 项 式 的 根 : 
N 
A(z) = 》 aye * ( P2. 50-2) 
=0 
也 即 
N 
A(z) = 》 age = I] (1 —zmz7!) 
k=0 


(a) 求 下 列 差分 方程 齐 次 解 的 一 般 形式 : 

yin| — dyin — 11+ yl — 2] = 2x[n — 1] 
(b) Æ yl -1] =1,y[0] =0, 求 齐 次 解 中 的 系数 4。。 
(c) 考虑 如 下 差分 方程 : 


yln| — yla — 1] + Zyln — 2] = 2x[n — 1] ( P2. 50-3) 
如 果 齐 次 解 仅 包含 式 ( P2. 50-1) 中 的 那些 项 ,证 明 : 初 始 条 件 y[ -1] =1 和 7y[0] =0 A 
能 满足 。 
(d) 如 果 式 (P2. 50-2) 中 有 两 个 根 是 相同 的 ,那么 代替 式 (P2. 50-1) HY y, in HE 
N 一 1 
yalal= D> Amz +nByzt (P2. 50-4) 


m= | 
式 中 已 假定 2, 是 重 根 。 利 用 式 (P2. 50-4) 对 式 (P2. 50-3) 求 [zz] 的 一 般 形 式 。 并 证 明 
当 x[n] =O 时 满足 式 (P2.50-3) 。 
(e) 若 y[ -1j=1 且 y[0]=0, 求 在 (d) 中 所 求 得 的 齐 次 解 中 的 系数 4 M B, o 


xfa] 3 73 yiln] 
ai 1 1 = 1 
0 n $ 4h OL 2S 
-2 -2 











xfa] y2[n] 
一 人 He 
0 n ie 0 4 n 
-2 
-3 
x3[n] á 4 yin] 
1 91 
一 
0 1 n 
图 P2. 49 


2.51 有 一 系统 ,其 输入 为 x[n] ,输出 为 yLn] ,输入 -输出 关系 由 下 列 两 个 性 质 决定 : 
(1) y[n] -ay[n-1] =x[n]; 
(2) y[0] =1, 
(a) 确定 系统 是 否 为 时 不 变 的 。 


2. 54 


2. 55 
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(b) 确定 系统 是 否 为 线性 的 。 
(ce) 假定 差分 方程 (性 质 1) 仍然 不 变 , 而 y[0] =0, 这 将 改变 (a) 还 是 改变 (b ) 的 答案 ? 
某 一 线性 时 不 变 系统 的 单位 脉冲 响应 为 

hint = (4) aint, j= 


求 稳 态 响应 , 即 对 激励 为 *x[m] =cos(mn)"[nj 时 ,系统 在 n 值 很 大 时 的 响应 。 
一 个 线性 时 不 变 系 统 的 频率 响应 为 

= ea 2m 3 

e der lw] < 16 (5) 


joy) — 
He?) = 2m /3 
0, T6 (5) < 





该 系统 的 输入 为 一 个 周期 N=16 的 周期 单位 脉冲 串 , 即 


x[n] = > s[n + 16k] 


人 一 一 co 
求 系统 的 输出 。 
考虑 如 图 P2. 54 所 示 的 系统 。 








| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
t 





(a) 求 整 个 系统 的 单位 脉冲 响应 h[ nj]。 

(b) 求 整个 系统 的 频率 响应 。 

(c) 给 出 联系 输出 yLn] 和 输入 x[ nj] 的 差分 方程 。 

(d) 该 系统 是 因果 的 吗 ? 在 什么 条 件 下 该 系统 是 稳定 的 ? 
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令 X(e*) 是 信号 *[z] 的 傅 里 时 变换 ,如 图 P2.55 所 示 。 不 需 明确 求 出 YX(e”) 而 完成 下 列 


计算 : 





(a) 求 X(e*) | ， 

(b) 2k X(e™) | a, 

(e) 求 和 X(e”) 

(d) 求 | Xe") dw 

Ce) Se HH SF m HEEE A X( ee) WAS 
(H 求 出 并 画 出 傅 里 叶 变 换 为 及 eIX(e”) 的 信和 号 。 


-一 


对 于 如 图 P2. 56 所 示 的 系统 , 当 输 入 x[n] =8[n] 时 且 (Ce”*) 为 一 个 理想 低 通 滤波 器 , 即 
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H(e) = to. eee as 
时 , 求 输出 y[ nj]。 
2.57 有 一 序列 ,其 离散 时 间 傅 里 叶 变换 为 
X (el) = i o lal <1 
(1 —ae~!)(1 — ae!) peie 
(a) 求 序列 x[n] i 
(b) HIE 1/2m | XC) cos(w)dws E ae E E ee 
2.58 一 线性 时 不 变 系 统 ,其 输入 /输出 关系 由 i 
如 下 方程 给 出 : 
yin] = x[n] + 2x[n — 1] + x[n — 2] 
(a) 求 系统 单位 脉冲 响应 hln] 。 
(b) 该 系统 是 稳定 的 吗 ? 
(c) 求 系统 的 频率 响应 He”) ,并 用 三 角 恒 等 式 对 互 (e”) 求 得 一 个 简单 的 表达 式 。 
(d) 画 出 频率 响应 的 幅度 和 相位 。 
(e) 考虑 一 个 新 的 系统 ,其 频率 响应 Hi(e*) = He) , 求 新 系统 的 单位 脉冲 响应 hi,[n]。 
2.59 设 传 里 叶 变 换 为 Xe") 的 实 值 离散 时 间 信 号 x[ nj] 是 某 一 系统 的 输入 ,其 输出 定义 为 
yin} = {nl n 为 偶数 
i 0， ”其 他 
(a) 粗略 画 出 离散 时 间 信 号 s[Ln] =1+cos(mn) 及 其 (广义 ) 伟 里 叶 变 换 Se”) 。 
(b) 将 输出 的 傅 里 时 变换 Y(e”) 表 示 成 X(e”*) 和 5S(e”*) 的 函数 。 
(Ce) 若 用 内 插 信 号 w[n] =yln] +(1/2)(y[n+1] +yln-1 Kit xin], R Y(e™) PRR 
傅 里 叶 变 换 We), 
(d) 当 x[nj]=sin(mn/a)/(mn/a) ,a>1 时 ,粗略 画 出 X(e*),Y(e*) MWe”) 。 在 什么 条 
件 下 ,所 建议 的 内 插 信 号 wln) REE xl nj] 是 一 个 好 的 近似 。 
2.60 考虑 一 个 离散 时 间 LTI 系统 ,其 频率 响应 为 H(e”*) ,相应 的 单位 脉冲 响应 为 h[n]。 
(a) 有 关 这 个 系统 首先 给 出 下 列 3 条 信息 : 
(i) 系统 是 因果 的 。 
(ii) H(e") =H" (e ®) 。 
(iii) 序列 h[n+1] 的 离散 时 间 健 里 叶 变 换 ( DTFT) 是 实 函 数 。 
利用 上 述 3 条 信息 ,证 明 该 系统 的 单位 脉冲 响应 为 有 限 长 。 
(b) 除了 上 述 3 条 信息 外 ,又 给 出 另外 2 条 信息 : 
(iv) 1/27 f H( e” )dw=2, 
(v) H(e™) =0。 
是 和 否 有 足够 的 信息 判定 该 系统 唯一 ” Ade PRI hin] AEE, THA MAAK hn] 
情况 。 
2.61 考虑 下 面 3 个 序列 : 


v[n] = u[n] — u[n — 6] 
win] = [n] + 25[n — 2] + 5[n — 4] 
gln| = vin] * win] 


(a) 求 出 并 粗略 画 出 序列 g[ n]。 
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2. 63 


2. 64 


(b) 求 出 并 粗略 画 出 序列 rin] rin] AL rln] vlna] 


ll 
Mi 
oOo 
3 
= 
= 





kote 
Ce) ql -n] =v[ -n] +w[ -n | AML? 陈述 理由 。 
考虑 一 个 LTI 系统 ,其 频率 响应 为 
H(e!”) = e 一 jl(o/2) + a /AT —t<w<t 
若 输入 为 
Stn n 
sIn] = cos( 4 -5) 


HER n RTH ylnlo 

有 一 系统 S HAA xl nl Ah yin] KRAE P2. 63-1 所 示 。 

IA [n] RA e1 ,然后 将 乘积 通过 一 个 单位 脉冲 响应 为 h[ nj] 的 稳定 LTI 系统 。 

(a) 系统 S 是 线性 的 吗 ? 陈述 理由 。 

(b) 系统 S 是 时 不 变 的 吗 ? 陈述 理由 。 

(c) 系统 S 是 稳定 的 吗 ? 陈述 理由 。 

(d) 给 出 一 个 系统 C ,使 得 如 图 P2. 63-2 所 示 的 方 框图 为 系统 S 的 输入 -输出 关系 的 男 一 种 表 
示 。( 注 意 :系统 C 不 要 求 一 定 是 LTI 系统 。) 


LIL 系统 
— aimee | ves 
en jeor 


图 P2. 63-1 图 P2. 63-2 


A VE — AAR af MJ AT, [re] 的 理想 低 通 滤波 器 ,其 频率 响应 为 


1. lw| < 0.27 
0. 0.2n <|w| <n 


Hp (el) = | 
(a) FA,[n] =(-1)"A, pln] =e™h [n] EXA AY RK aE E Fa 4 H, e) 的 
表达 式 , 并 对 |w | < Mh H, Ce”) 。 这 是 什么 类 型 的 滤波 器 ? 
(b) H h,[n] =2h [n]cos(0. San) 定义 第 2 个 滤波 器 ,确定 其 频率 响应 H, (e) 的 表达 式 ， 
并 对 |w| <a Mih H, Ce) 。 这 是 什么 类 型 的 滤波 器 ? 


sin(0.1xn) 


Ce) masin = 一 二 -一 hln| ,定义 第 3 个 滤波 器 ,确定 其 频率 响应 H, (e) 的 表达 式 ,并 对 
lo | <m ith H (e) 。 这 是 什么 类 型 的 滤波 器 ? 
满足 如 下 条 件 的 LTI 系统 : 


ji OQO<w< 
-T <w<0 


HE!) =) a 
J 
BEAT 90° HEB AE , W HRP E — BR TS wln] (AN P2. 65-1 所 示 ) 。 具 体 地 说 ,解析 信 
号 w[nj] 是 一 个 复 值 信和 号 ,有 
Re{wln)} = xin] 
ZTm{wlnl} = yln| 
MR Re|X(e*) | AMIE) P2. 65-2 所 示 , 且 ZTm|X(e*)| =0, 求 出 并 画 出 We”) , 即 解析 
ry wln] =x[n] +jy[ nj] 的 侍 里 叶 变 换 。 
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Re {win|} 
x|n| 
“Te {w|n]} | 
yla] -r 


图 P2. 65-1 
2.66 ”信和 号 x[n] 的 自 相 关 序 列 定义 为 





Re | X(e)] 








Co 
Rxlnl= > x" [klein +k] 


k=—00 
(a) 证 明 选 择 适当 的 g[n] 可 得 到 R,[n] =x[n] *g[n], 并 确认 该 适当 的 g[n]。 
(b) 证 明 :R,[nj] 的 傅 里 叶 变 换 等 于 |X(e*) | 。 
2.67 ”如 图 P2.67-1 PERKY xin] AA ylin] ER LTI 系统 的 输入 和 输出 ， 
(a) 求 系统 对 如 图 P2.67-2 所 示 的 序列 x,[ nj] 的 响应 。 
(b) 求 该 LTI 系统 的 单位 脉冲 响应 hln] o 


] 
1 xja] 1 via] 
0 | | 2 3 > ee 2 e o 
K + —— o—_* eo 0 n 
| 1 2 3 a 0 1 | | n 
=| -| 一 | 


图 P2. 67-1 图 P2. 67-2 
2.68 考虑 一 个 系统 ,其 输入 x[n] 和 输出 y[Ln] 满 足以 下 差分 方程 : 











yln|— soln — 1) =xIn| 

对 全 部 输入 ,y[ -1 都 限制 为 零 。 试 判断 该 系统 是 否 是 稳定 的 ?” 若 判断 系统 是 稳定 的 ,给 出 
推论 ; 若 判 断 系统 不 是 稳定 的 , 试 给 出 一 个 在 有 界 输 入 下 ,得 出 无 界 输出 的 例子 。 

扩充 题 

2.69 2.2.4 节 定义 了 一 个 系统 的 因果 性 。 根 据 这 个 定义 ,证 明 : 对 于 线性 时 不 变 系 统 而 言 ,因果 性 
就 意味 着 当 n<0 时 ,单位 脉冲 响应 hln|] 为 零 。 证 明 该 结论 的 一 种 方法 是 证 明 : 若 n<0,h[n] 
不 为 零 , 则 系统 不 可 能 是 因果 的 ; 关 n<0,h[n] =0, 则 系统 一 定 是 因果 的 。 

2.70 考虑 一 个 输入 为 x[n] ,输出 为 y[n|] 的 离散 时 间 系 统 , 当 输入 为 


1\7 
xl= (3) ujn] 


yla] = (5): IHERB n 


时 ,输出 为 


试 判断 下 列 哪 种 说 法 是 正确 的 : 
(a) 系统 必须 是 LTI 的 。 
(b) 系统 可 能 是 LTI 的 。 
(c) 系统 不 可 能 是 LTI 的 。 
如 果 答 案 是 (a) 或 (b) ,请 给 出 一 种 可 能 的 单位 脉冲 响应 。 如 果 答 案 是 (ec) ,请 明确 地 说 明 为 
什么 系统 不 可 能 是 LTT 的 。 
2.71 考虑 一 个 LTI 系统 ,其 频率 响应 为 


2. 73 
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H(ei®) = er-ijo/2， wl <r 

试 判断 该 系统 是 否 是 因果 的 。 说 明理 由 。 
如 图 P2. 72 所 示 的 两 个 序列 x.[n] 和 [nj] ,它们 在 图 示 的 n 区域 以 外 都 为 零 。 一 般 来 说 , 它 
们 的 传 里 叶 变换 局 (e" ) 和 总 (e”) 都 是 复数 ,并 可 写 为 

Xi(ejo) = A, (wei o 

Xz (el®) = A (we) 
DUH A, (w) ,0, (@) Ay Cw) FRI O, (w) BE RE NKE PHBL, ES A, Cw) AIA, (w) E @ =0 时 为 非 负 ， 
但 在 其 余 w 上 既 可 取 正 值 ,也 可 取 负 值 。 试 确定 对 9,(w) 和 9,(w) 的 适当 选取 ,并 在 0 <w 2a 
内 画 出 这 两 个 相位 函数 。 


2 ain] 
| pi 
-1 0 1 | 3 4 
s 
-2 


| ] 2 | 5 6 n 
j af 


i 4 nln 
2 Z 
1 1 
sl T 4 3 6 8 9 
a - 
-4 3 2 3 


图 P2. 72 








考虑 如 图 P2.73 所 示 的 几 个 离散 时 间 系 统 的 级 联结 构 。 时 间 倒 置 系统 定义 为 / [n] =el -n] 
和 y[n] =g[ -n]。 假 设 整个 题目 中 x[n] 和 hh,[n] 都 是 实 序列 。 











(a) FA X(e*) AH, (e) RR E(e”) ,F(e”) ,G(e”) Fl YC), 

(b) 由 (a) 的 结果 可 以 确定 整个 系统 是 LTI 的 。 求 整个 系统 的 频率 响应 H e), 

(ce) 求 用 h[n] 表 示 整 个 系统 单位 脉冲 响应 h[n] 的 表达 式 。 

图 P2. 74 中 虚线 所 框 的 系统 可 以 证 明 是 线性 时 不 变 的 。 

(a) RAIA H, Ce”) , 即 内 部 LTI 系统 的 频率 响应 ,来 表示 从 输入 x[n] 到 输出 y[n] 的 整个 系 
统 的 频率 响应 H(e”) 的 表达 式 。 记 住 :( -1)" =e", 

(b) 当 内 部 LTI 系统 的 频率 响应 H, (e) H 


He”) Z | 1， lol < we 


0. we < losn 
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时 mi Ce”) 。 










因果 LTI 系统 


xfa] hila] y|nl 





图 P2. 74 
2.75 图 P2. 75-1 给 出 系统 A 和 系统 B 的 输入 -输出 关系 ,图 P2. 75-2 所 示 为 这 两 个 系统 的 两 种 可 
能 的 级 联 方式 ,车 x [n] =%[nj, 则 wi[n] 和 w,[ nj] 一定 相 等 吗 ? 若 回答 是 ,请 简要 说 明理 
由 ,并 用 一 个 例子 来 证 明 。 知 回答 是 不 一 定 , 用 一 个 反例 来 证 明 。 
xaln] 系统 A yaln] = xal-n] xfa] 


Xp[n] yeln| =xp|n + 2] azla] 


图 P2. 75-1 





2.76 考虑 如 图 P2.76 所 示 的 系统 ,其 中 子 系统 5, AS, 都 是 LTI 的 。 
(a) 虚线 框 内 的 整个 系统 ,其 输入 为 x[n], 输 出 yLn] 等 
于 yi[n] 和 y,Ln] 的 乘积 ,请 问 该 系统 能 保证 是 LTI 
系统 吗 ? 若是 ,请 说 明理 由 ; 若 不 是 ,请 给 出 一 个 
反例 。 
(b) 假设 已 知 S 和 5, 的 频率 响应 五 (e*) 和 入,(e”) 在 
某 一 范围 内 为 零 , 令 








|w| < 0.27 


jy — 
Mie y= PA 0.27 < lwl <T 


j 未 给 出 ， lol < 0.40 
jo, _ [R < 
Hale r= 15 0.4r < lo| <n 


又 假定 输入 xf n HF BIRA 0. 3%, BI 


X ei”) = P |w| < 0.37 


0.3T < |o| <7 
请 问 y[z] A PS CE EE E DTFT) Ye”) Æ -mso < 的 什么 范围 内 保证 为 零 ? 
2.77 一 阶 差 分 是 常用 的 一 种 数值 运算 ,定义 为 
yla] = VC = x[a]— xin — 1] 

这 里 ,x*[ zj] 是 输入 ,7[z] 是 一 阶 差分 系统 的 输出 。 

(a) 证 明 该 系统 是 线性 时 不 变 的 。 

Cb) 求 该 系统 的 单位 脉冲 响应 。 

(e) 求 出 并 画 出 频率 响应 (幅度 和 相位 ) 。 

(d) 证 明 若 


x[n] = fin] * efn] 
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则 
Vxlnl) = VCflab * gla] = flnal* V(glnl) 
(e) 当 用 一 个 系统 与 该 一 阶 差 分 系统 级 联 时 ,能 恢复 出 x[ nj], 求 该 系统 的 单位 脉冲 响应 ; 即 
求 h[n], 以 使 
hilnl* V(x[n]) = xin] 

令 H(e”) 为 一 个 单位 脉冲 响应 为 hl nj 的 LTI 系统 的 频率 响应 ,这 里 由 zj] 一 般 是 复数 。 
(a) 利用 式 (2. 104) 证 明 :#*(e“) 是 脉 串 响应 为 h* [nj] 的 系统 的 频率 响应 。 
(b) 证 明 : 夺 hinj] 为 实数 , 则 频率 啊 应 是 共 力 对 称 的 , 即 Hl(e“) =H e) a 
邻 X(e*) 为 x[n] 的 傅 里 叶 变 换 。 利 用 傅 里 叶 变 换 综合 式 或 分 析 式 [ 见 式 (2.130) 和 
式 (2. 131)] 证 明 : 
(a) x* [zj 的 傅 里 叶 变换 是 ZX (Ce), 
(b) «*[ =- 可 的 傅 里 叶 变换 是 XY (eM) 。 
对 于 实 序列 xLn] ,证 明 : 表 2.1 性 质 7 可 直接 由 性 质 1 得 到 ,而 性 质 8 一 11 可 直接 由 性 质 7 
得 到 。 
2. 9 节 中 陈述 的 几 个 傅 里 叶 变 换 定理 都 未 做 证 明 , 请 利用 傅 里 叶 综 合式 或 分 析 式 [ 见 
式 (2. 130) 和 式 (2. 131) ] ,证 明 表 2. 2 中 定理 1 一 5 的 真实 性 。 
2.9.6 节 直 观 地 证 明了 

Y (ejo) = Hie!) xX (eli®) ( P2. 82-1) 
wP, Y e”), H e) 和 X(e*) 是 一 个 线性 时 不 变 系统 的 输出 y[n] ,单位 脉冲 响应 h[n] 和 输 
入 x[n|] 的 傅 里 叶 变 换 , 也 即 


Ce 


yln| = 有 x[klhl[n —k] ( P2. 82-2) 


k=—00 
利用 式 ( P2. 82-2) 给 出 的 卷 积 和 的 傅 里 时 变换 证 明 式 (P2. 82-1) 。 
将 傅 里 叶 综 合式 (2. 130) 应 用 到 式 (2. 167) 中 ,并 利用 表 2.2 中 的 定理 3, 证 明 调制 定理 
( 表 2.2 中 定理 7) 的 真实 性 。 
令 xLn] 和 yy[nj 为 复 序列 ,X(e*) MY Ce”) 为 它们 的 傅 里 叶 变换 。 
(a) 利用 卷 积 定理 ( 表 2. 2 中 定理 6) 及 表 2.2 中 适当 的 性 质 , 求 一 个 序列 ,使 其 傅 里 叶 变换 为 
X(e*)Y*(e*) ,并 用 x*[z] 和 7y[zj 来 表示 该 序列 。 
(b) 利用 (a) 的 结果 ,证 明 


OO 


* 1 i wy jw 
y xlnly*In} = =|. X (eijo)y*(ejwjdo (P2. 84-1) 


式 (P2. 84-1) JE 2. 9. 5 节 中 给 出 的 帕 斯 瓦 尔 定理 更 一 般 的 形式 。 
Co) 利用 式 (P2. 84-1) , 求 下 列 和 式 的 数值 解 : 


sin(tn/4) sin(mn/6) 
2nn Srn 





S aln] Fl X(e*) 分 别 代表 一 个 序列 及 其 傅 里 叶 变换 。 利用 X(e™) 求 y,[n] Yin Fly, [n] 
的 变换 。 在 每 一 种 情况 下 ,相应 于 图 P2. 85 所 示 的 XX(e*) , I H eb i HEY E nhe 
Y (e) , Y Ce”) FY, Ce) 。 

(a) 采样 器 : 


MEE xlal 7 为 偶数 
a 0. nn 为 奇数 
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注意 : y(n] = 二 lz[a] +( -1)"x[m]| ,而 -1=er。 
(b) EAA: 
yyln| = x[2n] 
(c) 扩展 器 : 


i x[n/2|, 为 偶数 
LB nn 为 奇数 








图 P2. 85 


2. 86 ”在 雷达 和 声呐 中 常 使 用 两 个 频率 相关 的 函数 B,(N,w) 来 估计 一 个 信和 号 的 频率 和 行程 时 间 分 
辨 率 。 对 于 离散 时 间 信 和 号 ,定义 


P(N. w) = > xin +N [x*[n — N Jee" 


n=—00 
(a) 证 明 
Dr(—N,—w) = P(N, w) 
(b) 若 


xin] = Aa”uln, O<a<1 
求 @.(N,o) (假设 N=0)。 
(ce) 函数 B,(N,w) 有 一 个 频 域 对 偶 关 系 , 证 明 
DiN aj <= =L X (cil HOD) x*(eilo-(o/D)ei2oN gy 
2.87 令 x[n] 和 y[n] 都 是 平稳 的 , 互 不 相关 的 随机 信和 号, 证明: 如果 
win] = xin] + yin] 
那么 
mu 一 mxr+mv 和 of =02 +o; 
2.88 令 e[n] 是 一 个 白 噪声 序列 ,s[n] 是 一 个 与 e[n] 不 相关 的 序列 。 证 明 序列 
yin] = shnlelal 
也 是 白 噪声 序列 , 即 
E{y|nly[n + m]} = Ad[m] 
式 中 ,4 为 常数 。 
2. 89 考虑 一 随机 信号 x[n] =s[n] +e[nj], 其 中 s[n] 和 e[n] 都 是 独立 的 平稳 随机 信和 号 ,其 自 相关 
函数 分 别 为 D [m] M Dim]. 
(a) RK Dlm] flO, (e) 的 表达 式 。 
(b) K P [m] MD, (e*) 的 表达 式 。 
(c) RO, [m] FD, (e) 的 表达 式 。 
2.90 考虑 一 个 LTI 系统 ,其 单位 脉冲 响应 h[n] =a"uln], (|a| <1), 
(a) 计算 该 单位 脉冲 响应 的 确定 性 自 相关 函数 Dalm] 。 
(b) 对 该 系统 求 能 量 密度 函数 | He) | 。 


2.91 


2.92 


2. 93 


2. 94 


2. 95 
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Co) 利用 帕 斯 瓦 尔 定理 求 系 统 积 分 


a i @) 2 
on IH (e1®)| dw 
一 下 





A AER D [m] =eoxs6[mm] , 零 均 值 的 白 噪 声 信号 作为 一 阶 后 向 差分 系统 (参见 例 2.9) 
的 输入 。 

(a) 求 出 并 夯 出 系统 输出 的 自 相 关 函 数 和 功率 谱 密 度 。 

(b) 求 系统 输出 的 平均 功率 。 

Ce) 从 本 题 可 得 出 有 关 带 噪声 信和 号 的 一 阶 后 向 差分 的 什么 结论 ? 

A x[ nj] 为 一 个 实 平稳 白 品 声 过 程 ,其 均值 为 零 ,方差 为 oi。 令 y[nj] 是 当 输 入 为 x[n] 时 一 个 
单位 脉冲 响应 为 h[L nj 的 线性 时 不 变 系统 相应 的 输出 。 证 明 : 

(a) 巨人 Ialyfa = hl0]o? 是 否 成 立 ? 

(b) of = of D9 A? In EB wea? 


S x[ nj] 为 一 个 实 平稳 白 噪 声 序列 ,其 均值 为 零 ,方差 为 o; ,将 x[z] 输 入 到 两 个 因果 LTI 离散 


时 间 系 统 的 级 联系 统 上 去 ,如 图 P2. 93 所 示 。 
(a) oy = or Dreo MAE Gwar? < 加 vn fat] win 


(b) ow = 05 六 0h3IK| 是 否 成 立 ? 图 P2. 93 

(c) Sh [n] =a"u[ln],h,[n] = 如 xz[a]。 求 图 P2.93 所 示 的 整个 系统 的 单位 脉冲 响应 ,并 由 
此 求 出 ex。(b) 中 的 答案 是 否 与 (ec ) 的 结果 一 致 ? 

有 时 关心 的 是 一 个 线性 时 不 变 系统 在 其 输入 突然 加 一 个 随机 信号 时 ,系统 的 统计 行为 。 这 样 

一 种 情况 如 图 P2. 94 所 示 。 

S x[ nj] 为 一 个 平稳 白 品 声 过 程 ,那么 ,系统 的 输入 wl nj] 就 由 下 式 给 出 : 


xia. n=O 


wln] = ; 
0 n<0 © hjn] 
` x[n] w[n] vial 
输入 wl zj 是 一 个 非 平稳 过 程 ,输出 y[ nj] 也 是 非 平稳 的 。 (n=0 时 开关 闭合 ) 
Ca) 利用 输入 的 均值 导出 输出 均值 的 表达 式 。 ra P2, 94 


(b) 导出 输出 自 相 关 序 列 D, [n,n ] 的 表达 式 。 

Cc) 证 明 : 对 于 大 的 nn 值 ,(a) 和 (b) 中 导出 的 公式 趋 近 于 平稳 输入 的 结果 。 

(d) BE h[n] =a"u[n]。 利 用 输入 的 均值 和 均 方 值 求 输出 的 均值 和 均 方 值 。 夯 出 这 些 参 数 
随 变化 的 函数 关系 。 

Halal Myl nj 分别 为 一 个 系统 的 输入 和 输出 。 通 常 , 在 图 像 中 用 于 减 小 噪声 的 系统 的 输入 - 

给 出 关系 由 下 式 给 出 : 





o2{n| 
yla = S—(a[n] — myin|) + myin] 
Ox 
A, 
n+l 
2 7 
lnl=3 2 GA- medal? 
~ k=n-1 
n+l 
my[n| = = yo XI 大 
xin] 3 [k] 
人 一 由 一] 
2 2 2 2 
a2 In} = aln] Z Om azin] >Op 
S s 


0, 其 他 
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o, 是 正比 于 噪声 功率 的 一 个 已 知 常数 。 
(a) 这 个 系统 是 线性 的 吗 ? 
(b) 这 个 系统 是 时 不 变 的 吗 ? 
(c) 这 个 系统 是 稳定 的 吗 ? 
(d) 这 个 系统 是 因果 的 吗 ? 
(e) 对 于 某 一 固定 的 x[n], 求 当 o2 很 大 (大 噪声 功率 ) 和 当 o, 很 小 (小 噪声 功率 ) 时 的 
y[n]。 对 于 这 些 极端 情况 ,y[n] 有 何 意义 ? 
2. 96 ”考虑 一 个 随机 过 程 x[n], 它 是 如 图 P2. 96 所 示 的 线性 时 不 变 系统 的 响应 。 图 中 w[ nj] 代表 一 
SEURE AREL E, H Elw [nj| =o 
(a) H Puin] RO, (e") RR elr [nj|。 
(b) 求 x[n] 的 功率 密度 谱 @,(e*) 。 
(c) 求 xLn] 的 自 相 关 函 数 @B, [nj]。 
2.97 考虑 一 个 线性 时 不 变 系 统 , 其 单位 脉冲 响应 hl nj] 为 实数 。 假 设 系 统 对 两 个 输入 x[n] 和 w[n] 
的 响应 分 别 为 yLnj] 和 zlnj ,如 图 P2.97 所 示 。 
x[n] vin] 
ree 
图 P2. 96 图 P2. 97 
其 中 ,输入 x[n] 和 w[n|] 均 为 实 的 零 均 值 平稳 随机 过 程 ,其 自 相关 函数 为 BLn] 和 GB,[n], 互 
相关 函数 为 B, ln], DRA DuC”) 和 DB,(e”), 互 功率 谱 为 @B,(e*) 。 
(a) BM D, [n], in], Doin], D C), D, (RD, (e”) R ylin] Mlz[n] HAW Rie 
D, (e) ,这 里 B,.(e*) 定 义 为 
pyzclnl es P(e!) 
H [n] =Elylnjz[k-n]}. 
(b) 互 功率 谱 P(e") BIE ANS? 即 对 所 有 w, ET @,(e") =0? 试 证 明 你 的 答案 。 
2.98 考虑 如 图 P2. 98 所 示 的 LTI 系统 ,该 系统 的 输入 是 一 个 平均 功率 为 o 的 平稳 零 均 值 白 噪 声 


信号 eLn]。 第 1 个 系统 是 由 /Ln] =e[n] -e[a -1 定义 的 后 向 差分 系统 ,第 2 个 系统 是 一 个 
理想 低 通 滤波 器 ,其 频率 响应 为 


1, | 四 | < ae 
H jw — € 
ater) | 0， w <lwl<n 


LTI 系 统 LTI 系统 
1 2 
gin] 


图 P2. 98 





(a) 求 /[n] 的 功率 谱 Dp Ce”) RARR, E -2r <w<27 区 间 上 面 出 该 表达 式 。 
(b) 求 /[n] 的 自 相关 函 数 By[ m] 的 表达 式 。 

Ce) 求 gLnj 的 功率 谱 B,(e”) 的 表达 式 , 并 在 -2n<w<27 区 间 上 夯 出 这 个 表达 式 。 
(d) 求 输出 平均 功率 of 的 表达 式 。 


3.0 引言 


本 章 将 建立 一 个 序列 的 z 变换 表示 ,并 研究 一 个 序列 的 性 质 是 如 何 与 它 的 z 变换 的 性 质 联系 
起 来 的 。 离 散 时 间 信 和 号 的 z 变换 和 连续 时 间 信 号 的 拉 普 拉 斯 变换 是 互相 对 应 的 ,并 且 它 们 每 一 个 
与 相应 的 傅 里 叶 变 换 之 间 都 有 一 种 类 似 的 关系 。 引 入 这 种 推广 的 主要 原因 是 传 里 叶 变 换 不 是 对 所 
有 的 序列 都 收敛 ,能 有 一 个 包括 更 为 广泛 信号 的 傅 里 叶 变 换 的 推广 形式 是 有 用 的 。 第 二 个 优点 是 
在 分 析 问 题 中 ,=z 变换 往往 比 傅 里 叶 变换 更 方便 。 


3.1 zz 变换 
序列 x[zj] 的 傅 里 叶 变换 在 第 2 章 被 定义 为 
X (el®) = Yo x[nJe Ie" (3s 1) 
序列 x[ 四 的 = 变换 定义 成 
X(z) = >, x[n]z" (3.23 


式 (3.2) 一 般 是 一 个 无 穷 项 的 和 或 者 无 穷 项 震级 数 ,其 中 = 被 考虑 为 一 个 复 变 量 。 有 时 将 
式 (3.2) 看 作 一 个 算 子 是 有 益 的 , 它 把 一 个 序列 变换 成 为 一 个 函数 ,也 就 是 说 ,z 变换 算 子 2{ + | 被 
定义 为 


Zixia} = So xlnlz™” = Xe) (3.3) 


把 序列 x[ nj] 变换 为 函数 X(z) ,其 中 ,z 是 一 个 连续 复 变 量 。 一 个 序列 和 它 的 z 变换 之 间 的 唯一 对 
应 关系 用 符号 记 为 


x[n] <> X) (3.4) 
式 (3.2) 所 定义 的 z 变换 往往 称 为 双边 z 变换 ,而 与 此 相对 应 的 单 边 z 变换 则 定义 为 
Mig = 》 xz (3.5) 
n=0 


显然 , 仅 当 xLn] =0,n<0 时 ,双边 变换 和 单 边 变换 才 是 相等 的 。3.6 节 将 对 单 边 z 变换 的 性 质 做 
简单 介绍 。 

比较 式 (3. 1) 与 式 (3.2) ,很 显然 , 傅 里 叶 变 换 和 z 变换 之 间 存 在 紧密 的 联系 。 特 别 是 , 若 将 
式 (3.2) 中 的 复 变 量 z 代 以 复 变量 e* ,那么 = 变换 就 赔 化 为 傅 里 叶 变换 。 这 就 是 将 传 里 叶 变 换 用 
X(e”) 来 表示 的 一 个 初衷, 因为 当 健 里 叶 变 换 存在 时 , 它 就 是 令 z=e* 的 X(z)。 这 就 相当 于 将 z BR 
制 在 单位 幅度 上 ,也 就 是 说 ,对 于 |z | = 1,2 变换 就 相应 于 传 里 叶 变 换 。 更 一 般 地 说 ,将 复 变 量 : 表 
示 为 极 坐标 形式 


z = rel” 
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则 式 (3.2) 就 可 以 写成 


= 
X (re!) = x x[n] rei)” 
六 一 一 人 9 
或 
X(rei?)= J Glare (3.6) 


式 (3.6) 可 以 看 作为 原 序列 x[z] 与 指数 序列 "" 相 乘 后 的 傅 里 叶 变换 。 对 于 上 =1, 式 (3.6) 就 是 
x[z] 的 傅 里 叶 变换 。 

因为 z 变换 是 一 个 复 变量 的 函数 ,因此 利用 复数 : 平面 来 描述 和 阐明 z 变换 是 方便 的 。 在 z 平 
面 ,相应 于 |z| =1 的 围 线 就 是 半径 为 1 的 圆 ,如 图 3.1 所 示 。 此 圆 称 为 单位 圆 , 它 就 是 在 0<o < 
2m 范围 上 z=e* 的 点 集合 。z 变换 在 单位 圆 上 的 求 值 就 对 应 于 傅 里 叶 变换 。 注 意 ,ow 是 从 原点 到 
单位 圆 上 某 点 z 的 矢量 与 复 平面 实 轴 之 间 的 角度 。 若 沿 着 z 平面 单位 圆 上 从 z=1( 即 w=0) 开 始 ， 
经 过 z=j(w=m2) 到 z= -1(o=T) 对 X(z) 求 值 ,就 得 到 了 0 大 os 的 傅 里 叶 变换 。 继 续 沿 着 单 
位 圆 从 w = or 到 w=2" 考察 傅 里 叶 变 换 ,就 等 效 于 从 w= -7 到 w=0。 在 第 2 BE EOP 
在 一 个 线性 频率 轴 上 展开 的 ,现在 把 傅 里 时 变换 解释 成 在 平面 单位 圆 上 的 z 变换 ,也 就 相当 于 在 
概念 上 把 线性 频率 轴 缠 绕 在 单位 圆 上 ,其 中 ,在 z=1 处 ,o=0, 在 z= -1 处 ,w =n。 有 了 这 种 解释 ， 
傅 里 叶 变 换 在 频率 上 的 国有 周期 性 就 自然 而 然 得 到 了 ,因为 在 z 平 面 上 2r rad 的 改变 相当 于 绕 单 
位 圆 一 周 ,然后 又 重新 回 到 起 始点 上 来 。 

第 2 章 讨论 过 ,表示 传 里 叶 变换 的 索 级 数 不 是 对 所 有 序列 都 是 收 In EG 
敛 的 ,也 就 是 说 ,该 无 穷 项 之 和 可 能 不 总 是 有 限 的 。 类 似 地 ,z 变换 也 单位 加 Gu 
不 是 对 所 有 序列 或 者 对 全 部 z ALB, XE AEEA, E z 变换 














收敛 的 那 一 级 z 值 就 称 为 收敛 域 ( ROC) 。2.7 节 提 到 , 傅 里 叶 变 换 的 ~ R 
一 致 收敛 要 求 序 列 是 绝对 可 加 的 。 将 这 个 条 件 用 于 式 (3.6) 就 得 到 
z 变换 收敛 的 条 件 为 

IX (rei®)| < + [x[n] "| < co (3.7) 图 3.1 复数 :平面 的 单位 圆 


由 式 (3.7) 可知, 由 于 序列 被 实 指数 ~“ 相 乘 ,就 有 可 能 在 傅 里 叶 变换 (r =1) 不 存在 时 却 对 z 变换 收 
Seo PALM FEB x[n] = ul | ANAT TITY, PST E (ELM SR ER OB CE, SR TM "un | 
在 r>1 时 是 绝对 可 加 的 。 这 就 表明 , TERE AY 2 变换 在 收敛 域 "= |z| >1 内 存在 。 

式 (3.2) 竹 级 数 的 收敛 仅仅 取决 于 |z | ;也 就 是 说 ,因为 |X(z) | < % ,如 果 


> knllll™” < 00 (3.8) 


FL (3. 2) HEBBEN CSIC HAT AE AN ESR (3. 8) 的 全 部 z 值 组 成 。 因 此 , 若 某 个 z 值 ,如 z =z 是 在 收 
SY ASA EBA lz | = |z | 确定 的 圆 上 的 z 值 也 一 定 在 收敛 域内 。 由 此 带 来 的 一 个 结果 是 ， 
收敛 域 一 定 由 在 :平面 内 以 原点 为 中 心 的 圆 环 所 组 成 。 收 敛 域 的 外 边界 是 一 个 圆 ( 或 者 可 能 向 外 
延伸 至 无 穷 大 ) ,而 内 边界 也 是 一 个 圆 (或 者 收敛 域 向 内 扩展 至 可 包括 原点 ) ,这 就 如 图 3.2 所 示 。 
如 果 收 和 敛 域 包括 单位 圆 ,自然 就 意味 着 z 变换 对 |z | =1 收敛 ,或 者 说 序列 的 傅 里 叶 变 换 收 敛 。 相 
反 , 若 收敛 域 不 包括 单位 圆 , 傅 里 叶 变 换 就 绝 不 收敛 。 

式 (3.2) 的 震级 数 是 一 个 劳 伦 级 数 。 因 此 ,在 研究 z 变换 时 ,来 自 复 变 函 数理 论 的 许多 有 用 的 
定理 都 是 可 以 利用 的 (参见 Brown and Churchill ,2007) 。 例 如 ,一 个 劳 伦 级 数 ,或 者 说 = 变换 ,就 代 
表 了 在 收敛 域内 每 个 点 上 的 一 个 解析 函数 ,因此 = 变换 及 其 全 部 导数 在 收敛 域内 也 一 定 是 z 的 连 
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续 函 数 。 这 就 意味 着 ,如 果 收 敛 的 区 域 包括 单位 圆 ,那么 傅 里 叶 变 换 及 其 对 w 的 全 部 导数 一 定 是 w 
的 连续 函数 。 同 时 ,由 2.7 节 可 知 ,该 序列 必须 是 绝对 可 加 的 ,也 就 是 一 个 稳定 序列 。 











图 3.2 收敛 域 (ROC) 为 z 平 面 的 一 个 圆 环 。 在 某 些 具体 情况 下 ， 
内 边界 可 延伸 到 原点 ,收敛 域 就 变 成 一 个 圆 稚 
在 男 一 些 情 况 下 ,外 边界 可 向 外 延伸 至 无 穷 大 





z 变换 的 一 致 收敛 要 求 指数 加 权 序 列 绝对 可 加 ,如 式 (3.7) 所 示 。 序 列 


sin wen 





x[n] = 一 co <n < co (3.9) 


nn 
和 
X[n] = COS Wyn, -0 <n < œ (3. y 
都 不 是 绝对 可 加 的 。 再 者 ,对 于 任何 > 值 来 说 ,这 两 个 序列 乘 以 r "也 不 是 绝对 可 加 的 。 因 此 ,这 
序列 没有 能 满足 绝对 收敛 的 z 变换。 然而 ,2.7 节 已 指出 ,即使 如 式 (3.9) 中 [nj] 这 de 
绝对 可 加 的 ,但 它 却 有 着 有 限 能 量 ( 即 平方 可 加 的 ) ,其 傅 里 叶 变换 在 均 方 意义 上 收敛 到 一 个 不 连 
续 的 周期 函数 。 类 似 地 , 式 (3. 10) 中 的 序列 x, [n] 既 不 是 绝对 可 加 的 ,也 不 是 平方 可 加 的 ,但 是 利 
用 脉冲 函数 ( 即 广义 函数 或 Dirac delta 函数 ) 可 以 对 x[n] 定 义 出 一 个 有 用 的 储 里 叶 变 换 。 在 以 上 
两 种 情况 下 , 傅 里 时 变换 都 不 是 连续 的 .无限 可 微 的 函数 ,所 以 它们 不 能 由 在 单位 圆 上 求 出 z 变换 
而 得 到 。 因 此 ,在 此 情况 下 者 仍然 认为 傅 里 叶 变换 是 作为 z 变换 在 单位 圆 上 的 求 值 ,严格 地 说 就 不 
正确 了 ,虽然 仍 采 用 符号 X(e”) 来 表示 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 。 
当 无 限 项 和 可 表示 为 闭 式 时 ,也 即 可 以 被 * 求 和 ”并 被 表示 成 一 个 简单 的 数学 表达 式 时 ,z 变换 
是 最 有 用 的 。X(z) 在 收敛 域内 是 一 个 有 理 函 数 , 即 为 
已 (z) 
Q(z) 
这 样 的 X(z) 是 最 重要 且 最 有 用 的 z 变换 。 式 (3. 11) 中 ,P(z) 和 Q(z) 都 是 z 的 多 项 式 。 一 般 地 ,对 
于 使 X(z) =0 的 z 称 为 X(z) 的 零点 ,而 使 X(z) 为 无 穷 大 的 z 称 为 X(z) 的 极点 。 对 于 式 (3.11) 所 
示 的 有 理 函 数 的 情况 ,零点 为 分 子 多 项 式 的 根 , 极 点 (对 于 有 限 z 值 ) 为 分 母 多 项 式 的 根 。 对 于 有 理 
z 变换 ,X(z) 的 极点 位 置 与 z 变换 的 收敛 域 之 间 存 在 几 个 重要 关系 ,这 将 在 3.2 节 具 体 讨论 。 现 在 
首先 用 几 个 例子 来 说 明 一 下 zz 变换 。 
例 3.1 右边 指数 序列 
考虑 信号 x[n] =a"u[n], 其 中 ,a 为 一 个 实数 或 复数 。 由 于 该 序列 仅 对 n 宇 0 AER, A 
此 这 是 一 个 右边 序列 的 例子 ,这 一 类 序列 起 始 于 某 时 刻 Ni, 且 只 在 Ni<n<%w 范 围 上 具有 非 零 
值 ;也 就 是 非 零 值 占据 序列 图 形 的 右边 位 置 。 由 式 (3. aya 


Co 


X(z) 一 X, a'ulnlz ” = Sar! 


n=—00 n=0 





X(z) = (3. 11) 
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为 了 使 XX(z) 收 化 ,就 要 求 
Due F< 60 


n=0 
因此 , 收 伊 域 就 是 在 jaz! | <1 范围 内 的 全 部 z 值 ,或 者 |z| > |a|。 在 收敛 域内 ,该 无 穷 级 


Hk NK Sk Bi 





c 1 £ 
—lyn 2 ; 
X(z) = (az) = = ; z| > la 

2 Leagi < ‘a 和 3. 12) 


为 了 得 到 这 个 闭 式 表达 形式 ,这 里 已 经 用 了 熟悉 的 几何 级 数 求 和 公式 (参见 Jolley,1961) 。 序 
F) x[n] =a"u[ln] 的 z 变换 对 于 任何 有 限 的 la | 值 都 收敛 。 对 于 a=1,x[n] 就 是 单位 阶 跃 序 
列 , 其 z ERA 


1 
AOs T lz > 1 (3. 13) 
如 果 |a| <1,x[n] =a"ul n] i4 Bet RIT 
x(e/¢) = _ (3. 14) 
1—ae J? 


‘Kila to Ras, HIRT 1G Bet RRA MH, 


在 例 3. 1 中 ,该 无 限 和 就 等 于 在 收敛 域内 一 个 z 的 有 理 
函数 。 在 大 多 数 情况 下 ,用 有 理 函 数 比 用 无 限 和 表示 要 方 
便 得 多 。 将 会 看 到 ,任何 能 表示 成 指数 和 的 序列 都 能 用 一 
个 有 理 z 变换 来 表示 。 这 样 的 z 变换 ,除了 一 个 常数 幅度 因 
子 外 ,都 由 它 的 零点 和 极点 来 决定 。 对 于 本 例 , 有 一 个 零点 
在 z=0 ,一 个 极点 在 z=a。 例 3.1 的 零 -极点 图 和 收敛 域 如 
图 3.3 所 示 , 图 中 “oO” WERA,“ x” WERA IF 
|a | 二 1, 收 敛 域 不 包括 单位 圆 ,这 与 a 的 这 些 值 所 带 来 的 
结果 是 一 致 的 , 即 指数 增长 序列 a'ul nj 的 健 里 叶 变 换 不 
收敛 。 


例 3.2 左边 指数 序列 


设 

















图 3.3 例 3.1 的 零 -极点 图 和 收敛 域 


—a" n<-l 


n 
xina] 三 一 uļ|—n — 1| = 
In| | | P n>-—l 


因为 该 序列 仅 在 n< -1 时 为 非 零 ,因此 是 一 个 左边 序列 。 这 种 情况 下 的 z 变换 为 


—1 
E= ` a”uļ—n = 120” = oe alg” 


n=—CO n=—oo 


oo Ce 
ss Yate =1- $ atz)" 


n=] n=0 


如 果 |a 'z| <1, 或 者 |z| < |a|, 式 (3.15) 最 后 的 和 式 收 敛 ,再 次 利用 几何 级 数 多 项 求 和 公 
式 得 到 


(3. 15) 


1 1 z 
Rie) 9 g ae ald (3. 16) 
零 - 极 点 图 和 收 化 域 如 图 3.4 所 示 。 
注意 到 , 当 |a| <1 时 ,序列 -ao'u[ —n-1) 4M n> -oo 而 指数 增长 ,因此 它 的 傅 里 叶 变 


换 不 存在 。 然 而 ,如 果 |a | >1, 则 傅 里 叶 变 换 为 
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1 
1—ae7i” 
这 与 式 (3.14) 的 形式 相同 。 告 一 看 ,这 似乎 违反 了 傅 里 叶 变 换 的 唯一 性 。 然 而 ,如 果 把 
式 (3.14) 记 为 当 | 上 |a|<1 时 a"u[n] 的 传 里 叶 变 换 , 而 把 式 (3.17) 记 为 当 | 上 a|>1 时 
-a"ul -下 -1] 的 傅 里 叶 变 换 , 那 么 这 种 歧义 就 可 避免 。 


将 式 (3. 12) 和 式 (3. 16) .图 3.3 和 图 3. 4 比较 就 可 看 到 ， 
这 两 个 序列 以 及 它们 的 无 限 和 都 是 不 同 的 ;而 X(z) 的 代数 表 
达 式 和 相应 的 零 -极点 图 对 例 3. 1 和 例 3. 2 却 是 一 样 的 。z 变 
换 的 差异 仅 在 收敛 域 不 同 。 这 就 强调 了 对 于 一 个 给 定 序列 的 
双边 z 变换 , 既 要 给 出 它 的 代数 表达 式 , 又 要 标 出 它 的 收敛 
域 。 同 时 ,在 这 两 个 例子 中 序列 都 是 指数 的 ,所 得 到 的 z 变换 
也 都 是 有 理 的 。 事实 上 ,由 下 一 个 例子 可 看 出 ,只 要 x[nj] 是 
一 个 实 指数 或 复 指数 的 线性 组 合 ,X(z) 就 一 定 是 有 理 的 。 
例 3.3 两 个 指数 序列 的 和 图 3.4 例 3.2 的 零 -极点 图 和 收敛 域 


考虑 一 个 为 两 个 实 指数 和 的 信号 


1 n 1 n 
xml= (3) ujn] 4 ( 5) uln| (3. 18) 





Xei?) = (3.17) 























z RRA 
room Š (G (sf on 
Ei n 00 in (3. 19) 
= (5 ulnjz “十 > (-;) ulnlz ™” 
SL at oP 1 _,\" 
-EF ') 人 H ') 
1 1 2(1- bz) 
“get edt Agel) (3. 20) 
(c-a) 
DED 
Ay TAR NX (2) SK, A (3.19) P hh HAS Fo AB ee HK Sk, HK HEL RR a PRET 
( -7h <1, RFRA |z | > 了 和 |z| i 由 此 可 得 收 化 域 为 |z | >to 对 于 单独 每 





一 项 及 组 合 后 信号 的 z 变换 的 零 -极点 图 和 收敛 域 如 图 3.5 所 示 。 


在 上 述 例子 中 ,都 是 从 给 定 序列 开始 ,然后 把 这 些 无 限 项 和 式 中 的 每 一 项 处 理 成 一 种 其 
和 为 可 辨别 的 形式 。 当 序列 可 看 作 例 3. 1 和 例 3. 2 中 形式 的 指数 序列 之 和 时 ,就 可 利用 z 变 
换算 子 的 线性 性 质 简 便 地 求 得 = 变换。 确切 地 ,就 是 根据 z 变换 的 定义 式 (3.2) , 若 x*[n] 是 两 
项 之 和 ,那么 X(z) 也 一 定 是 相应 的 单独 每 一 项 的 z 变换 之 和 ,而 收敛 域 则 是 单个 收敛 域 的 重 
BEB or , 即 对 两 个 单独 的 和 都 收敛 的 z 值 区 域 。 在 例 3.3 中 , 求 得 式 (3.19) 时 已 经 说 明了 线 
性 性 质 。 例 3.4 通过 将 x[ nj] 表示 为 两 个 序列 的 和 ,说 明 例 3.3 的 z 变换 如 何 能 用 一 种 更 为 直 
接 的 方式 得 到 。 
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(a) (b) (c) 


图 3.5 例 3.3 和 例 3.4 中 单独 项 与 这 些 项 之 和 的 零 -极点 图 及 收敛 域 。 


(a) bp lie > 于;(D) (ish |z| > 


1 


Co) Lv(1- )+(1 +52) 1 


2 





z| > 


例 3.4 再 论 两 个 序列 的 和 





仍 令 %[n] 由 式 (3.18) 给 出 ,那么 利用 例 3.1 的 结果 ,将 a= 广 和 a= -本 分 别 代入 ,很 容 
易 得 到 这 两 个 单独 项 的 z 变换 分 别 为 
1 n Z 1 1 
(3) uln| < 一 > toa |z| > 5 (3.21) 
1 n 之 1 1 
(-3) uln| < 一 > jade? ; |z| > 3 (3. 22) 
结果 
1 n 1 n Z ] 1 1 
(3) ems (-3) ant S tod tiai” Mg (aas) 
与 例 3.3 中 所 得 结果 一 样 。 每 个 单独 项 及 组 合 后 信号 的 z RR RR-A, A poki B 3.5 


所 示 。 
例 3.1 一 例 3.4 的 全 部 要 点 反映 在 例 3.5 中 。 


例 3.5 双边 指数 序列 
考虑 序列 


n 天 
xin) = (~3) unt (5) uļ—n — 1] (3.24) 


注意 到 该 序列 随 w-， - o 而 指数 增长 。 利 用 例 3. 1 的 结果 ,a = -本 ,有 


LY" al oe 1 1 
3 uln| < TEN lzl> 3 





因此 ,根据 z 变 换 的 线性 性 质 ,可 得 





2(1-dz") 22 (2-4) (3. 25) 





此 时 ,收敛 域 是 个 环形 域 二 < |z | < 方 。 注 意 到 ,本 例 中 的 有 理 函 数 与 例 3. 4 PAM BAR 


一 样 的 ,但 收 化 域 在 两 种 情况 下 是 不 同 的 。 本 例 的 零 - 极 点 图 和 收 化 域 如 图 3.6 所 示 。 
由 于 收敛 域 不 包括 单位 圆 ,所 以 式 (3. 24) 所 表示 的 序列 没有 傅 里 叶 变 换 。 


上 述 每 个 例子 都 把 : 变换 既 表 示 为 z 的 多 项 式 之 比 ,又 
表示 为 2-' 多 项 式 之 比 。 从 式 (3.2) 给 出 的 :变换 的 定义 形 
式 来 看 ,对 于 n<0, 序 列 值 为 零 的 那些 序列 仅 涉及 z ATE, 
于 是 对 于 这 类 信号 ,将 X(z) 表示 成 z-' 而 不 是 z 的 多 项 式 是 
特别 方便 的 ;然而 ,即使 当 x[n] 在 n<0 时 不 为 零 ,X(z) 仍 然 
能 利用 (1 - az-') 形式 的 因 式 来 表示 。 应 该 记 住 的 是 ,这 个 
因 式 既 引 入 了 一 个 极点 ,又 引入 了 一 个 零点 ,这 就 如 同 前 面 
例子 中 的 代数 表达 式 所 说 明 的 。 

这 些 例子 显示 出 ,无 限 长 指数 序列 为 2 变换 能 表示 为 z 
或 z-! 的 有 理 函 数 。 在 序列 为 有 限 长 的 情况 下 ,也 有 一 个 相 图 3.6 例 3.5 的 零 - 极 点 图 和 收敛 域 
当 简单 的 形式 。 如 果 序列 仅 在 区 间 Ni <n<N, 内 为 非 零 , 则 z 变换 为 

N 


X(z)= xlnje™ (3. 26) 


n=N] 











只 要 每 一 项 |x[zjz ”| 是 有 限 的 ,X(z) 就 不 存在 收敛 的 问题 。 一 般 来 说 ,不 太 可 能 把 一 个 有 限 项 
的 和 表示 为 一 个 闭 式 ;不 过 ,在 这 种 情况 下 可 能 也 没 必要 。 例 如 ,车 x[n] =6[n] +6[n-5], MBA 
X(z) =1 +27, CXT |z| >0 是 有 限 的 。 例 3.6 所 示 就 是 能 把 有 限 项 的 和 相 加 而 得 出 一 个 更 为 紧凑 
的 z 变换 表示 式 的 例子 。 


例 3.6 有 限 长 截断 指数 序列 





考虑 信号 
1). Ja", O<n<N-1 
T= Yo. 其 他 
那么 
AN 一 ] N-1 a 
— aes 1—(az!)% L 2h —~ al 
ne re lyn 二 a el (3.27) 
这 里 已 经 用 了 式 (2. 55) 的 通用 公式 来 得 到 有 限 项 级 数 求 和 的 闭 式 表达 形式 。 收 敛 域 由 满足 
N—1 
Yo la 1 ”< oo 
n=0 


的 z 值 所 决定 。 因 为 只 有 有 限 个 非 零 项 ,所 以 只 要 az 是 有 限 的 ,其 和 就 一 定 有 限 。 这 就 仅 要 
E |a| <w 和 z#0。 因此 ,假定 |a 是 有 限 的 , 虽 收 效 域 除 原点 (z= 0) 外 包括 整个 = z 平面 。 
设 N=16,a 为 实数 且 介 于 0 和 1 之 间 , 这 时 的 零 - 极 点 图 如 图 3.7 所 示 。 上 有 具体 地 ,就 是 分 子 多 
项 式 的 NN 个 根 在 z 平 面 的 如 下 位 置 : 

太一 dejCrkN， k=0,1,...,N-1 (3. 28 ) 
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(注意 ,这 些 值 都 满足 z* =a”"。 当 a=1 时 ,这 些 复数 值 就 是 1 的 NN 阶 根 )。 对 应 于 上 =0 的 零 
点 ,抵消 了 z=a 的 极点 。 结 果 , 除 了 原点 处 的 NW -1 个 极点 外 没有 任何 极点 。 剩 余 零点 位 于 
平面 的 如 下 位 置 : 

不 二 dejCrkN， k=1,..,N-1 (3. 29) 


第 15 阶 极点 











图 3.7 N=16,0<a<l 时 例 3.6 的 零 - 极 点 图 。 本 
例 的 收敛 域 由 除 z =0 以 外 的 全 部 zs 组 成 


表 3. 1 综合 了 上 述 例子 中 的 变换 对 ,以 及 其 他 一 些 常见 的 = 变换 对 。 将 会 看 到 ,这 些 基 本 变换 
对 在 已 知 序列 求 z 变换 ,或 相反 地 ,在 给 定 z 变换 求 序列 时 都 是 非常 有 用 的 。 
表 3. 1 基本 z 变 换 对 





所 有 > 


|z| >l 
， suf sast] [z| <1 
; [n-m] AM REO m>0) Ro (47 m <0) 
. a"u[n] 
. -a"ul -n-1] 


. na"uln| 








. -na"ul -n-1] 


(1 -az~!)? 


1 —cos(@p )z7 





. cos(won)uln] | Sete, te 
at OS CO0 ) Z 


sin( wo )z7! 





.sin(won)uln] 1 -20 wo iat re 
—2cos( wo 


1 —rcos(wo)z-! 





.rcos(won)uln] 
1 —2rcos( wy )z7! +27 


rsin( wo yz! 





+ Maha) ul] 1 —2rcos(@)z~! + 
= aig 0 


N -N 
O<snsN-1 l-a'z 


其 他 1 一 az-! 
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3.2 z 变 换 收 敛 域 的 性 质 


3. 1 节 的 所 有 例子 都 说 明 收 敛 域 的 性 质 与 信号 的 属性 有 关 。 本 节 将 讨论 并 总 结 这 些 性 质 。 假 
定 z 变换 的 代数 表达 式 是 一 个 有 理光 数 ,而 序列 x[ nj 除了 可 能 在 n=% 或 n= -oo 外 ,都 有 有 限 的 
幅度 。 

性 质 1: 收 敛 域 具有 这 样 的 形式 , 即 0<rs< |z| 或 |z|<n<w% ,或 者 为 更 一 般 的 圆 环 ， 
Blo<r,< |z| <n<%, 

HEE 2:4 HI x| nj 的 z 变换 的 收敛 域 包 括 单 位 圆 时 ,x[ nj 的 健 里 叶 变 换 才 绝对 收 化。 

性 质 3 :收敛 域内 不 能 包含 任何 极点 。 

性 质 4: 若 xz[zj 是 一 个 有 限 长 序列 , 即 一 个 序列 除 在 有 限 区 间 -o <N <n <N,< o 内, 其余 
均 为 零 ,那么 其 收敛 域 就 是 整个 z 平 面 ,可 能 z=0 或 z= % 除外。 

性 质 5: 铬 xL nj 是 一 个 右边 序列 , 即 一 个 序列 在 n<N < % 为 零 , 那 么 其 收敛 域 是 从 X(z) 中 最 
外 面 ( 即 最 大 幅度 ) 的 有 限 极 点 向 外 延伸 至 (可 能 包括 )z= % 。 

性 质 6: 蔡 x[n] 是 一 个 左边 序列 , 即 一 个 序列 在 n>N, > - o 为 零 ,那么 其 收敛 域 是 从 X(z) 中 
最 里 面 ( 即 最 小 幅度 ) 的 非 零 极 点 向 内 延伸 至 ( 可 能 包括 )z=0。 

HEE 7: 一 个 双边 序列 是 一 个 无 限 长 序列 , 它 既 不 是 右边 的 ,也 不 是 左边 的 。 若 x[m] 是 双边 序列 ， 
那么 其 收敛 域 一 定 由 = 平面 的 一 个 圆 环 组 成 ,其 内 .外 边界 均 由 某 一 极点 所 界定 ,而 且 依据 性 质 3 ,其 
内 边界 也 不 能 包含 任何 极点 。 

性 质 8 :收敛 域 必 须 是 一 个 连通 的 区 域 。 

性 质 1 概括 了 收敛 域 的 一 般 形 状 。 如 同 3. 1 节 的 讨论 ,性质 1 来 自 这 样 一 个 事实 : 式 (3.2) 的 
收敛 条 件 由 式 (3.7) 给 出 ,这 里 重复 如 下 : 





》， |x[n]|r—" < oo (3.30) 


式 中 ,r= |z|。 式 (3.30) 说 明 , 对 于 给 定 的 xLnj ,收敛 与 否 仅 依赖 于 r = |z | ( 即 与 z 的 角度 无 
关 ) 。 注 意 , 如 果 对 于 |z| =m,z 变换 收敛 , 则 可 以 减 小 > 直至 z 变换 不 再 收敛 。 这 就 得 到 |z| = 
mm, 此 时 随 着 mo ,| x[n] |r 增长 得 太 快 (或 下 降 得 太 慢 ) ,使 得 级 数 不 是 绝对 可 加 的 。 这 便 定 
XT rro 当 T<rn 时 ,z 变换 不 收敛 ,因为 此 时 +r“ 将 上 升 得 更 快 。 类 似 地 ,通过 从 7 开始 不 断 增 大 
7, 可 以 找到 外 边界 ,请 思考 当 n 一 -x% 时 会 发 生 什么 ? 

性 质 2 就 是 当 |z| =1 时 , 式 (3.2) 晓 化 为 傅 里 叶 变换 的 结果 。 人 性 质 3 是 由 于 X(z) 在 极点 处 为 
无 穷 大 ,因此 按 定 义 它 不 收敛 。 

性 质 4 来自 于 一 个 有 限 长 序列 的 = 变换 为 的 有 限 次 才 的 有 限 项 求 和 的 事实 , 即 

N2 


X(z)= 2, xin” 


n=N, 
因此 , 当 N > 0 时 ,对 于 除 z=0 以 外 的 全 部 z 都 有 |X(z) | < % ,和 /或 当 N <0 时 , 除 z= o 以 外 的 
全 部 z 都 有 |X(z)| <%。 
PEME S 和 性 质 6 为 性 质 1 的 特殊 情况 。 为 了 解释 有 理 z 变换 的 性 质 5, 注 意 到 如 下 形式 的 
序列 : 


N 
xin] = 2 Ag(dy)"uln] (3.31) 
k=1 
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是 由 幅度 为 4 agede a 的 指数 序列 组 成 的 右边 序列 。 虽 然 这 不 是 最 一 般 的 右边 序列 ,但 足 
够 用 来 说 明 性 质 5。 通 过 增 加 有 限 长 序列 或 对 指数 序列 进行 有 限量 平移， 便 可 以 形成 更 一 般 的 右 
边 序 列 。 但 是 ， ns 31) 进 行 这 样 的 调整 并 不 会 改变 结论 。 引 入 线性 性 质 , 式 (3.31) 中 x[ nj 的 
z 变换 可 写 为 





X(z) = De 
ü 1 — dz! (3.32) 


pley 


lz| > |ad| 
注意 到 ,对 于 位 于 各 个 收敛 域内 的 z 值 ,有 |z| > ld, | ,这 些 项 可 以 合并 为 带 有 如 下 公共 分 母 的 有 
BE pK AX: 


N 
[Ie — drz-!) 


也 就 是 说 ,X(z) 的 极点 位 于 z=di，,… ,方便 是 大 假设 对 极点 进行 了 排序 ,使 得 d, 具有 最 小 的 
幅度 ,对 应 于 最 里 面 的 极点 ,而 dy eos en te 这 些 指 数 中 , 随 着 nn 的 
增加 ,增长 最 慢 的 对 应 于 最 里 面 的 极点 , 即 di ,而 下 降 最 慢 的 ( 即 增加 最 快 的 ) 对 应 于 最 外 面 的 极 
点 , 即 dy BEIA, dy 决定 了 收敛 域 的 内 边界 , 它 是 区 域 |z | > | di | 的 交集 。 也 就 是 说 ,指数 序 
列 右 边 求 和 的 z 变换 的 收敛 域 为 

|z| > ldy|= mas |dk| = rR (3.33) 
即 ,收敛 域 位 于 最 外 面 极点 的 外 边 ,一 直 扩 BREST. 如 果 一 个 右边 序列 开始 于 n=N, <0, IBA 
收敛 域 将 不 包括 |z| =, 

获得 性 质 5 的 另 一 种 方法 是 将 式 (3. POVILAITIS, 31) ,得 到 


oo | N 
>》 | >》 Ardo" |r” < 3 |Ax| (>: jain) < (3. 34) 


n=0 Ik=1 n=0 
这 说 明 ,如 果 所 有 序列 | d/r |" 是 绝对 可 加 的 ， ETTA 由 于 | dv | 是 最 大 的 极点 幅 
a /r| <1, r> |dyl. 

性 质 6 是 关于 左边 序列 的 ,完全 可 以 在 左边 指数 序列 求 和 的 基础 上 应 用 与 右边 序列 并 行 的 证 

ee Tie 最 小 幅度 的 极点 来 定义 的 。 引 入 相同 的 极点 排序 ,收敛 域 将 为 

|z| < ldi| = min |dk| 三 六 (3.35) 
BRD Sc ook ak (i Fe BE TT ES FETT. A Ze AP ATE n AA ERE, DA oi at AS AE E fE A 
2=0. FF aln KER i n WP ER- 00 ,必须 对 rr 加 以 限制 ,使 得 对 于 每 个 di, 随 着 n 向 -~% 递 
减 ,指数 序列 ( dir”)" 都 会 衰减 到 0。 

对 于 右边 序列 ,收敛 域 受 制 于 用 指数 加 权 r“", 要 求全 部 指数 项 随 n 的 增加 而 衰减 到 0; 而 对 于 
左边 序列 指数 加 权 必 须要 使 全 部 指数 项 随 的 减 小 而 衰减 到 0。 人 性 质 7 来 自 于 这 一 点 ,对 于 双边 
序列 ,指数 加 权 需 平衡 ,因为 如 果 随 n 的 增加 而 衰减 得 太 快 ,就 可 能 导致 随 n 减 小 而 增长 得 太 快 , 反 
之 亦 然 。 更 明确 地 说 ,对 于 双边 序列 , 某 些 极点 仅 对 n>0 起 作用 ,而 其 余 的 仅 对 nn<0 起 作用 。 收 
敛 域 在 里 边 被 最 大 幅度 的 极点 所 界定 ,这 个 极点 对 >0 起 作用 ;而 在 外 面 则 被 最 小 幅度 的 极点 所 
界定 ,这 个 极点 对 n<0 起 作用 。 

性 质 8 可 以 从 对 性 质 4 到 性 质 7 的 讨论 中 得 到 直观 的 解释 。 任 何 无 限 长 的 双边 序列 可 以 看 作 是 
一 个 右边 部 分 ( 如 n=0) 和 一 个 左边 部 分 (包括 | 除了 右边 部 分 以 外 的 全 部 ) 之 和 。 右边 部 
式 43.33) 所 给 出 的 收敛 域 , 而 左边 部 分 的 收敛 域 由 式 (3.35 ) 给 出 。 整 个 双边 序列 的 收敛 域 必须 是 
两 个 区 域 的 相交 部 分 。 于 是 ,如 果 这 样 一 个 相交 部 分 存在 , 它 总 是 一 个 简单 的 连通 环 域 ,其 形式 为 
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rR < |z| < 六 
也 有 一 种 可 能 ,右边 和 左边 部 分 的 收敛 域 之 间 没 有 重合 的 部 分 , 即 7, <rr。 在 这 种 情况 下 , 序 
列 的 z 变换 就 不 存在 。 


例 3.7 无 重合 的 收敛 域 
考虑 如 下 序列 : 


1 n 1 n 
xni = (5) uini- (-3) uļ—n — 1| 


对 信号 中 的 每 个 部 分 分 别 采用 表 3. 1 中 的 相应 结果 ,得 到 
1 
十 
1— $z! 14427! 


es “ea 





X(z) = 


l> = lel <3 
由 于 |z| > 方 和 |z| < 村 之 间 没 有 重合 区 域 ,因此 得 出 结论 :信号 x[n] 没 有 z 变换 (也 没有 伟 
里 叶 变 换 ) 表 达 形 式 。 


正如 在 比较 例 3. 1 和 例 3. 2 时 所 指出 的 ,代数 表达 式 或 零 极点 图 都 不 足以 完全 表征 一 个 序列 的 
z 变换 ;也 就 是 说 ,收敛 域 也 必须 给 出 。 本 节 所 讨论 的 这 些 性 质 限 定 了 与 一 个 给 定 的 零 -极点 图 有 可 能 
相关 的 一 些 收敛 域 。 为 了 说 明 这 一 点 ,考虑 图 3. 8(a) 所 示 的 零 -极点 图 。 根 据 性 质 1 性质 3 和 性 质 8 
可 知 ,收敛 域 仅 存在 4 种 可 能 的 选取 。 这 些 都 分 别 如 图 3.8(b) ,图 3.8 (c) ,图 3.8 (d) 和 图 3.8 (e) 所 
示 , 每 种 收敛 域 都 与 一 个 不 同 的 序列 相 联系 。 具 体 地 ,图 3.8(b) 对 应 于 一 个 右边 序列 ,图 3.8(c) 对 应 一 
个 左边 序列 ,而 图 3.8(d) 和 图 3.8(e) 则 对 应 于 两 个 不 同 的 双边 序列 。 如 果 假定 单位 圆 落 在 极点 : = b 和 
z =c 之 间 , 如 图 3.8(a) 所 示 , 那 么 4 种 情况 中 仅 有 一 种 , 即 图 3.8(e) 所 示 的 傅 里 叶 变换 收敛 。 

和 Im É In :平面 





单位 贺 

















(a) (b) 


























(d) (e) 
图 3.8 说 明 具 有 同一 个 零 -极点 图 ,而 有 4 种 可 能 不 同 收敛 域 的 = 变换 例子 。 每 种 收敛 
域 都 相应 于 一 个 不 同 的 序列 。(b) 对 应 于 一 个 右边 序列 ;(c) 对 应 于 
一 个 左边 序列 ;(d) 对 应 于 一 个 双边 序列 ;(e) 对 应 于 一 个 双边 序列 
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在 利用 z 变换 来 表示 一 个 序列 时 ,有 时 候 通 过 序列 的 时 序 性 质 来 明确 指出 其 收敛 域 是 很 方便 
的 。 这 一 点 将 在 例 3. 8 中 说 明 。 
例 3.8 稳定 性 ,因果 性 和 收敛 域 
考虑 一 单位 脉冲 响应 为 h[n] 的 LTI 系统 。 正 如 3.5 节 将 讨论 的 ,站 [m] 的 z 变 摘 被 称 为 
LTI 系统 的 系统 函数 。 假 设 厅 (z) 的 零 - 极 点 图 如 图 3.9 m :平面 





所 示 。 根 据 性 质 1 一 8, 存 在 3 种 可 能 的 收敛 域 与 该 零 - ies 
极点 图 有 关 , 即 |z| < 二 ,于 < |z| <2 及 |z| >2. # 
B E a 一 :一 ©O—x 
而 ,如 果 附 加 说 明和 系统 是 稳定 的 (或 等 效 地 说 ,hin|] 是 绝 -2 3 Re 


对 可 加 的 ,因此 存在 一 个 傅 里 叶 变 换 ) ,那么 收敛 域 就 必 
须 包 括 单 位 圆 。 因 此 ,系统 的 稳定 性 和 性 质 1 一 8 就 意 





sae i i Sh X 
REKURA < |z | < 2e 注意 ,其 结果 就 是 h[n] 为 图 3.9 例 3.8 系统 函数 的 零 -极点 图 


双边 序列 ,因此 系统 不 是 因果 的 。 

如 果 假 设 系 统 是 因果 的 , 则 有 h[n] 是 右边 序列 ,那么 性 质 5 就 要 求 收 伊 域 为 |z| >2 的 区 
域 。 在 这 一 条 件 下 ,系统 就 不 是 稳定 的 ;也 就 是 说 ,对 于 这 样 一 个 具体 的 零 - 极 点 图 来 说 ,不 存 
在 任何 收 伊 域 以 使 系统 既 稳 定 又 是 因果 的 。 


3.3 Z 首 变换 


z 变换 的 重要 作用 之 一 是 在 离散 时 间 信 号 与 系统 的 分 析 中 ,必须 能 够 在 时 域 和 z 域 表 达 形 式 之 
间 自 由 切换 。 这 种 分 析 往 往 涉及 求 序列 的 z 变换 ,再 将 该 代数 表达 式 经 过 某 些 运算 处 理 后 , 求 z 道 
变换 。z 逆 变 换 的 计算 为 下 面 的 复数 闭合 曲线 积 
x[n] = 元 f xora (3.36) 
RP, C 表示 在 z 变换 收敛 域内 的 一 条 闭合 曲线 。 该 积分 表达 式 可 以 利用 复数 变量 理论 下 的 柯 西 
积分 定理 推导 得 到 。( 参 见 Brown and Churchill ,2007 ,对 劳 伦 级 数 和 复数 积分 定理 的 讨论 ,其 中 所 
有 内 容 都 是 对 z 变换 基本 数学 理论 基础 的 深入 研究 。) 然 而 ,在 离散 LTI 系统 分 析 中 所 遇 到 的 典型 
序列 和 z 变换 ,使 用 一 些 稍 欠 正统 的 方法 就 是 够 了 | 见 式 (3.36) ] ,而 且 它们 更 为 可 取 。3.3.1 一 
3.3.3 节 将 考虑 其 中 的 观察 法 .部 分 分 式 展开 法 和 办 级 数 展开 法 。 


3.3.1 观察 法 


这 一 方法 就 是 由 某 些 熟悉 的 ,或 赁 观察 就 能 辨认 出 的 变换 对 所 构成 的 。 例 如 ,3. 1 节 曾 求 过 形 
如 序列 x[n] sa"ul n] AY 2 BERR, A a 可 以 是 实数 或 复数 。 这 种 形式 的 序列 经 常 遇 到 ,因此 直接 
应 用 如 下 变换 对 将 特别 有 效 : 





2 
a"uln] < 一 > 





|z| > lal (3.37) 


如 果 需 要 求 如 下 的 z 逆 变换 : 





IZ) > z (3. 38) 
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可 以 想到 式 (3.37) 的 z 变换 对 ,根据 观察 就 能 判断 与 该 变换 相 联 系 的 序列 是 xL nj] = (+) « uln]o 


如 果 与 式 (3. 38 ) 中 X(z) 有 关 的 收敛 域 为 |z | < 二 ,那么 就 可 以 想到 表 3.1 中 的 变换 对 6, 根据 观 


察 就 能 求 得 序列 为 x[n] = - (+) wl ae ie 

表 3.1 所 列 的 z 变换 在 应 用 观察 法 时 是 很 有 价值 的 。 如 果 这 张 表 很 丰富 ,就 可 能 把 一 个 给 定 
的 z 变换 表示 为 几 项 之 和 ,其 中 每 一 项 的 道 变换 在 表 中 都 能 找到 ,那么 道 变换 (也 即 相应 序列 ) 就 能 
直接 从 该 表 中 写 出 。 
3.3.2 ”部 分 分 式 展 开 法 

经 提 到 ,如 果 z 变换 表示 式 能 辨认 出 来 ,或 是 已 列 成 表格 的 ,那么 > 逆 变 换 就 可 以 赁 观察 求 

Pe X (2) 可 能 不 是 直接 按照 表格 所 列 形式 给 出 的 ,但 有 可 能 将 X(z) 表示 成 一 些 简 单项 之 和 的 
形式 ,而 其 中 的 每 一 项 都 能 由 表格 查 出 。 任 意 个 有 理 函数 就 属于 这 种 情况 ,因为 可 以 对 有 理 函数 
求 得 一 个 部 分 分 式 展开 ,而 相应 于 单个 项 的 序列 又 极 易 确认 。 

为 了 看 出 如 何 求 得 部 分 分 式 展开 ,假设 将 六 (z) 表示 成 2-! 的 多 项 式 之 比 , 即 





M 
X ber” 
xz)= 写 (3. 39) 
Saye 
k=0 
这 样 的 z 变换 在 线性 时 不 变 系 统 的 研究 中 常常 出 Vie 一 种 等 效 表 示 是 
ZN Soa 
.=0 
X(z) = 一 全 -一 (3. 40) 
MT age 
k=0 
式 (3.40) 指 出 ,对 于 这 样 的 函数 ,在 假设 a,、b,。、as All by 为 非 零 的 有 限 :平面 的 非 零 区 域 中 将 有 
MM 个 零点 和 NN 个 极点 。 男 外 ,车 M>N, 还 有 M-N ARAE z=0 处 ;或 者 ,车 N>M, 有 N-M 个 
零点 在 z=0 处 。 换 句 话 说 , 式 (3.39) 的 z 变换 在 有 限 z 平 面 内 总 是 具有 相同 数目 的 零点 和 极点 ,并 


且 没 有 任何 零 . 极 点 在 z= % 。 为 了 求 得 式 (3.39) 中 的 XX(z) 的 部 分 分 式 展 开 , 注 意 到 ,将 XX(z) 可 以 
表示 成 如 下 形式 是 最 方便 的 : 


Ta een 


b 
xa) = 2E (3.41) 


ag 


Ta -= dez”) 
k=l 


式 中 必 是 X(Cz) 的 非 零 值 零点 , 沙 是 X(z) WARS. AM < N, 并 且 极 点 都 是 一 阶 的 ,那么 ， 
X(z) 就 能 表示 为 





A; 
X(z) = —*_ (3. 42) 
k=l 


很 明显 , 式 (3.42) 中 这 些 分 式 的 公共 分 母 与 式 (3.41 ) 中 的 分 母 是 相同 的 。 将 式 (3. 42 ) 两 边 都 乘 以 
(d -d;z ') FX} z =d, RE, RA A, 就 能 由 下 式 求 得 : 
Ak = (1 dee DXO) n (3. 43) 
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例 3.9 二 阶 z 变 换 
考虑 一 序列 x[nj], 其 z 变换 为 
1 
disi G-ga- pe aeg (3.44) 
X(z) 的 零 -极点 图 如 图 3.10 所 示 。 RIE PK I, VES 和 3.2 节 的 讨论 可 以 得 出 


x[n] 是 一 个 右边 序列 。 因 为 极点 都 为 一 阶 ,所 以 XX(z) 可 以 表示 成 式 (3.42) HA, Bp 


A A 
X(z) 下 Z 











由 式 (3. 43 ) , 求 得 


41 一 < (z) 
z ) X 


1 
A2= (1 一 -Zz *) xo — | 
2" z=1/2 (1 — fz70 - 52-4 z=1/2 


(观察 到 ,在 针对 4 fe A, 计算 以 上 表达 式 的 值 之 前 ,必须 将 分 子 和 分 母 中 的 公共 因子 抵消 
掉 。) 因此 ， 








aya de dehy] 








(6) Ge) 


因为 x[n] 是 右边 序列 ,每 一 项 的 收敛 域 都 是 从 最 外 层 极 点 向 外 延伸 。 由 表 3.1 和 z 变 换 的 线 


性 特性 可 得 
1 n 1 n 
sm=2(3) uln| (3) uln| 


很 显然 ,将 式 (3.42) 中 的 各 项 相 加 就 能 得 到 分 子 , 它 最 多 
为 z 的 (N-T) 次 阶 。 若 WE=N, 那 么 在 式 (3.42) 的 右边 必须 附 
加 一 个 多 项 式 , 该 多 项 式 的 阶 数 为 (WM - N)。 于 是 ,对 于 MSN, 
完整 的 部 分 分 式 展开 就 有 如 下 形式 : 


M-N 
Xe)= 2 Bz + a — (3. 45) 
r= 


如 果 给 出 的 是 形 如 式 (3. 39) eran MEN, IBA B, 就 
可 以 用 长 除法 以 分 母 除 以 分 子 来 得 到 ,一 直 除 到 余 因 式 的 阶 
数 低 于 分 母 的 阶 数 为 止 。 各 4 仍然 可 以 用 式 (3.43) 求 得 。 ”图 3 10 例 3.9 的 零 -极点 图 和 收敛 域 

如 果 X(z) 有 多 重 极点 , 且 WEN, 则 式 (3.45) 应 进一步 修改 ,特别 是 若 X(z) 有 一 个 阶 数 为 * 的 
极点 在 z=d,， 而 其 余 全 部 极点 都 是 一 阶 的 ， ‘ease 45) 就 变 为 


X(z) = 

















S 





= Cm 
ties he “十 3 + 》 ——"_ (3. 46) 
r=0 k=1.kži 1- dye! AF A eee | 
AAR A, AB, 仍 如 上 述 求 得 ,系数 C, 由 下 式 求 得 : 
1 po RA 3 1 
Cm = G 二 myd" en [1 diw) X (w if | (3. 47) 


式 (3. 46) SEX PTE MSN H di 为 * 阶 极点 情况 下 ,一 个 有 理 z 变换 表示 成 z ”函数 的 部 分 分 式 
展开 的 最 一 般 形 式 。 如 果 有 几 个 多 重 极点 ,那么 每 一 个 多 重 极点 将 会 有 如 式 (3. 46 ) 的 第 三 个 和 式 
一 样 的 项 。 如 果 设 有 多 重 极点 , 式 (3.46) 就 简化 为 式 (3.45)。 如 果 分 子 的 阶 小 于 分 母 的 阶 
(M<N) ,那么 多 项 式 的 这 一 项 就 从 式 (2.45) 和 式 (3.46) 中 消失 , 变 为 式 (3.42 ) 。 
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值得 注意 的 是 ,假设 把 有 理 z 变换 表示 成 z 而 不 是 z "的 函数 可 以 得 到 同样 的 结果 。 也 就 是 说 ,可 以 
考虑 用 (z -a) 形 式 的 因 式 来 代替 (1 - az” ) 形式 的 因 式 。 这 也 会 导出 类 似 于 式 (3.41) 一式 (3. 和 9) 的 一 
组 式 子 。 该 组 式 子 对 于 利用 由 z 表示 的 z 变换 表 是 很 方便 的 。 而 将 表 3. 1 用 > ”来 表示 最 为 方便 。 

为 了 找 出 对 应 于 一 个 给 定 有 理 变换 的 序列 ,假定 X(z) 仅 有 一 阶 极 点 ,这 样式 (3. 45 ) 就 是 部 
分 分 式 展开 的 最 一 般 形 式 了 。 为 了 求 得 x[ nj ,首先 注意 到 z 变换 运算 是 线性 的 ,这 样 就 能 找到 单 
个 项 的 道 变换 ,然后 加 在 一 起 即 构成 x[n]。 

B,z“ 这 些 项 对 应 于 受到 移 位 和 幅度 加 权 的 单位 样本 序列 , 即 Bln 一 r] 这 些 项 。 各 分 式 项 对 
应 于 指数 序列 。 为 了 判断 

Ak 
1 — dye 
是 对 应 F(d,)"uln] ise - (d,)"ul -=-1] ,就 必须 利用 3.2 节 所 讨论 的 收敛 域 的 性 质 。 根 据 讨 
论 可 知 ,如 果 X(z) 仅 有 单 阶 极点 ,而 收敛 域 为 < |z| <7 这 种 形式 ,那么 一 个 给 定 的 极点 dy, A 
| <ry , 则 对 应 于 一 个 右边 指数 序列 (di)"u[n] ;车 | di | Sr, 则 对 应 于 一 个 左边 指数 序列 。 因 
此 ,收敛 域 能 用 来 分 类 极点 ,所 有 位 于 内 边界 ri 内 部 的 极点 对 应 于 右边 序列 ,而 所 有 位 于 外 边界 外 
面 的 极点 则 对 应 于 左边 序列 。 多 重 极点 也 以 相同 的 方法 被 划分 为 引起 左边 序列 的 和 右边 序列 的 极 
点 。 利 用 收敛 域 通过 部 分 分 式 展开 来 求 z 首 变 换 可 用 下 例 给 予 说 明 。 
例 3.10 ”用 部 分 分 式 展 开 法 求 z 逆 变换 
为 了 举例 说 明 有 具有 式 (3.45) 的 zz 变换 形式 的 部 分 分 式 展 开 法 ,考虑 某 一 序列 x[m] ,其 = 
变换 为 





~ =< à ljz| > 1 
1-3,144,2 (i-ai (3.48) 


A 3.11 TrA Xl) R-S Eo RAR, ARMM 5 和 3.2 节 的 讨论 可 知 ,x[n | 为 一 
个 右边 序列 。 因 为 M=N =2 和 极点 全 部 是 一 阶 的 ,因此 XX(z) 可 表示 为 











A A wks 
X(z) = By + —jL— + — Im zph 
1—57! L= zo! = — ; i 
常数 Bu 能 用 长 除法 求 得 
2 
= < J = pr 

427? — 3z '+1k 十 22 + 

5 一 Pe 

Sa 1!=1 


经 过 一 步 长 除 后 余 因 式 中 变量 z! 的 阶 次 为 1, 所 以 不 
必 再 继续 除 下 去 。 因 此 XX(z) 可 写成 
—1+45z7! 
X(zj=2 - 
Cae (3.49) 图 3.11 例 3.10z 变换 的 零 - 极 点 图 


RKA fo A, 可 通过 将 式 (3.43) 代 入 式 (3.48) 或 式 (3.49) 中 求 出 [实际 上 是 把 
式 (3.48)、 式 (3.49) 代 入 式 (3.43)], 若 利用 式 (3.49) 可 得 
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因此 





X(z)=2 + (3.50) 


AAAA zl >1, 由 表 3.1 可 得 


Z 
2 <> 26[n| 





Z 
< ujn] 





jagal 
再 根据 z 变换 的 线性 特性 ,可 得 
xln| = 28[n] —9 ( 5) ulal + Buin! 


3.4 节 将 讨论 并 说 明 :z 变换 的 几 个 性 质 ,将 这 些 性 质 与 部 分 分 式 展开 结合 起 来 就 为 由 一 个 给 定 
的 有 理 代数 表达 式 及 其 收敛 域 求 z 着 变换 提供 了 一 种 方法 。 这 种 方法 甚至 当 X(z) 不 完全 是 
式 (3.41) 的 形式 时 也 能 应 用 。 本 节 所 示 的 例子 非常 简单 ,部 分 分 式 展开 的 计算 并 不 困难 。 然 而 ， 
当 X(z) 为 分 子 和 分 母 都 是 高 阶 多 项 式 的 有 理 函 数 时 ,分 母 多 项 式 的 分 解 和 系数 的 计算 将 困难 得 
多 。 在 这 种 情况 下 ,可 以 利用 MATLAB 等 软件 工具 很 容易 地 完成 计算 。 


3.3.3 BRARFAK 


z 变换 的 定义 式 是 一 个 劳 伦 级 数 ,序列 ln] EELS RA AE, 4 z 变换 由 如 下 的 震级 
数 形式 给 出 时 : 


Co 


X(z) = > x[n] 


P (3.51) 
= -e + x[—2]e? + x[ l] + [0] + xT! + [2 + --- 
就 能 通过 求 z* ”的 适当 的 寡 的 系数 来 确定 该 序列 的 任何 特定 值 。 求 当 W= N 时 部 分 分 式 展开 中 多 
项 式 部 分 的 逆 变 换 正 是 运用 此 方法 。 该 方法 也 适用 于 有 限 长 序列 ,因为 X(z) 可 能 比 z 多项式 
复杂 。 
例 3. 11 有 限 长 序列 
假定 X(z) 变 换 如 下 : 








sh oo l = Jasi = 
X(z) =< (Ys 5 Ja ee yt (3.52) 


虽然 X(z) 很 显然 是 一 个 z 有 理 函 数 ,但 在 式 (3. 39 ) 的 形式 中 它 确实 不 是 一 个 有 理 函 数 。 它 叭 
一 的 极点 在 z=0, 所 以 按照 3.3.2 节 的 部 分 分 式 展开 就 不 合适 了 。 然 而 ,将 式 (3.52) 的 各 因 式 
相 乘 展开 ,X(z) 即 可 表示 为 


因此 ,通过 观察 得 到 x[n|] 为 


x|nl = 
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等 效 地 ， 





1 1 
xin] = ln +2] zô + 1 d5[n] + 5 ola — 1 


在 求 一 个 序列 的 z 变换 时 ,一 般 总 要 寻求 式 (3.51 ) AY FEA BC AY ASE AS Bll — 4S Be fh BY) AF HO 
达 式 ,如 一 个 有 理 函 数 。 如 果 和 希望 利用 老 级 数 来 求 相 应 的 用 闭 式 表示 的 X(z) 的 序列 ,就 必须 把 
X(z) 重 新 展开 成 寡 级 数 形式 。 对 于 超越 困 数 ,如 对 数 . 正 弦 、 双 曲 正弦 等 , 寡 级 数 展开 已 经 列 成 表 
格 可 查 。 在 某 些 情况 下 ,这 样 的 震级 数 能 有 一 个 有 用 的 解释 , 即 作为 z 变换 形式 使 用 ,这 就 是 如 例 
3. 12 所 示 。 对 于 有 理 z 变换 ,和 客 级 数 展开 可 以 用 长 除法 得 到 ,如 例 3. 13 所 示 。 


例 3.12 MARRARA RAL 


考虑 = 变换 
X(z) = log(1 +.az7!), lz] > lal (3. 53) 
对 log(1 +x) 用 泰勒 级 数 展开 ,对 于 |x | <1, 可 得 
oo (=1)"tla”"z" 
ne er eae 
因此 xlna] A 
_ TV 十 1 
m= ge wet (3. 54) 
0. n<0 


当 X(z) 为 有 理 多 项 式 时 ,通常 通过 多 项 式 长 除法 得 到 一 个 震级 数 是 很 有 用 的 。 
例 3. 13 用 长 除法 进行 壤 级 数 展开 
考虑 z 变换 


1 
ra= T lz] > lal (3.55) 


由 于 收 北 域 是 在 一 个 国 的 外 面 ,因此 序列 是 一 个 右边 序列 。 另 外 ,因为 X(z) 随 z yo 而 趋 于 一 
个 有 限 的 常数 ,所 以 是 一 个 因果 序列 。 因 此 , 相 除 后 应 得 到 一 个 以 HR, KRG 
可 得 


1—az 
az! 
az —1_g2z-2 
a2z~2 
或 
Mes 


i =1+az +a ^+- 


] —az— 


PryAx[n] =a"u[ln]. 


在 例 3. 13 中 ,通过 用 分 母 中 z ”的 最 高 次 震 除 以 分 子 的 最 高 次 寡 , 便 可 得 到 一 个 关于 z- 的 级 
数 。 另 一 种 方法 是 将 有 理 函 数 表 示 成 z 的 多 项 式 之 比 , 然 后 再 作 除 法 。 由 此 得 到 一 个 z 的 级 数 , 基 
于 此 便 可 确定 出 对 应 的 左边 序列 。 


3.4 Zz 变换 性 质 


在 研究 离散 时 间 信 号 与 系统 时 ,z 变换 的 许多 性 质 是 特别 有 用 的 。 例 如 ,这 些 性 质 往 往 与 
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3.3 节 所 讨论 的 z 逆 变换 联系 在 一 起 ,可 以 用 来 求 得 更 为 复杂 的 z 逆 变换 。 在 3.5 节 和 第 5 章 中 将 
看 到 pases 也 是 利用 变换 变量 z 性 常 系数 差分 方程 变换 为 代数 方程 的 基础 ,其 解 又 能 利用 
z 道 变换 来 得 到 。 本 节 讨 论 几 个 最 常用 的 性 质 。 以 下 讨论 中 ,将 XX(z) 记 为 x[ nj] 的 z 变换 ,X(z) 的 
收敛 域 用 R, 表示 , 即 
x[n] X(z), 收敛 域 = Ry 

R, 代表 一 个 满足 m < |z | <m 的 = 值 的 集合 。 对 于 涉及 两 个 序列 及 其 相关 = 变换 的 性 质 ,这 些 变 
换 对 将 记 为 

xiin > Xi). 收敛 域 = Ry, 


Xian] es X2(z), Woe sie Sal — Ry 
3.4.1 线性 


线性 性 质 表 明 
axı[n] + bx2[n] ys aX,(z) + bX2(z). WAIN Ra N Ry 
这 由 = 变换 的 定义 式 (3. 2) 直接 可 得 , 即 


二 (axı [n] + bxaln hz” =a > xiln]lz +b x[n] ” 


Iz] € Ry, Iz] € Re 

正如 所 指出 的 ,为 了 将 和 的 = 变换 分 解 为 = 变换 的 和 ,z 必须 位 于 两 个 收敛 域 中 。 因 此 ,收敛 域 至 少 
是 两 个 单一 收敛 域 的 交集 。 对 于 有 理 z 变换 的 序列 , 若 ao (z) + OX, (z) 的 极点 由 全 部 AX, e) 和 
Xa (2) 的 极点 所 组 成 (也 就 是 说 ,没有 任何 零 .极点 相 消 的 情况 ) ,那么 收敛 域 一 定 完全 等 于 两 个 单 
一 收敛 域 的 重 释 部 分 。 如 果 线 性 组 合 使 得 引入 的 某 些 零点 抵消 了 极点 ,那么 收敛 域 就 可 能 增 大 。 
发 生 这 一 情况 的 简单 例子 就 是 当 x,[n|] 和 x,[nj] 都 是 无 限 长 ,而 线性 组 合 是 有 限 长 的 。 在 这 种 情况 
下 ,线性 组 合 的 收敛 域 就 是 整个 zs 平 面 ,可 能 的 例外 是 z=0 或 z= 。, 例 3.6 就 属于 这 种 情况 ,其 中 
Xx[n] 可 以 表示 为 





x[n] = a” (u[n] — uln — N]) = aun] — aufn — N] 
其 中 ,a"u[n] 和 a"ul nn 一 NN] 都 是 无 限 长 的 右边 序列 ,它们 的 z 变换 都 有 一 个 极点 在 z=a 处 。 因 此 ， 
它们 各 自 的 收敛 域 都 为 |z | > |a | 。 然 而 ,如 例 3.6 所 示 , 在 z=a 的 极点 与 在 z=a 的 零点 相 消 ， 
因此 收敛 域 除 z=0 外 ,就 引伸 至 整个 :平面 。 
在 前 面 讨论 利用 部 分 分 式 展开 求 逆 变换 中 已 经 用 过 这 一 性 质 。 当 时 ,将 X(z) 展 开 成 一 些 简 
单项 之 和 ,再 利用 线性 ,z 逆 变 换 便 等 于 这 些 项 中 每 一 项 z 着 变换 的 和 。 


3.4.2 时 移 


时 移 性 质 是 指 
xin — no) +> zw0X(z)， 收 敛 域 = Ry (除了 可 能 加 上 或 除去 z= 0 或 z=% 之 外 ) 
其 中 ,mm 为 一 整数 。 若 m 为 正 , 原 序列 x(n | RAB An 为 负 ,x[n] 则 向 左 移 。 与 在 线性 性 质 的 
情况 一 样 , 收 敛 域 可 能 由 于 :z “因子 改变 了 在 z=0 或 = o 处 极点 的 数目 而 发 生变 化 。 
时 移 性 质 可 以 直接 由 = 变换 表示 式 (3.2) 导 出 。 具体 地 , 若 y[z] =x[z-m], 相 应 的 > 变换 
即 为 


Y(z) = y x[n — nolz” 


n=—00 


第 3 章 2 ER ae 


以 变量 m = -n 进行 置换 ,得 到 


oo 


7(z) = 5 xim]z 70t 
m=—00 
co 
=z "0 bD x[m]z " 
m=—00 


Y(z) =z" X(z) 
时 移 性 质 常 常 结合 其 他 性 质 和 方法 用 来 求 z 逆 变 换 。 现 用 一 个 例子 来 说 明 。 


例 3.14 移 位 指数 序列 
考虑 z 变换 


1 
X= l> 4 
g- 9 


从 收敛 域 即 可 判定 该 变换 相应 于 一 个 右边 序列 。 首 先 将 久 (z) 重新 写成 





eR k> 3 (3. 56) 
该 z 变换 具有 式 (3.41) 的 形式 ,其 中 以 =N=1, 将 它 展开 成 式 (3.45) 的 形式 
A (3.57) 
ARE X (3.57) ,x[m] 可 表示 为 
xin} = asin) +4 (3) uln| (3. 58) 
EA BT AB NE AT VA BA FEL ARS) x(n]. BAH X(z) 写成 
X(z) =z! fs) |z| > ; (3.59) 


根据 时 移 性 质 , 式 (3. 59) 中 因子 z "就 是 序列 | J) u[n] 向 右 移 一 个 样本 ， 即 
n—l 
sin = (3) u[n — 1] (3.60) 
虽然 式 (3. 58) 和 式 (3.60) 在 表面 上 是 不 相同 的 序列 ,但 很 容易 证 明 , 对 全 部 n 值 它们 都 是 一 
样 的 。 


3.4.3 用 指数 序列 相 乘 


指数 相 乘 性 质 在 数学 上 表示 为 
性 x[n] < 二 > X(z/zq), We = [zp] Ry 
符号 收敛 域 = | za | R, 表示 收敛 域 是 尺 ,但 用 | zo | BCE TRUE RE UR, EWE r< |z| <r, 
的 z 值 集合 ,那么 | zo | R, 就 是 满足 la |m< |z| < la lr, 的 z 值 集合 。 
这 个 性 质 很 容易 证 明 ,只 要 将 zx[m] 代 和 人 式 (3.2) 即 可 。 根 据 这 一 性 质 ,全 部 零 .极点 的 位 置 
的 斥 度 均 改 变 了 za ,这 是 因为 如 果 X(z) 有 一 个 极点 (或 零点 ) 在 z=z Kb, IBA X(2/2,) 一 定 有 一 个 
极点 (或 零点 ) 在 z=zoz 处 。 若 za 为 正 实数 ,这 就 可 以 解释 为 > 平面 的 一 个 压缩 或 扩展 ;也 即 零点 
位 置 在 z 平 面 内 沿 径 向 变化 。 若 zo 是 幅度 为 1 的 复数 , 即 am =e ,那么 就 相当 于 在 :平面 内 旋转 
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wo 的 角度 ; 即 零 .极点 位 置 沿 着 以 原点 为 中 心 的 圆 变 化 。 这 就 能 解释 为 离散 时 间 健 里 叶 变 换 的 频 
率 移 位 或 频率 转换 ,这 种 频 移 或 频率 转换 是 由 于 在 时 域 中 用 复数 序列 e*" 进行 调制 所 导致 的 。 这 


就 是 说 ,如 果 傅 里 叶 变换 存在 ,该 性 质 就 有 如 下 形式 : 


eleo yin] F X (eiz) 


例 3. 15 ”指数 相 乘 


从 如 下 变换 对 开始 : 
un 5 S. lz| > 1 
利用 指数 相 乘 性 质 可 求 如 下 序列 的 z 变换: 
x[n] =r" cos(@pn)uln), r>0 
首先 ,将 x[nj] 表 示 成 
x[n] = sere} Mula) 十 Trenie Pulnan] 


然后 ,利用 式 (3.61) 和 指数 相 乘 性 质 , 可 以 看 出 
l 








一 (Frejcl A ulin]. — a z 
grenfa lr 
1 
1 2 z 
= (pe—j@oyn 2 2 
re u 一 ; e 
5! ) uln| < joe ee lz] >r 
由 线性 性 质 可 得 
1 1 
X(z) = £ + 和 lz] >r 
Ts rel@oz—l 由 二 re 一 jw0z 一 1 
1 一 rcos(wo)z-! 
lz|>r 





= cos(wg)z—! + 722-2" 


3.4.4 XIZ) 的 微分 
微分 性 质 表示 为 
nin => O, KURS R, 
微分 性 质 的 证 明 可 以 通过 对 式 (3. 2) 的 z 变换 表达 式 进行 微分 来 得 到 ; 即 对 于 


X(z)= > xlnje™ 








可 得 到 
dX (z > 
=z < ) = a4 > (—n)x[n]z "m! 
= 5 nx[n]z_" = Z{nx[n]} 
n=—00 


现 用 两 个 例子 来 说 明 微分 性 质 的 应 用 。 
例 3. 16 EE 了 变换 的 逆 变 换 
本 例 将 用 微分 性 质 和 时 移 性 质 一 起 求 例 3. 12 的 z 逆 变换 。 由 于 


X(z) = log +.az7!), lz| > Jal 
首先 对 z 微 分 得 到 一 个 有 理 表达 式 


(3. 61) 


(3. 62) 


(3. 63) 
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dX (z) 一 az 一 
dz 1+az-! 
根据 微分 性 质 ,得 到 
dxX(z) _ az 一 1 





lz| > Ja] (3. 64) 


nxin] < =z = y 
dz 1+az—! 
式 (3.64) 的 z 逆 变换 可 以 联合 利用 例 3. 1 的 变换 对 、 微 分 性 质 、 线 性 性 质 和 时 移 性 质 来 得 到 。 
具体 地 ,将 nx[n] 表 示 成 

nx[n] = a(—a)" luln — 1] 


因此 


= (tat 1 


u[n—1] es log] + az~ 
n 


xin] ). |z| > lal 


例 3. 16 的 结果 将 在 第 13 章 关 于 倒 谱 的 讨论 中 用 到 。 


例 3.17 二 阶 极点 
本 例 为 微分 性 质 的 另 一 个 应 用 。 求 下 面 序列 的 z RGR: 
x[n] = na uln| = n(a"uln]) 


由 例 3.1 的 z 变换 对 和 微分 性 质 ,可 得 
X(z) = d ( l J lz| > lal 





dz \I—àaz l 
> 一 
因此 
na"uln| ay qe lz| > lal 


3.4.5 Sara 
Si ME aR 
x*[n] <> X*(c*), ”收敛 域 = Ry 
这 个 性 质 由 = 变换 的 定义 直接 可 得 。 详 细 证 明 留 作 练习 ( 见习 题 3. 54) 。 
3.4.6 时 间 倒 置 
时 间 倒 置 性 质 是 指 
x*[—n| cm X*(1/z*); Ke Sica = = 


其 中 ,收敛 域 =1/R, BGS R, 的 颠倒 ; 即 如 果 R, 是 在 rs < |z| <r, 内 z 值 的 集合 ,那么 XX" 1/2") 
收敛 域 就 是 在 1/r, < |z| <1/rr 内 z 值 的 集合 。 因 此 ,如 果 纪 在 x[n] 的 z 变换 的 收 化 域 内 ,那么 ， 
1/20 就 在 x*[ -由 的 = 变换 的 收敛 域内 。 如 果 序列 x[n] 为 实 序列 ,或 者 不 对 一 个 复 序 列 取 共 思 ， 
则 结果 变 为 
x[_-n] +2 XU), 收 伍 域 = = 

与 共 生 性 质 一 样 ,时 间 倒 置 性 质 也 容易 由 z 变换 的 定义 得 到 ,详细 证 明 也 留 作 练习 ( 见习 题 3. 54) . 

可 以 看 出 ,如 果 z 是 X(z) 的 一 个 极点 (或 零点 ) ,那么 1/2 WE XC 1/2) 的 一 个 极点 (或 夫 
KA) o 1/29 的 幅度 等 于 z 幅度 的 倒数 。 而 1/z 的 角度 则 为 z 角度 的 相反 数 。 当 X(z) 的 极点 和 


92 离散 时 间 信 号 处 理 (第 三 版 ) 


零点 全 部 为 实数 或 为 复 共 力 对 时 ,正如 x[ nj 为 实 信号 的 情况 ,这 种 复 共 绒 成 对 现象 必然 满足 。 


例 3.18 时 间 倒 置 指数 序列 
应 用 时 间 倒 置 性 质 的 一 个 简单 例子 是 考虑 序列 


xin] =a "ul—nl] 
它 就 是 a'ul nj] 的 时 间 倒 置 。 由 时 间 倒 置 性 质 直 接 可 得 
1 —a-lz-l 





X(z) M 


= = i lz| < la 
1 — az 1—a—!z-! 


注意 到 ,a"u[m] 的 z 变 换 在 z=a 处 有 一 个 极点 ,而 X(z) 在 1《a 处 有 一 个 极点 。 
3.4.7 序列 卷 积 
根据 卷 积 性 质 有 
x[n] xxn] > X1(z)X2(z)， 收敛 域 包含 Ry, N Re 
为 了 正规 地 推导 出 这 个 性 质 ,考虑 


yin] = 方 - xq [k]xo[n — k] 
k=—00 
并 做 z 变换 
Y(z) = >», ylnje—" 
> | 5 x1 [k]x2[7 -u zn 
NE 


如 果 交 换 求 和 次 序 ( 对 于 收敛 域内 的 z, 允许 这 样 操作 ) 
Y(z) = J xı [k] F xo[n — k]z™” 


大 三 一 6o n=—00 
在 第 二 个 和 式 中 ,将 变量 n EN m =n- k, oia 
Yt)= 3, akt > ao 
k=—00 m=—00 
o0 oO 
= gt -=k 3 
= J alk) X2(z)z > alk ja 
oe Isle Rey eae 


PALE SPP HE X, (2) AX, (2) SAL AY z, 就 能 写成 
Y(z) = X1(z)X2(z) 
这 里 ,收敛 域 为 X(z) 和 XX,(z) 收 敛 域 的 交集 。 如 果 其 中 一 个 收敛 域 有 一 个 界定 的 极点 被 男 一 个 
z 变换 的 零点 所 抵消 ,那么 Y(z) 的 收敛 域 就 可 能 变 大 。 
下 面 的 例子 可 以 说 明 如 何 利用 z 变换 求 卷 积 。 
例 3. 19 有 限 长 序列 的 卷 积 
假设 
xila] = d[n| + 25[n 一 1 二 SI — 2] 
为 一 个 有 限 长 序列 , 它 将 同 序列 x,[n] =6[n] -56[m -1] 进 行 卷 积 运算 。 
两 个 信号 相应 的 z 变换 为 
X1(z) =14+227! +277 
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fo X,(z) =1 -z', 卷 积 y[m] = x[n] * x,[n] Hz RRA 
Y(z) = X1(z)X2(z) = (1+ 227! +7721 — z7!) 
-1_,2_,-3 


二 1 十 z 
因为 两 个 序列 都 是 有 限 长 的 ,收敛 域 都 为 |z| >0, 所 以 Y(z) 的 收敛 域 也 是 |z | >0。 根据 
Y(z) ,通过 观察 多 项 式 的 系数 可 得 

yla] = la] + d[n — 1] — ôln — 2| — ôln — 31 
本 例 的 一 个 关键 点 是 有 限 长 序列 的 卷 积 等 同 于 多 项 式 乘法 。 相 反 地 ,通过 多 项 式 系 数 的 离散 
卷 积 运算 可 以 得 到 两 个 多 项 式 乘积 的 系数 。 
正如 3.5 节 和 第 5 章 将 要 详细 讨论 的 , 卷 积 性 质 在 LTI 系统 的 分 析 中 具有 非常 重要 的 作用 。 
3.5 节 将 给 出 一 个 利用 z 变换 计算 两 个 无 限 长 序列 卷 积 的 例子 


3.4.8 若干 z 变换 性 质 列表 


前 面 已 经 提 到 并 讨论 了 z 变换 的 几 个 定理 和 性 质 ,其 中 许多 在 离散 时 间 系 统 分 析 中 处 理 z 变 
换 时 都 是 很 有 用 的 。 为 方便 参考 , 表 3.2 归纳 了 这 些 性 质 及 另外 几 个 性 质 。 


表 3.2 Zz 变换 的 一 些 性 质 








X(z) 
x[n] X, (z) 
x[n] X (z) 


ax, [n] + bx, FACESAS aa R, OR, 


[n] H A H 点 
x[n—ng | z "0X(z) rui m i u Didi 


x(n] X( 2/2) | zo |R, 
__ dX(z) 


dz 


nx[n] R, 
x*[n] X" ¢(2" 3 


Re|x[n]| [X(z) +X* (2*)] 


tity 
2 
L 


Im}\x[n]} [X(z) -X* (z")] 


2j 
x*[ =n] X* (1/z* ) 


x[n] *x,[n] X, (z)X3(z) 





3.5 zBeRS LT 系统 


3.4 节 中 讨论 的 性 质 使 得 z 变换 成 为 离散 时 间 系 统 分 析 中 一 种 非常 有 用 的 工具 。 考 虑 到 在 
第 5 章 及 后 面 的 章节 中 还 将 进一步 依赖 于 z 变换 ,因此 现在 有 必要 对 如 何 利用 z 变换 来 表示 和 分 析 
LTI 系统 进行 阐述 

回顾 2.3 节 , 一 个 LTI 系统 可 以 表征 为 输入 信号 x[n] 与 4[n] 的 卷 积 y[n] =x[n] x*h[n], 其 中 
h[n] 是 系统 对 单位 脉冲 序列 6[n] 的 响应 。 根 据 3.4.7 节 给 出 的 卷 积 性 质 ,得 到 y[n] 的 z 变换 为 
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了 (z) = H(z)X(z) (3. 65 ) 
step H(z) A X(z) SdH hln] 和 xf 的 zz 变换。 在 本 书 描述 中 ,z 变换 A(z) 称 为 脉冲 响应 为 
hln] 的 LTI 系统 的 系统 函数 。 
下 面 的 例子 可 说 明 利用 z 变换 计算 LTI 系统 输出 的 过 程 。 
例 3.20 无 限 长 序列 的 卷 积 
Ah|n] =a"uln] Haln] =Auln], 2A) Az 变换 来 计算 卷 积 y[n] =x[n]*h[n], 首 先 
找到 相应 的 z 变换 ,如 





= 1 
25 nets =T \z| > lal 


— az 
n=0 


和 





Ke = oar" =. 2 ri lz| > 1 
n=0 
因此 , 卷 积 y[n] =x[n]*hlnj] 的 z 变 换 为 
Y(z) = A i el = 1 

(Q—-azya—z2-!) (z—a)(z—1) 

式 中 ,假设 |a | <1, 因 此 两 个 收敛 域 的 重叠 区 域 为 |z| >1。 
图 3.12 TET XIz) 的 极点 和 零点 ,可 以 看 到 收敛 域 为 重 登 区 域 。 通 过 计算 z 逆 变换 可 以 

得 到 序列 y[n]。Y(z) 的 部 分 分 式 表达 形式 为 








roz (rara) et 
a (1 i 
所 以 ,对 每 一 项 进行 z 逆 变 换 可 以 得 到 


A 
y[n] = ——(1-a 
—a 


n+l )uln] 


1 











图 3.12 序列 w[n] 和 a"u[n] 卷 积 对 应 的 z 变换 的 零 -极点 图 (假设 | a | <1) 


对 于 用 差分 方程 描述 的 LTI 系统 而 言 ,z 变换 将 十 分 有 用 。 回 顾 2.5 节 可 知 ,具有 如 下 形式 的 
差分 方程 : 


yla] = +(e t)yn-u+ 0 (2 A) sin] (3.66) 


k=1 
所 描述 的 系统 , 当 输 入 在 n=0 时 刻 以 前 为 零 且 在 输入 变 为 非 零 之 前 满足 初始 松弛 条 件 时 ,系统 为 
因果 LTI 系统 ,所谓 初始 松弛 条 件 ,也 就 是 

y[—N], YN + 1), +=, y{=1] 
都 假设 为 零 。 虽 然 带 有 初始 松 弛 条 件 的 差分 方程 可 以 用 来 定义 LTI 系统 ,但 仍 希 望 知道 其 对 应 的 
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3 
we 
N 


系统 函数 。 如 果 对 式 (3. 66) 应 用 线性 性 质 ( 见 3.4. 14) 和 时 移 性 质 ( 见 3.4.2 节 ) ,可 以 得 到 





N 
ak \ _—k ih 
全 二 全 ¥(z) + X(z f 
= L(a) i = (2): (2) (3.67) 
求解 Y(z) ,并 用 X(z) 和 差分 方程 的 系数 进行 表示 ,可 以 得 到 

M 
> bee 

res |e X) (3.68) 
yoa” 


k=0 
通过 对 式 (3. 65 ) 和 式 (3. 68 ) 进行 比较 可 以 得 到 ,对 于 用 式 (3..66 ) 描 述 的 LTI RAK, HA SEK 
数 为 
M 
She * 


H(z) = E (3.69) 


> ayz* 


k=0 
因为 由 式 (3. 66) 差分 方程 定义 的 系统 是 因果 的 ,根据 3.2 节 的 讨论 可 知 , 式 (3.69) 中 的 H(z) 必须 
具有 一 个 形式 为 |z | >m 的 收敛 域 , 且 由 于 收敛 域 不 能 包含 极点 ,因此 re 必须 等 于 H(z) 距离 原点 
最 远 的 那个 极点 的 幅度 。3. 2 节 还 证 实 了 ,如 果 关 <1, 即 所 有 的 极点 都 位 于 单位 圆 内 部 ,那么 系统 
是 稳定 的 ,上 且 系 统 的 频率 响应 可 通过 将 式 (3. 69) 中 的 :设置 为 ==e" 来 获得 。 
注意 到 ,如 果 将 式 (3. 人 


Saline -S mee (3. 70) 


k=0 k=0 
那么 式 (3. 69) ,即将 系统 函数 ( 和 稳定 系统 的 频率 响应 ) 表示 为 两 个 以 z 为 变量 的 多 项 式 之 比 的 
形式 ,可 以 直接 进行 简化 ,可 以 看 出 分 子 是 有 关 输 入 的 系数 和 延迟 项 的 z 变换 表达 式 , 而 分 母 则 表 
示 了 有 关 和 输出 的 系数 和 延迟 项 。 类 似 地 , 当 给 出 了 形 如 式 (3. 69) 的 z 多 项 式 之 比 的 系统 函数 后 ， 
可 以 直接 写 出 具有 式 (3.70) 形 式 的 差分 方程 ,再 将 其 写 为 式 (3.66) 的 形式 从 而 得 到 递 推 实现 
结构 。 
例 3.21 一 阶 系统 
假设 一 个 因果 LTI 系统 可 以 用 如 下 差分 方程 来 描述 : 
yln|=ayln — 1] + x[n] (3.71) 
通过 观察 ,得 到 该 系统 的 系统 函数 为 


He) = ——— (3.72) 
其 中 收敛 域 为 |z| > |a|。 基 于 此 ,并 根据 表 3.1 中 的 内 容 5 得 到 系统 的 脉冲 响应 为 
hin] =a" ula} (3. 73) 


最 后 ,如 果 x[ nj] 是 一 个 具有 有 理 z 变换 的 序列 ,如 x[m] =Auln] ,可 通过 3 种 不 同 的 方法 
来 得 到 系统 的 输出 。(1) 对 式 (3.71) 中 的 差分 方程 进行 迭代 处 理 。 一 般 来 说 ,这 种 方法 可 以 
在 具有 任意 输入 的 情况 下 采用 ,可 以 广泛 用 来 实现 系统 。 但 它 不 能 直接 得 到 一 个 对 所 有 nn 都 
有 效 的 闭 式 结果 ,即使 这 种 闭 式 表达 是 存在 的 。(2) 利 用 2.3 节 中 介绍 的 方法 计算 出 x[n] 和 
yLnj] 的 卷 积 。(3) 由 于 x[n] 和 hh[n] 的 z 变 换 都 是 z 的 有 理 函 数 , 可 以 利用 3.3.2 节 给 出 的 部 
分 分 式 法 找 出 对 所 有 n 都 有 效 的 输出 的 闭 式 表 达 。 例 3.20 即 用 此 方法 。 
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第 5 章 和 后 面 的 章节 中 将 更 多 地 使 用 z 变换 。 例 如 ,3.2. 3 节 将 得 到 具有 有 理 系统 函数 的 LTI 
系统 单位 脉冲 响应 的 一 般 表 达 式 ,并 阐明 系统 的 频率 响应 是 如 何 与 A(z) WE .极点 位 置 相 关 的 。 


3.6 Hin zE 


由 式 (3.2) 所 定义 的 ,以 及 目前 所 考虑 的 z 变换 ,更 精确 地 说 是 指 双边 z 变换 。 相 应 地 , 单 边 z 
变换 的 定义 如 下 : 
Xz) = S xine” (3.74) 
n=0 
单 边 2 变换 与 双边 = 变换 的 不 同 之 处 在 于 , 求 和 下 界 总 是 固定 为 0, 不 考虑 n<0 所 对 应 的 x[nj 值 。 如 
果 当 n<0 时 x[n] =0, 那 么 单 边 z 变换 和 双边 z 变换 是 一 致 的 ,否则 ,如 果 当 n<0 时 x[ nj 不 为 0, 则 两 
者 不 同 。 下 面 用 一 个 简单 的 例子 来 说 明 。 


例 3. 22 单位 脉冲 的 单 边 变换 
Lik x, [n] =6[n] ,那么 由 式 (3.74) 可 以 清楚 地 得 到 xi(z) =1, 这 与 单位 脉冲 的 双边 z E 
换 结 果 相 同 。 然 而 ,考虑 信号 x,[n] =6[n+1] =x [n+1], 4AA (3.74): (z) =0, 而 其 
双边 z 变换 则 为 X,(z) =zX (z) =z 


因为 单 边 变换 有 效 地 忽略 了 任何 左边 部 分 ,所 以 单 边 z 变换 收敛 域 的 性 质 将 与 一 个 假设 
在 n<0 时 序列 值 为 零 的 右边 序列 的 双边 z 变换 相同 。 也 就 是 说 ,所 有 单 边 z anes 
具有 |z| >ri 的 形式 , 且 对 于 有 理 单 边 z 变换 ,收敛 域 的 边界 可 以 由 = 平面 上 距离 原点 最 远 的 

在 数字 信和 号 处 理应 用 中 , 形 如 式 (3. 66 ) 的 差分 方程 通常 都 是 在 初始 松弛 条 件 下 使 用 的 。 
然而 ,在 某 些 情况 下 , 非 初始 松弛 条 件 可 能 会 发 生 。 此 时 , 单 边 z 变 换 的 线性 性 质 和 时 移 性 质 
则 成 为 十 分 有 用 的 工具 。 对 于 单 边 z 变换 ,线性 性 质 与 双边 z 变换 的 线性 性 质 ( 见 表 3.2 中 的 
性 质 1) 相 同 ; 但 时 移 性 质 与 双边 z 变 换 的 不 同 , 因 为 单 边 变换 的 求 和 下 限 固定 为 0。 为 了 说 
明 如 何 得 到 时 移 性 质 , 考 虑 一 个 单 边 z 变 换 为 Y4z) 的 序列 x[z] ,并 令 y[zj=x[nz-1ll。 那么 
按 定义 得 到 


OO 


Va) = Dale = de 


n=0 


对 求 和 下 标 进 行 m=n -1 HER, 3(z) 可 写 为 
Vz) = D x[m]z z 一 w+1) 一 =x[-1] +z zl Şo alm) 


m=—1 m=0 
因此 得 到 
V = x[—1] + 27! A(z) (3.75) 
是 ,要 得 到 一 个 延迟 序列 的 单 边 = EH TH EE (2) I OR A YE. eK WY 
peas 4 WR yla] =x[n-k], Hk >0, IRA 
Y(z) = x[—k] + x[—k + 1g) + ee + x fd! e) 
k 
一 So xm —k—1z™tl+z X2) 
mæl 


下 面 的 例子 将 说 明 如 何 利用 单 边 z 变换 来 求解 带 有 非 零 初始 条 件 的 差分 方程 的 输出 。 


(3. 76) 
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例 3. 23 非 零 初始 条 件 的 影响 
考虑 一 个 由 如 下 线性 常 系数 差分 方程 描述 的 系统 : 
yla] — ayin — 1] = xla] (3.77) 
这 与 例 3.20 和 例 3.21 中 的 系统 相同 。 假 设 n<0 时 x[n] =0, H Æn= -1 处 的 初始 条 件 记 为 
y[ -1]。 对 式 (3.77) 做 单 边 z 变换 并 利用 线性 性 质 和 式 (3.75 ) 的 时 移 性 质 可 得 
Vz) 一 ay[ 一 1 —az ly(z) = X (2) 





RAY (z) 4 SI) 
YQ) = antl + -i — X (z) (3.78) 
注意 到 ,如 果 y[ -1] =0, 则 式 (3.78) 中 的 第 一 项 便 没 有 了 aV) =H(z)X(z), EP 
1 
H(z) = |z| > lal 





1— az!’ 


Æ LTI 系统 的 系统 函数 ,该 系统 对 应 et 77) 的 差分 方程 。 这 说 


bs 初始 松弛 条 件 对 于 保证 和 迭代 差分 方程 是 一 个 LIIT 系统 是 必需 的 。 进 一 步 发 现 , 如 果 对 于 所 
A n KA x[n] =0, 那 么 senile 
yla] = yl-ija”t!, n> -1 


也 就 是 说 ,如 果 YyY[ -1] 关 0, 则 系统 就 不 具有 线性 性 质 ,因为 线性 系统 的 尺度 性 质 [ 见 
式 (2.23b) ] 要 求 , 当 输 入 对 于 所 有 nn 都 为 零 时 ,输出 也 同样 对 于 全 部 nn 都 为 零 。 

更 为 具体 地 ,如 例 3.20 中 假设 x[n] =Au[n], 通 过 观察 x[n] =Au[n] 的 单 边 z 变换 结果 
可 以 得 到 nn 三 -1 时 y[Ln| 的 等 式 , 该 单 边 z 变换 为 














es lz| >1 
于 是 式 (3.78) RA 
ay|—1] A 
A 1= gaz"! tasa TM a (3.79) 
对 式 (3.79) 应 用 部 分 分 式 展开 得 
A aA 
sh ay|—1] l-a “=g 
raS 1 :=e 1-27! 1—az7! 
由 此 得 到 完整 的 结果 为 
y| 一 1 ， 几 二 一 ] 
yin] = yin! 4 (1-a), n>=0 (3. 80) 
c a 
CS 
ZIR ZICR 


A (3. 80) 说 明 系 统 响应 由 两 部 分 组 成 。 零 输入 响应 (ZIR) 是 当 输 入 为 零 时 的 响应 ( 当 4 =0 时 
对 应 于 这 种 情况 ) 。 零 初始 条 件 响 应 (ZICR) 是 与 输入 直接 成 正比 的 部 分 (正如 线性 性 质 所 要 
求 的 )。 当 y[ -1] =0 时 ,该 部 分 仍然 保留 。 从 习题 3. 49 中 可 知 ,这 种 将 结果 分 解 为 ZIR 和 
ZICR 分 量 的 做 法 对 于 任意 具有 式 (3. 66 ) 形 式 的 差分 方程 都 适用 。 


3.7 小 结 


本 章 定义 了 序列 的 = 变换 ,并 指出 它 就 是 傅 里 叶 变 换 的 推广 。 本 章 重点 讨论 z 变换 的 性 质 , 以 
及 求 一 个 序列 z 变换 的 方法 ,或 者 反之 。 特 别 是 , 当 仁 里 叶 变换 不 存在 时 ,z 变换 所 定义 的 宕 级 数 可 
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能 收敛 。 本 章 详细 阐明 了 收敛 域 的 形状 与 序列 性 质 的 依赖 关系 。 对 收敛 域 性 质 的 深入 理解 是 正确 
运用 z 变换 的 关键 ,特别 是 在 确定 由 给 定 的 z 变换 求 相 应 的 序列 , 即 求 = 逆 变 换 的 各 种 方法 时 。 大 
部 分 有 关 收 敛 域 的 讨论 都 放 在 有 理 函 数 z 变换 上 。 对 于 这 类 函数 ,给 出 了 基于 X(z) 部 分 分 式 展开 
的 求 逆 变换 的 方法 。 此 外 ,讨论 了 诸如 利用 查 表 的 适 级 数 展开 法 和 长 除法 等 其 他 方法 。 

本 章 的 一 个 重要 部 分 是 讨论 z 变换 的 多 种 性 质 , 这 些 性 质 在 分 析 离 散 时 间 信 号 与 系统 时 非常 
有 用 。 并 引用 大 量 例子 来 说 明 如 何 利用 这 些 性 质 求 z 变换 和 z 首 变换。 


习题 


BA (MAR) 


3.1 求 下 列 序列 的 = 变换 ,包括 收敛 域 。 
(a) GY uin] 
(b) -(4)"ut-n 一 划 
(c) (3) u[—n] 
(d) SI 
(e) dn — 1] 
(£) ô[n +1] 
(g) GY (ulnl — uln — 10) 
3.2 求 下 列 序列 的 z 变换 


n, O<n<N-1 
: IN. Neen 


3. 3 求 下 列 每 个 序列 的 :变换 ,包括 收敛 域 ,并 夯 出 零 - 极 点 图 。 全 部 以 闭 式 表示 ,a 可 为 复数 。 
(a) xaln] = al”, 0<lgal<!1 


1 O<n<N-1 


(b) xplal = | 0. 其 他 


n+, O<n<N-1 
(e) želal = 4 2N-1—n. N<n<2(N-1) 
0. 其 他 


提示 :注意 x,[n] 是 一 个 矩形 序列 ,而 x,[ nj 是 一 个 三 角 序列 。 首 先 用 x,[n] 表 示 x,[n]。 

3.4 考虑 z 变 换 , 其 零 - 极 点 图 如 图 P3.4 所 示 。 
(a) 车 已 知 傅 里 叶 变 换 存在 ,确定 X(z) 的 收敛 域 ,并 
确定 这 时 相应 的 序列 x[z] 是 右边 .左边 还 是 双 





边 序列 o 
(b) 有 多 少 可 能 的 双边 序列 都 有 如 图 P3. 4 所 示 的 零 - 
极点 图 ? 


Ce) 对 于 图 P3.4 所 示 的 零 -极点 图 ,有 无 可 能 有 一 个 
既 稳 定 又 因果 的 序列 与 其 对 应 ?车 有 ,请 给 出 相 
应 的 收敛 域 . 
3.5 求 具有 如 下 z 变换 的 序列 x[ nj: 


X(z)=(1+2z)(L+3z-D = z7!) 
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3.6 对 以 下 列 z 变换 ,用 3.3 节 讨 论 的 两 种 方法 一 一 部 分 分 式 展 开 法 和 考级 数 展开 法 , 求 各 自 的 
z 逆 变 换 。 另 外 ,指出 在 每 种 情况 下 传 里 叶 变 换 是 否 存在 。 

















) X(z)= 1z| > > 
a a ree aie: 
b) X l | 
2) 一 Ki = 
(b) X(z) MeT | 5 
i= tg! 1 
(e) X(z) = 2 l= = 
二 = 1-2 pd 
1+3 +g? = 
' 1-427! 1 
(d) kae E |z| > 3 
1—az-! 
(ey X= — Iz] > ll/a 





z7! =g 


3.7 一 个 因果 的 LII 系统 的 输入 为 
xla] = uļl—n — 1] + ( 5) vm 
该 系统 的 输出 的 z 变换 为 


a 
(1— $71) (1 +27!) 
(a) 求 系统 单位 脉冲 响应 的 z 变换 A(z) ,标明 收敛 域 。 
(b) Y(z) 的 收敛 域 是 什么 ? 
(c) Kyln]. 
3.8 一 个 因果 LTI 系统 的 系统 函数 是 


Y(z)= 





系统 的 输入 为 





1 n 
xla] = ( 3) ulļn]|+uļ—n — 1] 


(a) 求 系统 的 单位 脉冲 响应 h[ nj]。 

(b) 求 输出 y[n] 

(c) 该 系统 是 稳定 的 吗 ? 即 h[n] 是 绝对 可 加 的 吗 ? 
3.9 一 个 因果 的 LTI 系统 有 单位 脉冲 响应 4[nj ,其 z 变换 为 


1 十 5 














(a) A(z) OWE FP A? 
(b) 系统 是 稳定 的 吗 ? 请 解释 。 
(ce) 某 一 输入 x[m] ,产生 的 输出 为 


] 本 4 
ylin] = | 5) ulnl 3 (2"ul—n — 1] 





AK x[n] BY z ER X(z) 。 
(d) 求 系统 单位 脉冲 响应 h[n]。 
3. 10 ”无 须 求 出 X(z) , 求 下 列 各 序列 = 变换 的 收 和 敛 域 ,并 判断 傅 里 叶 变 换 是 否 收敛 


(a) *Iln|= G)" + (3) | uln — 10] 


100 
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(b) xin] = le i. 10 

(e) xin] = 2"ul—n] 

(ay atm =[ (4) = ee un -a 
(e) x[n] = ufin + 10] — ufin +5] 


=j 
(f) xian] 三 (4)" uln| + (2+ 3j)"—2ul—n — 11 


下 列 z 变换 中 ,哪些 可 能 是 一 个 因果 序列 的 z 变换 ? 无 须 求 出 = WAS a, FES A BE eA 


出 答案 ,并 分 别 给 出 理由 。 





wn 


SS" Ni 


十 | 一 N= 





a 


a 


a 
N a 
| 
A IJ 一 
Kd 





~ 
a 


A 


— 
| 
Nir 
ee” 


画 出 下 面 每 个 z 变换 的 零 - 极 点 图 ,并 标 出 其 收敛 域 。 


-> 一 1 
1+ 22-1 


1- 4z 
(a) Xy(z) = —+~—,, 收敛 域 :|z| < 2 





(b) X2(z) = xla 为 因果 序列 


F-a 2 -TY 
ITC 
C= a 22 

+a 8 wml 绝对 可 加 


] 一 Be +272 


因果 序列 gL n] 的 z 变换 为 


(c) X3(z) = 


G(z) = sin(z7 101 +322 +2274) 
求 g[11]。 
l 
4 H(z) = 


Laji” 





H h[n] =A au[n] +A aul n], R A,A a, Fla, 的 值 。 


# H(z) = 一 |2| >0, 对 应 的 LTI 系统 是 因果 的 吗 ? 陈述 你 的 理由 。 
| -—z 


2 
当 一 个 LTI 系统 的 输入 为 


1 n 
xin] = (3) uln] + (2)"uf—n — 1] 


1 n 2 n 
y[nJ=5 (3) ulna] —5 (3) ulna] 


(a) 求 该 系统 的 系统 函数 A(z) , 夯 出 H(z) 的 零 - 极 点 图 并 指出 收敛 域 。 
(b) 求 系统 的 单位 脉冲 响应 h[n]。 
Co) 写 出 满足 给 定 输入 和 输出 关系 的 差分 方程 。 


时 ,相应 的 输出 为 





3. 20 


基本 题 


3. 21 
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(d) 系统 是 稳定 的 吗 ? 是 因果 的 吗 ? 
考虑 一 个 其 输入 xLn | 和 输出 y[Lnj 满 足 如 下 差分 方程 的 LIT 系统 : 


y[n — 2] = x[n| —x]n—1] 





5 
yin} zyn 1] 


SR n =O 时 ,该 系统 单位 脉冲 响应 h[ nj] 的 所 有 可 能 值 。 
一 个 因果 LTI 系统 的 系统 函数 为 


A(z) 一 


14221422 


(i+ 32-)a =g 1) 





(a) 求 该 系统 的 单位 脉冲 响应 hln] 。 

(b) HAX x[n] =2n 时 , 求 系统 输出 yLn]。 

对 下 列 每 一 对 输入 的 z 变换 X(z) 和 系统 函数 H(z) ,确定 输出 的 z 变 换 Zz) 的 收敛 域 。 
(a) 








X(z) = 一 一， |z| > = 
. 144271 2 
1 
H= =; Zz = 
(z) = zi> z 
(b) 
1 
X(z) = Al lz| <2 
H(z) |z| 
g= z > = 
1— $271 3 
(ec) 
1 
X(z) = < |z| <3 





对 下 列 每 一 对 输入 和 输出 的 z 变换 X(z) 和 Y(z) ,确定 系统 函数 有 H(z) 的 收敛 域 。 
(a) 














X(z) = : |z| : 
z 1 al> z 
1 2 
Y(z) = I] lz|> 3 
1+ 327 = 
(b) 
X(z) |z| 
2) = š Jez 
1 z7! 3 
1 1 1 
Y(z) = < |z| < = 
= dnl t= 6 3 
(1= g2-!) (14 42-1) 


一 个 因果 LTI 系统 具有 如 下 系统 函数 : 


4 十 0.2$z-1 一 0.5z-2 
H(z) = 


a = 0.25774 +0.5z7!) 
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3. 22 


3. 23 


3. 24 


3. 25 


3. 26 


3. 27 
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(a) H(z) AWE fF A? 

(b) 判断 系统 是 否 为 稳定 的 ? 

(e) 给 出 输入 xLn] 和 输出 yLnj] 所 满足 的 差分 方程 。 

(d) 利用 部 分 分 式 展开 计 算 hln |] 的 单位 脉冲 响应 。 

(e) 计算 输入 为 x[n] sul -zz -1 时 ,输出 的 z 变 换 X8z) ,并 指出 YXz) 的 收敛 域 。 
(1) 计算 输入 为 x[ nj sul -21 时 ,输出 序列 y[m]。 

一 个 因果 LTI 系统 的 系统 函数 为 

eS = = 
该 系统 的 输入 为 


n 
xin] =ulnl+2co0s (Fn). 一 Do < 用 一 cc 


确定 大 的 正 冯 值 所 对 应 的 输出 y[zj, 即 找 出 y[zaj 的 表达 式 , 该 式 随 着 于 逐渐 增 大 将 逐 
渐 接 近 准 确 。( 当然 ,一 种 办 法 是 找 出 对 所 有 n 都 有 效 的 y[n] 表 达 式 ,但 应 该 找到 一 种 
更 容易 的 方法 。) 

考虑 一 个 线性 时 不 变 系统 ,其 单位 脉冲 响应 hln] 为 


a", n=O 
hin) = n<0 


且 输 入 为 
n [L Osnan<s(N-1) 
xia] = 0， 其 他 


(a) 用 x[n] 和 hlnj 的 离散 卷 积 精确 求 出 输出 yn] 
(b) 用 输入 x[n] 和 单位 脉冲 响应 h[n] 的 z 变换 的 乘积 的 z 逆 变换 求 输出 Ln] 
考虑 一 个 稳定 的 LTI 系统 ,其 单位 脉冲 响应 的 z 变换 有 H(z) 为 

3 


H = 一 一 
1 + 32) 


假定 系统 的 输入 xf[m] 为 一 个 单位 阶 跃 序列 。 
(a) 用 x[n] 和 hln] 的 离散 卷 积 求 输出 yla]. 
(b) 用 求 Y(z) 的 z 道 变换 求 输出 y[n]。 
夯 出 下 列 每 个 序列 , 求 它 们 的 z 变换 ,包括 收敛 域 : 
(a) x ln — 4k] 

人 一 一 co 
(b) 5 [ ei” +eos( Fn) + sin (3 十 2nn) | uin] 
考虑 一 个 右边 序列 x[n |], 其 z 变换 为 


1 z? 
X (z) 


< 





(1—az-l)(l—bz-l) (z—a)(z—b) 
3.3 节 曾 讨论 过 将 X(z) 看 作 : 的 多 项 式 之 比 ,用 部 分 分 式 展开 来 确定 x[n]。 现 考虑 将 X(z) 
转化 为 z 的 多 项 式 之 比 ,并 从 其 展开 式 中 确定 x[n]. 
计算 如 下 序列 的 单 边 z 变换 ,包括 收敛 域 。 
(a) ŝin] 
(b) ô[n— 1] 
(c) ôin +1] 


(d) GY uln]| 
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(e) —(4)" ut-n- 1] 
(f) (4) u|[—n] 
(g) I(E) + (4) "vain 


(h) (1) un = 1] 

3. 28 WREG) KR xl n] HJE 2 ee EP fa S R 2 E, RRRA C) 的 形式 ， 
(a) x[n—2] 
(b) xIn+1] 


n 


(c) > xim] 


3. 29 对 于 下 列 差分 方程 及 给 定 的 相关 输入 和 初始 条 件 , 利 用 单 边 z ABI HY n So 时 的 系统 响 
Myln]o 


(a) Yin} +3yln—1] = xIn] 
1 n 
Alin = (5) uln| 
y[-1] = 1 
(b) yin] 一 syn — 1] = x|n|— 5xin -1| 
xin] = u[n| 
y[—-1] = 0 





(e) vin] lyja 1] = x[n] $xIn 1] 


x[n] = G) uln] 
yI-1] = 1 


深入 题 
3. 30 一 个 因果 LTI 系统 的 系统 函数 为 


1—z-! 1—2z-! 
H(z) - 


1—0.252-2 (1-0.5: Dd +0.57) 

(a) 计算 输入 为 x*Lnj] sul n] TRAA Hh 

(b) MEMA xin] ,使 得 该 系统 相应 的 输出 为 y[n] =6[n] -6[n-1], 

(c) MWAH x[n] =cos(0. 5mn), -© <n<% ,计算 输出 y[n]。 请 用 尽量 简单 的 形式 表示 
3.31 求 下 列 各 =z 逆 变换 :(a) 一 (ce) 按 要 求 方法 求 ,(d) 可 用 任意 方法 。 

(a) 长 除法 : 











] 一 1,-1 
XG) = 一 一， xm 为 右边 序列 
+ cron 
(b) 部 分 分 式 法 : 
3 
X(z)= PEPE OF XIn] 为 稳定 序列 
Z = a Re 
(c) FER AGE : 
X(z) = In(l — 4z). |z| < 
(d) X(z) = l lz| >3-14 
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3.32 ”用 任意 方法 求 下 列 各 z 逆 变 换 。 
] 
(a) X2) 一 3 (xln| 为 稳定 序列 ) 
(1 十 3271) (1 — 2z-1)(1 — 3271) 





(b) Xe) =e?! 


a 
Ce) xos E. (aim) 为 左边 序列 ) 


3. 33 求 下 列 备 z 首 变换。 应 该 发 现 3.4 节 所 讨论 的 z 变换 的 性 质 是 有 助 于 解 题 的 。 


Ai 
—3 








(a) X(z) = XIn| 为 左边 序列 


(1-4) 
(b) X(z) =sin(z) ,收敛 域 包 括 |z| =1 
z7 一 2 
z7 
3.34 一 个 序列 x[n] 的 z 变 换 为 X(z) =e +e, z0, 3R alr], 
3.35 ” 按 下 列 要 求 分 别 求 z 道 变换: 


z: 





lzl> 1 


(e) X(z) = i 


1 
X(z) = log (1 — 2z). |z| < 7 
(a) HERZ 
oo ym 
l 一 .中 三 一 —, x 
og(1 — x) >D = Ix] <1 


m=l 
(b) 首先 将 X(z) 微 分 ,再 用 它 来 恢复 x[m]。 
3.36 求 下 列 序列 的 z 变换 和 收敛 域 ,并 画 出 零 - 极 点 图 。 
(a) xin] =a"uln| + b"uln| + c"ul—n — 1), jal < |p| < lal 


a} xin] = na ujn 
(b) xin] = n2a"uln| 


(c) xln] = en [cos (57) Jain _ ent [cos (3) uln—1| 

3.37 图 P3.37 所 示 为 因果 序列 x[Lnj] 的 z 变换 X[z] 的 零 - 极 点 图 。 夯 出 了 (z) 的 零 -极点 图 ,这 里 
yln] =x -n+3], 同 时 标 出 Y(z) 的 收敛 域 。 

3.38 italn] ABA UWK P3.38 所 示 的 零 - 极 点 图 的 序列 , 画 出 下 列 序列 的 零 -极点 图 : 
(a) ylal= (4) xin) 


(b) wlal= cos( Z5 )xIn] 























Tm OP 
T 1 Re 
2 
图 P3. 37 图 P3. 38 
3.39 求 因果 系统 的 单位 阶 跃 响应 ,其 单位 脉冲 响应 的 z 变换 为 
3 
H(z) = i =A 


3.40 若 一 个 LTI 系统 的 输入 x[n] 为 x[n] =uln] ,输出 为 
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3. 41 


3. 42 


3. 43 


3. 44 


3. 45 


1 n—l 
ylal = (5) u[n+ 1] 


(a) 求 该 系统 单位 脉冲 响应 的 = 变换 H(z) ,并 画 出 它 的 零 -极点 图 。 
(b) 求 单位 脉冲 响应 hln] 。 

(c) 该 系统 是 稳定 的 吗 ? 

(d) 该 系统 是 因果 的 吗 ? 

考虑 一 个 序列 x[n] ,其 z 变换 为 


— 


1 1 





3 4 
X(z) = + 
1-527! 1 一 2z=-1 


收敛 域 包括 单位 圆 。 利 用 初 值 定理 (见习 题 3.57) 求 x[0]。 
如 图 P3. 42 所 示 ,H(z) 是 一 因果 LTI 系统 的 系统 函数 。 
(a) 利用 图 中 各 信号 的 z 变换 , 求 用 如 下 形式 表示 的 WW(z): 
W(z) = Ay(z)X(z) + Ho(z)E(z) 
其 中 ,H(z) 和 H(z) 都 用 H(z) 表 示 。 
(b) Æ H(z) =2'/(1 -z ') ,确定 H, (z) Al H, (z). 
(c) 系统 有 H(z) 是 稳定 的 吗 ? ABE H (2) AM H, (2) EAE R? 
如 图 P3. 43 所 示 ,h[n] 为 虚线 框 内 LITI 系统 的 单位 脉冲 响应 。 系 统 h[nj 的 输入 为 vLnj ,输出 
为 w[n]。hin] 的 z 变 换 及 (z) 在 如 下 收敛 域内 存在 : 
0 < rmin < |z| < rmax < co 
(a) 单位 脉冲 响应 为 [nj 的 LTI 系统 能 否 是 BIBO( 有 界 输入 有 界 输出 ) 稳定 吗 ? 若 能 ,请 确 
定 不 等 式 中 对 rm 和 me 的 限制 ,以 使 系统 稳定 。 若 不 能 ,简要 说 明 原 因 。 
(b) 整个 系统 (虚线 框 ,其 输入 为 x[m] ,输出 为 yLn]) 是 LTI 的 吗 ? 若是 , 试 求 系统 的 单位 脉 
冲 响应 gLn]。 若 不 是 ,简要 说 明 原 因 。 
(c) 整个 系统 能 够 是 BIBO 稳定 吗 ? 车 能 ,请 确定 不 等 式 中 有 关 @a,ri, 和 7 的 限制 ,以 使 系统 
稳定 。 若 不 是 ,简要 说 明 原 因 。 


efn] 





| n a" 
T E EE | 
图 P3. 42 图 P3. 43 
一 个 因果 稳定 的 LTI 系统 5, 其 输入 x[n] 和 输出 yL nj] 由 下 列 线性 常 系数 差分 方程 所 关联 : 
10 
yin} + X akylmn — k] = x[n] + x[n — 1] 


k=l 
令 系 统 S 的 单位 脉冲 响应 为 序列 h[ nj]。 
(a) 证 明 AL0] 一 定 为 非 零 。 
(b) 证 明 a, 可 用 BB,h[0] 和 4h[1] 确 定 。 
(c) 车 h[n] =(0.9)"cos(mn/4),0<n<10, 画 出 系统 5 的 系统 函数 的 零 - 极 点 图 ,并 指出 收 
ON Sak 
一 个 LTI 系统 ,其 输入 x[n] 为 


1 n 
xin] = (3) uļn]+2”ul—-n — 1] 
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输出 yL nj 为 


1 n 3 n 
ylaļ=6 (5) u[n|—6 (3) u[n| 


(a) 求 该 系统 的 系统 函数 A(z) , 画 H(z) 的 零 - 极 点 图 ,并 指出 收敛 域 。 
(b) 求 系统 的 单位 脉冲 响应 hn | < 
(c) 写 出 表征 该 系统 的 差分 方程 。 
(d) 系统 是 稳定 的 吗 ? 是 因果 的 吗 ? 
3. 46 已 知 某 一 LTI 系 统 的 如 下 信息 : 
(i) 系统 是 因果 的 。 
(ii) HA xlna] A 


~~ 


1 /1\? 4 
x[n] 三 一 三 (5) u|n| 一 3 (2)" uf[—n — 1] 


3 
时 Aa yn] BY 2 AER 
1 一 z 一 


人 人) 





Y(z) 


(a) 求 x[Lnj] 的 z 变 换 。 
(b) 给 出 Y(z) 收 敛 域 的 可 能 结果 。 
(c) 写 出 表征 系统 的 线性 常 系数 差分 方程 的 可 能 结果 。 
(d) 写 出 系统 单位 脉冲 响应 的 可 能 结果 。 
3.47 令 x[nj 为 一 个 离散 时 间 信号 ,并 有 x[n] =0,n<0, 其 z 变 换 为 X(z)。 另 外 ,给 定 x[n] ,定义 
离散 时 间 信 号 yl ne] A 


Ww wa 


defn], n>0 


yln| = 
其 他 


(a) 利用 X(z) 计 算 Y(z)。 
(b) 利用 (a) 的 结果 , 求 如 下 w[ nj 的 z 变 换 : 


1 
wlan] = pr —1] 


3.48 ”信号 yLn] 是 菜单 位 脉冲 响应 为 h[n] 的 LTI 系统 ,在 给 定 输入 x[n] 下 的 输出 。 始 终 假定 y[ n] 
是 稳定 的 ,z 变换 为 Y(z) ,其 零 - 极 点 图 如 图 P3. 48-1 所 示 。 信 和 号 x[n] 也 是 稳定 的 ,其 z 变换 









































的 零 - 极 点 图 如 图 P3. 48-2 所 示 。 
1.5 
z 平 面 
1 1 z 平 面 
0.5 
T 0.5 
a ° en 7 3 | 
-0.5 42 5 ° 
4 -0.5 
-1.5 过 
-1 0 1 2 -1 0 1 
Re(z) Re(z) 
图 P3. 48-1 K| P3. 48-2 


(a) Y(z) 的 收敛 域 是 什么 ? 
(b) yL nj 是 左边 、 右 边 或 双边 信号 吗 ? 


第 3 章 z 变 换 107 





(ce) X(z) 的 收敛 域 是 什么 ? 
(d) x[n] 是 因果 序列 吗 ? 也 即 是 否 x[n|] =0,n <0? 
(e) 求 x[0] 的 值 ? 
(f) 画 出 A(z) 的 零 - 极 点 图 ,并 表示 出 它 的 收敛 域 。 
(g) h[n] 是 反 因果 的 吗 ? 也 即 是 否 hlnj] =0,n>02 
3.49 考虑 式 (3. 66) 的 差分 方程 。 
(a) 证 明 在 非 零 初始 条 件 下 ,差分 方程 输出 的 单 边 z 变换 为 


N k M 
》 ax 6 yim — k — new] 及， bez * 


k=1 m=1 
N 
ae agz* 
k=0 


(b) 利用 (a) 的 结果 证 明 输出 具有 如 下 形式 ; 
yl n] = Yam [n] + Yaicr [ 
式 中 ,yn[n] 为 当 输 入 对 所 有 nn 都 为 零 时 的 输出 ,yar[n] 为 初始 条 件 为 全 零 时 的 输出 。 
Ce) 证 明 当 初始 条 件 为 全 零 时 ,结果 简化 为 双边 z 变换 结果 。 


扩充 题 


3.50 今 x[nj 为 一 个 因果 序列 , 即 x[Lnj] =0,n<0, DBE [0] 40 H z 变换 为 一 个 有 理 函 数 。 
(a) 证 明 X(z) 没 有 极点 或 零点 在 z= % 处 ， 即 limX(z) 非 零 且 有 限 。 
(b) 证 明 在 有 限 z 平 面 上 极点 数 等 于 零点 数 (有 限 z 平 面 不 包括 z= % )。 

3.51 考虑 具有 z 变换 为 X(z) =P(z)/Q(z) 的 序列 ,其 中 P(z) 和 Q(z) 都 是 z 的 多 项 式 。 如 果 该 序 
列 是 绝对 可 加 的 ,是 0(z) 的 全 部 根 都 在 单位 圆 内 ,该 序列 一 定 是 因果 的 吗 ? 若是 ,请 给 出 确 
切 解释 。 若 不 是 ,请 给 出 一 个 相反 的 例子 。 

3.52 ” 令 x[7] 为 一 个 因果 稳定 序列 ,其 = 变换 为 X(z)。 定 义 复 倒 谱 对 7 为 Xz) 对 数 的 逆 变 换 , 即 

R) = log X(z) <> ŝin] 

其 中 ,X(z) 的 收敛 域 包括 单 位 圆 (严格 地 讲 , 取 某 个 复数 的 对 数 要 仔细 考虑 。 再 者 ,一 个 有 
效 z 变换 的 对 数 可 能 不 是 一 个 有 效 的 z 变换 。 目 前 暂 假 定 都 成 立 )。 
求 下 列 序列 的 复 倒 谱 : 





Vz) = 


sials tatas Ni alsi 
3.53 {Ri x(n] ASA HIRAI, BI x[n] =al —n] ;再 假设 za H Xl AER, BI XC) =0。 
(a) 证 明 1/z 也 是 X(z) 的 一 个 零点 。 
(b) 还 有 其 他 X(Cz) 的 零点 隐 含 在 所 给 出 的 信息 中 吗 ? 
3. 54 利用 z 变 换 定义 式 (3.2) WENA A X(2) Æ x[n] =xrLn] +jx,[n] AY z 变换 ,那么 
(a) xslnl  x*(z*) 
(b) x[-m > x(1/z) 


Z 

(e) rwlnl > SIX(z) + X* (a*)] 
z 1 

(d) x ba) > IXE) Xa) 


3.55 ”考虑 一 个 实 序列 x[n], E: 变换 的 全 部 零 .极点 都 在 单位 圆 内 。 利 用 x[z] 求 另 一 个 实 序列 
x(n] x(n] BEF x[n] ,但 是 有 xi [0] =x[0], |x[n] | = | xin] | ,并 且 xi[nj] 的 z 变换 的 
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3. 56 


3. 57 


3. 59 
3. 60 


全 部 零 .极点 也 在 单位 圆 内 。 

一 个 实 的 有 限 长 序列 , 若 它 的 z 变换 没有 零点 位 于 共 思 倒 数 对 的 位 置 上 ,上 且 没 有 零点 位 于 单 
位 贺 上 , 则 除了 一 个 正 的 幅度 加 权 系 数 以 外 , 它 可 以 唯一 地 由 储 里 叶 变 换 的 相位 来 确定 。 
( Hayes et al. ,1980) 。 

F AERIUS EA — I Ez = @ Mla) ” 。 虽 然 能 产生 某 些 序列 ,它们 不 满 
足以 上 条 件 , 但 几乎 任何 有 实际 意义 的 序列 都 满足 这 些 条 件 ,因此 这 些 序列 是 可 以 唯一 地 
由 它们 的 傅 里 叶 相 位 来 确定 的 ,除了 一 个 正 的 幅度 加 权 系 数 外 。 

考虑 一 个 序列 x[n], 它 是 实 的 , 且 在 0<n<N-1 以 外 为 零 。 它 的 z 变换 没有 零点 在 共 
e 倒 数 对 的 位 置 上 ,也 没有 零点 在 单位 贺 上 。 希 望 建立 一 个 算法 ,要 从 LX(e”) 中 恢复 
cx[n] ,LX(e”*) 是 x[nj] 侍 里 叶 变 换 的 相位 ,c 为 一 个 正 的 幅度 加 权 系 数 。 | 
(a) 给 出 一 组 (N -1) 个 线性 方程 , 它 的 解 将 提供 从 tan | LX(e”*)| 中 恢复 出 x[n], 但 有 一 个 

正 的 或 负 的 幅度 加 权 系 数 。 不 必 证 明 这 组 (N - 1) 个 线性 方程 组 有 唯一 解 。 同 时 证 明 ,如 

果 已 知 和 ZX(e*) 而 不 是 刚才 的 tan| LX(e*)| ,那么 幅度 加 权 系 数 的 符号 就 能 确定 。 

(b) 假设 





n<0 
n=0 
ñ= 1 
n=2 
0, nes 
利用 (a) 建 立 的 方法 ,说 明 cx[n] 可 以 由 LX(e”*) 确 定 , 这 里 c 是 一 个 正 的 幅度 加 权 系 数 。 
一 个 序列 x[n] 在 n<0 为 零 ,利用 式 (3.2) 证 明 
Jim X (2) = x/0| 
这 个 结果 被 称 为 初 值 定理 。 如 果 n >0, 该 序列 为 零 , 相 应 的 定理 是 什么 ? 
一 个 实 值 稳定 序列 x[ nj 的 非 周 期 自 相 关 函 数 定义 为 


cxxln|= JO xiklix[n +k] 


人 一 一 CC 


x[n] = 


OMNES 


(a) 证 明 c[n] 的 z 变换 为 
Ca) = X(z)X(z7!) 

确定 Calz) 的 收敛 域 。 

(b) {Rig x[n] =a"uln], ARH Co(z) 的 零 、 极 点 及 其 收敛 域 。 同 时 利用 Co (z) KI z BE 
HK cL no 

(e) 给 出 男 一 个 序列 xi[n], 它 不 等 于 (b) 中 的 x[n], 但 有 与 (b) 中 的 x[n] 相 同 的 自 相 关 函 
数 c[ nj。 

(d) 给 出 第 三 个 序列 x,[ nj , 它 不 等 于 x[nj 或 wj[n], 但 有 与 (b) 中 的 x[n] 相 同 的 自 相 关 
PRA. 

判断 X(z) =2* 是 否 能 对 应 于 某 个 序列 的 z 变换 ,说 明理 由 。 

S Xl) H z 的 多 项 式 之 比 , 即 





X(z)= Ba 
A(z) 
证 明 y 如 果 X(z) 在 Z = Zo 处 有 一 个 单 阶 极点 ,那么 X(z) 在 Z = Zo 处 的 留 数 就 等 于 
B(z0) 
A' (z0) 


SUP ,A' (zo) 为 4(z) 的 导数 在 z=z 处 的 值 。 


第 4 章 连续 时 间 信 号 的 采样 


4.0 引言 


虽然 离散 时 间 信 号 出 现在 很 多 情况 之 中 ,但 是 最 常见 的 还 是 作为 连续 时 间 信 号 的 采样 表示 而 
出 现 的 。 许 多 读者 对 于 采样 很 熟悉 ,本 章 将 回顾 一 些 基本 问题 ,包括 混 关 问题 和 一 个 重要 事实 , 即 
连续 时 间 信号 的 处 理 可 以 通过 采样 ,离散 时 间 处 理 及 后 续 的 连续 时 间 信号 的 重 构 来 实现 。 在 对 这 
些 基本 概念 进行 全 面 讨论 之 后 ,将 探讨 多 采样 率 信号 处 理 .A/D 转换 及 A/D 转换 中 关于 过 采样 的 
利用 问题 。 


4. 1 周期 采样 


言 号 的 离散 表示 可 以 有 多 种 形式 ,包括 各 种 类 型 的 基 展 开 , 信 号 建 模 的 参数 模型 ( 见 第 11 章 ) 
和 非 均 名 采 样 [例如 ,Yen(1956),Yao and Thomas(1967) 以 及 Eldar and Oppenheim(2000)]。 这 些 
表示 形式 通常 都 要 基于 信号 性 质 的 先 验 知识 ,有 了 这 些 先 验 知识 便 可 以 得 到 更 加 有 效 的 信号 表示 。 
然而 ,这 些 各 种 类 型 的 表示 方法 通常 都 始 于 通过 周期 采样 得 到 的 连续 时 间 信号 的 离散 时 间 表 示 , 即 
样本 序列 [4] 是 按照 如 下 关系 由 连续 时 间 信号 x.(1) 得 到 的 : 
xin] = xe(nT Y, 一 Co <n < co (4. 1) 
其 中 ,7 为 采样 周期 (sampling period) ,而 它 的 倒数 / =1/7 为 采样 频率 (sampling frequency ) , 即 每 秒 内 的 
样本 数 。 当 要 想 用 弧度 / 秒 (rad/s) 的 频率 时 ,也 将 采样 频率 表示 为 Q. =2w/T。 因 为 采样 表示 方法 仅 依 
赖 于 带 限 傅 里 叶 变 换 的 假设 ,因此 它们 可 以 适用 于 在 许多 实际 应 用 中 出 现 的 一 大 类 信和 号， 





把 实现 式 (4. D 所 描述 的 系统 称 为 理想 连续 时 间 到 离散 
时 间 (C/D) 转 换 器 ,其 示意 图 如 图 4.1 所 示 。 图 2.2 ARY O ae er 
例子 说 明了 一 个 连续 时 间 语 音波 形 x, (1) 和 其 相应 的 样本 序 T 
Pial ANER 图 4.1 一 个 理想 连续 到 离散 时 
在 实际 装置 中 ,采样 往往 是 用 模拟 到 数字 (A/D) 转换 器 dat 


来 实现 的 。 这 样 的 系统 可 以 看 作 是 对 理想 C/D 转换 器 的 近 
似 。 除 了 采样 率 这 个 足以 对 理想 C/D 转换 器 进行 定义 的 参数 外 ,在 实现 或 者 选择 一 个 A/D 转换 器 
时 还 有 一 些 重要 的 考虑 因素 ,其 中 包括 输出 样本 的 量化 ,量化 阶 的 线性 度 ,是 否 需要 采样 保持 电路 ， 
以 及 采样 率 的 极限 ,等 等 。 量 化 效应 将 在 4.8.2 节 及 4.8.3 节 做 简要 的 讨论 。AZD 转换 器 的 其 他 
一 些 实际 问题 已 超出 本 书 范围 ,属于 电子 电路 所 关注 的 。 

采样 一 般 是 不 可 道 的 ;也 就 是 说 ,已 知 输出 x[n] ,一 般 不 可 能 恢复 x(t) , 即 采 样 器 的 输入 。 这 
是 因为 有 很 多 连续 时 间 信号 都 能 产生 相同 的 输出 样本 序列 。 采 样 中 固有 的 模糊 度 就 是 信号 处 理 中 
的 一 个 基本 问题 。 然 而 ,限制 采样 器 输入 信号 的 频率 分 量 有 可 能 消除 模糊 度 。 

在 数学 上 以 两 步 来 表示 采样 过 程 是 方便 的 ,如 图 4.2(a) 所 示 。 它 由 一 个 冲 激 串 调制 器 紧 跟 着 
一 个 由 冲 激 串 到 序列 的 转换 来 构成 的 。 周 期 冲 激 串 为 


s(t) = 5 lt —nT ) (4.2) 


中 一 一 CO 
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式 中 ,65(1) 是 单位 冲 激 函 数 或 称 Dirac delta 函数 。s(t) F1 x. (4) 的 乘积 则 为 
Xy(t) = Xe(t)s(t) 
= = (4.3) 
= xet) 》 d@—aT)= YO xc(s(t— nT) 


n=—00 n=—0o 


利用 连续 时 间 冲 激 函数 的 性 质 ,x(1)5(1) =x(0)65(1) , ATE BR BR np PR BAY HE HE Io” , 
(参见 ,例如 Oppenheim and Willsky ,1997) „x, (4) 可 表示 为 


Oo 
(= J xe(nT )d(t— nT ) (4.4) 


n==00 


也 就 是 说 ,在 采样 时 刻 nT 处 冲 激 的 大 小 (面积 ) 等 于 连续 时 间 信 号 在 那 一 时 刻 的 值 。 从 这 个 意义 
上 说 , 式 (4.3) 所 描述 的 冲 激 串 调制 就 是 采样 过 程 的 数学 表示 。 


CID 转换 器 r=27, 











x[n] xia] 





4-32-1012 3 4 432-1012 3 4 
(c) 
图 4.2 用 周期 冲 激 串 采样 紧 跟 着 一 个 到 离散 时 间 序 列 的 转换 。(a) 总 的 系统 ; 
(b) 对 于 两 个 不 同 采样 率 的 x,(:);(c) 两 个 不 同 采样 率 的 输出 序列 

图 4.2(b) 示 出 了 一 个 连续 时 间 信 号 *.(4) 在 两 种 不 同 采样 率 下 冲 激 串 采样 的 结果 。 图 中 ob 
Wx (nT)6(t - 727) 用 长 度 与 其 面积 成 正比 的 箭头 线 表示 。 图 4. 2 Ce) 所 示 为 相应 的 输出 序列 。 
x,(t) 和 x[n] 之 间 的 本 质 区 别 在 于 :在 某 种 意义 上 ,x,(1) 还 是 一 个 连续 时 间 信 号 (具体 为 一 个 冲 激 
HA) , 它 除 了 在 整 倍数 了 的 时 刻 以 外 都 为 零 ; 另 一 方面 ,序列 xf nj] 是 以 整数 变量 n 给 出 的 ,事实 上 这 
就 引入 了 时 间 归 一 化 的 过 程 , 也 即 数 的 序列 x[Lzj] 已 没有 任何 明显 的 有 关 采 样 率 的 信息 。 再 者 ， 
x.(1) 的 样本 在 x[nj] 中 是 用 有 限 数值 来 表示 的 ,而 不 是 在 x,(t) 中 以 冲 激 面 积 来 表示 的 。 

应 该 强调 ,图 4.2(a) 所 示 仅 为 采样 的 一 种 数学 上 的 表示 ,利用 这 种 表示 便于 在 时 域 和 频 域 上 
深刻 理解 采样 。 它 并 不 代表 为 实现 采样 而 设计 的 任何 具体 电路 或 系统 。 一 片 硬件 能 否 构成 对 方 杠 
图 4.2(a) 的 近似 是 次 要 问题 。 之 所 以 要 引入 采样 过 程 的 这 种 表示 ,是 因为 它 能 给 出 某 一 关键 结果 
的 简单 推导 ,以 及 经 由 这 一 途径 而 得 到 许多 重要 的 细节 和 内 涵 , 而 这 些 若 从 基于 傅 里 叶 变 换 公式 运 
算 的 正规 推导 而 获得 则 是 困难 的 。 


4.2 采样 的 频 域 表示 


为 了 导出 理想 C/D 转换 器 输入 和 输出 之 间 的 频 域 关 系 ,现在 来 考虑 x,(1) 的 傅 里 叶 变换 。 
因为 从 式 (4.3) 可 知 ,x,( 由 是 x.(t) 和 s(0) 的 乘积 ,那么 x,(1) 的 全 里 叶 变 换 就 是 傅 里 叶 变 换 
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X,(jQ) Avi REF A SGA) KWER, ~A sC) A E E nh E R E — Jd A 
冲 激 串 


sjo)= = S e- k Qs) (4.5) 


人 一 一 co 
式 中 ,0 =2m/T 是 采样 频率 ( 见 Oppenheim and Wilsky ,1997 ,或 者 MeClellan , Schafer and Yoder, 
2003) ,以 rad/s 计 。 因 为 


1 
XG) = —Xe(jQ) * SGL) 
2n 
式 中 ,* 记 作 连续 变量 的 卷 积 运算 ,可 得 


Xs(jQ) 一 地 Xe — k Qs)) (4.6) 


T ee 


式 (4.6) 给 出 了 图 4.2(a) 所 示 的 冲 激 串 调制 器 输入 和 输出 傅 里 时 变换 之 间 的 关系 。 式 (4.6) 
说 明 yx, eens x(t) 的 傅 里 叶 变 换 X.(jQ ) 周期 重复 所 构成 的 。 这 些 重 复 部 分 被 整 
数 售 的 采样 频率 所 移 位 ,然后 钱 加 起 来 就 得 到 了 该 样本 冲 激 串 的 周期 傅 里 叶 变 换 。 图 4.3 所 示 为 
冲 激 串 采样 的 频 域 表示 ,图 4.3(a) 表 示 一 个 带 限 的 傅 里 叶 变 换 , 具 有 性 质 部 (jQ) =0, 对 于 
10|= 三 0Q,。 图 4.3(b) 示 出 周期 冲 激 串 的 S(jQ) ,而 图 4.3(c) 所 示 则 为 X(jQ), 它 就 是 X.(jQ) 与 


S(jQ) 卷 积 的 结果 ,并 用 二- 进行 加 权 。 很 明显 , 当 


0 (4.7) 
X0) 


























(d) 


图 4.3 ”时 域 中 采样 在 频 域 中 的 效果 。(a) 原 始 信 号 频谱 ;(b) 采样 函数 频谱 ;(c) 以 Q, >20, 
采样 得 到 的 信号 的 傅 里 叶 变 换 ;(d) 以 Q, <2Q% 采 样 得 到 的 信号 的 储 里 叶 变 换 
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如 图 4.3(e) 所 示 ,X.(jQ) 的 重复 部 分 不 会 重 琶 ,因此 当 它 们 按 式 (4.6) 加 在 一 起 时 ,在 每 一 个 
整数 倍 的 0, 上 , 仍 保持 一 个 与 闷 (jD ) 完 全 一 样 的 复 本 ( 附加 一 个 幅度 尺度 因子 1Z7) 。 这 样 ,x,(1) 
就 可 以 用 一 个 理想 低 通 滤波 器 从 x.(1) 中 恢复 出 来 。 这 就 如 图 4.4(a) 所 示 , 图 中 示 出 一 个 冲 激 串 
调制 器 紧 跟 着 一 个 频率 响应 为 H,(jQ) 的 线性 时 不 变 系统 。 对 于 如 图 4.4(b) 所 示 的 X.(jQ)， 
X(jQ) 就 如 图 4.4(c) 所 示 , 这 里 已 假设 Q, >2Qw。 因 为 


X (jQ) = Hy (jQ)X (jQ) (4.8) 
那么 , 阁 H,(jQ) 是 一 个 增益 为 了, 截止 频率 为 0. REE ED ait, ALA 
Qn < Q% < (Qs — Qw) (4.9) 
则 有 
X -(j2) = X (j2) (4. 10) 


这 就 如 图 4.4(e) 所 示 , 进 而 有 x, (t) =x.) 


s(t}=> 8(t-nT) 
n=-% 


ee Ae joa 
X(t) @) xs(t) x(t) 











(a) 
X(jQ) 
1 
=O On a 
(b) 
X,(ja 
i (0) O,> 20y 
T, 
PA | 
-fh -Oy dy Q, Q 
(c) (0 — Oy) 


H,(j) 







Oy<2,<(O,~ Dy) 








-0, a, Q 
(d) 
X(jQ) 
1 
-Qy Dy Q 
(e) 


图 4.4 利用 理想 低 通 滤波 器 从 样本 中 完全 恢复 出 原 连续 时 间 信 和 号 


如 有 果 式 (4.7) 所 示 的 不 等 式 不 满足 , 即 若 0. <20,, 则 蕊 (jQ) KER ROEMER, UET 
它们 相 加 在 一 起 时 ,X,(jQ) 不 青 能 用 低 通 滤波 恢复 出 来 ,这 就 如 图 4.3(d) 所 示 。 在 这 种 情况 下 ,图 
4.4(a) 中 恢复 出 来 的 x, (0) 就 与 一 个 称 之 为 混 琶 失真 了 的 原始 连续 时 间 输 入 有 关 。 图 4.5 说 明了 
在 如 下 形式 的 简单 余弦 信号 的 情况 下 频 域 混 秋 的 情况 : 

Xe(t) = cos Qot (4.11a) 
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它 的 傅 里 叶 变 换 为 

X(N) = T(R — Ro) + 145(Q + Qo) (4. 11b) 
QUA 4.5 (a) Bras, E -Qu 处 的 脉冲 用 虚线 表示 ,这 对 于 观察 它们 在 后 续 图 中 的 作用 会 有 帮助 。 图 
4.5(b) 所 示 为 当 Qo < 0,72 时 ,x,(7) 的 傅 里 叶 变 换 , 而 图 4.5(c) 所 示 为 当 Q./2<06<0, 时 ,x.(1) 


的 传 里 时 变换 。 图 4.5(d) 和 图 4. 5(e) 则 分 别 相 应 于 Q, < E = 0/7 A 0,/2 < Oy < 0 时 低 通 滤波 
器 (O_= Q .2) 输 出 的 傅 里 叶 变 换 。 图 4 5(e) MEAS O ETAREN. MAREN 


[ 见 图 4.5(b) 和 图 4.5(d)] ,恢复 出 的 输出 为 
xX, (t) = cos Qot (4. 12) 


X.(j9) 

















KRA wF 





me X(jQ) 








—(Ms— Aq) (As — No) Q 
(e) 


图 4.5 ARI E rR REAR 


“ARB , WA 
X,(t) = cos(Qy, — Qo)t (4. 13) 
也 就 是 说 ,作为 采样 和 恢复 的 结果 ,高 频 信 号 cos Oot 已 经 被 当 作 和 低频 信号 cos( Q, - O,)t 是 
一 样 的 (冒名 顶替 的 ) 。 这 个 讨论 就 是 奈 奎 斯 特 采 样 定理 ( Nyquist,1928; Shannon ,1949 ) 的 基础 , 现 
陈述 如 下 : 
奈 奎 斯 特 采样 定理 ( Nyquist-Shannon Sampling Theorem) : 邻 x.(1) 是 一 个 带 限 信号， 
XceljQ)=0， 对 于 |8|> Qy (4. 14a) 
那么 x.(1) 能 唯一 地 由 它 的 样本 x[n] =x. (nz7) =0,+1,+2,… 所 决定 , 唯 有 


2 
2, = F > 29y (4. 14b) 
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频率 O, 一 般 称 为 奈 奎 斯 特 频 率 (Nyquist frequency ) ,而 频率 20) 称 为 奈 奎 斯 特 率 ( Nyquist rate ) 。 

到 目前 为 止 , 仅 考虑 了 图 4.2(a) 所 示 的 冲 激 串 调制 器 ,而 最 终 目的 是 要 用 X GA) AX, (GQ) 
来 表示 序列 x[ nj] 的 离散 时 间 侍 里 叶 变 换 (DTFT)X(e*)。 为 此 ,考虑 XX,(jQ) 的 男 一 种 表达 式 。 对 
式 (4.4) 进 行 连续 时 间 傅 里 叶 变 换 , 可 得 


X,(GjQ) = > xe(nT jei” (4.15) 
n=—CO 
因为 
x[n] = x-(nT ) (4. 16) 
All 
eS š, 
X) = Y ajae” (4.17) 
n=—00 
就 可 以 得 出 
XGN) = X (ce!) waar = X (ej°7) (4. 18) 
一 步 ,由 式 (4.6) 和 式 (4. 18 ) 可 得 
1 
QT) 
Xe ) = 5 Xj(R K 2)) (4. 19) 
大 一 一 CC 
或 等 效 为 
T 过 w 2nk 
sjy & A Rand eee A 
X (e =a È (a F ) (4. 20) 


MK (4. 18) 到 式 (4.20) 可 以 看 出 ,X(e”) 是 X(jQ) 做 一 个 频率 尺度 变换 的 结果 ,频率 尺度 因子 由 ww 
=Q7T 给 出 。 这 种 尺度 变换 也 可 以 被 认为 是 一 种 频率 轴 的 归 一 化 ,以 使 得 X(jQ) 中 的 O = 0, 归 一 化 到 
X(e*) 的 w=2m。 由 X.(jQ) 变 换 到 X(e") 存 在 着 频率 尺度 变换 和 频率 归 一 化 这 一 事实 ,是 与 从 x,(1) 变 
换 到 x[ nj 过程 中 时 间 归 一 化 的 和 patie 明确 地 说 ,如 图 4.2 所 示 ,x,(1) 在 样本 之 间 仍 保留 着 一 
个 与 采样 周期 7 相等 的 样本 间隔 。 与 此 对 照 ,xLn] 序 列 值 之 间 的 “间隔 "总 是 等 于 1, 也 就 是 说 ,时 间 轴 已 
被 因子 了 归 一 化 。 这 样 ,相应 地 在 频 域 上 就 应 有 一 个 因子 为 / =1Z7 的 频率 轴 归 一 化 ， 

对 于 形 如 x,(1) =cos(Qu) 的 正弦 信号 来 说 ,最 高 (也 是 唯一 ) 频率 为 Qu。 因 为 信号 是 用 一 个 
简单 方程 来 描述 的 ,因此 很 容易 计算 得 到 信号 的 样本 值 。 下 面 两 个 利用 正弦 信号 的 例子 将 用 来 说 
明 关 于 采样 的 一 些 重要 问题 。 

例 4.1 一 个 正弦 信号 的 采样 与 重建 
如 果 用 采样 周期 7 了 =1/6000 对 连续 时 间 信 号 x, (t) =cos(4000m1) 采 样 ,就 得 到 x[n| = 

x. (nT) =cos(4000rTn) = cos(wn), A P wo =4000T7T =2m/3。 在 该 情况 下 , 0, =20/T = 

120007, 而 信号 的 最 高 频率 为 0,=40007, 所 以 满足 奈 奎 斯 特定 理 而 没有 混 登 。x,(1) 的 传 里 

ot ERA 








X (JQ) = rs(2 — 40007) + TSR + 40007) 
图 4.6(a) 指 出 , 当 Q, = 120007 时 





1 oo 


X(jQ= 7 2 Xelj@—kAs)] (4.21) 

k=—00 
应 注意 到 ,X,(j 上 0) 是 在 人 = £40000 的 一 对 冲 激 , 而 这 个 傅 里 叶 变 换 的 移 位 复 本 集中 在 
土 人 0,, 土 20,,… 通 出 X(e*) =X (jw/T) 作为 归 一 化 频率 w=0Q7 的 函数 就 给 出 了 图 4. 6(b) ,图 


中 已 经 应 用 了 这 一 结论 , 即 对 一 个 冲 激 独 立 变量 的 加 权 也 就 是 对 其 面积 加 权 , 即 6(w/T) = 
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TS(w) (Oppenheim and Willsky ,1997 ), 注意 到 ,原始 频率 O, =40007 对 应 于 归 一 化 频率 wy = 
A000 nT =2mX3 , 它 满足 不 等 式 wo。<T, 这 就 相应 于 Qo =4000r <m/T=6000m7。 图 4.6(a) 还 指 
出 ,对 于 给 定 采样 率 O =12000m 时 理想 重建 滤波 器 有 H,(jQ0) 的 频率 响应 ， 图 4.6 表 明 被 重建 
的 信号 一 定 具 有 频率 Q,=40007, 这 就 是 原 信 号 x,(1) 的 频率 . 








XGA) HO) 
1 一 
pia ca ee 
区 T | T T i 开 n 
T F T T | T T 
| I 
| 1 
e ann | 1 
-16000r -12000r -80007 -6000r-4000r 0 40007 6000r 80007 12000x 16000x Q 


(a) 


X(el) = X(T) 





8 区 -27 _4n -x 2m 0 2x mn 4 2n 8m w 
(b) 


图 4.6 OQ, =400r 和 采样 周期 77=1/6000 的 已 采样 余弦 信号 
(a) 连 续 时 间 和 ;(b) 离 散 时 间 的 傅 里 叶 变 换 


例 4.2 正弦 信号 采样 中 的 混 又 
现在 假定 连续 时 间 信 号 为 x,(t) =cos(16 000mt) ,而 采样 周期 仍 与 例 4.1 一 样 为 了 = 
1/6000。 这 个 采样 周期 没有 满足 奈 奎 斯 特定 理 , 因 为 Q, =2m/7T = 120007 <20, =32 0007, ik 
样 就 会 看 到 混 登 。 对 于 这 种 情况 , 傅 里 叶 变 搁 X(jQ0) 是 与 图 4.6(a) 完 全 一 样 的 ! 然而 ,现在 
位 于 Q = -40007 的 冲 激 是 由 式 (4.21) 中 读 [j(Q -0,)] 引 起 的 ,而 不 是 来 自 于 XX(jQ); 位 于 
OQ =40007 的 冲 激 则 是 由 XX[j(0+0Q,)] 产 生 的 。 也 就 是 说 ,频率 +40007 RARAME, A 
X(e") = 和 (jw/T) 秀 出 作为 w 的 函数 就 产生 与 图 4.6(b) 一 样 的 图 ,因为 用 相同 的 采样 周期 归 
一 化 了 。 对 于 这 一 点 的 最 根本 原因 是 :在 两 种 情况 下 ,样本 序列 是 相同 的 , 即 
cos( 16 000mn/6000) = cos(2T7 +4000mn/6000) = cos( 2777/3 ) 
(在 余弦 的 幅 角 上 加 上 任意 2T 的 整 倍数 都 不 会 改变 它 的 值 )。 因 此 ,得 出 相同 的 样本 序列 
x[n] =cos(2an/3) ,而 这 个 序列 是 用 同一 采样 频率 对 两 个 不 同 的 连续 时 间 信 号 采样 而 得 出 
的 ,其 中 一 种 情况 是 采样 频率 满足 奈 奎 斯 特定 理 , 而 另 一 种 情况 则 是 不 满足 。 与 例 4.1 一 样 ， 
图 4.6(a) 指 出 在 给 定 采样 率 O, =120007 时 的 理想 重建 滤波 器 有 ,(jQ0) 的 频率 响应 。 显 而 易 
见 ,将 被 重建 的 信号 的 频率 为 0。=40007, 这 正 是 原 频 认 16000m 相对 于 采样 频率 120007 的 
HEIR FE 


例 4.1 和 例 4.2 利用 正弦 信号 对 采样 操作 固有 的 一 些 模 糊 问 题 进 行 了 解释 。 例 4. 1 证明, 如 
果 满 足 采样 定理 , 则 可 以 从 样本 信号 中 重建 原始 信号 。 例 4. 2 则 阐明 ,如 果 采 样 频率 不 满足 采样 定 
理 的 要 求 , 则 无 法 通过 一 个 截止 频率 等 于 一 半 采 样 频率 的 理想 低 通 重 构 滤 波 器 来 恢复 原始 信号。 
这 样 重 构 得 到 的 信号 是 原始 信号 相对 于 最 初 对 原始 连续 时 间 信 和 号 采样 时 所 用 采样 率 的 混 释 频 率 信 
写 。 在 这 两 个 例子 中 ,样本 序列 都 为 x[ nj] =cos(2mn/3), 但 原始 的 连续 时 间 信 号 是 不 同 的 。 正 如 
这 两 个 例子 所 体现 的 ,存在 无 限 多 方法 ,可 以 通过 连续 时 间 信 和 号 的 周期 采样 来 获得 这 种 相同 的 样本 
人 合 。 然 而 ,如 果 选 择 Q, > 20, ,那么 所 有 的 模糊 问题 都 不 存在 了 。 
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4.3 由 样本 重 构 带 限 信号 


根据 采样 定理 , 若 将 一 个 连续 时 间 带 限 信 号 的 样本 取得 足够 密 , 就 足以 用 样本 来 完全 表示 该 信 
号 ,这 指 的 是 该 信号 可 以 由 样本 及 采样 周期 恢复 出 来 。 冲 激 串 调制 对 于 了 解 由 样本 重 构 该 连续 时 
间 带 限 信 号 的 过 程 提 供 了 一 种 简便 的 方法 。 

在 4.2 节 中 已 经 看 到 ,如 果 满 足 采样 定理 中 的 条 件 ,并且 已 调 冲 激 串 是 用 一 个 适当 的 低 通 滤波 
器 来 过 滤 ,那么 该 低 通 滤波 器 输出 的 傅 里 时 变换 就 一 定 与 原 连续 时 间 信号 *,(2) 的 傅 里 时 变换 是 一 
样 的 ,因此 该 滤波 器 的 输出 就 是 x,(1)。 如 果 已 给 出 一 个 样本 序列 xLn], 就 能 形成 一 个 冲 激 串 
w(t) ,在 x 0 中 令 相 继 的 冲 激 面 积 等 于 相继 的 各 序列 值 , 即 有 





xy(t)= 2, xine —nT) (4. 22) 


第 nn 个 样本 值 与 在 1=n7 时 的 冲 激 有 关 , 其 中 ,7 是 与 序列 xLn] 有 关 的 采样 周期 。 如 果 将 这 个 冲 激 
串 输 入 到 频率 响应 为 H.(jQ) 和 冲 激 响应 为 h,(1) 的 理想 低 通 连 续 时 间 滤 波 右 ,那么 滤波 器 的 输出 即 为 
x(t) = 3 x[njh,(t —nT ) (4. 23) 


这 样 一 个 信号 重 构 过 程 的 方 框图 如 图 4.7(a) 所 示 。 该 理想 重 构 滤波 器 的 增益 为 7[ 用 以 补偿 
式 (4.19) 和 式 (4.20) 中 的 因子 1/7] ,截止 频率 为 Q.Q, AF OY AIO, - Oy 之 间 )。 对 于 截止 频 
率 ,一 种 方便 和 常用 的 选择 是 取 O, = 0,/2 = mV7。 这 种 选取 对 于 任何 Q. AO, 之 间 的 关系 都 是 适 
合 的 (只 要 0.>290,, 即 避免 混 本 发 生 ) 。 图 4.7(b) 示 出 该 理想 重 构 滤 波 器 的 频率 响应 。 对 于 截 
止 频率 为 T/T 时 相应 的 冲 激 响 应 h,(4) 就 是 7,(jQ) 的 侍 里 叶 道 变换 ,由 下 式 给 出 : 














sin(mt/T ) 
hi) = E (4.24) 
冲 激 响 应 如 图 4.7(c) 所 示 。 将 式 (4.24) 代 入 式 (4.23) 可 得 
= sin[x(t — nT )/T] 
Xr (t) -2 ol (4. 25) 
_ ”理想 重 构 系统 sa 
从 序列 转换 H,(jQ) 
x[n] 为 冲 激 串 工 
采样 周期 7 _ 工 z Q 
| EE ee ee r T 
(a) (b) 








图 4.7 (a) 理想 带 限 信号 重 构 系 统 的 方 框图 ;(b) 理想 重 构 
滤波 天 的 频率 响应 ;(e) 理想 重 构 滤 波 器 的 冲 激 响应 
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式 (4.23) 和 式 (4.25) 将 连续 时 间 信 号 表示 成 基 函 数 h(n7) 的 线性 组 合 ,样本 rln EAR 
系数 。 对 基 范 数 和 相应 系数 的 不 同 选取 便 得 到 了 不 同类 型 的 连续 时 间 函 数 [ 例 如 ,Unser(2002)]。 
然而 , 式 (4.24) 中 的 函数 和 样本 x[ nj] 是 天 然 地 表示 带 限 连 续 时 间 信 号 的 基 畏 数 和 系数 。 

从 4.2 节 频 域 的 证 明 中 已 经 看 到 , 若 x[n] =x, (nT) ,这 早 X (jiQ) =0,10 | 二 7/7, 那 么 x,(1) 
就 等 于 x,(1), 但 是 , 仅 根 据 式 (4.25), 这 个 结果 不 是 就 一 日 了 7 然 的 。 然 而 , 稍 加 仔细 地 观察 
式 (4.25 ) 就 会 茅 塞 顿 开 。 首 先 考虑 由 式 (4.24) 给 出 的 四 数 户 (0 ,注意 到 


h,(O) = 1 (4. 26a) 
这 是 由 罗 比 塔 (L’ He6pital) 法 则 或 正弦 函数 的 小 角度 近似 得 出 的 。 另 外 
h,(nT)=0, HFa =+1,42.--- (4. 26b ) 
Hak (4. 26a) 和 式 (4. 26b) 以 及 式 (4. 23) nig, A x[n] =x. (nT) , 则 
x(mT ) = x,(mT ) (4. 27) 


这 里 ,m 为 任意 整数 。 也 就 是 说 ,由 式 (4. 25 ) 重 构 的 信号 在 各 采样 时 刻 点 上 与 原 连 续 时 间 信 号 有 
相同 的 值 , 且 与 采样 周期 7 无 关 。 

图 4.8 所 示 为 一 个 连续 时 间 信 号 x, (1) 及 其 相应 的 已 调 冲 激 串 。 图 4.8(c) 则 示 出 由 下 式 中 若 
二 项 

sin[x(t —nT )/T] 
xin] n(t —nT )/T 

及 其 所 合成 的 重 构 信 号 x,(1)。 由 该 图 可 以 想到 ,该 理想 低 通 滤波 器 在 x,(1) 的 冲 激 之 间 进 行内 插 
以 形成 一 个 连续 时 间 信 号 x,(1)。 由 式 (4.27) 可 知 ,该 合成 信号 在 采样 时 刻 点 上 是 真正 的 x, (4) 的 
重 构 。 如 果 不 存在 混 全 , 低 通 滤波 融 就 内 插 出 样本 之 间 准 确 的 值 ,这 样 就 与 采样 和 恢复 过 程 的 频 域 
分 析 所 得 一 致 。 














图 4.8 理想 带 限 内 插 


定义 一 个 从 样本 序列 重 构 一 个 带 限 信号 的 理想 系统 ,并 将 该 系统 称 为 理想 离散 到 连续 时 间 
(D/C) 转 换 器 ,如 图 4.9 所 示 , 以 此 来 归纳 一 下 前 面 的 讨论 是 很 有 用 处 的 。 如 同 已 经 看 到 的 ,该 
理想 重 构 过 程 可 以 表示 为 序列 到 冲 激 串 的 转换 [ 见 式 (4. 22) ] ,然后 再 紧 跟 着 一 个 理想 低 通 滤 
波 带 的 过 滤 , 所 得 输出 就 如 式 (4.25) 所 给 出 。 序 列 到 冲 激 串 转 换 的 中 间 步 骤 只 是 在 导出 
式 (4.25) 和 理解 信号 重 构 过 程 中 一 种 数学 上 的 便利 。 然 而 ,一 旦 熟悉 了 这 一 过 程 ,定义 一 个 如 
图 4.9(b) 所 示 的 更 为 紧凑 的 表示 是 有 用 的 ,这 里 输入 为 序列 ,而 输出 为 由 式 (4. 25 ) 所 给 出 的 连 
续 时 间 信 号 x,(1)。 
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理想 重 构 系统 










理想 重 构 
滤波 器 
H,(jQ) 





从 序列 转换 
为 冲 激 串 











本 


(a) (b) 
图 4.9 (a) 理想 带 限 信号 重 构 ;(b) 理想 D/C 转换 器 的 等 效 表示 


该 理想 D/C 转换 器 的 性 质 最 容易 在 频 域 中 看 出 。 为 了 导出 在 频 域 的 输入 /输出 关系 ,考虑 
式 (4. 23 ) 或 式 (4.25 ) 的 傅 里 叶 变 换 , 即 


X2) = > x[n]H,(jaye 7" 


FH AOGUO XR FB oe ASE ZS EY, ebay bg A 

XOR) = H,(jQ2)X (el?7) (4. 28) 
式 (4. 28) 给 出 了 该 理想 D/C PE Heak AY Bi GAR, FR ARSE (4.28) X (eM) FETED E ORB R 
定 了 的 (实际 上 ,从 序列 转换 成 冲 激 串 的 过 程 造 成 w 被 OT (RPE) FÆ, EA (a EK HS 
H,(jQ0) 选 取 所 得 到 的 周期 傅 里 叶 变 换 X(e” ) 中 的 基带 周期 ,并 补偿 在 采样 中 国有 的 1/7 幅度 
因子 。 因 此 ,如 果 序 列 x[n] 已 经 由 采样 一 RS 
得 到 ,那么 重 构 信 号 x,(1) 就 一 定 等 于 原 带 限 信号 。 由 式 (4. 28 ) 也 可 清楚 看 到 ,在 任何 情况 下 理 
起 D/C 转换 器 的 输出 总 是 将 输入 带 限 到 低 通 滤波 器 的 最 高 截止 频率 ,该 截止 频率 一 般 都 取 为 采 
样 频率 的 一 半 。 


4.4 连续 时 间 信 和 号 的 离散 时 间 处 理 


离散 时 间 系 统 的 主要 应 用 于 连续 时 间 信 号 的 处 理 。 这 可 以 用 图 4. 10 所 示 的 一 般 形 式 的 系统 
来 完成 。 该 系统 是 由 一 个 CD 转换 器 紧 跟 着 一 个 离散 时 间 系 统 , 再 跟着 一 个 D/C 转换 器 的 级 联 所 
构成 。 注 意 到 ， oe. 一 个 连续 时 间 系 统 ,因为 系统 将 连续 时 间 输 入 信号 x,(1) 变换 为 连 
续 时 间 输 出 信号 y, (1)。 然 而 ,这 个 系统 的 特性 是 与 离散 时 间 系 统 的 选择 和 采样 率 有 关 的 ， 在 
图 4.10 中 假设 C/D 和 D/C 转换 器 都 有 相同 的 采样 率 ,当然 这 一 点 不 是 必要 的 ,本 章 稍 后 部 分 以 及 
章 末 的 部 分 习题 中 都 将 考虑 输入 和 输出 采样 率 不 相同 的 一 些 系统 。 

本 章 的 前 述 各 节 都 放 在 对 图 4. 10 中 C/D 和 D/C 转换 过 程 的 理解 上 。 为 了 方便 ,同时 也 作为 
理解 图 4. 10 所 示 整 个 系统 的 第 一 步 , 先 把 这 些 过 程 的 数学 表示 综合 一 下 。 

C/D 转换 器 产生 一 个 离散 时 间 信 号 如 下 : 

x[n] = xe(nT ) (4. 29) 
这 就 是 连续 时 间 输 入 信号 x,(1) 的 样本 序列 。 这 个 序列 的 离散 时 间 侍 里 叶 变 换 与 连续 时 间 输 
A 诗 导 的 傅 里 时 变换 的 关系 为 





请 攻守 [ow 2k 
X (e mr T (4.30) 
D/C 转换 器 产生 一 个 如 下 式 的 连续 时 间 输 入 信和 号 : 
2 sin[n(t — nT )/T 
o= SATU (4.31) 


中 一 一 CC 
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这 里 序列 y[ nj 是 离散 时 间 系 统 当 输 入 为 xLn] 时 的 输出 。 由 式 (4.28) 可 知 ,y,(1) 的 连续 时 间 
傅 里 叶 变 换 了 (jQ) 和 yy[ nj 的 离散 时 间 伟 里 叶 变 换 Y(e" ) 的 关系 如 下 式 : 


TY(eI27). [< wr 
) 


Y,(j2) = H, jR)Y (eiT) = lz 其 他 (4. 32) 





离散 时 间 





x(t) 





接 下 来 ,把 输出 序列 yin] 和 输入 序列 x[ nj ,或 者 等 效 为 把 Y(e*) 和 X(e”") 联 系 起 来 。 一 个 简 
单 的 例子 实际 上 就 是 恒 等 系统 , 即 y[zj =xLnj]。 至 此 ,已 经 对 这 个 例子 进行 了 详细 研究 。 如 果 x, 
(1) 有 一 个 带 限 的 传 里 叶 变 换 , 以 使 站 (jQ) =0, |Q | 二 mw/7, 并 且 图 4.10 中 的 离散 时 间 系 统 是 一 
PEERK, ME ylin] =x[z] =x,[n7j ,那么 输出 就 是 y,(1) =x,(1)。 回 想 一 下 在 证 明 这 一 结 
果 时 ,利用 了 连续 时 间 和 离散 时 间 信 号 的 频 域 表 示 , 因 为 混 堆 这 一 关键 概念 最 容易 在 频 域 中 被 理 
解 。 同 样 , 当 处 理 比 恒 等 系统 更 为 复杂 的 系统 时 ,一般 也 在 频 域 中 完成 分 析 。 如 果 离 散 时 间 系 统 是 
非 线 性 的 或 时 变 的 ,那么 要 得 到 该 系统 和 输入 和 输出 傅 里 叶 变 换 之 间 的 一 般 关 系 通 常 是 很 困难 的 。 
(习题 4. 51 将 考虑 一 个 例子 , 它 对 应 于 图 4. 10 所 示 系 统 中 离散 时 间 系 统 是 非 线 性 的 情况 。) 然而， 
在 线性 时 不 变 的 情况 下 ,会 得 出 一 个 相当 简单 且 十 分 有 用 的 结果 。 
4.4.1 连续 时 间 信 号 的 离散 时 间 LTI 处 理 
如 果 图 4. 10 中 的 离散 时 间 系 统 是 线性 和 时 不 变 的 ,那么 就 有 
Y(e!®) =H(el")X (el®) (4.33) 


这 里 ,H(e”) 是 该 系统 的 颇 率 响应 ,或 者 说 是 单位 脉冲 响应 的 傅 里 叶 变 换 , 而 X(e*) 和 Y(e”) 则 分 
别 为 输入 和 输出 的 傅 里 叶 变 换 , 将 式 (4. 32) 和 式 (4.33) 结 合 起 来 ,就 可 以 得 到 


¥,(j2) = H,(jQ)H (eI?T)X (ei@7) (4. 34) 
接 下 来 ,利用 式 (4.30) ,并 用 w=Q7, 有 
; i : 2nk 


WRX GO) =0, | Q 1 三 mw/7, 那 么 理想 低 通 重 构 滤波 器 H,(jQ) 抵 消 了 1/7 因子 ,并 且 仅 选择 
式 (4.35) 中 =0 这 一 项 , 即 


H(e)2T)xX (2), IQ f 
~ )\X (JQ), |Q|<x/ (4. 36) 


Y (G2) = | | 他 | >x/T 
因此 ,如 果 X.(jQ) 是 带 限 的 ,并 且 采 样 率 高 于 奈奈 斯 特 率 ,那么 输出 与 输入 就 通过 下 述 关系 联系 
起 来 : 

YGB = Herr(j@)X (jN) (4.37) 
式 中 ， 
Heit (j2) = i Buk = bite (4, 38) 
也 就 是 说 ,整个 连续 时 间 系 统 等 效 于 一 个 线性 时 不 变 系 统 , 其 有 效 频 率 响 应 由 式 (4.38) 给 出 。 
图 4. 10 所 示 系 统 的 线性 和 时 不 变性 特性 依赖 于 两 个 因素 ,强调 这 一 点 很 重要 。 第 一 ,离散 时 
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间 系 统 必 须 是 线性 的 和 时 不 变 的 ;第 二 ,输入 信和 号 必须 是 带 限 的 ,并 且 采 样 率 要 足够 高 ,以 使 得 任何 
混 秋 的 分 量 都 被 该 离散 时 间 系 统 所 消除 。 作 为 违反 第 二 个 条 件 的 一 个 简单 说 明 是 考虑 当 x.(1) 为 
一 个 单一 有 限 长 度 的 单位 幅度 脉冲 的 情况 ,该 脉冲 的 持续 期 小 于 采样 周期 。 如 果 该 脉冲 在 :=0 时 
HAMA a[n] =6[n]。 然而 ,完全 有 可 能 将 该 脉冲 移 位 ,以 至 于 移 到 脉冲 不 与 任何 采样 时 刻 重 
合 ,这 时 x[n] =0( 对 所 有 而 言 ) 。 这 样 一 个 脉冲 由 于 是 时 限 的 ,所 以 不 是 带 限 的 ,不 能 满足 采样 
定理 的 条 件 。 即 使 该 离散 时 间 系 统 是 一 个 恒 等 系统 , 即 y(n] =x[zj, 如 果 在 对 输入 信号 进行 采样 
时 发 生 了 混 生 , 则 整个 系统 也 不 是 时 不 变 的 。 一 般 来 说 ,如 果 图 4.10 中 的 离散 时 间 系 统 是 线性 和 
时 不 变 的 ,并 且 采 样 率 是 等 于 或 高 于 与 输入 x,(1) 带宽 有 关 的 奈 奉 斯 特 率 ,那么 整个 系统 就 保证 等 
效 为 一 个 线性 时 不 变 连续 时 间 系 统 ,其 有 效 频率 响应 由 式 (4.38 ) 给 出 。 青 者 ,其 至 在 C/D FE RR ait 
中 有 某 些 混 普 发 生 , 只 要 H(e”) 不 通过 这 些 混 释 的 分 量 , 式 (4.38) 仍 是 正确 的 。 例 4.3 就 是 这 种 
情况 的 一 个 简单 说 明 。 

例 4.3 利用 离散 时 间 低 通 滤波 器 的 理想 连续 时 间 的 低 通 滤波 

考虑 图 4. 10 中 的 线性 时 不 变 离散 时 间 系 统 具 有 频率 响应 为 


1, jal < we 
0. we < lol <T 











H(ei®) = | (4.39) 


GR Boy APA, A 2m, eA A (aaa, FATRA TAAN 
样 ,由 式 (4.38) 可知 ,图 4. 10 所 示 的 整个 系统 将 表现 为 一 个 线性 时 不 变 连续 时 间 系 统 , 其 频率 
响应 为 
| 1. IQT] < we IQ) < w/T 
H agp (j2) = 


0. IQT] > we I| > we/T ea) 


如 图 4.11(b) 所 示 。 这 个 有 效 频 率 响应 就 是 一 个 截止 频率 为 O, = w,/T 的 理想 低 通 滤波 器 


He!) 
1 


aa Bel fr 


2m =w; w, 2n w 











图 4.11 (a) 图 4.10 中 离散 时 间 系 统 的 频率 响应 ;(b) 带 
限 输入 时 相应 的 有 效 连续 时 间 的 频率 响应 


图 4 12 所 示 的 图 解说 明 解释 了 如 何 得 到 这 种 有 效 的 响应 。 图 4 12(a) 所 示 为 一 个 带 限 信 号 的 
傅 里 叶 变换 。 图 4 12(b) 所 示 为 中 间 已 调 冲 激 囊 的 傅 里 叶 变 换 , 它 与 X(ein7) 是 一 致 的 ,X(eio7) 就 是 
Vw = OT 求 值 的 样本 序列 的 离散 时 间 传 里 叶 变 换 。 在 图 4 12(c) 中 ,把 样本 序列 的 离散 时 间 傅 里 
叶 变 换 和 离散 时 间 系 统 的 频率 响应 都 作为 归 一 化 的 离散 时 间 频 率 变 量 w 的 函数 画 在 一 起 。 
图 4.12(d) 示 出 了 Y(e*) =He")XCe"), 即 离散 时 间 系 统 输出 的 傅 里 叶 变 换 。 图 4 12(e) 示 出 作 
为 连续 时 间 频 率 Q 的 函数 的 离散 时 间 系统 给 出 的 傅 里 叶 变换 ,以 及 D/C 转换 器 的 理想 重 构 滤波 器 
的 频率 响应 末 (jQ)。 最 后 ,图 4 12(f) 所 示 为 得 到 的 D/C 转换 器 输出 的 傅 里 叶 变 换 ， 将 图 4 12(a) 
与 图 4.12(f) 对 比 就 可 看 出 ,该 系统 表现 为 一 个 线性 时 不 变 系 统 ,该 系统 具有 由 式 (4. 和 0) 所 给 出 的 ， 
并 如 图 4.11(b) 所 示 的 频率 响应 。 
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图 4.12 (a) 一 个 带 限 输 入 信号 的 傅 里 叶 变 换 ;(b) 画作 连续 时 间 频 率 Q 函数 的 已 采样 输入 
的 傅 里 叶 变换 ;(e) 对 ww 画 出 的 样本 序列 的 傅 里 叶 变 换 X e) 和 离散 时 间 系 统 的 
频率 响应 He); (d) 离散 时 间 系 统 输出 的 傅 里 叶 变换 ;(e) 对 Q 画 出 的 离散 时 
间 系 统 输出 的 传 里 叶 变换 和 理想 重 构 滤 波 器 的 频率 响应 ;(f 输出 的 傅 里 叶 变换 


在 例 4. 3 中 要 说 明 几 个 重要 之 处 。 首 先 注意 到 ,具有 离散 时 间 截 止 频率 为 w, 的 理想 低 通 离散 
时 间 滤 波 器 当 用 于 图 4. 10 所 示 的 结构 中 时 就 具有 一 个 截止 频率 为 O, =w,/7 的 理想 低 通 滤波 器 的 
效果 。 这 个 截止 频率 既 依赖 于 w., 又 与 有关。 尤其 是 当 利用 一 个 固定 的 离散 时 间 低 通 滤波 器 而 
变化 采样 周期 了 时 ,就 能 实现 一 个 等 效 的 .具有 可 变 截 止 频率 的 连续 时 间 低 通 滤波 器 。 例 如 ,如 果 
了 选择 为 QWT<w, ,那么 图 4. 10 所 示 系 统 的 输出 一 定 为 y,(1) =x, (0) 。 另 外 ,正如 习题 4.31 所 说 
明 的 ,甚至 在 图 4. 12(b) 和 图 4. 12(c) 中 存在 一 些 混 至 , 式 (4.40) 仍 是 正确 的 ,只 要 这 些 失真 ( 混 
登 ) 的 分 量 被 滤波 器 H(e”) 滤 除 掉 。 特 别 是 从 图 4. 12(c) 中 可 看 到 ,在 输出 中 存在 混 到 ,就 要 求 
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(Cr 一 QNwT)>wc (4.41) 


对 此 , 奈 奎 斯 特定 理 的 要 求 则 是 


(2n —-QnT) => QnT (4. 42) 
作为 利用 离散 时 间 系 统 的 连续 时 间 处 理 的 另 一 个 例子 ,考虑 一 个 对 带 限 信号 的 理想 微分 咒 


的 实现 。 
例 4.4 一 个 理想 连续 时 间 带 限 微分 器 的 离散 时 间 实 现 


由 下 式 定义 理想 连续 时 间 微 分 器 系统 : 
yelt) = É xen) (4.43) 
相应 的 频率 响应 为 
H,(j2) = jQ (4. 44) 
因为 所 考虑 的 是 图 4. 10 形式 的 一 种 实现 ,所 以 输入 总 是 被 限制 为 带 限 的 。 对 于 处 理 带 限 信 
号 ,满足 下 式 就 足够 了 : 
j2. |Ql<xn/T 


HetG=)9  joisn/T (4.45) 
如 图 4.13(a) 所 示 。 相 应 的 离散 时 间 系 统 应 有 如 下 频率 响应 : 
Hiei”) = H lol < z (4. 46) 
并 且 是 周期 的 ,周期 为 2T, 如 图 4.13(b) 所 示 。 相 应 的 单位 脉冲 响应 能 证 明 为 
A[n| = = | (2) "de 人 iF si =, 一 Co < N < 00 
或 等 效 为 
0. n=0 
hlnl = cos tin nAi (4.47) 





因此 ,如 果 一 个 具有 这 样 单 位 脉冲 响应 的 离散 时 间 系 统 用 在 图 4.10 所 示 结 构 中 ,那么 ,对 
于 每 一 个 适当 的 带 限 输入 ,其 输出 都 是 输入 的 导数 。 习 题 4.22 给 出 了 在 正弦 输入 情况 下 对 这 
一 结论 的 证 明 ， 
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图 4.13 (a) 连续 时 间 理 想 带 限 微 分 器 的 频率 响应 及 (iD) =jQ, |Q | <a/T; 
(b) 实现 一 个 连续 时 间 带 限 微 分 器 的 离散 时 间 滤 波 器 的 频率 响应 
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4.4.2 脉冲 响应 不 变 


已 经 证 明 ,图 4. 10 所 示 的 级 联系 统 对 于 带 限 输入 信和 号 而 言 能 够 等 效 成 一 个 线性 时 不 变 系统 。 
现在 假定 已 给 出 所 要 求 的 连续 时 间 系 统 ,希望 用 图 4. 10 的 形式 来 实现 它 , 如 图 4.14 所 示 。 由 于 
H.(jQ) 是 带 限 的 , 式 (4. 38 ) 给 出 了 如 何 选择 He) ,以 满足 Hg (GO) =H.(jQ)。 特别 是 

H(el®) = Hi(jw/T). lol) < (4. 48 ) 
进一步 的 要 求 是 应 选择 了 ,使 得 
HA(jQ2)=0, |Q] > /7 (4. 49) 
在 式 (4.48) 和 式 (4.49) 的 约束 下 ,连续 时 间 冲 激 响 应 h.(t) 和 离散 时 间 单 位 脉冲 响应 h[ nj] 之 间 也 
存在 着 一 个 直接 而 有 用 的 关系 。 特 别 是 如 下 面 将 要 证 明 的 ,存在 有 
hin] = The(nT ) (4.50) 
即 , 离 散 时 间 系 统 的 单位 脉冲 啊 应 就 是 一 个 在 幅度 上 受到 加 权 的 h(t) 的 采样 序列 。 当 h[n] 和 
h.(1) 通 过 式 (4. 50) 联 系 在 一 起 时 ,该 离散 时 间 系 统 就 可 以 说 成 是 连续 时 间 系 统 的 一 个 脉冲 响应 不 
变形 式 。 

式 (4.50) 是 4.2 节 讨 论 的 一 个 直接 结果 。 在 式 (4.16) 中 ,将 x[n] 和 x, (2) 分 别 用 h[ n | Ah, (2) 
代替 , 即 

hin] =h,(nT ) (4.51) 
tk (4. 20) 就 变 为 


Hei”) = 1 > H i w _ 2nk 
=T e} J T T (4.52) 


k= 一 00 
IMA A aK (4. 49) Me 


| 1 
Hli) =H (iz). lol <x (4.53) 


考虑 到 式 (4. 50) 中 的 幅度 因子 了 ,将 式 (4.51) 和 式 (4. 53 ) 做 一 点 变化 ,就 得 到 
hin] = Th.(nT ) 
Hl(e!®) = He (iz). lw| < Ch 


Fe ee i ee ee ee a ee ed td toe iret pe a i, 
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Hen (jQ) = H jQ) 
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图 4.14 (a) 连 续 时 间 LTI ABE; (b) 对 带 限 输入 的 等 效 系统 


例 4.5 由 脉冲 响应 不 变法 求 得 离散 时 间 低 通 滤波 器 
假设 想 要 得 到 一 个 截止 频率 w, <7 的 理想 低 通 离散 时 间 滤 波 器 ,可 以 用 采样 一 个 截止 频 
EN. =w,/T<m/T 的 连续 时 间 理 想 低 通 滤器 来 完成 。 这 个 连续 时 间 理 想 低 通 滤 波 器 定义 为 


1， [Q| < Qe 
= 人 0 Ilse 


sin(Q¢t) 
helt) = ——— 
T 
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所 以 定义 离散 时 间 的 单位 脉冲 响应 为 


sin(QenT ) sin(wen) 
hin) = The(nT ) =T = 





nnT Tn 
式 中 ,w, =O,T, 已 经 证 明 过 ,该 序列 对 应 的 DTFT A 
1. |w| < we 


jo — 
He )=]0, eo. < lol Sh 


这 就 如 同 式 (4.55) 所 预期 的 ,和 H.(jw/T) 有 相同 的 特性 。 


例 4.6 脉冲 响应 不 变法 应 用 于 具有 有 理 系统 函数 的 连续 时 间 系 统 
很 多 连续 时 间 系 统 的 单位 冲 激 响 应 都 由 指数 序列 和 的 形式 所 组 成 
he(t) = Ac u(t) 
这 样 的 时 间 函 数 其 拉 普 拉 斯 变换 为 


A 
Hels) = —— + Re(s) > Reis) 


to R Fe Nie oP 9 RE GRAA MAA KAA AAP GA) PKI AA 
hln] = The(nT ) = AT&T nl 
它 的 z ERA 
AT 


sot 
TO | 
=g Zz 


H(z) = 


HI REel s) <0 ,频率 响应 为 
AT 
1 一 enTe 一 jw 


在 这 种 情况 下 , 式 (4.55) 不 能 完全 成 立 ,因为 原 连 续 时 间 系 统 没有 严格 带 限 的 频率 响应 。 因 
此 所 得 离散 时 间 频 率 响 应 是 一 个 H.(jQ) 的 混 琶 结果 ,即使 是 混 登 效果 可 能 很 小 。 高 阶 系统 的 
单位 冲 激 响 应 由 多 个 复 指 数 的 和 组 成 ,因此 其 频率 响应 在 高 频 区 域 衰 减 较 快 ,如 果 采 样 率 足 够 
高 , 混 司 是 很 小 的 。 因 此 ,连续 时 间 系 统 的 离散 时 间 仿 真 的 一 种 途径 ,同时 也 是 数字 滤波 器 设 
计 的 一 种 方法 ,就 是 经 由 采样 一 个 相应 的 模拟 滤波 器 的 单位 冲 激 响 应 来 实现 。 


Hel?) = 


4.5 离散 时 间 信 号 的 连续 时 间 处 理 


4.4 节 讨 论 和 分 析 了 利用 离散 时 间 系 统 ,以 图 4. 10 所 示 的 形式 来 处 理 连 续 时 间 信 号 。 本 节 将 
研究 如 图 4. 15 所 示 的 一 种 互补 的 情况 ,这 种 情况 可 以 称 作为 离散 时 间 信 号 的 连续 时 间 处 理 。 虽 然 
图 4. 15 所 示 的 系统 一 般 是 不 会 用 来 实现 离散 时 间 系 统 的 ,但 是 它 却 提供 了 对 某 些 离散 时 间 系 统 的 
一 种 有 用 解释 ,而 这 类 系统 在 离散 域 中 是 没有 任何 简单 解释 的 。 

根据 理想 D/C 转换 器 的 定义 ,对 于 | 0 | 三 5/7,X.(jQ) 从 而 有 Y.(jQ) 都 必定 为 零 。 因 此 ， 
CI/D 转 换 器 对 y, (4) 采样 而 不 会 引起 混 生 ,x,(1) 和 y.(1) 就 能 表示 为 








| = sin[n(t —nT )/T] h{n), H(e™) 
Xe(t) = 2, xin] caT cass pee ， 
n=- | 
ni | | 
o0 : | 1 
_ = j sin[n(t — nT )/T] | M is | 
= Tn MO ee ite | 


式 中 ,x[n] =x.(nT),y[n] =y,(nT), B 4.15 所 示 图 4.15 离散 时 间 信 号 的 连续 时 间 处 理 
系统 的 频 域 关系 为 


第 4 章 连续 时 间 信 号 的 采样 125 


Xe(jQ) = TX (el?7), |Q| < n/T (4. 58a) 
YQ) = H,(j2)X (jQ) (4. 58b) 

1 
Y (ei?) = ie (iF). jo| <r (4. 58c) 


因此 ,将 式 (4. 58a) 和 式 (4. 58b) 代入 式 (4.58c) ,立即 可 得 :整个 系统 表现 为 一 个 离散 时 间 系 统 ,其 
频率 响应 为 


@ .0 
H(e! )= He (iz). lol < (4.59) 
或 者 说 ,如 果 该 连续 时 间 系 统 的 频率 响应 为 
H.(jRQ) = 已 (ej27 )， IQ] < n/T (4. 60) 


那么 图 4. 15 RRR BR Me Ne AEP AE He). AA XGA) =0, Q| Sa/T, 
H (JQ) Æ n/T U EESE. A 1 (PEE SE) HAEE H, (GQ) =0, |Q | =T, 

利用 离散 时 间 系 统 的 这 种 表示 ,就 能 把 注意 力 放 在 对 带 限 连续 时 间 信 和 号 x, C) 的 连续 时 间 系 统 
的 等 效 效果 上 。 现 在 用 例 4.7 和 例 4. 8 来 说 明 这 一 点 。 


例 4.7 非 整 数 延迟 
考虑 一 个 离散 时 间 系 统 , 其 频率 响应 为 


H(el®) = e104, lw) < (4. 61) 
当 A 是 一 个 整数 时 ,该 系统 就 有 一 个 明确 的 解释 一 一 延迟 A, 即 
yin] =xln— Al (4. 62) 


当 A 不 是 整数 时 , 式 (4.62) 没 有 正规 意义 ,因为 无 法 将 序列 x[zm] 进 行 非 整数 延迟 的 移 位 。 然 
而 ,利用 图 4.15 ,一 种 有 用 的 时 域 解释 就 可 以 应 用 到 由 式 (4.61) 所 表征 的 系统 上 。 考虑 将 
图 4.15 中 的 H, (jA) em 
HGQ) = H(el2!) =e-i27A (4.63) 
那么 ,根据 式 (4.59), 图 4.15 所 示 的 整个 离散 时 间 系 统 将 有 由 式 (4.61) 所 给 出 的 频率 响 
应 ,不 论 A 是 否 为 一 个 整数 。 为 了 说 明 式 (4.61) 所 表示 的 系统 ,注意 到 式 (4.63) 代 表 延 迟 
TA 秒 。 因 此 ， 
Yelt) = xet- TA) (4.64) 


AAR x(n] ORR AAG yny OAR ldo, A= ML yin] 


序列 值 之 间 带 限 内 插 后 一 半 处 的 那些 值 。 如 图 4. 16 所 示 。 对 于 由 式 (4.61) 所 定义 的 系统 也 
能 求 得 一 个 直接 的 卷 积 表示 。 由 式 (4. 64) 和 式 (4. 56) 可 得 
yin] = yelnT ) = xe(nT — TA) 





z Sra sinjn(t— TA —kT )/T] 


u(t —TA—kT)/T t=nT (4 65) 


oo . 
sinn(n 一 人 一 人 
= 3 peace a: Sala 


aie T(n—k— A) 
按照 卷 积 定义 , 式 (4.65) 就 是 x[n] 与 如 下 h[n] 的 卷 积 ;: 
i _ sint(n— A) 
hl ea —00 <n < 00 


当 A 不 是 整数 时 ,h[n] 有 无 限 长 。 然 而 , 当 A =n 是 一 个 整数 时 , 极 易 证 明 h[n] =8[n—-n], 
这 就 是 理想 整数 延迟 系统 的 单位 脉冲 响应 。 


由 式 (4. 65 ) 所 表示 的 非 整 数 延 迟 有 很 大 的 实际 意义 ,因为 这 样 的 因 式 在 系统 的 频 域 表 示 中 人 常 
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常 出 现 。 当 这 一 项 在 一 个 因果 离散 时 间 系 统 的 频 域 响应 中 出 现时 ,就 可 以 用 这 个 例子 来 给 予 说 明 。 


例 4. 


例 4. 


8 就 说 明 这 一 点 。 
xe) 








图 4.16 (a) 离散 时 间 序列 的 连续 时 间 处 理 ;(b) 可 以 产生 一 个 " 半 样 本 间隔 "延迟 的 新 序列 


8 具有 非 整 数 延 迟 的 滑动 平均 系统 
例 2.16 曾 研 究 过 一 般 的 滑动 平均 系统 ,并 得 出 它 的 频率 响应 。 对 于 因果 (M+1) 点 滑动 
平均 系统 的 情况 ,有 M, =0 和 M, = 用 ,其 频率 响应 为 
1 sinlo (M + 1)/21 -jwm/2 
(M+1) sin(w/2) ` 


这 个 频率 响应 的 表示 式 表明 可 以 将 (内 +1) 点 滑动 平均 系统 看 作 两 个 系统 的 级 联 , 如 图 4.17 所 
示 。 对 第 1 个 系统 施加 一 个 频 域 幅度 加 权 , 而 第 2 个 系统 则 代表 式 (4. 66) 中 的 线性 相 移 项 。 如 
果 是 偶数 (意味 着 有 一 个 奇数 样本 的 滑动 平均 ) ,那么 线性 相 移 项 就 相应 于 一 个 整数 延迟 , 即 

yla] = win — M/2] (4. 67) 
然而 , 若 M 为 奇数 ,该 线性 相 移 项 就 相应 于 一 个 非 整 数 延 迟 , 也 就 是 一 个 整数 样本 再 加 上 半 个 
样本 间隔 。 这 个 非 整数 延迟 就 可 以 用 例 4.7 的 讨论 来 解释 ; 即 y[ n] 是 等 效 于 w[n] 的 带 限 内 
插 , 紧 跟着 一 个 连续 时 间 MT/2 的 延迟 (这 里 了 是 假定 的 ,但 是 是 与 D/C 内 插 w[n] 有 关 的 任 
意 采 样 周 期 ) ,再 跟着 一 个 仍 用 采样 周期 为 了 的 C/D 转换 。 现 用 图 4.18 来 说 明 这 个 分 数 延 
这 。 图 4.18(a) 示 出 一 个 离散 时 间 序 列 x[ 了 ] =cos(0.25mn) ,该 序列 用 作 一 个 6 点 (M=5) 滑 
动 平 均 滤 波 器 的 输入 。 在 本 例 中 ,假定 这 个 输入 已 经 在 足够 早 以 前 就 被 加 载 上 了 ,以 至 于 在 图 
示 的 时 段 内 输出 仅 由 稳 态 响应 所 组 成 。 图 4.18(b) 所 示 为 相应 的 输出 序列 ,由 下 式 给 出 ; 


yin] = H (qi0-25m) Lej025rn 4 H(e7i0-25m ) le- j0.25n0 
: 2 2 


H(e!®) = 





lol < (4. 66) 


= 1 sinl3(0.257)] — j(0.250)5/2gj0.25en , 1 Sinl3(—0.250)I  j(0.25n)5/29— j0.25n0 
2 6sin(0.1257) 2 6sin(—0.1257 ) 


= 0.308 cos[0.25m(n — 2.5)| 

由 上 式 可 见 ,6 点 滑动 平均 滤波 器 减 小 了 该 余 蓄 信号 的 幅度 ,并 引入 对 应 于 2.5 个 样本 延迟 的 
相 移 。 这 点 在 图 4. 18 中 很 明显 ,图 中 已 经 画 出 了 连续 时 间 的 余弦 曲线 ,它们 就 是 在 输入 和 输 
出 序列 上 由 理想 D/C 转换 器 内 插 的 结果 。 应 该 注意 到 ,在 图 4.18(b) 中 ,6 点 滑动 平均 滤波 给 
出 了 一 个 已 采样 的 余弦 信号 ,使 得 这 些 样本 点 相对 于 输入 的 样本 点 已 经 移 位 了 2.5 SHA. 
这 点 只 要 在 图 4.18(a) 和 图 4.18(b) 上 分 别 任 选 一 个 峰值 点 作 比 较 就 能 看 到 ,例如 ,在 
图 4.18(a) 中 选择 输入 的 内 插 余弦 峰值 点 8, 在 图 4.18(b) 中 选择 输出 的 内 插 余 弦 上 该 峰值 点 
移 到 10.5。 因 此 ,该 6 点 滑动 平均 滤波 器 就 被 认为 有 一 个 5/2 =2.5 个 样本 的 延迟 。 


H(e!*) 






1 sin@o(M + 1)22) 
M+1 sin (co/2) 











图 4. 17 ”滑动 平均 系统 表示 为 两 个 系统 的 级 联 
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图 4.18 说 明 滑 动 平 均 滤波 。(a) 输 入 信号 ln] = cos 
(0. 25arn) ;(b)6 点 滑动 平均 滤波 器 的 对 应 输出 


4.6 利用 离散 时 间 处 理 改变 采样 率 


已 经 看 到 ,一 个 连续 时 间 信号 x, (1) 能 用 样本 序列 

x[n] Xe ) (4. 68 ) 
组 成 的 离散 时 间 信 和 号 来 表示 。 另 一 方面 ,前 面 的 讨论 已 经 证 明 ,即使 *[ mx] 不 是 最 初 由 采样 得 到 的 ， 
也 总 能 利用 式 (4. 25 ) 找 到 一 个 连续 时 间 带 限 信号 x, (0) ,其 样本 是 x[n] =x, (nz7) =x (nT) ,也 就 是 
Wi, BIR x, (4) Ax. (4) ,但 x,(1) 和 x,(1) 的 样本 在 采样 点 上 是 相等 的 。 

往往 有 必要 改变 一 个 离散 时 间 信 号 的 采样 率 , 也 就 是 说 ,为 了 得 到 以 同一 个 连续 时 间 信 和 号 为 基 

础 的 一 个 新 的 离散 时 间 序 列 

xin] = x-(nT, ) (4.69) 
式 中 ,7 对 7。 这 个 操作 通常 被 称 为 重 采样 。 从 概念 上 讲 ,xi[n] 可 以 从 x[n]j] 中 得 到 ,办 法 是 利用 
式 (4.25) 由 x[nj 重 构 x,(1) ,然后 以 周期 T, 对 x,(1) 重 新 采样 便 得 到 xx[n]。 然 而 ,这 通常 不 是 一 
种 实用 的 方法 ,因为 实际 中 | et lem et D/A 转换 和 A/D 转换 器 。 因 此 ， 
著 虑 一 些 只 涉及 离散 时 间 运 算 的 方法 来 变化 采样 率 是 值得 讨论 


4. 6. 1 采样 率 按 整数 因子 减 小 
利用 “采样 "一 个 序列 可 以 降低 一 个 序列 的 采样 率 , 即 定义 一 个 新 序列 为 


xaln] = x[nM] = x-(nMT ) (4. 70) 
Hel (4. 70) 定义 的 系统 如 网 4. 19 所 示 , 称 为 采样 率 压缩 器 ( Cro- [i] 
chiere and Rabiner, 1983 和 Vaidyanathan , 1993 ) ,或 者 简称 为 压缩 器 。 x[n] xaln] = x|nM] 
由 式 (4.70) 得 到 ,ri[m] 可 以 用 采样 周期 7 = M7 直接 采样 x (1) ae REEN ay 


得 到 。 A, WMR X GOA) =0, [Q | >Q, IFA mm = 0/( MT) > A 
Oy ,那么 zu[m] 也 是 过 (0) 的 真正 表示 。 也 就 是 说 ,如 果 原 采样 率 至 。 图 4 19 离散 时 间 采样 器 
少 是 奈 奎 斯 特 率 的 W 倍 , 或 者 该 序列 的 带宽 首先 用 离散 时 间 滤 波 减 或 压缩 器 的 表示 
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小 MM 信 , 那 么 采样 率 就 能 降低 至 r/1f TRAIRE. 通常, 减 小 采样 率 的 过 程 (包括 任何 预 波 
UK) 称 为 减 采样 (dow ist rates 

如 同 采样 一 个 连续 时 间 信 和 号, 求 出 压缩 器 输入 ,输出 间 的 频 域 关系 是 有 用 的 。 而 这 里 将 是 一 种 
DTFT 之 间 的 关系 。 虽然 可 用 多 种 方法 来 导出 所 要 求 的 结 吉 果 ,但 是 这 里 将 把 推导 建立 在 对 采样 连续 
时 间 信 和 号 已 经 得 到 的 结果 的 基础 上 。 首 先 ,x[Ln] =x. (aT) HY DTFT 是 


joy 1 AP 2 
X (e!”) = PUL T ) (4.71) 
类 似 地 ,以 7 =MT W xal n] =x[nM]=x,(n7,) 的 DTFT 是 
ò 2nr 
Xulel -下 [i (2-2) (4. 72) 
现在 ,由 于 7,=MT, 式 (4.72) 就 能 够 写 为 
i 总 2nur 
eu) = agp DXi (Gee at) (4.73) 
为 了 找到 式 (4.73 ) 与 式 (4.71) 之 间 的 关系 ,注意 到 式 (4.73 ) 中 的 求 和 指数 "可 以 表示 为 
r=it+kM (4. 74) 


式 中 ,上 和 :都 是 整数 , 且 - <k<w 和 0<i<M-1。, 很 明显 ,r 仍 是 一 个 整数 上 且 在 -到 oz 的 范 
围 内 变化 。 但 是 , 式 (4.73) 就 能 够 写 为 





eT w 2rk Rri 
aJ@y 一 — keri si Age e e i aa 
Xu(eiw) M PER = ar) (4.75) 
根据 式 (4.71) , 式 (4.75) 中 大 括号 内 的 这 一 项 可 以 看 作 
1 ， 1 < 中 一 2ri 2nk 
J(w-2mi)/My 一 一 | S 
X (e ) F 2 li( GF z )] (4. 76) 
这 样 就 能 将 式 (4. 75) 表示 为 
1 Me! | 
Xalet?) = = ` X (¢}(o/M—2ni/M)) (4. 77) 


i=0 

式 (4.71) 和 式 (4.77) 之 间 的 类 似 性 是 很 清楚 的 。 式 (4.71) 是 利用 连续 时 间 信 号 x,(1) 的 依 里 叶 变 
换 来 表示 样本 序列 x[m (采样 周期 为 7) 的 傅 里 叶 变 换 ; 式 (4.77) 则 是 利用 序列 xl n] 的 傅 里 叶 变 
换 来 表示 离散 时 间 采 样 序列 x,[ nj] (采样 周期 为 MM) 的 伟 里 叶 变 换 。 如 果 将 式 (4.72) 与 式 (4.77) 
作 比 较 , 就 能 看 出 :X,(e”) 既 能 认为 是 由 频率 按 w = OT, 做 尺度 变化 ,并 按 2 的 整数 倍 移 位 的 无 
数 个 XX.(jQ) 的 幅度 加 权 复 本 所 组 成 [ 见 式 (4.72) ] 的 ;也 可 看 作 是 由 频率 受到 M 倍 扩展 的 、 并 按 
Dar 的 整 倍数 移 位 的 M 个 周期 傅 里 叶 变 换 X(e”) 的 幅度 加 权 复 本 所 组 成 [ 见 式 (4.77)] 的 。 任 何 
一 种 解释 都 明显 地 说 明 :Xv(e”") 是 周期 的 ,周期 为 2mr( 如 同 所 有 的 DTFT 一 样 ) ,并 且 只 要 保证 
Xe") 是 带 限 的 , 即 

X(el)=0, wy <jol<n (4. 78) 


IKR 2n/MS2e, , HAT VATE 

M =2 的 减 采样 的 过 程 如 图 4. 20 Pras. FA 4. 20(a) 示 出 一 个 带 限 连续 时 间 信 和 号 的 傅 里 叶 变 
换 , 而 图 4.20(b) 所 示 则 为 用 采样 周期 了 得 到 的 样本 冲 激 串 的 傅 里 叶 变 换 。 图 4. 20(e ) 所 示 为 
X(e) ,并 通过 式 (4. 18) 与 图 4.20(b) 联 系 起 来 。 可 以 看 出 ,图 4.20(b) 和 图 4.20 (c) 的 差别 仅 在 
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于 将 频率 轴 重 新 予以 标定 。 图 4. 20(d) RIH M =2 时 减 采样 序列 的 DTFT, 图 中 已 将 这 个 传 里 
叶 变换 绘 成 归 一 化 频率 w = OT, 的 函数 。 图 4.20(e) 所 示 为 减 采 样 序列 的 DTFT 作为 连续 时 间 频 
率 变量 0 的 函数 。 图 4.20(e) 与 图 4.20(d) 除 了 频率 轴 按 O =w/7T, 的 关系 重新 标定 外 ,两 者 是 完 
全 相同 的 。 

本 例 中 2m《7 = 4.0, ,就 是 说 原 采 样 率 是 为 避免 混合 所 需 最 低 采 样 率 的 两 倍 。 因 此 , 当 原 采样 
序列 以 M =2 减 采样 时 ,没有 任何 混 共 发 生 。 在 这 种 情况 下 ,如 果 减 采样 因子 大 于 2, 混 释 就 会 产 
生 , 如 图 4.21 所 示 。 


X.(j9) 
A 


-Qy Qn Q 
(a) 


X,(jO) = X(e7) 








-27 -TT -wy wN=QNT T 2n w=AT 





-2r -n n 27 w=QT; 
(d) 


Xale jam 





an 2n 2n 4n_ 2x 3 
Ph Ta Ta Ta T Ta 


(e) 
图 4.20 减 采 样 的 频 域 说 明 


图 4.21(a) 示 出 x,(1) 的 连续 时 间 傅 里 叶 变 换 , 图 4.21(b) 所 示 为 当 27/7T = 40, 时 序列 
x[n] =x,(n7T) 的 DTFT。 因 此 有 wr = QON, = mw/2。 现 在 如 果 以 M =3 减 采 样 ,就 得 到 一 个 序列 为 
“,[n] =x[3n] =x.(n37), 它 的 DTFT 如 图 4.21(c) 所 示 ( 用 归 一 化 频率 w = QT, ) 。 注 意 到 ,由 于 
Moy =37/2 >T, 所 以 发 生 混 一 。 一 般 为 了 在 以 M 因子 减 采 样 时 避免 混和 至 ,就 要 求 
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wyM <T 或 wy < n/M (4.79) 
X(jQ) 
1 
~Qy Ny a 
(a) 











i X(ei) = Hale!) xX(e) 


E 








at l [ 1 Dae tens 
T 2n w=QT 


Aa 
A 


us Rak 
3 M 3 





图 4.21 (a) 一 (c) AiR AI IIA RE d) C) 具有 为 避免 混 秋 的 预 滤波 的 减 采样 


如 果 该 条 件 不 满足 ,就 会 发 生 混 肥 ,但 是 对 于 某 些 应 用 来 说 可 能 是 允许 的 。 在 另 一 些 情况 下 ， 
如 果 在 减 采样 之 前 希望 减 小 信号 xL zj 的 带宽 , 减 采 样 也 可 在 没有 混 释 的 情况 下 完成 。 因 此 ,如 果 
x| nj 用 一 个 截止 频率 为 n/M 的 理想 低 通 滤波 器 过 滤 , 那 么 输出 x[n] 也 能 减 采样 而 没有 混 又 ,如 
图 4.21(d) ~ (NIR. MRE, JFJ x[n] =x[LnM] 已 不 再 代表 原来 的 连续 时 间 信号 x,(1) ,而 
fe xlna] =x,[n7,], 这 里 7,= MT, 而 X.(1) 是 从 x,(1) 用 截止 频率 为 Q,=m/T,=m/(MT) 的 低 通 过 
滤 后 而 得 到 的 。 

从 上 述 的 讨论 中 可 见 , 对 于 以 MM 因子 减 采样 的 一 般 系 统 就 是 由 图 4. 22 所 示 的 系统 。 这 样 的 
系统 称 为 抽取 器 ( decimator) , 而 用 低 通过 滤 再 紧 跟着 压缩 的 减 采 样 过 去 称 为 抽取 (decimation ) 
(Crochiere and Rabiner,1983 和 Vaidyanathan ,1993 ) 。 
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Xqln] = [nM] 


采样 周期 7 采样 周期 7= MT 


图 4.22 采样 率 减 小 W 倍 的 一 般 系统 


4.6.2 采样 率 按 整数 因子 增加 

已 经 知道 ,让 一 个 离散 时 间 信 和 号 的 采样 率 以 整数 因子 减 小 涉及 序列 采样 ,其 方式 与 采样 一 个 连续 时 
间 信 和 号 类 似 。 弓 庸 置 疑 ,增加 采样 率 应 涉及 类 似 于 D/C 转换 器 的 过 程 。 为 了 看 出 这 一 点 ,考虑 一 个 信号 
x(n] ,希望 将 它 的 采样 率 增加 工 倍 。 若 考虑 如 下 的 连续 时 间 信号 x, (0) ,那么 目的 就 是 要 得 到 样本 为 





xila] = xe(nT;) (4.80) 
的 序列 , 式 中 ,7 = T/L, ii x,[n] 要 从 样本 序列 
x[n] = xaT) (4.81) 


中 得 到 。 把 增加 采样 率 的 过 程 称 为 增 采 样 (upsampling ) 。 
由 式 (4. 80) 和 式 (4. 81 ) 得 到 
xiin] = x[n/L] = xe(nT /L), n= 0, +2,+3° (4. 82) 
Fal 4. 23 示 出 了 一 个 仅 用 离散 时 间 处 理 从 xn SPB x(n | AB. BABY AP NRA 
扩展 器 (sampling rate expander) ( Crochiere and Rabiner,1983 和 Vaidyanathan , 1993 ) ,或 简称 为 扩展 
器 。 它 的 输出 为 
x[a/L), n= 0, ELEL, 








talal = 低 通 滤波 器 
| (a 其 他 rani 
een 采样 周期 样 周 期 
a peo att 采样 周期 7 采样 周期 =77L 采样 周期 7=77L 
或 者 等 效 为 
oo 图 4.23 采样 率 增加 工 倍 的 一 般 系 统 
xeln]}= > xiklðln kL] (4.84) 


人 三 一 co 
该 系统 的 右边 是 一 个 截止 频率 为 nm/L, 增 益 为 上 的 低 通 离散 时 间 滤 波 器 。 该 系统 起 的 作用 类 
似 于 图 4.9(b) 中 理想 D/C 转换 器 的 作用 。 首 先 产生 一 个 离散 时 间 冲 激 串 x,[n] ,然后 用 低 通 滤波 
能 来 重 构 该 序列 。 
图 4.23 所 示 系 统 的 工作 最 容易 在 频 域 中 解释 。x,[ nj 的 傅 里 叶 变 换 可 以 表示 成 


Xe(ei®) = D ( 3 x[k]d[n a) eriet 


i tres (4. 85) 
= x x[k]Je~I@Fk = X (elt) 
人 一 一 co 


因此 ,扩展 器 输出 的 傅 里 叶 变换 就 是 频率 尺度 受到 变换 的 输入 的 传 里 叶 变换 ,也 就 是 说 ,用 o, 
代表 w 以 使 得 现在 的 o 是 按 下 式 归 一 化 得 到 的 : 
w = QT; (4. 86) 
图 4. 23 所 示 的 内 插 的 频 域 解释 其 效果 如 图 4.24 所 示 。 图 4. 24( a) 所 示 为 某 一 带 限 的 连续 时 间 信 
号 的 傅 里 叶 变 换 , 而 图 4.24(b) 所 示 为 序列 x[n] =x.(n7)( 这 里 mz/7T=Q%) 的 DTFT。 图 4.24(c) 
所 示 为 根据 式 (4.85) 4 L=2 时 的 X,(e*) ,而 图 4.24(e) 所 示 为 所 求 序列 x[n] 的 傅 里 叶 变 换 。 
可 以 看 出 ,X,(e*) 可 以 由 X.(e”*) 得 到 ,只 要 把 幅度 因子 由 1/7 改 为 1/7,, 并 除 掉 计 (ee*) 中 除了 在 
Dar 整 倍数 点 上 的 全 部 经 频率 尺度 变换 后 的 X,(jQ) 的 图 形 。 对 于 如 图 4.24 所 示 情 况 ,就 要 求 有 一 
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个 增益 为 2 .截止 频率 为 5/2 的 低 通 滤波 器 ,如 图 4.24(d) 所 示 。 一 般 来 讲 ,所 要 求 的 增益 为 了 上 , 因 
WL(A/T) =[1/( T/L) | =177 ,而 截止 频率 为 AL。 

这 个 例子 说 明 ,如 果 序 列 x*[m] =x,(n7) 是 经 采样 而 得 到 的 (没有 混合 ) ,图 4. 23 所 示 的 系统 确 
实 给 出 了 一 个 满足 式 (4. 80) 的 输出 。 因 此 ,该 系统 称 为 内 插 器 ( interpolator) ,因为 系统 填补 了 丢掉 
的 样本 ,并 因此 把 增 采 样 的 过 程 与 内 插 ( interpolation) 同 义 。 

与 D/C 转换 器 的 情况 一 样 ,有 可 能 利用 xLn] 求 得 一 个 x;[nj] 的 内 插 公式 。 首 先 注意 到 ， 
图 4. 23 中 低 通 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 为 


si L 
ight = in(mn/L) 


a (4. 87) 


XGN) 
i 








-Üy Ay a 





X,(e!)=X(e2) 








-27 -7 T d T 2n w= NT 


(e) 
图 4.24 内 搬 的 频 域 解释 


利用 式 (4. 84) 可 得 


oo} sin[n(n — kL)/L] 
x= J S e FO (4. 88) 


人 一 一 co 


单位 脉冲 响应 六 [zj 有 如 下 性 质 : 
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ss 


第 4 章 GER 


1i[0] = 1, 
hiln| = 0. noth, ER 
由 此 对 理想 低 通 内 插 滤 波 上 器 就 有 
xin] =xln/L) = xe(aT /L) = xcnF), n= 0,4, EE, +> (4.90) 
这 就 是 所 要 求 的 。 对 全 部 nln] =x, (nT, ) 这 一 事实 从 频 域 证 明 直接 可 得 。 
4.6.3 简单 而 实用 的 内 插 滤 波 器 
虽然 ,用 于 内 插 的 理想 低 通 滤波 器 是 不 能 真正 实现 的 ,但 是 利用 第 7 章 将 要 讨论 的 技术 可 以 设 
计 出 相当 好 的 对 理想 低 通 滤波 器 的 逼近 。 然 而 在 某 些 情 况 下 ,很 简单 的 内 插 过 程 就 足够 了 ,或 者 由 
于 计算 能 力 的 限制 只 能 用 简单 的 内 插 。 因 为 常 采 用 线性 内 插 (虽然 一 般 不 是 很 准确 ) ,所 以 有 必要 
在 刚才 所 建立 的 一 般 框架 内 来 考查 这 种 线性 内 插 过 程 。 
线性 内 插 是 指 这 样 的 内 插 过 程 ,即位 于 两 个 原始 样本 之 间 的 样本 落 在 连接 两 个 原始 样本 值 的 
直线 上 。 根 据 图 4.23 所 示 的 系统 ,线性 内 插 可 用 下 述 具 有 三 角形 形状 的 单位 脉冲 响应 的 滤波 器 来 
完成 : 














hinln] = lo igs oe (4.91) 
对 于 了 上 =5 ,单位 脉冲 响应 如 图 4. 25 所 示 。 利 用 这 个 滤波 器 ,内 插 输 出 为 
1 十 上 一 1 
xinlal = JO xelk Minin — k] (4.92) 45 o al 
k=n—L+1 2 . s 215 m L=5 
图 4.26(a) 所 示 的 是 =5 HTHS x, k] (图 中 虚线 给 出 at Í | | Tr, = 
了 在 特定 的 n=18 WHOLE Ay, ln -kl iet) AL =5 0 F 


时 的 相应 输出 [zz]。 fr itt 情况 下 ,n= 18 对 应 的 图 4.25 线性 内 插 的 单位 脉冲 响应 
Xil nn] 仅 与 原始 样本 x[3] 和 x[4] 有 关 。 从 该 图 可 见 ,xi,[n] 与 按 如 下 过 程 获 得 的 序列 是 一 致 
的 :首先 用 一 条 直线 将 n 时 刻 两 边 的 两 个 原始 样本 连接 起 来 ,然后 在 这 之 间 的 L-1 个 目标 点 上 
进行 重新 采样 。 同 时 还 注意 到 ,原始 样本 的 值 被 保留 了 下 来 ,因为 对 于 |n|=L,h,[0] =1 
hiln] =0。 
内 插 样 本 造成 的 失真 的 本 质 , 可 以 通过 比较 线性 内 择 器 和 理想 低 通 内 插 器 对 同一 个 内 插 因 子 
上 的 频率 响应 来 更 好 地 理解 。 可 以 证 明 ( 见 习题 4. 56) 
1 [sin(wL/2) 77 
Hünel) = = =| | 
ML =S Af, ARUS BAR (EI PY FR ate AER a NZ] 4.26(b) 所 示 。 由 该 图 可 以 明显 看 到 ， 
fA LSTA HO ATER) RRAS ARIE PARR FLEA, Lp 
器 的 输出 包含 有 位 于 人 L < |o | Sor ASR RE, CE Fe/H EY X GO) A 
频率 尺度 变换 后 图 形 引 起 的 。 然 而 ,如 果 原 采样 率 远 高 于 奈奈 斯 特 率 ,那么 线性 内 插 器 在 滤 除 这 些 
图 形 方面 还 是 相当 成 功 的 ,因为 ti, (e”) 在 这 些 归 一 化 频率 附近 的 狭小 区 域内 的 值 很 小 ,而 在 高 采 
样 率 下 , 增 大 的 频率 尺度 因子 会 造成 这 些 平移 后 的 部 (jQ ) 更 加 集中 在 2m/l 的 整数 倍 点 上 。 这 
点 从 时 域 的 角度 看 也 是 合 情 理 的 ,因为 若 原 采样 率 远 高 于 奈奈 斯 特 率 ,那么 当 号 在 样本 间 将 不 会 有 
明显 变化 ,因此 线性 内 插 对 于 过 采样 的 信号 就 更 为 准确 了 。 
理想 带 限 内 持 右 由 于 具有 双边 无 限 长 脉冲 响应 ,因此 在 计算 每 个 内 插 样 本 时 会 涉及 全 部 的 原 
始 样本 。 相 反 地 ,线性 内 插 处 理 则 在 计算 每 个 内 搬 样 本 时 只 包含 两 个 原始 样本 。 为 了 更 好 地 逼近 
理想 带 限 内 插 , 有 必要 使 用 具有 更 长 脉冲 响应 的 滤波 器 。 基 于 这 个 目标 ,FIR 滤波 器 有 很 多 优势 





(4.93) 
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一 个 用 于 进行 因子 为 二 的 内 插 处 理 的 FIR 滤波 器 ,其 单位 脉冲 响应 hi[n] 通 常 被 设计 为 具有 下 列 
特性 : 





hiln] =0, a| > KL (4. 94a) 
hiln] =hj[—n], lnl|< KL (4. 94b) 
hi[0|=1, n=0 (4.94c) 
hiln|=0,. n=+L,42L.:--,4KL (4.94d) 
内 插 后 的 输出 则 为 
n+KL—1 
Xilnk= J, xelkliiln—A] (4.95) 
k=n—KL+1 


EE BY), Be ME A tem kupi TALK = 1 时 的 式 (4. 94a) 一 式 (4.94d) 。 

能 够 理解 式 (4. 94a) 一 式 (4. 94d) 所 给 约束 条 件 的 初衷 是 很 重要 的 。 式 (4. 94a) DENA FIR 滤波 
器 的 长 度 为 2KL -1 个 样本 。 进 而 ,这 个 约束 条 件 可 保证 在 计算 每 个 样本 x, | I A OK AR 
A 这 是 因为 ,虽然 [nn] 有 2KL-1 个 非 零 样本 ,但 在 任意 值 下 h[n--k| 所 支持 的 位 于 两 

原始 样本 之 间 的 区 域内 ,输入 x,[k] 只 有 2K 个 非 零 样本 。 式 (4. 94b ) 保证 滤波 器 不 会 对 内 捕 样 
Ppi 因为 所 对 应 的 频率 啊 应 为 w 的 实 函 数 。 通 过 引入 一 个 至 少 为 KL -1 个 样本 的 时 
延 可 以 邻 系统 为 因果 的 。 实 际 上 ,脉冲 响应 及 [nn-KL] 将 得 到 一 个 延迟 了 KL 个 样本 的 内 插 输 出 序 

列 , 这 对 应 于 原始 采样 率 上 的 KK 个 样本 延 时 。 还 可 以 通过 插入 其 他 数量 的 延 时 ,来 对 包含 了 多 个 
工作 于 不 同 采 样 率 上 的 子 系统 的 较 大 系统 各 部 分 之 间 的 延 时 进行 均衡 。 最 后 , 式 (4.94c) 和 式 
(4. 94d) 保证 了 在 输出 序列 中 原始 信号 样本 被 保留 下 来 , 即 

iln] = x[n/L], a = 0; +L £22, --- (4.96) 
因此 ,如 果 x [nj 的 采样 率 被 连续 降低 到 原始 速率 (没有 插入 时 延 或 者 时 延 为 L 整数 倍 ), 则 
[nL] =x[nj, 即 原始 信号 被 准确 地 恢复 出 来 。 如 果 没 有 这 种 一 致 性 要 求 , 则 在 设计 用 [n] 时 
式 (4 94c) 和 式 (4.94d) 的 条 件 可 以 放松 。 


zek] 


fe inl T = 
1 +e oe 22-2 > 2 2 ? + 
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图 4. 26 (a) iH LE WHETER A AAT AD WEBA ; Cb) ERPE ALG DA AB Sj PEAR fete De A Sig FY EE 


图 4.27 ras AK =2 WA x [k] Mh [n-k] MAPA Dell PE PS Ea BE RE 2K = 4 
个 原始 输入 信和 号 的 样本 。 同时 还 注意 到 ， Re iced a 2K -1 次 加 法 ， 
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因为 在 x,[k] 的 每 个 原始 样本 之 间 总 是 存在 -1 个 零 样本 。 





图 4.27 当 L=5 时 ,内 插 处 理 涉及 2K =4 个 样本 的 图 解说 明 


在 数值 分 析 中 ,内 搬 是 一 个 得 到 充分 研究 的 论题 。 该 领域 的 大 部 分 研究 成 果 都 基于 能 够 在 一 
定 程度 上 进行 多 项 式 精确 内 插 的 插值 公式 。 例 如 ,对 于 常数 信号 和 样本 值 沿 着 直线 变化 的 信号 , 线 
性 内 插 器 能 够 给 出 完全 准确 的 结果 。 与 线性 内 插 的 情况 相同 ,高 阶 拉 格 朗 日 内 插 公 式 (Schafer and 
Rabiner,1973 ) 和 三 次 方 样 条 内 插 公 式 ( Keys ,1981 和 Unser,2000) 也 可 纳入 线性 滤波 处 理 框 架 中 ， 
从 而 为 内 插 提 供 更 长 的 滤波 器 。 例 如 ,等 式 
(4 十 2)lm/ZE8 —(a+3)|n/LP +1. O<n<L 
h(n] = { aln/LP —5\n/L|? + 8a|n/L|-—4a, L<n<2Lb (4. 97) 
0. 其 他 
定义 了 一 类 有 用 的 内 搬 滤 波 器 的 单位 脉冲 响应 ,它们 在 计算 每 个 内 插 样 本 时 包含 了 4(K=2) 个 原 
始 样本 。 图 4.28(a) 所 示 为 wa= -0.5 HL =5 时 一 个 三 次 方 内 插 滤 波 器 和 线性 内 持 (K=1) 的 滤波 
器 (虚线 三 角 ) 的 单位 脉冲 响应 ,对 应 的 频率 响应 如 图 4.28(b) 所 示 , 幅 度 采 用 对 数 坐 标 (dB)。 可 
以 看 出 , 相 比 于 线性 内 捅 器 ,三 次 方 滤波 器 在 频率 2m/L 和 4m/L( 此 时 对 应 0.47m ALO. Sar) BLUE EY 
区 域 更 宽 , 且 旁 瓣 更 低 , 如 图 中 虚线 所 示 。 





1 一 一 线性 脉冲  (L=5) 
一 。 三 立方 脉冲 a= -0.5 
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图 4. 28 (a) 线 性 和 三 次 方 内 插 的 单位 脉冲 响应 ;(b) 线 性 和 三 次 方 内 插 的 频率 响应 
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4.6.4 采样 率 按 非 整 数 因 子 变化 


前 面 已 经 指出 如 何 将 一 个 序列 的 采样 率 按 某 一 整数 因子 增 大 或 减 小 。 将 抽取 和 内 插 结 合 
起 来 ,就 有 可 能 用 某 一 非 整 数 因 子 来 变更 采样 率 。 具 体 地 ,考虑 如 图 4.29(a) 所 示 的 内 持 带 , 它 
把 采样 周期 从 7 了 降 到 7XL, 然 后 紧 跟 着 一 个 抽取 器 ,该 抽取 器 又 将 采样 周期 提高 履 信 ,所 产生 的 
输出 序列 [nj] 真正 有 效 的 采样 周期 为 TMAL。 通 过 适当 地 选择 工 和 以 ,就 能 够 任意 地 接近 任何 
所 要 求 的 采样 周期 的 比 。 例 如 ,车 L=100,M=101, 则 有 效 的 采样 周期 为 1.017。 

内 插 器 抽取 器 


zie 

i 低 通 滤波 器 |! 低 通 滤波 器 
| | 
| | 













增益 =L 增益 =1 z = 
截止 频率 =n/L 截止 频率 =Tr/Ay |% | Xaln] 
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低 通 滤波 器 
增益 =L 
截止 频率 = 
min(x/L. n/M) 
采样 周期 X T TM 
采样 周期 了 到 A 


(b) 
图 4.29 〈a) 按 非 整数 因子 改变 采样 率 的 系统 ;(b) 抽 取 和 内 插 滤 波 器 合 二 为 一 的 简化 系统 


如 果 M >, 那么 在 采样 周期 上 就 有 一 个 净 的 增加 (采样 率 下 降 ); 若 M<zZ, 则 相反 。 由 
图 4.29(a) 可 见 , 内 插 和 抽取 滤波 器 是 级 联 的 ,可 以 把 两 者 合并 在 一 起 组 成 一 个 低 通 滤波 器 ,其 增 
益 为 上 ,而 截止 频率 为 nAL、w/M 两 者 中 的 最 小 值 ,如 图 4.29(b) 所 示 。 如 果 必 >L, 那 么 n/M 即 为 
主 截止 频率 ,从 而 在 采样 率 上 有 一 个 净 的 减 小 。 正 如 4.6.1 节 所 指出 的 , 蔡 x[n] 是 以 奈 奎 斯 特 率 
采样 得 到 ,如 果 想 要 避免 混 释 ,那么 序列 [nj] 将 对 应 一 个 原 带 限 信号 经 低 通 过 滤 后 的 信号 。 如 果 
MM<L, 则 mAL 为 主 截止 频率 ,这 时 无 须 对 低 于 原 奈 奎 斯 特 频率 的 信号 的 带宽 提出 进一步 的 限制 。 


例 4.9 采样 率 按 非 整数 有 理 因 子 的 转换 
图 4.30 所 示 为 按 某 一 有 理 因子 变换 采样 率 的 例子 。 假 设 图 4.30(a) 所 给 出 的 带 限 信号 
X,(jQ) 对 其 在 奈 奎 斯 特 率 下 进行 采样 , 即 2w/T=20Q、。 所 得 到 的 DTFT 


oo 


1 ./w 2nk 
X (e1) = — 》 X ( (F =) 
( ) T ‘ e\J T T 


E 
如 图 4.30(b) 所 示 。 一 种 将 采样 周期 变 为 (3/2)T 的 有 效 做 法 是 , 先 按 因子 L=2 内 插 , 然 后 再 
按 因子 M=3 抽取 。 这 就 意味 着 在 采样 座 上 有 净 的 降低 ,而 原 信 号 又 是 在 奈 奎 斯 特 率 下 进行 
采样 的 ,所 以 为 了 避免 混合 必须 要 考虑 另外 的 频带 限制 。 

图 4.30(c) 所 示 为 L=2 的 增 采 样 器 输出 的 DTFT。 如 果 只 关注 因子 为 2 的 内 插 ,就 能 选 出 这 
个 截止 频率 w, = 0/238 HA L=2 的 低 通 滤波 器 。 但 是 ,该 滤波 器 输出 要 以 M =3 抽取 ,因此 就 
必须 用 一 个 截止 频率 为 mw. =m/3, 而 滤波 器 增益 仍 为 2 的 低 通 滤波 器 ,如 图 4.30(d) 所 示 。 该 低 
通 滤 波 器 输出 的 侍 里 叶 变 换 ,(e”) 如 图 4.30(e) 所 示 。 图 中 阴影 部 分 指出 了 由 于 内 插 滤波 器 较 
低 的 截止 频率 而 被 滤 除 掉 的 信号 频谱 部 分 。 最 后 ,图 4.30(f) 所 示 为 M =3 的 减 采样 器 输出 的 离 
散 时 间 傅 里 叶 变换 。 应 该 注意 到 ,该 图 的 阴影 区 域 给 出 了 如 果 内 插 低 通 滤波 器 的 截止 频率 不 是 
TV3 而 是 原来 的 TV/2 时 本 应 该 发 生 的 混合 部 分 
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(c) 
He!) 
(M = 3) 
L 
-27 -n On ag ale T 2m w= QTL 
M M 
(d) 
w=QT/L 
f op So f 
-27 -7 A 2 w= NTM/L 


(f) 


图 4.30 按 非 整数 因子 变换 采样 率 的 说 明 


4.7 多 采样 率 信 号 处 理 


已 经 看 到 ,用 内 插 和 抽取 的 组 合 有 可 能 改变 一 个 离散 时 间 信 和 号 的 采样 率 。 例 如 ,如 果 想 要 一 个 
新 的 采样 周期 1 017, 可 以 先 用 截止 频率 co, = 9/101 的 低 通 滤波 器 以 上 = 100 内 插 , 再 按 W= 101 抽 
取 来 实现 。 如 果 是 在 所 要 求 的 高 的 中 间 采 样 率 上 直接 实现 滤波 ,那么 在 采样 率 上 的 这 些 较 大 的 中 
间 转 换 会 使 得 每 个 输出 样本 所 需 的 计算 量 非 常 大 。 所 幸 的 是 ,如 果 利 用 被 广泛 称 为 多 采样 率 信号 
处 理 领 域 的 一 些 基本 技术 ,就 有 可 能 大 大 降低 所 要 求 的 计算 量 。 这 些 多 采样 率 技术 一 般 指 的 是 利 
用 增 采 样 ` 减 采样 .压缩 器 和 扩展 器 等 方式 来 提高 信号 处 理 系统 的 效率 。 除 了 在 采样 率 转换 中 的 应 
用 外 ,在 利用 过 采样 和 噪声 整形 的 A/D 和 D/A 系统 中 也 是 极为 有 用 的 。 另 一 类 用 于 信号 分 析 和 
(ER) 处 理 的 重要 信号 处 理 算法 是 滤波 器 组 ,而 这 些 算 法 也 日 益 依赖 于 多 采样 率 技术 。 


138 离散 时 间 信 号 处 理 (第 三 版 ) 





正 是 由 于 它们 广泛 的 可 适用 性 ,多 采样 率 信号 处 理 方面 已 有 大 量 的 研究 成 果 。 本 节 的 讨论 主 
要 集中 在 两 个 基本 成 果 上 ,并 展示 如 何 将 这 些 成 果 组 合 起 来 以 便 大 大 提高 采样 率 转换 中 的 效率 。 
第 一 个 成 果 是 有 美 滤波 和 减 采样 或 增 采样 操作 的 交换 ,第 二 个 是 有 关 多 相 分 解 问题 。 此 外 ,还 将 通 
过 两 个 例子 来 说 明 如 何 应 用 多 采样 率 技术 。 


4.7.1 滤波 与 压缩 器 /扩展 器 的 互 换 


首先 导出 两 个 恒 等 关 系 ,这 两 个 恒 等 关 系 在 处 置 和 理解 多 采样 率 系 统 的 运算 上 是 有 帮助 的 。 
可 直接 证 明 图 4. 31 所 示 的 两 个 系统 是 等 效 的 。 为 了 观察 出 这 个 等 效 性 ,注意 到 在 图 4.31(b) 中 有 


X pet?) = H(eioM)X (eliw) (4. 98) 
FH a (4.77) 4 
M-1 

Y(e!”) = i 2 X pleJ ®/M—2ri/M)y (4. 99) 

将 式 (4.98) 代 入 式 (4.99) 得 到 

M—1 
| 1 . 5 

Y(ei”) = a >», X (eI) (o/M— 2ni/M)) P(g i(~—2ni)) (4. 100) 


i=0 
因为 He’) = He") , 式 (4. 100) 变 为 
M-\ 
. ee | s ; 
7(ejo) = H(ei?)— X (ej©@/M-2ri/M)) 
M 2 (4. 101) 


= H(e)Xa (e) 
这 就 与 图 4.31(a) 相 对 应 。 因 此 ,图 4.31(a) 和 图 4.31(b) 中 的 系统 是 完全 等 价 的 。 


x[n] xalni] yin] x[n] xp[n] yin] 


(a) (b) 


图 4.31 基于 减 采样 恒 等 的 两 个 等 效 系统 


一 种 类 似 的 恒 等 关 系 是 针对 增 采 样 的 。 上 有 具体 地 ,利用 4.6.2 节 中 的 式 (4. 85 ) 也 能 直接 证 明 
图 4.32 所 示 的 两 个 系统 的 等 效 性 。 根 据 式 (4. 85) 和 图 4. 32(a) 有 
Y (ei®) = Xa(elot) 


l ; (4. 102) 
=y% (elot)H(eler) 


因为 ,由 式 (4. 85) 有 
X p(e) = X (ett) 
于 是 式 (4. 102) 就 等 效 为 
Y (el) = H(e}®)X ple!) 
这 就 与 图 4. 32(b) 相对 应 。 


H(z) ; | tr Hro 
x[n] x,[n] yin] x[n] x[n] yin] 
(a) (b) 
图 4.32 ”基于 增 采 样 恒 等 的 两 个 等 效 系统 
总 之 ,已 经 证 明了 如 果 变 更 线性 滤波 器 ,线性 滤波 和 减 采 样 或 增 采 样 是 可 以 交换 次 序 的 。 
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4.7.2 多 级 抽取 和 内 插 


当 抽 取 或 内 插 率 较 大 时 ,有 必要 利用 脉冲 响应 非常 长 的 滤波 器 以 达到 对 所 需 低 通 滤波 器 的 充 
分 逼近 。 在 这 种 情况 下 ,采用 多 级 抽取 或 内 搬 可 以 极 大 降低 计算 量 。 图 4.33(a) 给 出 了 一 个 两 级 
抽取 系统 ,其 中 总 抽取 率 为 W =MiW:。 此 时 需要 两 个 低 通 滤波 器 。 瓦 (2) 对 应 于 形式 上 的 截止 频 
KH n/M, 的 低 通 滤波 器 ,类 似 地 ,不 (z) 形 式 上 的 截止 频率 为 mr/W2: 。 注 意 到 ,对 于 单 级 抽取 ,所 需 
的 形式 上 的 截止 频率 为 n/M = mA/( MM,) ,该 频率 远 低 于 两 个 滤波 器 中 任意 一 个 的 频率 。 在 第 7 
章 将 看 到 ,窄带 滤波 器 通常 需要 用 高 阶 系统 函数 来 获得 对 锐 截止 频率 选择 性 滤波 器 特性 的 逼近 。 
由 于 这 个 的 影响 ,两 级 实现 通常 比 单 级 实现 的 效率 高 得 多 。 


(a) 
xm Ami zain] 


(c) 
图 4.33 多 级 抽取 。(a) 两 级 抽取 系统 ;(b) 利用 图 4. 31 中 减 采 样 恒 等 的 (a) 变 更 结果 ;(e) 等 效 单 级 抽取 


E R] 4. 33 (a) 等 效 的 单 级 系统 可 以 利用 图 4. 31 所 示 的 减 采样 恒 等 关 系 得 到 。 图 4.33(b) 给 出 
了 将 系统 H(z) 及 其 之 前 的 减 采样 器 ( M 倍 ) 用 后 接 一 个 减 采 样 器 (Mi 倍 ) 的 系统 H C” AREER 
结果 。 图 4.33(c) 给 出 了 将 级 联 的 线性 系统 和 级 联 的 减 采样 器 合并 成 对 应 的 单 级 系统 的 结果 。 由 
此 可 以 看 出 ,等 效 单 级 低 通 滤波 器 的 系统 函数 为 如 下 乘积 : 
H(z) = H(z) H(z") (4. 103) 
这 个 等 式 就 是 二 级 抽取 器 整体 等 效 频 率 响 应 的 一 种 有 用 的 表示 形式 ,如 果 M 有 多 个 因数 , 则 这 
个 等 式 可 以 扩展 到 级 数 为 任意 值 的 形式 。 因 为 它 明确 地 展现 了 两 个 滤波 器 的 效果 ,所 以 在 最 小 
化 计算 量 的 有 效 多 级 抽取 需 设 计 中 可 以 将 其 作为 辅助 工具 。( 见 Crochiere and Rabiner, 1983 , 
Vaidyanathan ,1993 和 Bellanger,2000.) 式 (4. 103 ) 中 的 因 式 分 解 也 已 经 直接 用 在 设计 低 通 滤波 
器 中 (Neuvo 等 ,1984) 。 在 这 一 范畴 内 ,具有 式 (4. 103 ) 形式 的 系统 函数 的 滤波 器 被 称 为 内 揪 
FIR 滤波 器 。 这 是 因为 ,对 应 的 单位 脉冲 响应 可 看 作 h[nj 与 扩展 了 Mi 倍 的 第 二 个 脉冲 响应 的 
HFR, Bp 





x[n] ¢ 


A[n]=hiln}* S Mlk]óln — kMI] (4. 104) 


k= 一 00 
同样 的 多 级 原则 也 可 用 在 内 插 处 理 中 ,这 时 将 利用 图 4. 32 中 的 增 采样 恒 等 来 关联 两 级 内 插 器 和 等 
效 单 级 系统 ,如 图 4.34 所 示 。 





(c) 
图 4.34 多 级 内 搬 。(a) 两 级 内 插 系 统 ;(b) 利用 图 4. 32 中 增 采样 恒 等 的 (a) 变更 结果 ;(c) 等 效 单 级 内 插 
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4.7.3 多 相 分 解 

将 一 个 序列 表示 为 M 组 子 序列 的 到 加 ,其 中 每 一 组 都 由 该 序列 中 每 隔 M 个 依次 延迟 的 序列 值 
所 组 成 ,这 就 得 到 了 一 个 序列 的 多 相 分 解 。 当 将 这 一 分 解 应 用 到 一 个 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 上 时 ， 
就 能 导致 线性 滤波 器 在 几 个 方面 的 有 效 的 实现 结构 。 上 有 具体 地 说 ,考虑 某 一 单位 脉冲 响应 hlLnj ,将 
其 分 解 为 如 下 M 组 子 序列 h[nj(k=0,1,…,M -1): 


_ faln+&], n =M 的 整 倍数 
hxln| = h ` 其 他 (4. 105) 
将 这 些 子 序列 依次 延迟 就 能 恢复 原单 位 脉冲 响应 有 Lnj , 即 
M-\ 
hin] = DA hyn — k] (4. 106) 
k=0 


这 种 分 解 可 用 方 框图 4. 35 表示。 如果 在 输入 端 构造 一 串 超前 单元 链 ,而 在 输出 端 构造 一 串 延 迟 单 
元 链 ,那么 方 框图 4. 36 就 等 效 于 图 4. 353。 在 图 4. 35 和 图 4. 36 的 分 解 中 ,序列 e,[ nj 为 

exln] = h|nM +k] = hy[nM] (4. 107) 
一 般 称 其 为 hl nj 的 多 相 分 量 。 还 有 其 他 几 种 方法 可 以 导出 这 些 多 相 分 量 ,并 且 为 了 标号 方便 ,也 
有 其 他 方式 给 这 些 多 相 分 量 标 号 ( Bellanger,2000 和 Vaidyanathan ,1993 ) ,但 对 于 本 节 的 目的 来 说 ， 
式 (4. 107) 的 定义 已 足够 了 。 











图 4.35 利用 ef[z] 分 量 的 滤波 器 hl n] A BH 





图 4.36 利用 el n] 分 量 和 延迟 链 的 滤波 器 h[n] 的 多 相 分 解 
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图 4.35 和 图 4. 36 都 不 是 这 一 滤波 器 的 实现 ,但 它们 表明 了 如 何 将 这 个 滤波 器 分 解 成 MM 个 
并 联 滤 波 器 。 注 意 到 ,图 4.35 和 图 4.36 表明 了 在 频 域 或 z 变换 域 中 的 多 相 表 示 就 对 应 于 将 
有 H(z) 表示 为 
M-1 
Ha) = 2 BC (4. 108) 
k=0 
式 (4. 108) 将 系统 函数 甩 (z) 表示 为 延迟 的 多 相 分 量 滤波 器 之 和 。 例 如 ,由 式 (4. 108 ) 就 可 得 出 
图 4.37 所 示 的 滤波 器 结 检 





图 4.37 基于 hl nj] 多 相 分 解 的 实现 结构 


4.7.4 抽取 滤波 器 的 多 相 实 现 


多 相 分 解 的 重要 应 用 之 一 是 输出 被 减 采样 的 滤波 器 的 实现 ,如 图 4. 38 所 示 。 
图 4.38 所 示 系 统 的 最 为 直接 的 实现 方式 是 在 每 个 a 值 处 ,滤波 器 计算 出 一 个 输出 样本 ,每 
个 输出 样本 中 仅 保留 一 个 。 直 观 地 看 ,或 许可 以 不 必 计 算出 那些 丢弃 的 样本 ,从 而 得 到 一 种 更 高 效 
的 实现 方式 。 
为 了 得 到 一 种 高 效 的 实现 ,可 以 利用 该 滤波 器 的 多 相 分 解 。 特 别 地 ,假设 将 h[n] 表 示 为 多 相 
形式 ,其 多 相 分 量 为 


ezln] = h[nM +k] (4. 109) 
由 式 (4. 108) ,有 
AM 一 ] 
H(z) = 2 Ex@™)z* (4. 110) 
k=0 


利用 这 一 分 解 和 减 采样 可 与 增 采 样 交 换 的 事实 ,图 4.38 即 可 由 图 4. 39 表示 。 再 将 图 4. 31 中 的 恒 
等 关系 应 用 于 图 4. 39 所 示 的 系统 ,就 变 为 图 4. 40 所 示 的 系统 。 


为 了 说 明 图 4. 40 相 比 于 图 4.38 的 优点 ,假设 输入 x[m] 
为 定时 在 每 单位 时 间 采 1 个 样本 的 采样 率 ,H(z) 为 一 个 NN 点 xlnl [| yln] [+ w[n]=y[nM] 
的 FR 滤波 器 。 在 图 4. 38 所 示 的 直接 实现 中 要 求 每 单位 时 图 4.38 抽取 系统 
间 有 N 次 乘法 和 (w=-1) 次 加 法 。 在 图 4. 40 所 示 的 系统 中 ， 
每 个 EB,(z) 滤 波 器 的 长 度 都 为 NAM ,它们 的 输入 的 采样 率 定 为 每 M 个 单位 时 间 采 1 个 样本 。 这样， 


每 个 滤波 器 要 求 每 单位 时 间 有 六 ( 本) 次 乘法 和 方 ( 六 -1 次 加 法 ,因为 有 以 个 多 相 分 量 ,所 以 束 
个 系统 要 求 每 单位 时 间 有 (N/M) 次 乘法 和 ( Ap =) + (MM 一 1) 次 加 法 。 于 是 ,对 于 某 些 M A N fii 
来 说 ,能 明显 地 节省 计算 量 。 
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图 4.39 ”利用 多 相 分 解 的 抽 图 4.40 ”将 减 采样 恒 等 关系 用 于 多 相 
取 滤 波 器 的 实现 分 解 的 抽取 滤波 器 的 实现 


4.7.5 内 插 滤 波 器 的 多 相 实 现 


如 同 前 面 对 抽 取 所 做 的 讨论 一 样 , 如 果 将 多 相 分 解 用 于 一 个 系统 ,在 该 系统 中 增 采 样 占 位 于 滤 
波 器 的 前 面 ,如 图 4. 41 所 示 ,那么 也 能 完成 一 种 高 效 的 实现 。 因 为 wz 中 仅仅 每 隔 了 个 样本 才 为 


非 去, 所 以 图 4. 41 所 示 系 统 的 最 直接 的 实现 一 定 会 涉及 用 明知 是 
零 值 的 那些 序列 值 去 乘 以 滤波 器 系数 。 从 直观 上 看 ,能 预料 到 可 能 cin {+ | zle] yi 


会 有 一 个 更 加 高 效 的 实现 。 

为 了 更 高 效 地 实现 图 4.41 所 示 的 系统 ,还 要 利用 H(z) 的 多 相 分 
解 。 例 如 ,可 以 将 于 (z) 表 示 为 式 (4. 110) 的 形式 ,这 样 图 4.41 就 能 表示 为 图 4.42 ,再 利用 图 4 32 所 示 的 
恒 等 关 系 就 能 将 网 4 42 重新 整理 为 图 4.43。 

下 面 来 说 明 图 4. 43 相 较 于 图 4.41 的 优点 。 在 图 4.41 中 ,如 果 x[zj 是 定时 在 每 单位 时 间 1 个 
样本 的 采样 率 , 那 么 w[n] 就 是 定时 在 每 单位 时 间 工 个 样本 的 速率 。 若 H(z) 是 一 个 长 度 为 N 的 
FIR 滤波 器 ,那么 就 需要 每 单位 时 间 NL 次 乘法 和 (NL -1) 次 加 法 。 图 4.43 则 需要 每 单位 时 间 


L(N/L) 次 乘法 和 > -1 ) 次 加 法 ,再 加 上 (7 -1) 次 加 法 即 可 得 出 y[n]。 因 此 ,对 于 某 些 L 和 WN 
值 来 说 ,还 是 可 以 大 大 减少 计算 量 的 。 


图 4.41 内 搬 系 统 








图 4.42 利用 多 相 分解 的 内 插 滤 波 器 的 实现 图 4.43 将 增 采样 恒 等 关系 用 于 多 相 分 解 的 内 质 滤 波 器 的 实现 


对 于 抽取 和 内 插 来 说 ,在 计算 效率 上 的 优势 是 来 自 于 对 运算 做 了 重新 安排 ,以 使 得 滤波 在 低 的 
采样 率 下 完成 。 在 非 整 数 采样 率 变化 中 内 插 和 抽取 系统 的 混合 使 用 ,在 需要 高 的 中 间 采 样 率 的 情 
况 下 就 会 有 显著 的 得 益 . 

4.7.6 多 采样 率 滤波 器 组 
在 用 于 音频 和 语音 信和 号 分 析 及 合成 的 滤波 器 组 中 ,广泛 使 用 了 抽取 和 内 插 的 多 相 结构 。 例 如 ， 
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图 4. 44 所 示 为 一 个 在 语音 编码 应 用 中 经 常 使 用 的 双 信道 分 析 及 合成 滤波 器 组 的 结构 框图 。 系 统 
分 析 部 分 的 目的 是 对 输入 信号 *[ z] 的 频谱 进行 前 分 ,一 部 分 划分 到 减 采 样 后 的 信号 voLnj] 所 代表 
的 低 通 频带 内 , 男 一 部 分 则 划分 到 wv,[nj 所 代表 的 高 通 频带 内 。 在 语音 和 音频 编码 应 用 中 ,为 了 进 
行 传输 和 /或 存储 ,需要 对 信道 信号 进行 量化 。 因 为 原始 频带 在 名 义 上 被 划分 为 两 个 带宽 为 oe /2 
弧度 的 相等 部 分 ,所 以 滤波 器 输出 样本 率 为 输入 样本 率 的 1/2, 因 此 每 秒 内 的 样本 总 数 保持 不 变 。 
注意 到 ,对 低 通 滤波 器 的 输出 进行 减 采样 将 把 低频 频带 扩展 到 整个 角度 频率 范围 |w | < 站 上 ; 另 
一 方面 ,对 高 通 滤波 器 输出 进行 减 采样 会 让 高 频频 带 向 下 平移 ,并 扩展 到 全 带宽 |w| <T 上 。 





图 4.44 双 信 道 分 析 及 合成 滤波 器 组 


多 相 分 解 用 ho[n] 和 [nj 分别 表示 低 通 和 高 通 滤 波 器 的 单位 脉冲 响应 。 通 常 的 做 法 是 利用 
hn]=e™ho[nj] 由 低 通 滤波 器 导出 高 通 滤波 器 。 这 意味 着 及 (e*) = 甩 (e*"), 因 此 ,如 果 
Ho (e ) 是 标 称 频带 为 0< | o | 万 7w/2 的 低 通 滤波 器 ,那么 Hi(e”) 将 是 标 称 频带 为 n/2< |w | < 
的 高 通 滤波 器 。 图 4. 44 所 示 的 右边 (合成 ) 部 分 的 目的 是 利用 两 个 信道 信号 vw [nj] 和 wi[n] 来 重新 
构造 对 x[z] 的 逼近 信和 号。 通过 对 这 两 个 信号 进行 增 采 样 并 让 其 分 别 通 过 一 个 低 通 滤波 器 goln] 
和 高 通 滤波 器 gi Ln] 便 可 完成 重 构 。 由 此 得 到 的 内 插 后 信号 再 相 加 便 生成 了 以 输入 样本 率 采 样 的 


全 带 输 入 信号 yl nj]。 
对 图 4. 44 所 示 的 系统 应 用 减 采样 和 增 采样 的 频 域 结果 便 得 到 如 下 结果 : 


(e) = 3 [Gote Hotei) + Gi (el) ()] xe) (4. 111a) 
+5 [Got Heie) 
+G1(e Py Hite | ceim) (4. 111b) 
如 果 分 析 及 合成 滤波 融 是 理想 的 , 则 它们 会 精确 地 将 频带 0< |w | <a 划分 为 两 个 互 不 重 闪 的 相 
等 部 分 ,于 是 可 以 直接 证 明 得 到 Y(e*) =X Ce") , 即 合成 滤波 器 组 准确 地 重 构 出 输入 信号 。 然 而， 
利用 在 分 析 滤 波 器 组 的 减 采样 操作 中 会 发 生 混 人 的 非 理想 滤波 器 ,也 有 可 能 实现 完美 或 近似 完美 
的 重 构 。 为 了 说 明 这 一 点 ,观察 YX(e”) 表 达 式 的 第 二 部 分 [ 见 式 (4. 111b) ] ,这 一 项 表征 了 减 采样 
操作 中 潜在 的 混和 失真 ,通过 选择 满足 如 下 条 件 的 滤波 器 便 可 将 其 消除 : 


Gole!)Ho(e!@-™) + Gy (eV) Hy (ei) = 0 (4. 112) 
KAN RE AIBA Fo WEERA. 112) 的 一 组 条 件 为 
hila] = e!™"holn] > Hi (e!®) = Holet) (4. 113a) 
goln] = 2holn] => Golei?) = 2Ho(e!”) (4. 113b) 
giln] = —2hy[n] = Gy(e!”) = —2Ho(e3@-®) (4. 113c) 


滤波 器 hy ln] Ah, [n] PK ER SRB AK BS (quadrature mirror filters) ,因为 式 (4. 113a) 强 加 了 关于 
w = T/2 的 镜像 对 称 性 。 将 这 些 关 系 式 代入 式 (4. 111a) 便 得 到 如 下 关系 式 : 





D 保存 了 每 秒 内 所 有 样本 数 的 滤波 器 组 被 称 为 最 大 化 抽取 滤波 器 组 ( maximally decimated filter banks) , 
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Y(e!”) = [ Hie!) z Hel | X (ei®) (4. 114) 
由 上 式 可 知 ,完美 重 构 ( 可 能 带 M 个 样本 时 延 ) 要 求 
Hi (ei®) Hé (eie) — e 一 jwM (4. 115) 


可 以 看 出 (Vaidyanathan ,1993) 完 全 满足 式 (4. 115 ) 的 唯一 计算 可 实现 的 滤波 器 ,是 单位 脉冲 响应 
BA hln] =co6[n 一 2no] +c8[n 一 2n 一 1]( 其 中 ,no。 Al my 为 任意 选取 的 整数 , 且 me = 二) 形式 


的 系统 。 这 类 系统 不 能 提供 语音 和 音频 编码 应 用 中 所 需要 的 陡峭 频率 选择 特性 ,但 可 以 实现 完美 
的 重 构 ,为 了 说 明 这 一 点 ,考虑 如 下 简单 的 两 点 滑动 平均 低 通 滤波 器 : 
holn] = GD] + 6[n — 1]) (4. 116a) 


其 频率 响应 为 
Ho(e!) = cos(w/2)e 1/2 (4. 116b) 

对 于 该 滤波 器 ,通过 将 式 (4. 116b) 代入 式 (4. 114) 中 可 以 证 明 Y(e*) =e HX (e 

无 论 是 FIR 或 IR 滤波 器 ,都 可 以 用 于 图 4. 44 所 示 的 分 析 / 合 成 系统 中 ,利用 式 (4. 113a) 一 
式 (4. 113c) 所 关联 的 滤波 器 可 以 实现 近似 完美 的 重 构 。 这 种 滤波 器 设计 的 基础 是 找到 一 个 关于 
H,(e”) 的 设计 , 它 是 一 个 在 可 接受 的 到 近 误差 范围 内 满足 式 (4. 115 ) 的 可 接受 低 通 滤波 器 近似 
Johnston( 1980) 给 出 了 一 组 这 样 的 滤波 器 ,并 提供 了 它们 的 设计 算法 。Smith and Barnwell( 1984)， 
Mintzer( 1985 ) 指出, 如果 滤 波 器 具有 不 同 于 式 (4.113a) 一 式 (4.113c) 的 另 一 种 关系 , 则 利用 
图 4. 44 所 示 的 双 信道 滤波 器 组 有 可 能 实现 完美 重 构 。 这 种 不 同 的 关系 所 得 到 的 滤波 器 称 为 共 斩 
正 交 滤 波 器 (CQF ) 。 

在 图 4. 44 所 示 的 分 析 及 合成 系统 的 实现 中 ,为 了 节省 计算 量 可 以 采用 多 相 技术 。 对 两 个 信道 
应 用 图 4.40 所 示 的 多 相 减 采样 结果 ,可 以 得 到 图 4.45(a) 所 示 的 结构 框图 ,其 中 


enola] = hol2n] (4.117a) 

egila] = hol2n + 1) (4.117b) 

eola] = hy[2n] = el?" hol2n] = eol] (4. 117c) 
eyin] = hil2n +1] = e? ™ eit hg[2n + 1] = egitn] (4. 117d) 


式 (4. 1176) 和 式 (4. 117d) 表 明 hy [ n] AY A BR tik hol nj] 的 相同 ( 除 符号 以 外 ) ,因此 只 需要 实 
现 一 组 ew[n] 和 eo[nj。 图 4.45(b) 则 说 明了 如 何 由 两 个 多 相 滤波 器 的 输出 构成 两 个 信号 voln] 
和 wi[n]。 这 种 等 效 结构 所 需 计 算 量 仅 为 图 4.45(a) 的 一 半 , 当 然 这 完全 依赖 于 两 个 滤波 器 之 间 的 






eoln 





(a) (b) 
图 4.45 图 4.44 中 双 信 道 分 析 滤 波 器 组 的 多 相 表 示 
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类 似 地 ,多 相 技 术 也 可 应 用 在 合成 滤波 顺 组 中 ,通过 重新 配置 ,用 多 相 实现 结 构 蔡 换 两 个 内 插 
器 ,那么 多 相 结 构 便 可 以 合并 ,因为 gj[n] = -e'g,[n] = -em 2h[]。 所 得 到 的 多 相合 成 系统 
可 以 表示 为 多 相 滤 波 器 fw[n] =2eoln] Maln] =2ewmLnj] 的 形式 ,如 图 4.46 所 示 。 与 分 析 滤波 
器 组 的 情况 相同 ,合成 多 相 滤 波 器 可 以 在 两 个 信道 之 间 共 享 ,进而 使 计算 量 减 半 。 





图 4.46 图 4.44 中 双 信 道 分析 及 合成 滤波 器 组 的 多 相 表示 


上 述 双 频带 分 析 / 合 成 系 : 统 可 以 推导 到 任意 NN 个 等 带宽 信道 ,从 而 实现 对 频谱 的 更 优 分 解 。 
这 类 系统 可 以 用 在 音频 编码 中 ,它们 可 以 在 数字 信息 速率 压缩 中 方便 地 开发 利用 人 类 听觉 感知 的 
特征 (参见 MPEG 音频 编码 标准 和 Spanias, Painter, and Atti,2007)。 此 外 , 双 频 带 系统 还 可 与 树 形 
结构 结合 ,以 实现 一 个 用 于 均匀 或 非 均 匀 信 道 分 布 的 分 析 / 合 成 系统 。 使 用 Smith 和 Barnwell 以 及 
Mintzer 提出 的 CQF 滤波 右 , 有 可 能 实现 精确 重 构 ,由 此 得 到 的 分 析 / 合 成 系统 本 质 上 为 离散 小 波 变 
$, (BL Vaidyanathan ,1993 以 及 Burrus,Gopinath and Guo , 1997, ) 


4.8 模拟 信号 的 数字 处 理 


至 此 ,本 章 有 关 用 离散 时 间 序 列 来 表示 连续 时 间 信 号 的 讨论 都 集中 在 周期 采样 和 带 限 内 插 的 
理想 化 模型 上 。 可 以 把 讨论 的 问题 归纳 为 利用 一 个 称 之 为 理想 的 连续 到 离散 (C/D) 转 换 器 的 理 
想 化 采样 系统 和 一 个 称 之 为 理想 的 离散 到 连续 (D/C) 转换 器 的 理想 化 带 限 内 插 器 系统 。 依 靠 这 
些 理想 化 的 转换 系统 ,可 以 集中 研究 带 限 信号 及 其 样本 之 间 关 系 的 主要 数学 细节 。 例 如 ,4. 4 节 用 
理想 的 C/D 和 D/C 转换 系统 证 明了 :如 果 输 入 是 带 限 的 ,而 采样 率 又 等 于 或 超过 奈 奎 斯 特 率 ,那么 
线性 时 不 变 离散 时 间 系 统 就 和 内 在 图 4. 47(a) 所 示 的 结构 中 得 以 实现 线性 时 不 变 连续 时 间 系 统 。 在 
实际 装置 中 ,连续 时 间 信 和 号 不 是 真正 带 限 的 ,理想 滤波 器 也 不 能 实现 ,理想 的 C/D 和 D/C 转换 器 也 
仅仅 是 能 够 近似 的 ,这 些 都 是 分 别 由 模拟 到 数字 (A/D) 和 数字 到 模拟 ( D/A) ee 
的 。 图 4.47(b) 示 出 了 处 理 连续 时 间 ( 模 拟 ) 信 号 数字 较为 现实 的 模型 ,本 节 将 考查 图 4.47(b) 所 
示 系 统 中 各 部 分 引入 的 某 些 因 素 。 





pori 







Hsal jn) AGA) 
(b) 
图 4.47 (a) 连 续 时 间 信 号 的 离散 时 间 过 滤 ;(b) 模 拟 信号 的 数字 处 理 


146 离散 时 间 信 号 处 理 ( 第 三 版 ) 





4.8.1 消除 混 生 的 预 滤波 

在 很 多 情况 下 ,利用 离散 时 间 系 统 处 理 模 拟 信 号 ,总 是 希望 使 系统 的 采样 率 最 低 。 这 是 由 于 实 
现 该 系统 要 求 处 理 运算 的 量 是 正比 于 要 处 理 的 样本 数 的 。 如 果 输 入 信和 号 不 带 限 或 者 输入 信和 号 的 奈 
奎 斯 特 频率 太 高 ,往往 就 要 用 到 预 滤波 。 一 个 例子 是 发 生 在 处 理 语音 信号 中 ,即使 语音 信号 在 
4 一 20 kHz 带 内 含有 明显 的 分 量 , 但 对 于 可 懂 度 来 说 仅 要 求 3 一 4kHz 就 够 了 。 另 外 ,即使 信号 本 
身 是 带 限 的 ,宽带 的 加 性 噪声 也 可 能 占据 高 频 区 域 , 作 为 采样 的 结果 ,这 些 品 声 分 量 也 会 混 友 到 低 
频 中 去 。 如 果 和 希望 避免 混 秋 ,就 必须 将 输入 信号 强制 限 带 到 低 于 所 要 求 的 采样 率 一 半 的 频率 上 。 
这 可 以 在 C/D 转换 器 之 前 用 低 通 滤波 连续 时 间 信 和 号 来 完成 ,如 图 4.48 所 示 。 这 种 位 于 C/D 转换 
器 之 前 的 低 通 滤 波 器 称 为 抗 混和 滤波 器 ( antialiasing filter)。 在 理想 情况 下 , 抗 混 秋 滤波 器 的 频率 
啊 应 为 
1, IQ] <Q. < r/T 
0, [2] = Qe 
根据 4.4. 1 WANTS, MIA ETE AEA HT x, (1) 到 系统 输出 y,(1) 这 一 部 分 系统 总 是 表现 为 一 
个 线性 时 不 变 系统 ,这 是 因为 输入 到 C/D 转换 器 的 x, (1) 被 抗 混 倒 滤波 器 强制 限 带 到 低 于 
T/T rad/s 的 频率 内 。 因 此 ,图 4.48 所 示 系 统 的 总 有 效 频 率 啊 应 将 是 Ha (GO) A x, (2) BI y, (2) K 
有 效 频率 响应 的 乘积 。 联 合式 (4. 118) 和 式 (4. 38 ) 可 得 到 
H(ej?7T), |Q| < Qe 
0, Q| > Qe 
AE, X FAE p YE AS RE E ae, E X ( 50.) AN Ee BAY), E 4.48 所 示 的 系统 仍 表 现 
为 一 个 频率 响应 如 式 (4. 119) 所 给 出 的 线性 时 不 变 系统 。 实 际 上 ,频率 响应 Ha GO ) 也 不 可 能 是 理 
想 带 限 的 ,但 是 能 够 将 1,(jQ) 在 10 | >mw/7T 范 围 内 做 得 足够 小 ,以 使 混 释 最小。 在 这 种 情况 下 ， 
图 4.48 所 示 系 统 的 总 频率 啊 应 将 近似 为 

Hept(j2) ~ Haa(jQ)H(e!2") (4. 120) 
为 了 使 高 于 mw/7 YL ey NB SY 7] BI) AY LZ ASTD a es BE, G) PE A — FP A ER HI R 
BE” ,也 即 在 低 于 T/T 的 频率 上 便 引 入 衰减 。 式 (4. 120 ) 46 TER BR SR BE (WB Eb PR JE 
要 讨论 的 线性 时 不 变 失真 ) ,至 少 能 够 在 离散 时 间 系 统 设 计 中 进行 考虑 而 使 之 得 到 部 分 补偿 。 这 
点 将 在 习题 4. 62 中 说 明 。 

前 面 的 讨论 中 要 求 有 锐 截 止 抗 混 至 滤波 器 。 利 用 有 源 网 络 和 集成 电路 可 以 实现 这 样 的 锐 截止 
滤波 器 。 然 而 ,在 涉及 功能 强大 且 廉 价 的 数字 处 理 器 应 用 中 ,这些 连续 时 间 滤 波 器 可 能 占据 了 整个 
模拟 信号 的 离散 时 间 处 理 系统 成 本 的 主要 部 分 。 锐 截止 滤波 器 的 实现 是 困难 而 且 昂 贵 的 ,并 且 如 
果 系 统 要 与 可 变 采 样 率 一 起 工作 ,那么 还 需要 可 调节 滤波 器 。 再 者 , 锐 截止 模拟 滤波 器 一 般 都 有 很 
严重 的 非 线性 相位 响应 ,尤其 是 在 通 带 边缘 上 。 因 此 ,鉴于 诸多 原因 ,希望 去 除 连续 时 间 滤 波 器 ,或 
者 简化 对 它们 的 要 求 . 

解决 这 个 问题 的 一 条 途径 是 如 图 4. 49 所 示 。 令 Q, 记 作 在 实施 抗 混 炙 滤波 之 后 最 后 保留 下 的 
最 高 频率 分 量 , 首 先 使 用 一 个 很 简单 的 抗 混 色 滤波 器 , 它 有 一 个 在 MQ 显著 衰减 但 渐渐 截止 的 特 
性 。 接 着 在 比 20Q ,高 得 多 的 采样 率 , 如 2 MA, FE CD 转换 ,转换 之 后 再 将 采样 率 降低 M 倍 ， 
这 其 中 包含 锐 截止 的 抗 混和 县 滤波 是 在 离散 时 间 域 实现 的 。 这 样 , 后 续 的 离散 时 间 处 理 就 能 在 低 的 
采样 率 下 完成 ,以 使 计算 量 最 小 。 

这 种 过 采样 再 按 采 样 率 转换 的 道理 可 用 图 4. 50 来 说 明 。 图 4.50(a) 所 示 的 是 某 一 信和 号 的 傅 
里 叶 变换 (占有 频率 为 | 0 | <QOv) ,再 加 上 可 能 是 相应 于 高 频 “ 噪 声 "或 由 于 抗 混 又 滤波 器 的 不 完 


Haal jQ) = (4.118) 


Ag (j2) = | (4.119) 
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Haa (jQ) 


图 4.48 AAR RER A E E AIH 
ME i EL BE PY ERE E. AA RRR HE — ST OH AY A E, EA E ER 
止 的 ,而 是 在 某 一 频率 OD LEMMAS. K4. 50(b) 所 示 为 该 滤波 器 输出 的 傅 里 叶 变换 。 倘 
若 信 号 x, (1) 用 采样 周期 7,(27/AT - 0.) [Oy ,进行 采样 ,那么 序列 对 m 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 将 
如 图 4. 50(c) 所 示 。 注 意 到 “噪声 "会 发 生 混 秋 ,但 这 种 混 秋 不 会 影响 信号 频带 | o | <wy =OyT. 
这 时 ,如 果 选 择 T A T, 满足 条 件 T, = MT 及 5/T,=Q,, 则 信和 号 [nn] 就 可 用 一 个 锐 截 止 的 ,增益 为 
1 .截止 频率 为 nAM 的 离散 时 间 滤 波 器 [ 图 4. 50(c) 所 示 为 理想 化 的 ] 过 滤 。 这 个 离散 时 间 滤 波 右 
的 输出 被 减 采样 M 倍 得 到 采样 序列 x,Ln] ,其 傅 里 叶 变 换 如 图 4.50(d) 所 示 。 由 此 ,全 部 锐 截 止 的 
滤波 都 能 在 离散 时 间 系 统 中 完成 ,并 且 仅 要 求 名 义 上 的 连续 时 间 滤 波 。 因 为 离散 时 间 FIR 滤波 器 
可 以 有 真正 的 线性 相位 ,这 样 就 有 可 能 采用 这 种 过 采样 途径 来 实现 抗 混 炙 滤波 而 实际 上 没有 相位 
失真 。 在 不 仅 需要 保留 频谱 ,而 且 需 要 保留 波形 的 情况 下 ,这 是 有 显著 优势 的 。 
采样 率 降低 M 倍 





"=u (ay) 
图 4.49 采用 过 采样 的 A/D 转换 以 简化 连续 时 间 抗 混 秋 滤波 器 
xG) 简单 抗 混 


锐 截 止 抽取 








图 4.50 在 CAD 转换 器 中 采用 过 采样 再 紧 跟 抽取 
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4.8.2 模拟 到 数字 ( AD) 转换 


一 个 理想 的 C/D 转换 器 将 一 个 连续 时 间 信 和 号 转换 为 一 个 离散 时 间 信 和 号 ,其 中 每 个 样本 都 认为 
是 无 限 精 度 的 。 对 于 数字 信和 号 处 理 , 作 为 一 种 近似 ,图 4.51 所 示 的 系统 把 一 个 连续 时 间 ( 模 拟 ) 信 
号 转换 为 一 个 数字 信和 号 ,也 即 一 个 有 限 精 度 的 序列 或 量化 样本 。 几 4.51 中 的 两 个 系统 作为 具体 的 
器 件 都 是 可 获得 的 。AZD 转换 器 是 一 个 真正 的 器 件 , 它 将 输入 端 电压 或 电流 值 转换 为 二 进 制 码 ， 
该 二 进 制 码 代 表 了 最 接近 于 输入 大 小 的 一 个 量化 幅度 值 。 在 外 部 时 钟 的 控制 下 ,AZD 转换 器 在 每 
T 秒 内 启动 和 完成 一 次 AZD 转换 。 然 而 ,转换 不 是 瞬时 的 ,为 此 一 个 高 性 能 的 A/D 系统 一 般 都 包 
括 一 个 采样 与 保持 环节 ,如 图 4.51 所 示 。 理 想 的 采样 保持 系统 的 输出 为 











xolt) = 5 X[n|hg@ — nT ) (4. 121) 





m0 | 与 保持 |、 t| Sabi 
式 中 ,x[n] =%,(n7) 是 x,(1) 的 理想 样本 ,而 ho(1) 是 零 阶 保持 系 T 
Se reina NZ, BI 图 4.51 模 数 转换 的 实际 构成 
hg(t) = 5 e (4. 122) 
如 果 注 意 到 式 (4. 121) 可 以 等 效 为 
xolt) = ho(t) * J xg(nT JS — nT ) (4. 123) 
=a 


那么 ,该 理想 采样 保持 系统 就 等 效 为 冲 激 串 调制 级 联 零 阶 保持 系统 线性 滤波 的 形式 ,如 图 4.52(a) 所 
示 。xo(0) 的 傅 里 时 变换 与 x,(!) 的 傅 里 叶 变换 之 间 的 关系 可 以 仿照 4 2 节 的 分 析 步 又 推导 出 ,在 讨论 
D/A 转换 器 时 也 将 做 类 似 的 分 析 。 然 而 ,目前 这 种 分 析 不 是 必需 的 ,因为 所 要 了 解 的 该 系统 的 特性 都 
能 从 其 时 域 表 达 式 中 看 出 。 明 确 地 说 , 零 阶 保持 的 输出 是 一 个 阶梯 波 , 它 在 采样 周期 了 秒 内 样本 值 保 
持 不 变 ,这 就 是 如 图 4.52(b) 所 指出 的 。 实 际 的 采样 保持 电路 都 设计 成 尽 可 能 瞬时 地 对 x, (i) 采样 ,并 
且 直 到 下 一 次 采样 前 尽量 保持 样本 值 不 变 。 其 目的 是 为 了 给 A/D 转换 器 提供 所 需 的 不 变 的 输入 电 
压 ( 或 电流 ) 。 有 关 各 种 A/D 转换 过 程 , 以 及 采样 保持 电路 和 A/D 电路 实现 的 详细 论述 都 不 属于 本 
书 的 讨论 范围 。 有 很 多 实际 问题 都 会 在 为 获得 一 个 既 采 样 得 快 ,又 能 保持 样本 值 不 变 ( 无 衰减 或 陷 
波 ) 的 采样 保持 系统 中 出 现 。 同 样 , 还 有 很 多 实际 考虑 受制 于 AD 转换 器 电路 的 转换 速度 和 精度 。 
诸如 此 类 的 问题 都 在 Hnatek(1988) 和 Schmid(1976) 的 著作 中 讨论 到 。 关 于 某 一 具体 产品 的 性 能 指 
标 可 以 在 厂家 的 产品 目录 中 找到 。 本 节 观 注 的 是 A/D 转换 过 程 中 量化 效应 的 分 析 。 
采样 与 保持 

















Xa) | 








起 








(a) (b) 
图 4.52 (a) 理想 采样 保持 的 表示 ;(b) 采样 保持 典型 的 输入 ,输出 信号 
因为 图 4.51 所 示 的 采样 保持 系统 的 目的 是 要 实现 理想 采样 并 保持 该 样本 值 以 供 A/D 转换 器 
量化 ,所 以 可 以 将 图 4.51 所 示 的 系统 用 图 4.53 所 示 的 系统 来 表示 ,图 中 理想 的 CZD 转换 器 表示 由 
采样 保持 完成 的 采样 ,而 量化 器 和 编码 器 共同 代表 A/D 转换 器 的 工作 ,关于 这 点 稍 后 将 说 明 。 
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量化 器 是 一 种 非 线性 系统 , 它 的 作用 是 变换 输入 






样本 x[n] 为 某 一 预先 规定 的 有 限 集合 值 中 的 一 个 。 x%@ 
把 这 种 运算 表示 为 
ŝ ja] = Ola) (4. 124) 


i 51 系统 的 概念 性 表示 
称 &[m] 为 量化 样本 。， 量 化 器 可 以 有 均匀 间隔 的 或 非 图 4.53 图 4.51 系统 的 概念 性 表 亏 


均匀 间隔 的 量化 电 平 ; 然 而 , 当 对 样本 进行 数值 计算 时 ,量化 阶 通常 是 均匀 的 。 图 4.54 示 出 了 一 种 
典型 的 均匀 量化 特性 ,其 中 样本 值 是 被 舍 人 到 最 接近 的 量化 电 平 上 。 


2 的 补 码 “补偿 二 进 制 码 














011 111 
010 110 
001 101 
000 100 
111 011 
110 010 
101 001 
100 000 





: 2 | 





图 4.54 用 于 A/D 转换 的 典型 量化 器 


图 4. 54 有 几 个 特点 值得 强调 。 首 先 ,这 种 量化 器 适合 于 具有 正 . 负 值 样本 的 信号 ( 双 极 性 ) 。 
如 果 已 知 和 输入 样本 总 是 正 ( 或 负 ) 的 ,那么 一 种 不 同 的 量化 电 平分 布 或 许 更 为 适合 。 其 次 ,图 4. 54 
所 示 量 化 器 的 量化 电 平 数 为 偶数 电 平 。 利 用 偶数 电 平 ,就 不 可 能 在 零 幅 度 点 上 有 一 个 量化 电 平 , 同 
时 有 相同 的 正 、 负 量化 电 平 数 。 一 般 来 说 ,量化 电 平 数 是 2 的 寡 , 但 是 数目 比 8 要 大 得 多 ,所 以 相 邻 
两 电 平 之 差 通常 是 微不足道 的 。 

图 4 54 还 给 出 了 量化 电 平 的 编码 。 因 为 有 8 个 量化 电 平 ,所 以 可 以 用 3 位 二 进 制 码 来 表示 [ 一 
般 ,2 ”个 电 平 可 用 (8 +1) 位 二 进 制 码 编码 ] 。 原 则 上 ,任何 一 种 符号 的 安排 都 可 以 使 用 ,并 且 有 很 多 
现成 的 二 进 制 编码 方案 ,根据 应 用 场合 不 同 各 有 其 利 浆 。 例 如 ,图 4. 54 中 右边 一 列 的 二 进 制 数 就 是 
补偿 二 进 制 编码 方案 ,在 这 里 二 进 制 符 号 从 最 负 量 化 电 平 开始 是 以 一 种 数值 的 次 序 排列 的 。 然 而 ,在 数 
字 信 号 处 理 中 一 般 都 希望 应 用 一 种 二 进 制 编码 ,使 得 作为 量化 样本 加 权 表 示 的 码 字 能 直接 做 算术 运算 。 

图 4. 54 中 左边 一 列 为 按 2 的 补 码 编排 的 二 进 制 数 。 这 种 用 于 表示 带 符号 的 数 的 数 制 广泛 用 
于 大 多 数 计算 机 和 微 处 理 器 中 。 或 许 这 也 是 最 方便 的 一 种 量化 电 平 表 示 方 法 。 顺 便 提 及 ,只 要 在 
最 高 有 效 位 求 补 ,就 能 把 补偿 二 进 制 码 转换 成 2 的 补 码 。 

在 2 的 补 码 表示 中 ,最 左 或 最 高 有 效 位 是 符号 位 ,而 其 余 位 既 可 用 来 表示 二 进 制 整数 ,也 可 表 
未 分 数 , 这 里 假定 都 用 来 表示 二 进 制 的 分 数 ,也 即 假定 二 进 制 的 小 数 点 是 在 两 个 最 高 有 效 位 之 间 ， 
那么 ,在 2 的 补 码 表示 中 ,二 进 制 符号 具有 如 下 意义 ( 设 B=2): 








中 ”由 于 量化 台阶 是 线性 上 升 的 ,所 以 这 种 量化 器 又 称 为 线性 量化 器 ， 
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二 进 制 符号 
Ost i 
0510 
0,01 





0,00 
ll] 
1510 
1,01 
1,00 





一 般 , 如 果 有 一 个 (8+1) 位 的 2 的 补 码 分 数 , 它 表示 为 
dQ0od142 "4B 
那么 其 值 为 
=n" + ay27! +4927? +---+ap2F 
请 注意 ,符号 令 记 作 该 数值 的 二进制 小 数 点 ”。 码 字 与 量化 电 平 之 间 的 关系 与 图 4. 54 中 的 参数 
X, 有 关 。 该 参数 决定 了 A/D 转换 器 的 满 幅 度 值 。 由 图 4. 54 可 见 , 量 化 器 量化 阶 A 的 大 小 一 般 为 








2X Xm 
= 564i = oe (4. 125) 
最 小 的 量化 电 平 (+A) 就 相应 于 二 进 制 码 字 中 的 最 低 有 效 位 。 青 者 ,人 码 字 与 量化 样本 间 的 数值 关系 为 
ŝin] = Xmtpln] (4.126) 


因为 已 经 假定 trln] EA, H -1 Stin] <1( 对 于 2 的 补 码 而 言 ) 。 在 这 种 方案 中 
二 进 制 编码 样本 £pl n 就 正比 于 量化 样本 (用 2 的 补 码 ) ,因此 可 以 用 来 作为 样本 大 小 的 一 种 数值 
表示 。 一 般 都 假定 输入 信号 归 一 化 到 和 ,这样 Ln | 和 人 [在 数值 上 就 相等 ,从 而 不 需 再 区 分 量 
化 样本 和 二 进 制 编码 样本 。 

如 图 4. 55 所 示 的 例子 为 用 一 个 3 位 的 量化 器 对 一 个 正弦 波 的 样本 进行 量化 和 编码 。 图 中 未 
量化 的 样本 x[zj 用 实 圆 点 表示 ,已 量化 样本 Ln] 用 空 加 点 表示 。 同 时 也 示 出 理想 采样 保持 的 输 
出 。 虚 线 标 出 的 “D/A 转换 顺 的 输出 " 稍 后 再 做 讨论 。 图 4. 55 还 指出 了 代表 每 个 样本 的 3 位 码 
字 。 由 于 模拟 输入 x.(:) 超 出 了 该 量化 器 的 满 幅 度 值 , 所 以 某 些 正 样本 就 被 “ 箱 位 ”。 





o 量化 的 样本 
。 未 量化 的 样本 
理想 采样 与 保持 的 输出 
一 一 -D/A 转换 器 的 输出 


原 信号 





0 T 2T 3T 4T ST t 
p(n]: O11 000 100 110 011 011 


图 4.55 采用 3 位 量化 器 的 采样 .量化 .编码 和 DA 转换 
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虽然 前 述 大 部 分 讨论 都 是 有 关 量 化 电 平 的 补 码 表示 ,但 在 A/D 转换 中 ,有 关 量 化 和 编码 的 基 
本 原理 都 是 相同 的 ,而 与 用 来 表示 样本 的 二 进 制 码 无 关 。 有 关 在 数字 计算 中 用 到 的 二 进 制 运算 的 
详细 讨论 可 在 关于 计算 机 算术 运算 的 书 中 找到 (例如 ,Knuth,1998 ) 。 现 在 转 到 量化 效应 的 分 析 上 
来 。 因 为 分 析 不 依赖 于 二 进 制 码 字 的 编排 ,所 以 可 以 得 到 更 为 一 般 的 结论 。 


4.8.3 量化 误差 分 析 


由 图 4. 54 和 图 4. 55 可 见 ,一 般 量化 样本 x[ nj] 不 同 于 样本 的 真 值 *[n] 。 其 差 值 即 为 量化 误 
差 ,定义 为 


eln] = t[n] — x[n] (4. 127) 
例如 ,对 于 图 4.54 所 示 的 3 位 量化 器 ,如 果 A/2 <x[n]<3A/2, 那 么 x*[n] =A, 于 是 有 
—A/2<e[n] < A/2 (4. 128) 
在 图 4. 54 所 示 的 情况 下 ,只 要 
—9A/2 < x[n] < 7A/2 (4. 129 ) 


则 式 (4. 128) 总 是 成 立 。 

一 般 在 (B+1) 位 量化 器 中 ,其 A 由 式 (4. 125 ) 给 定 ,只 要 有 

(—X m 一 A/2) < x[n] < (Xm — A/2) (4. 130) 

量化 误差 总 满足 式 (4. 128) 。 

如 果 x[n] 超 出 该 范围 (如 图 4.55 中 4=0 时 的 样本 ) ,那么 量化 误差 在 幅度 上 就 大 于 A/2, 这 些 
样本 称 为 被 秆 位 了 ,是 量化 器 即 为 过 载 了 ， 

一 种 简化 而 有 用 的 量化 器 模型 如 图 4. 56 所 示 。 在 该 模型 
中 ,量化 误差 样本 被 认为 一 种 加 性 噪声 信号 。 如 车 已 知 eLn]， x 20) [sl -oD 
该 模型 就 完全 等 效 于 该 量化 器 。 在 大 多 数 情况 下 ,el nj] 是 未 
知 的 ,这 时 基于 图 4. 56 的 一 种 统计 模型 就 可 以 用 来 表示 量化 
效应 。 第 6 章 和 第 9 章 中 将 使 用 这 样 的 模型 来 描述 信号 处 理 ejn] 
算法 中 的 量化 效应 。 量 化 误差 的 统计 表示 是 基于 如 下 假设 的 : 图 4.56 量化 器 的 加 性 噪声 模型 

(1) 误差 序列 e[n] 是 平稳 随机 过 程 的 一 个 样本 序列 ; 

(2) 误差 序列 与 序列 x[n] OAK; 

(3) 误差 过 程 的 随机 变量 是 不 相关 的 ,也 就 是 说 ,误差 是 一 个 白 噪声 过 程 ; 

(4) 误差 过 程 的 概率 分 布 在 量化 误差 范围 内 是 均匀 分 布 的 。 

将 会 看 到 ,这 些 假设 会 导致 一 个 量化 影响 相当 简单 但 有 效 的 分 析 , 这 种 量化 影响 可 以 获得 对 系 
统 性 能 的 有 用 预测 。 极 易 发 现 这 些 假设 在 某 些 情况 下 明显 不 成 立 。 例 如 ,车 x,(1) 是 一 个 阶 跃 孙 
数 , 这 些 假设 就 不 能 认为 是 合理 的 。 然 而 , 当 信 号 是 一 个 复杂 的 信号 时 , 像 语 音 或 音乐 这 类 通常 是 
以 一 种 不 可 预见 的 方式 剧烈 起 伏 波动 的 信号 ,这 些 假设 就 更 为 真实 。 随 机 信号 输入 的 实验 测量 和 
理论 分 析 已 经 表明 , 当量 化 步 长 (进而 对 应 于 误差 ) 较 小 且 信和 号 以 一 种 复杂 的 形态 变化 时 ,信和 号 与 
量化 噪声 之 间 所 测 得 的 相关 性 愈 趋 减弱 ,并 且 误 差 也 变 得 不 相关 ( 见 Bennett,1948; Widrow , 1956, 
1961 ;Sripad and Snyder,1977; 以 及 Widrow and Kollar,2008)。 依 此 可 推理 ,如 果 量 化 器 不 过 载 且 信 
号 足够 复杂 ,而 量化 阶 又 足够 小 ,以 至 于 从 一 个 样本 到 另 一 个 样本 ,信和 号 的 幅度 很 可 能 横 穿 过 许多 
量化 台阶 ,那么 这 个 统计 模型 的 假设 就 似乎 越 直 实 。 


x[n] X[n] = x[n] + efn] 





四 ”当然 ,这 并 不 意味 着 统计 独立 ,因为 误差 直接 由 和 输入 信和 号 来 决定 ， 
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例 4. 10 一 个 正弦 信号 的 量化 误差 

作为 一 个 说 明 性 的 例子 ,图 4.57(a) 所 示 为 余弦 信号 x[n] =0.99cos(n/10) 未 量化 样本 的 
序列 。 图 4.57(b) 所 示 为 3 位 量化 器 (B+1=3) 的 量化 样本 序列 x[n] =O) xin] | , HRI Xn 
=1, 图 中 虚线 表示 8 种 可 能 的 量化 电 平 。 图 4.57(c) 和 图 4.57(d) 所 示 分 别 为 于 3 位 量化 和 
8 位 量化 时 的 量化 误差 e[n] =x[n] -x[n]。 在 每 一 种 情况 下 ,对 量化 误差 的 标尺 进行 调整 ， 
使 得 范围 土 AZ2 由 图 中 虚线 指出 

值得 注意 的 是 ,在 3 位 量化 的 情况 下 ,误差 信号 与 未 量化 样本 有 强 相 关 性 。 例 如 ,在 这 个 
余弦 的 正 、 负 峰值 附近 ,量化 信号 在 跨越 多 个 接续 的 样本 上 仍然 保持 不 变 , 以 至 于 在 这 些 区 段 
量化 误差 具有 输入 序列 的 形状 。 同 时 还 注意 到 ,在 正 峰 的 这 些 区 段 周围 ,误差 在 幅度 上 比 A/2 
大 。 这 是 由 于 对 这 种 量化 器 参数 的 设置 使 得 信号 电 平 太 大 的 缘故 。 然 而 ,对 于 8 位 量化 时 的 
量化 误差 没有 这 种 明显 的 波形 工 ， 对 这 些 图 的 直观 观察 可 以 预测 性 地 判断 在 精细 量化 (8 位 ) 
下 量化 噪声 的 性 质 ; 即 量化 样本 是 随机 变换 的 ,与 未 量化 信号 不 相关 ,并 在 -A/2 和 +A/2 之 
间 的 范围 内 变化 。 
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图 4.57 量化 噪声 的 例子 。(a) 信号 x[Lnj] =0.99cos(m10) 的 未 量化 样本 ;(b) 用 3 位 
量化 器 (a) 中 余弦 波形 的 量化 样本 ;(c) 存 (a) 中 信号 用 3 位 
量化 的 量化 误差 序列 ;(d) 在 (a) 中 信 - 时 用 8 位 量化 的 量化 误差 序列 


对 于 侈 人 样本 值 到 最 接近 的 量化 电 平 的 量化 器 来 说 ( 见 图 4. 54) ,量化 噪声 的 幅度 是 在 如 下 范 


[BI : 
—A/2 < ejn] < A/2 (4. 131) 


对 于 小 的 A,el nj 是 一 个 在 -A/2 到 A/2 范围 内 均匀 分 布 的 随机 变量 的 假设 是 合理 的 。 因 此 ， 





D 对 于 周期 余弦 信号 来 说 ,量化 误差 自然 也 会 是 周期 的 ,因此 ,其 功率 谱 将 以 输入 信号 频率 的 售 频 为 中 心 。 本 例 采 用 频 
率 wo =1710 以 避免 出 现 这 种 情况 
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对 于 这 种 量化 噪声 的 一 阶 概率 密度 的 假设 如 图 4. 58 所 示 








( 如果 在 实现 量化 中 是 截 尾 而 不 是 舍 入 ,那么 误差 总 是 负 的 ， A 

并 假设 从 -A 到 0 为 均匀 概率 密度 分 布 ) 。 为 了 完成 量化 噪 

声 统计 模型 ,假定 噪声 样本 间 是 不 相关 的 , 且 el nj 与 x*[%j] 也 A A z 
2 2 


不 相关 。 BORE eln | WEE A — A A A S A R P TEA o 


e[ n] 的 均值 为 零 , 其 方差 为 图 4.58 舍 人 量化 带 ( IRA. 54) 量 化 
A/2 _ 1 A2 误差 的 概率 密度 函数 

2 = ye 2S SS J 

o; | A 而 (4. 132 ) 

对 于 一 个 (B+1) 位 量化 器 ,其 满 幅 度 值 为 X, , 噪 声 方差 或 功率 为 
z 72g? , 
a ien, (4. 133) 
‘ 12 





5 (4. 133) SMT EERE LE TR SFY ME AR A SE PR BOW palm] = 076m), H 
相应 的 功率 谱 密 度 为 
2-2By 2 


Pele”) = 02 = -=r lw| <T (4. 134) 


例 4. 11 量化 噪声 的 测量 


它 可 以 用 64 位 浮 点 精度 来 计算 (适用 于 各 种 实际 的 未 量化 目标 ) ,量化 成 B+1 位 。 既然 已 知 
量化 器 的 输入 和 输出 ,那么 还 可 以 计算 得 到 量化 噪声 序列 。 通 常 采 用 幅度 直方 图 来 作为 对 一 
个 随机 信号 的 概率 分 布 估 计 , 直 方 图 可 以 给 出 落 在 彼此 相 邻 的 幅度 间隔 或 幅度 点 集合 中 每 一 
个 间隔 内 的 样本 数量 。 图 4.59 RAN, =1 时 16 位 量化 和 8 位 量化 所 对 应 的 量化 噪声 的 直 
方 图 。 由 于 总 的 样本 数量 为 101000 且 幅 度 点 数 为 101, 则 车 骂 声 是 均匀 分 布 的 ,那么 落 在 每 个 
幅度 点 上 的 样本 数量 均值 约 为 1000. 进而 ,16 位 量化 时 样本 的 整体 取 值 区 间 为 圭 1/2" = 
1.53 x10- ,8 位 量化 时 样本 的 整体 取 值 区 间 为 +1/2* =3.9x10"°, 图 4.59 所 示 的 直方 图 与 
这 些 值 基本 一 致 ,虽然 8 位 量化 的 结果 与 均匀 分 布 有 一 定 程 度 的 偏差 。 


量化 噪声 样本 的 直方 图 
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图 4.59 量化 噪声 的 直方 图 。(a)B+1=16;(b)B+1=8 





第 10 章 将 讨论 如 何 计算 功率 密度 谱 的 估计 值 。 图 4. 60 示 出 了 量化 噪声 信号 的 这 种 功率 
谱 估 计 , 其 中 B+1 分 别 为 16,12,8 和 4。 观 察 此 例 可 以 发 现 ,当量 化 比特 数 为 8 或 者 更 大 时 ， 
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功率 谱 在 整个 频率 范围 0 去 四 和 站 上 非常 平坦 , 且 功 率 谱 水 平 (以 dB 为 单位 ) 非 常 接近 于 
101ogl0(Pee(eio)) = 10 logy9 (sam) = —(10.79 + 6.02B) 
该 功率 谱 可 以 用 和 白 噪声 均匀 分 布 模型 来 预测 。 可 以 看 出 ,在 所 有 频率 上 ,B=7,11l 和 15 
所 对 应 的 曲线 之 间 相 差 24 dB。 然 而 ,观察 如 +1=4 的 情况 可 以 看 出 ,该 模型 已 经 不 能 够 用 来 
预测 噪声 功率 谱 的 形状 了 。 
此 例 说 明 ,量化 噪声 的 假设 模型 对 于 预测 均匀 量化 器 的 性 能 来 说 较为 有 用 。 一 个 信号 被 一 般 
的 加 性 噪声 和 特定 的 量化 噪声 所 污 损 的 程度 的 常用 度量 是 信号 品 声 比 (SNR ) ,定义 为 信号 方差 
(功率 ) 对 噪声 方差 的 比 。 以 dB ap UL) 表示, 一 个 (B+1) 位 均匀 量化 器 的 信号 量化 噪声 比 为 


2 2B 2 

: 12 . 22802 

SNRo = 1010810 (5) = 1010819 (=) 
e m 


X m 
= 6.02B + 10.8 — 2010g1 (77 a) 





(4. 135) 


由 式 (4. 135) 可见, 量化 样本 的 字 长 每 增加 一 位 (也 即 量化 电 平 数 加 倍 ) , 信 噪 比 近 似 提高 6 
dB ,需要 特别 考虑 式 (4. 135) 中 的 项 
一 201og10 (=) (4. 136) 


首先 ,XX, 是 量化 带 的 一 个 参数 ,通常 在 一 个 实际 系统 中 是 固定 的 。 量 o, 是 信号 幅度 的 均 方 根 值 , 它 一 

定 小 于 信号 的 峰值 幅度 。 例 如 ,和 车 x, (7) 是 一 个 峰值 幅度 为 X, 的 正弦 波 , 则 o,=X,//2。 如 果 o, 太 大 ， 

峰值 信号 幅度 将 超过 A/D 转换 器 的 满 幅度 值 X,。 这 时 , 式 (4. 135) 不 再 成 立 ,并且 会 产生 严重 失真 。 

另 一 方面 , 若 o, 太 小 , 式 (4. 136) 这 一 项 将 变 大 目 为 负 , 则 式 (4. 135) 的 SNR 下 降 。 事 实 上 ,容易 看 出 ， 

4 o, 减 半 时 ,SNR 下 降 6dB。 因 此 ,仔细 地 将 信号 幅度 与 AZ/D 转换 器 的 满 幅度 值 匹 配 是 很 重要 的 。 
均匀 量化 器 的 功率 谱 




















图 4.60 几 个 8 值 对 应 的 量化 噪声 谱 


例 4. 12 正弦 信号 的 SNR 
利用 信号 x[n] =Acos(n/10), TYAN, =1 以 及 4 改变 时 不 同 刀 +1 值 下 的 量化 误差 。 
SNR 作为 Eu/a, 函数 的 估计 值 如 图 4. 61 所 示 , 计 算 过 程 是 基于 信号 的 大 量 样 本 算出 平均 荔 
率 ,然后 除 以 噪声 平均 功率 的 相应 估计 值 , 即 
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1 cin? 
n=0 
N-1 


P (elmD? 


eae 


SNRo = 101losl0 


对 于 图 4.61 所 示 的 情况 ,N = 101 000, 

观察 图 4.61 中 的 曲线 可 以 看 到 ,在 BB 值 的 较 大 取 值 区 间 内 ,曲线 与 式 (4.135) 非 常 接 近 。 
特别 地 ,作为 log(X,ve,) 的 函数 ,曲线 为 直线 ,各 曲线 之 间 偏 移 12 dB ,因为 各 妃 值 之 间 相 差 2。 
Ki # X, o, 下 降 ,SNR 增加 ,因为 在 X, 固定 的 情况 下 增 大 eo, 意味 着 信号 使 用 了 更 多 的 可 用 
量化 等 级 。 然 而 , 随 着 六 ,/g, 一 1 ,可 以 观察 到 曲线 具有 明显 的 陡峭 下 降 。 因 为 对 于 正弦 波 来 
说 ,0, =0.7074, 这 就 意味 着 当 幅 度 4 RUN, =1 KN, SREP SHH, FRG RR 
th X, E SNR 会 快速 下 降 。 


均匀 量化 器 的 SNR 


SNR (dB) 








108 


图 4.61 JL BAAR fia AIRE HEEN X,,/o, 的 函数 
对 于 像 语 音 和 音乐 这 样 的 模拟 信号 ,幅度 分 布 趋向 于 集中 在 零 附近 ,并 随 着 幅度 的 增加 迅速 跌 
落 。 在 这 些 情 况 下 ,样本 幅度 超过 均 方 根 值 3 倍 或 4 倍 的 概率 非常 小 。 例 如 ,如 果 信 和 号 幅度 是 一 个 
高 斯 型 分 布 ,那么 仅 有 0. 064% 的 样本 的 幅度 大 于 4c,。 因 此 ,为 了 避免 信号 峰值 箱 位 (如 在 统计 模 
型 中 所 假设 的 ) ,可 以 在 A/D 转换 器 之 前 设置 滤波 器 和 放大 器 的 增益 ,以 使 得 o, = X,/4。 在 
式 (4. 135) 中 利用 该 o tE, WA 
SNRo © 6B — 1.25 dB (4. 137) 
例如 ， 用 在 高 质量 的 音乐 录制 和 重 放 系 统 中 ,要 获得 90 一 96 dB 的 信 噪 比 ,就 要 求 有 16 位 的 量化 ,但 
是 要 记 住 ,要 得 到 这 样 一 个 性 能 须 在 输入 信号 与 A/D 转换 器 的 满 幅度 值 精 心 匹配 之 后 方 有 可 能 。 
峰值 信号 幅度 与 量化 噪声 的 绝对 大 小 之 间 的 这 种 折 中 对 于 任何 量化 过 程 都 是 基本 的 。 第 6 章 
讨论 在 实现 离散 时 间 线 性 系统 中 的 侈 人 噪声 时 将 会 再 次 看 到 它 的 重要 性 。 


4.8.4 D/A 转换 


4.3 节 讨 论 了 如 何 利用 理想 低 通 滤波 从 一 个 样本 序列 来 重 构 一 个 带 限 信号。 利用 傅 里 叶 变 
换 , 这 个 重 构 过 程 表示 为 
X LN) = X (eT)H (j2) (4. 138) 
式 中 ,XGe”) 为 样本 序列 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 ,X GO) 为 已 重 构 的 连续 时 间 信 和 号 的 傅 里 时 变换 。 
理想 重 构 滤 波 器 为 
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T, |\Q) <2/T 
BAM = # |Q] > n/T ie 
对 于 A, OQ) Hie AP EMM x, (1) All x Le | ZT A BO 
、 sin[n(t — nT )/T| 
xh = 2 Gay aT )/T (4. 140) 
BRAVE xn | HA Pe AE HATA x,(1)， 7 
称 为 理想 D/C 转换 器 。 对 于 理想 D/C 转换 占 名 四 L_ 标 度 xpa (i) 


换 器 (D/A Fe ie ae) 紧 跟 着 一 个 近似 低 通 滤波 
器 ,如 图 4. 62 所 示 。 — D/A 转换 器 将 一 个 二 进 制 码 字 序列 xy zj 作为 输入 ,产生 一 个 如 下 式 所 
示 的 连续 时 间 输 出 : 
xoa (= >》 Xmitglnlho(t —aT ) 
Coa (4. 141) 
= > k[n|hg(t — nT ) 


n=—OO 


TE hy (1) HER TK (4. 122 ) 给 出 的 零 阶 保持 系统 的 冲 激 响应 。 图 4. 55 中 的 虚线 示 出 了 对 正弦 波 量 
化 例子 的 D/A 转换 器 的 和 输出。 应 该 注意 到 ,DZA 转换 器 以 和 采样 保持 中 保持 未 被 量化 的 输入 样本 
同样 的 方式 在 一 个 样本 周期 内 保持 该 量化 样本 。 如 果 用 加 性 噪声 模型 来 表示 量化 效应 ,那么 
式 (4. 141) 就 变 成 


CO oo 
XDA (= 5 x[nJho(t —nT )+ 5y e[n|ho(t —nT ) (4. 142) 
n=—00 11 一 一 CO 
为 了 简化 讨论 ,定义 
xo(t)= $ xIn|ho(t 一 27) (4. 143 ) 
人 
ea) = > elnlho(t —nT) (4. 144) 
有 一 一 Go 
这 样 , 式 (4. 142 ) 就 能 写成 
XDA (t) = xolt) + eo(t) (4. 145) 


因为 x[n] =x, (nT) ,所 以 言 号 分 量 xo(1) 就 与 输入 aS x, (1) 有关。 噪声 信和 号 Cy (t) Bk T i Tk 
声 样本 eln], R5 x (0) BURT ABE EIN FS EAB TRR EES ECA. 143 ) WR EEA 


oO 


Xoj) = 5> xIn]Ho(jR)e iT 


有 一 一 CO 


= ( D Ta Ho(jQ) Bn 


n=- 
= X (eT) HoN) 
现在 ,因为 


Do 


or 1 2nk 
K(eMT) == $, Xa (i (e-=)) (4. 147) 


人 三 一 co 


所 以 就 有 
xia) =| 4 mie 
oR) = T 2 a (i ( = =) H( jX2) (4. 148) 


第 4 章 连续 时 间 信 号 的 采样 ca 





如 果 X GO) ERRE n/T 频率 以 下 ,那么 在 式 (4. 148) P X, GA) SRS AY HB LE AB ob MAREE. 
如 果 定 义 一 个 补偿 的 重 构 滤 波 器 为 

H, (jQ) 
Ho (j2) 
FAK xlt) , 则 该 滤波 器 的 输出 即 为 x,(2) 。 很 容易 证 明 零 阶 保持 滤波 器 的 频率 响应 为 





(4. 149 ) 


HoR) = SEMEL -jQT/2 (4. 150) 
PALI SAME FE PA) UX tt AV 
z MSL iret Q| < n/T 
H,.(jQ) = 4 sin(QT/2) (4. 151) 
0. \Q| >n/T 


图 4.63(a) 所 示 为 按 式 (4. 150) 2A AY | Ay GO) | 与 按 式 (4. 139) 2A H AY EEA pN UB ah 
|H (GQ) | 的 比较 。 这 两 个 滤波 器 在 Q =0 处 都 有 增益 为 了, 但 是 零 阶 保持 虽 在 性 质 上 为 低 通 型 ， 
可 在 Q = n/T 处 并 不 是 锐 截 止 的 。 图 4. 63(b) 所 示 为 理想 补偿 重 构 滤波 器 频率 响应 的 幅度 , 它 紧 
跟 在 一 个 零 阶 保持 重 构 系 统 ,如 D/A 转换 顺 之 后 。 理 想 地 ,相位 响应 应 相应 于 一 个 7/2s 的 超前 时 
移 以 补偿 零 阶 保持 所 引入 的 延 时 量 。 因 为 时 间 超 前 在 实际 的 实时 近似 该 理想 补偿 重 构 滤波 器 中 是 
不 可 能 实现 的 ,所 以 仅仅 是 幅度 响应 上 的 补偿 ,并 且 往 往 甚至 连 这 点 补偿 也 可 省 去 ,因为 零 阶 保持 
的 增益 在 Q = n/T 处 仅 下 降 2/a( ak -4 dB) ,, 











TA 1H,GO)| 
BABA RUE DK a 
H,(jQ) 
零 阶 保持 1 
|g (iQ)! 
_20 = 0 x 2m 0 T T a 
T T T T a T 
(a) (b) 


图 4.63 (a) 零 阶 保持 与 理想 内 插 滤 波 器 频率 响应 的 比较 ; 
(by) 用 于 与 零 阶 保持 输出 相 接 的 理想 补偿 重 构 滤波 器 
Al 4. 64 所 示 为 一 个 DAA 转换 器 紧 跟 着 一 个 理想 补偿 重 构 滤波 句 。 正 如 前 面 讨 论 所 见 , 将 理 
想 补 偿 重 构 滤 波 需 接 在 D/A 转换 器 后 面 , 则 重 构 的 输出 信号 为 








ne sin[a(t —nT )/T] 
Ter, D aii n(t—nT )/T 

1 一 一 Ce 

= (4. 152) 
= > x[ re aT WTI = a Tee nT YT] 
es n(t —nT )/T J nt WT 
换 句 话说 ,输出 为 
E(t) = xa (t) + ealt) (4. 153) 


式 中 ,e.(5) 是 一 个 带 限 白 噪 声 信 
重新 考虑 一 下 网 4.47(b) ， 和 
系统 的 特性 了 。 如 果 假 设 抗 混 秋 滤波 器 的 输出 是 带 限 到 低 
F n/T 频率 以 下 ,HH,(jQ) 也 是 类 似 带 限 的 ,并 且 离 散 时 间 
系统 是 线性 时 不 变 的 ,那么 总 的 系统 输出 就 有 如 下 形式 : 
$r) = yalt) + ealt) (4. 154) 14. 64 CREE IY REL Be 
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T Yq (jQ) = H,(j&)Ho(j2)H (et ) Haal j2)X (Gj) (4. 155) 
式 中 ,及 ,09) AUV Al rr GO) AAE ORAU DA HERE BY RE A EC ER UU tt 
WRCR. Ae”) 是 离散 时 间 系 统 的 频率 响应 。 类 似 地 ,假设 由 A/D 转换 器 引入 的 量化 噪声 
是 方差 o? =A?/12 的 白 噪声 ,那么 可 以 证 明 输出 噪声 的 功率 谱 为 
已 (j2) = |Hy(j2)Ho( j2)H (el?T) o? (4. 156) 
也 就 是 说 ,输入 量化 噪声 受到 离散 时 间 和 连续 时 间 连 续 几 级 过 滤 而 变化 。 由 式 (4. 155) 可 以 得 出 ， 
在 量化 误差 模型 并 忽略 混 王 的 假定 下 ,从 x, (1) 到 YY,(1) 总 的 有 效 频 率 响应 为 
THD = H GVH GLH (el ) Haa(jQ) (4. 157) 
如 果 抗 混 炙 滤波 器 是 理想 的 ,如 式 (4. 118) 所 给 出 ,而 重 构 滤波 器 的 补偿 也 是 理想 的 ,如 式 (4. 151) 
所 给 出 ,那么 有 效 频率 响应 就 如 式 (4.119) 所 给 出 。 否 则 , 式 (4.157) 就 对 有 效 频率 响应 提供 了 一 
个 合理 的 模型 。 应 注意 到 , 式 (4. 157) 还 指出 ,对 于 4 项 当中 任何 一 项 不 完善 特性 的 补偿 ,原则 上 可 
以 在 其 他 任何 一 项 上 进行 。 例 如 ,离散 时 间 系 统 可 以 对 抗 混 释 滤 波 器 ,或 零 阶 保持 ,或 重 构 滤波 器， 
或 所 有 这 些 不 完善 特性 做 适当 的 补偿 。 
除了 由 式 (4. 157) 提供 的 过 滤 外 ,由 式 (4.154) 可知 ,输出 也 会 被 经 过 滤波 后 的 量化 噪声 所 污 
损 。 在 第 6 章 将 看 到 ,噪声 还 会 在 离散 时 间 线 性 系统 的 实现 中 被 引入 。 一 般 来 说 ,这 个 内 部 噪声 都 
将 被 离散 时 间 系 统 的 实现 .D/A 转换 器 的 零 阶 保持 和 重 构 滤 波 器 等 部 分 子 以 过 滤 。 








4.9 在 A/D 和 DVA 转 换 中 的 过 采样 和 噪声 形成 


4.8.1 节 曾 说 明 结合 数字 滤波 和 抽取 ,过 采样 有 可 能 实现 锐 截 止 的 抗 混 秋 滤波 。 正 如 4.9.1 节 将 
讨论 的 ,过 采样 以 及 后 续 的 离散 时 间 滤 波 与 减 采 样 也 容许 增 大 量化 融 的 量化 阶 A, 或 等 效 地 说 ,在 
A/D 转换 中 所 要 求 的 位 数 可 以 减少 。4. 9. 2 节 将 说 明 在 利用 过 和 采样 并 结合 量化 噪声 反馈 后 ,怎样 
能 够 将 量化 阶 进一步 减 小 。4. 9. 3 节 讨 论 如 何 将 过 采样 原理 应 用 于 D/A 转换 中 。 


4.9.1 采用 直接 量化 的 过 采样 AD 转换 


为 了 研究 过 采样 和 量化 阶 大 小 之 间 的 关系 ,考虑 图 4.65 所 示 的 系统 。 为 了 分 析 过 采样 在 该 系 
统 中 的 效果 ,考虑 一 个 零 均 值 广义 平稳 的 随机 过 程 x, (7) ,其 功率 谱 密 度 记 为 Bww(jQ), 自 相关 函 
数 记 为 @.,(r)。 为 了 简化 讨论 ,最初 假 设 xb) 已 经 带 限 到 Oy , 即 

Praxa (JR) = 0, [2| > Qn (4. 158) 
并 假定 25/T=2MQOw ,常数 M 为 整数 , 称 为 过 采样 率 (oversampling ratio). AJH 4.8.3 PEANO 
的 加 性 噪声 模型 ,能 用 图 4. 66 替代 图 4.65。 网 4.66 中 的 抽取 滤波 器 是 增益 为 1 ,截止 频率 为 w, = 
T/AM 的 理想 低 通 滤波 右 。 因 为 图 4.66 所 示 的 整个 系统 是 线性 的 ,所 以 它 的 输出 xjLn] 有 两 个 分 量 :一 个 
是 由 于 信号 输入 x,(1) 引 起 的 , 男 一 个 是 由 于 量化 噪声 输入 eln | 产生 的 ,分 别 记 为 xj,[n] 和 和 xj[Ln]。 
_A/D 转换 采样 率 变换 








1 
| 
Xa(t) | 
l 
| 
| 
1 


图 4.65 采用 简单 量化 和 减 采 样 的 过 采样 A/D 转换 


第 4 章 ”连续 时 间 信 号 的 采样 159 


eln| 
[n] = LPF [jy ;} xaln] = 
xali) El x[n] rA TM xaaln] + xaeln] 


ait 
OM 


图 4.66 用 线性 噪声 模型 代替 量化 器 的 图 4. 65 系统 


目的 是 要 在 输出 xy Ln] 中 确定 作为 量化 阶 A 和 过 采样 率 的 函数 的 信号 功率 fxd, [ne] | PEAR 
AYRE} xin] | AVE. BNE 4. 66 所 示 的 系统 是 线性 的 , 且 假 定 噪声 与 信号 不 相关 ,所 以 在 计算 
输出 端 信号 和 噪声 分 量 各 自 的 功率 时 可 以 分 开 作为 两 个 源 来 对 待 。 

HARRIN 中 的 信号 分 量 。 先 将 采样 信号 xLn | 的 功率 谱 密度 、 自 相关 函数 和 信号 功率 与 连 
续 时 间 模 拟 信号 x, (1) 的 对 应 函数 联系 起 来 。 令 Palm] B,,(e*) 分 别 记 为 x[n] 的 自 相 关 函 数 
和 功率 谱 密 度 ， Wate Vata D [m] =Elx[n+m]z[n]|, HF x[n] =x,(n7T) 和 x[n+m] = 
x, (nT +mT) ,于 是 

E{x[n + mJx[n]} = Efxa((n + m)T )xy(nT )} (4. 159) 
因此 ， 
perlm) = dy, x, (MT ) (4. 160) 
也 就 是 说 ,样本 序列 的 自 相 关 函 数 就 是 对 应 的 连续 时 间 信 和 号 自 相 关 函 数 的 采样 。 特 别 是 ,广义 平稳 
的 假定 就 意味 着 Ela) | 是 一 个 独立 于 1 的 常数 。 这 样 就 得 到 


efx [n]}] = e(x2(nT )} = efx2(t)}, MAM n ae (4. 161) 
PRL Ay Dy 28 GE R E SE A AK eR BC AY E ae TEAK. 160) 的 结果 ,有 
2nk 
®,,(e/°7) = F È ow E (0-=*)] (4. 162) 


假设 输入 是 带 限 的 ,如 式 (4. 158 ) 所 示 , ABLE RE M 4% MAA 20/T = 2MOy HE Q =w/T 代 入 
式 (4. 162) 可 得 


J t/M<we<n 


D (j z) lo| < n/M 
: pe kata \ I pe 
Byle) = 2 T T (4. 163) 
( 


F Pxaxa GO) WME 4. 67 (a) TAS, MERA REAR H 2m/T =2MO, ,那么 B,(e*) 就 一 定 如 图 4.67(b) 
所 示 。 


yz, 1,4) 








-ON Qn Q 
(a) 


图 4.67 P,a GQ) 5 Bal) Z bis] HAN RE A BB 





利用 功率 谱 解 释 , 式 (4. 161) 是 对 的 这 一 点 是 很 有 启发 意义 的 。 原 模拟 信号 的 总 功率 为 
1 


2 = 
EO = y | l ora Gaa 
-Qg 
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由 式 (4. 163) ,采样 信号 的 总 功率 为 


e(x?[n]} = 元 | By, (ed) dw (4. 164) 
1 n/M 1 w 
a = 和 (4. 165) 
利用 OT = n/M, A Q = w/T (RAZR (4. 165) ,得 出 
SN 
e{x?[n]} = ss | Py, x, (J2)AQ = €{x2(t)} 
2n —Qn 


据 此 ,采样 信号 的 总 功率 和 原 模 拟 信 号 的 总 功率 是 完全 相同 的 ,正如 式 (4. 161) 所 示 。 因 为 该 抽取 
滤波 器 是 截止 频率 为 w. = TV/W 的 理想 低 通 滤波 器 ,所 以 信号 x[z] 通 过 这 个 滤波 器 而 未 做 任何 改 
变 ,因此 在 输出 中 减 采样 信号 分 量 xuw[z] =a nM] =zx, (nM7T) 也 就 有 相同 的 总 功率 。 这 一 点 可 由 
功率 谱 看 出 ,只 要 注意 到 ,因为 Dale) ERRE w| <m/M, 所 以 


M 一 1 
Draza (E) = 59 F Ble CECOM 
k=0 


1 
= ie N lw| < 


(4. 166) 
利用 式 (4. 166) 可 得 
ef De) 一 = k Dy (01?) dw 
1 | | 
Se, oe SA jo/M)y . 
T/M p 
= 23 | ®,.(e!°) dw = e{x2[n]} 
2n -n/M 
这 就 证 明了 当 输 入 x,(1) 横 穿 整个 系统 到 对 应 的 输出 分 量 xw[m] 时 ,信号 分 量 的 功率 仍 是 一 


样 的 。 利 用 功率 谱 解 释 , 发 生 这 一 情况 是 由 于 当 采 样 从 Bxw(jQ) 到 Da (e) FEB Praia caa(e™ ) AVL 
程 中 ,对 于 因 采 样 而 形成 的 频率 轴 的 每 一 次 尺度 变换 都 在 幅度 上 做 了 反 尺 度 变换 ,以 至 于 在 功率 谱 
下 的 面积 仍 是 相同 的 。 

现在 考虑 由 量化 产生 的 噪声 分 量 。 按 照 4.8.3 节 中 的 模型 ,假设 e[ nj] 是 一 个 广义 平稳 的 白 噪 
声 过 程 ,其 均值 为 零 ,方差 为 了 


A2 
o2 = = 
结果 ,e[ n] 的 自 相关 函数 和 功率 谱 密 度 分 别 为 
de[m] = az6[m] (4. 167) 
和 
Pap (e12) = as |w| < n j (4.168) 


图 4. 68 示 出 了 el nj] 和 x[nj] 的 功率 谱 密 度 。 量 化 信号 *[n |] 的 功率 谱 密度 就 是 这 两 者 之 和 ,因为 在 
模型 中 已 假定 信号 和 量化 噪声 样本 是 不 相关 的 。 
虽然 已 经 证 明了 x[n] 或 e[n] 的 功率 都 与 M 无关, 但 是 注意 到 , 随 着 过 采样 率 M 的 增加 ,量化 噪 





9” 因为 随机 过 程 有 零 均值 ,所 以 平均 功率 和 方差 是 相同 的 
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A ASMA MRS, TERA RA OCR E 
得 信号 对 量化 噪声 比 得 以 改善 。 具 体 地 说 ,该 理想 低 通 滤波 器 
在 频带 T/M < |o | 大 站 内 消除 量化 噪声 ,而 信号 分 量 没有 改 - 


Pale) 


Dele”) = 03 


E 









变 , 理 想 低 通 滤波 器 输出 端的 噪声 功率 为 In -n/M NM K w 
eem = 二 | Sigs E 图 4.68 在 过 采样 因子 为 村 时 ,信号 
aR Jon M 和 量化 噪声 的 功率 谱 密 度 


接 下 来 , 低 通过 滤 后 的 信号 被 减 采样 .已 经 知道 在 减 采样 输出 
中 信号 功率 未 变 。 图 4. 69 示 出 了 x [nj] 和 xj[n] 的 功率 谱 密 度 。 将 图 4.68 和 图 4. 69 比较 可 见 ， 
因为 频率 轴 和 幅度 轴 的 尺度 变换 是 相反 的 ,所 以 信号 功率 谱 密度 下 的 面积 没有 变化 。 另 一 方面 ,在 
抽取 输出 中 的 噪声 功率 和 低 通 滤波 器 输出 中 的 是 相同 的 , 即 

efx [n]} = aS Ic i ae. (4. 169) 

ae 2n Jay M M 12M 

因此 ,通过 滤波 和 减 采 样 ,量化 噪声 功率 Eapana] | EIR 
IST M 倍 , 而 信号 功率 依旧 未 变 。 








”从 式 (4. 169) 可 知 ,对 于 某 一 给 定 的 量化 噪声 功率 ， ia ween 
过 采样 因子 M 和 量化 器 的 量化 阶 A 之 间 明 显 有 一 个 权 ei 


衡 。 式 (4. 125 ) 表 明 ,对 于 一 个 (B+1) 位 的 量化 器 ,最 大 
输入 信号 电 平 在 正 、 负 XX, 之 间 , 其 量化 阶 为 


A= Xml?” 
因此 
L fea 
e{x7[n]} = ay (SF) (4. 170) 


式 (4.170) 说 明 , 对 于 某 一 固定 的 量化 器 ,用 提高 过 采样 比 M 能 将 噪声 功率 减 小 。 因 为 信号 功率 与 
M 无 关 , 所 以 增加 M 就 会 使 信号 对 量化 噪声 之 比 增加 。 换 名 话说 ,对 于 某 一 固定 的 量化 噪声 功率 
P, =€\ x(n] | ,所 需要 的 8 值 为 


1 1 1 , 
B = —>5 log, M log 12 logs Pye + logy X m (4. 171) 


2 2 
由 式 (4. 171) 可见, 为 达到 某 一 给 定 的 信号 量化 噪声 比 ,每 当 过 采样 比 M 加 倍 ,量化 位 数 就 可 减少 
1/2 位 ;或 者 换 句 话说 , 若 过 采样 按 因 子 M =4, 在 表示 该 信号 为 达到 所 期 望 的 精度 要 求 时 可 以 减少 


1 位 。 
4.9.2 采用 噪声 成 形 的 过 采样 AD 转换 


前 一 节 已 经 表明 ,过 采样 和 抽取 可 以 改善 信号 量化 噪声 比 。 这 在 某 种 程度 上 看 是 一 项 突出 的 
成 果 。 这 意味 着 ,原则 上 在 信号 的 最 初 采样 中 可 以 用 很 粗 烟 的 量化 ,并 且 如 果 过 采样 率 足 够 高 , 那 
么 就 仍然 能 够 用 在 带 有 噪声 的 样本 上 完成 数字 计算 而 得 到 原样 本 的 一 个 准确 表示 。 到 目前 为 止 ， 
已 经 看 到 的 问题 是 ,为 了 显著 地 减少 所 需 位 数 ,就 需要 很 大 的 过 采样 率 。 例 如 ,为 了 从 16 位 减少 到 
12 位 就 要 求 M =4 =256! 这 似乎 是 一 个 相当 高 的 代价 。 然 而 ,如 果 把 过 采样 与 用 反馈 噪声 谱 成 形 
的 概念 结合 起 来 ,基本 的 过 采样 原理 便 能 导致 高 得 多 的 获 益 。 

如 同 图 4. 68 曾 指出 的 ,采用 直接 量化 时 量化 噪声 的 功率 谱 密 度 在 全 部 频带 上 都 是 不 变 的 。 噪 
声 成 形 的 基本 思想 是 要 改变 A/D 转换 的 过 程 , 以 使 得 量化 噪声 的 功率 谱 密度 不 再 是 均匀 的 ,而 是 
被 成 形 为 大 部 分 噪声 功率 位 于 频带 | | < aM 之 外 的 形式 。 这 样 一 来 ,后 续 的 滤波 和 减 采样 就 将 
更 多 的 量化 噪声 功率 滤 除 。 
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噪声 成 形 量化 器 (通常 称 采样 数据 Delta-Sigma 调制 器 ) 如 图 4.70 所 示 ( 见 Candy and Temes, 
1992 以 及 Schreier and Temes,2005) 。 图 4.70(a) 所 示 的 方 框图 说 明了 这 个 系统 是 如 何 用 集成 电路 
实现 的 。 图 中 的 积分 器 是 一 种 开关 电容 离散 时 间 积 分 器 。AZD 转换 器 能 用 多 种 方式 来 实现 ,但 一 
般 来 说 它 是 一 个 简单 的 1 比特 量化 器 或 比较 器 。D7AA 转换 器 将 数字 输出 转换 回 一 个 模拟 脉冲 ,在 
积分 器 的 输入 端 从 输入 信号 中 减 去 这 个 模拟 脉冲 。 该 系统 可 以 用 图 4. 70(b) 所 示 的 离散 时 间 等 效 
系统 来 表示 。 开 关 电 容积 分 器 用 一 个 累加 器 系统 来 代表 ,反馈 路 径 中 的 延迟 代表 由 D/A 转换 器 引 
入 的 延迟 。 





图 4.70 采用 噪声 成 形 的 过 采样 量化 器 


与 前 面 所 用 方法 一 样 , 将 量化 噪声 用 一 个 加 性 噪声 源 建 模 ,从 而 ,图 4.70 所 示 的 系统 就 能 用 
图 4. 71 所 示 的 线性 模型 来 代替 。 在 该 系统 中 ,输出 yLnj] 是 两 个 分 量 之 和 :单独 由 输入 xLn] 产 生 的 
[Ln] 和 单独 由 噪声 eLnj] 产 生 的 efn]。 


eln] 


ie 
xa(t) 





图 4.71 对 图 4.70 所 示 的 系统 从 x,(t) 到 x,[n] 用 线性 噪声 模型 代替 量化 器 


从 xLnj] 到 yLnj 的 传递 函数 记 为 有 H.(z) Wel nj] 到 y[n] 的 传递 函数 记 为 H.(z)。 这 两 个 传递 
函数 都 能 直接 计算 为 


0 下 | (4. 172a) 
H.(2) = (1—27!) (4. 172b) 
结果 
yx[n] = x[n] (4. 173a) 
和 
éln] = e[n] — efn — 1] (4. 173b) 


因此 ,输出 y[m] 可 等 效 地 表示 为 yY[z] =x[n] +e[n], 其 中 x[n] 没 有 变化 ,而 量化 噪声 e[n] 则 按 
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一 阶 差分 算 子 H(z) BAR BORLA 4. 72 所 示 。 利 用 式 (4. 168) AHH eln] 的 功率 谱 密度 ,出 现在 
y[n] 中 的 量化 噪声 E[n] 的 功率 谱 密 度 为 


Poe(ei?) = 02|H-(e!)/7 
(4. 174) 


= a2 (2 sin(w/2)/ 





图 4.72 图 4.71 的 等 效 表 示 


图 4. 73 示 出 了 sm] 的 功率 谱 密 度 ,ef nj 的 功率 谱 ,以 及 曾 示 于 图 4.67(b) 和 图 4.68 的 同一 信号 的 
功率 谱 。 很 有 意思 地 看 到 ,总 噪声 功率 由 在 量化 器 端的 sie [nn] | = 增加 到 在 噪声 成 形 系 统 输出 
端的 Ele[n]| =20; ,然而 与 图 4. 68 比较 之 后 注意 到 ,量化 噪声 已 成 形 为 使 噪声 功率 比 直接 过 采 
样 情况 下 有 更 多 功率 位 于 信和 号 带宽 | wo | <m/M 以 外 的 形式 ,而 在 直接 过 采样 情况 下 ,噪声 功率 谱 
是 平坦 的 。 


1 QyM 


| 
a 


@p3(2!)= 4a?sin? (w/2) 








=T T 0 T T w 


M M 


图 4.73 量化 噪声 和 信号 的 功率 谱 密度 


在 图 4.70 所 示 的 系统 中 , 带 外 的 噪声 功率 被 低 通 滤波 器 滤 除 。 具 体 地 说 ,图 4. 74 示 出 了 重奏 
在 Benxu(e) 功 率 谱 密度 上 的 ruxw(ei) 功率 谱 密度 。 因 为 减 采样 器 并 没有 减少 任何 信号 功率 ， 
所 以 在 xw[m] 中 的 信号 功率 为 
Pag = ef = elx?[nl) = etx?) 


在 最 后 输出 中 的 量化 噪声 功率 为 


1 z i 1 A2 T (a) 2 
Pie ere D. ar jo 人 全 7 ; 
le = 于 i rera (© Jde = FT | (2sin (37)) des (4. 175) 


为 了 与 4 9. 1 SAREE, EEM 足够 大 ,以 至 于 满足 
A w w 
sin (557) © aa 
利用 这 一 近似 式 ,容易 计算 出 式 (4. 175) 4 


Pde = (4. 176) 





1 
36 M3 
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通过 式 (4. 176) 再 次 看 到 ,过 采样 率 M 和 量化 器 的 量化 阶 A 之 间 有 一 个 权衡 。 因 此 ,对 于 一 个 (8 
+1) 位 的 量化 器 和 最 大 输入 信号 电 平 位 于 +X, (A = 和 [2 0) 之 间 , 为 了 实现 某 一 给 定 的 量化 噪声 
功率 Pi ,必须 有 

B= -5 logy M 十 1]o82?(F/6) 一 ; logy Pie + logs X m (4.177) 
比较 式 (4. 177) 与 式 (4. 171) 可 见 , 不 像 直接 量化 一 样 ,每 次 将 过 采样 比 M mi, Cee ERA 1/2 
比特 的 获 益 ,而 是 利用 噪声 成 形 后 有 1. 5 比特 的 获 益 。 






wt eW) 


4o? |. 
Drexel) = yg Sin? (of(2M)) 


图 4.74 减 采 样 后 的 信号 和 量化 噪声 的 功率 谱 密 度 


表 4. 1 所 列 为 相对 于 无 过 采样 (M =1) 的 直接 量化 时 ,(a) 按 4.9.1 节 讨 论 的 直接 量化 的 过 采 
样 和 (b) 按 本 节 所 研究 的 用 噪声 成 形 的 过 采样 ,在 量化 器 位 数 上 带 来 的 节省 。 
表 4.1 相对 于 M=1, 直 接 量 化 和 一 阶 噪声 成 形 在 量化 器 位 数 上 的 等 效 节省 
直接 量化 噪声 成 形 


pe? 





3;7 


3,1 
6.6 





8. 1 


通过 吸收 进 第 2 个 标 加 器 ,可 以 将 图 4.70 所 示 的 品 声 成 形 策略 进一步 推广 ,如 图 4.75 所 示 。 
在 这 种 情况 下 ,量化 器 还 用 加 性 噪声 源 eln ] 建 模 , 可 以 证 明 
yla] = x[n] + é[n] 
式 中 ,在 两 级 的 情况 下 , êl n | SEAS h Ek PAL 


H(z) =(1—z!)? (4. 178) 
处 理 量化 噪声 e[n] 的 结果 。 对 应 的 存在 于 y[n] 中 的 量化 噪声 功率 谱 密度 为 
balei?) = a2[2 sin(wy/2)] (4. 179) 


有 了 这 个 结果 ,虽然 两 级 噪声 成 形 系统 的 输出 的 总 噪声 功率 比 一 级 的 情况 要 大 ,但 更 多 的 噪声 位 于 
言 写 带宽 之 外 。 更 一 般 地 说 ,采用 p 级 累加 和 反馈 ,相应 的 噪声 成 形 为 
Dile”) = o2[2 sin(w/2)]27 (4. 180) 

表 4.2 给 出 的 是 量化 器 的 位 数 作为 噪声 成 形 的 阶 P 和 过 采样 率 M 的 函数 的 等 效 下 降 位 数 。 
值得 注意 的 是 , 当 p =2 FM =64 时 ,在 精度 上 大 约 得 到 13 比特 的 提高 ,也 就 是 说 ,1 比特 的 量化 器 
在 抽取 需 的 输出 端 能 够 实现 大 约 14 比特 的 精度 。 

虽然 ,如 图 4.75 所 示 的 多 级 反馈 回路 可 以 大 大 减 小 噪声 ,但 是 它们 不 是 没有 任何 问题 的 。 特 
别 是 ,对 于 大 的 p 值 ,产生 不 稳定 和 发 生 振荡 的 潜在 威胁 有 所 增加 。 称 之 为 多 级 噪声 成 形 ( MASH ) 
的 另 一 种 结构 将 在 习题 4. 68 中 讨论 。 
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图 4.75 具有 二 阶 噪声 成 形 的 过 采样 量化 器 


表 4.2 量化 器 的 位 数 随 噪声 成 形 阶 次 p 的 减少 





量化 带 的 阶 








4.9.3 在 D/A 转 换 中 的 过 采样 和 噪声 成 形 


4.9.1 节 和 4.9.2 节 讨论 了 利用 过 采样 简化 A/D 转换 过 程 。 如 同 曾 经 提 到 过 的 ,为 了 简化 抗 
混合 滤波 和 提高 精度 ,信号 最 初 被 进行 过 采样 ,但 是 A/D 转换 器 的 最 后 输出 xj[n] 还 是 在 奈奈 斯 
特 率 下 对 x, (4) 采样 的 。 很 显然 地 ,对 于 数字 处 理 或 者 对 于 仅 以 数字 形式 简单 地 表示 模拟 信号 来 
说 ,总 是 希望 采用 最 小 的 采样 率 , 比 如 在 CD 音频 刻录 系统 中 就 是 这 样 。 自 然 地 会 想到 以 相反 的 过 
程 来 应 用 同一 原理 从 而 实现 在 D/A 转换 过 程 中 的 改善 。 

基本 系统 如 图 4.76 所 示 , 它 是 与 图 4.65 所 示 的 系统 相对 应 的 。 要 被 转换 为 连续 时 间 信 号 的 
序列 yj[ nj 首先 被 增 采 样 得 到 7[ nj ,然后 在 将 YLn] 送 到 D/A 转换 器 之 前 重新 量化 ,这 样 D/A 转换 
需 所 接收 的 二 进 制 样本 是 用 再 量化 过 程 所 产生 的 位 数 。 如 果 可 以 确保 量化 噪声 不 占据 信和 号 频带 ， 
那么 就 能 用 一 个 很 少 位 数 的 简单 DAA 转换 器 ,这 样 噪声 就 能 用 廉价 的 模拟 滤波 滤 除 。 

图 4. 77 示 出 一 种 结构 ,其 中 量化 器 将 量化 噪声 按照 图 4. 70 所 示 系 统 所 提供 的 一 阶 噪声 成 形 
的 类 似 方式 成 形 。 分 析 假 设 yln] 没 有 进行 量化 或 者 相对 于 y[n] 来 说 进行 了 较 好 的 量化 ,以 使 得 
量化 器 误差 的 主要 源头 来 自 于 图 4. 76 所 示 的 量化 器 。 为 了 分 析 图 4.76 和 图 4.77 所 示 的 系统 ,将 
图 4.77 中 的 量化 器 用 一 个 加 性 白 噪 声 源 e[ nj 代替 ,这 样 就 有 了 图 4.78。 从 7[n] 到 y[n] 的 传递 函 
数 为 1 ,也 就 是 说 ,出 现在 输出 端的 增 采样 信号 YLn] 没 有 变化 。 从 ef] 到 y[n]j] 的 传递 函数 有.(z) 为 

H(z) =1-—27! 

















图 4.76 过 采样 D/A 转换 图 4.77 过 采样 D/A 量化 的 
一 阶 品 声 成 形 系统 
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因此 ,图 4.78 中 出 现在 噪声 成 形 系统 输出 端的 量化 噪声 

分 量 E[n] 具 有 功率 谱 密 度 为 
belel) = o2(2sin w/2) (4. 181) 
式 中 ,oz = A’/12, 

图 4.79 是 对 D/A 转换 采用 这 种 办 法 的 一 个 说 明 。 
图 4.79(a) 所 示 为 图 4.76 PAA yaln] RD, Ce”). 
注意 ,已 经 假定 信号 yL nj] 是 在 奈奈 斯 特 率 下 采样 的 。 图 4. 79 
(b) 所 示 对 应 于 增 采 样 器 (提高 4 倍 ) 输 出 的 功率 谱 , 图 4.79 图 4.78 用 线性 噪声 模型 代替 量 
(c) 所 示 对 应 于 量化 器 /噪声 成 形 器 系统 输出 的 量化 噪声 谱 。 化 器 的 图 4. 77 系 统 
最 后 ,图 4.79(d) 所 示 为 被 放 在 图 4. 76 所 示 的 D/C 转换 器 模拟 输出 中 噪声 分 量 功 率 谱 上 的 信号 儿 
量 的 功率 谱 。 在 这 种 情况 下 ,假定 D/C 转换 器 有 一 个 截止 频率 为 nA(MT) 的 理想 低 通 重 构 滤波 
器 , 它 将 尽 可 能 多 的 量化 噪声 滤 除 。 

在 实际 装置 中 ,总 希望 避免 锐 和 截止 的 模拟 重 构 滤波 器 ,由 图 4.79(d) 很 清楚 地 看 出 ,如 果 能 够 
容许 稍微 多 一 点 的 量化 噪声 ,那么 D/C 重 构 滤 波 器 就 不 必 如 此 陡峭 地 滚 降 。 再 者 , 知 在 噪声 成 形 
中 采用 多 级 处 理 , 输 出 噪声 功率 谱 就 具有 如 下 形式 : 

Plet?) = a2(2 Sin w/2)27 
这 将 会 把 更 多 的 噪声 推 到 更 高 的 频率 上 ,这 时 模拟 重 构 滤波 器 的 要 求 就 能 进一步 放宽 。 


1 Baya) 

















-7 T 0 x T w 
M M 
(b) 
Dzgle)= 4a? sin? (w/2) 
| 
-t 0 T w 
(c) 
MT, P yayali®) 
Dyle” T) = 402 Tsin? (QT/2) 
i 0 Te 2 
MT MT 


(d) 


图 4.79 (a) 信 号 y[n] 的 功率 谱 密度 ;(b) 信 号 ?Ln] 的 功率 谱 窗 度 ;(c) 量 化 品 
声 的 功率 谱 密度 ;(d) 连 续 时 间 信 号 和 量化 噪声 的 功率 谱 密 度 
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4.10 ”小 结 


本 章 建 立 并 研究 了 连续 时 间 信 号 与 经 周期 采样 而 得 到 的 离散 时 间 序 列 之 间 的 关系 。 能 够 用 样 
本 序列 来 表示 连续 时 间 信 号 的 基本 定理 是 奈奈 斯 特 -香农 定理 ,该 定理 表明 ,对 一 个 带 限 信号 而 
言 ,只 要 采样 率 相 对 于 连续 时 间 信 号 中 的 最 高 频率 足够 高 ,那么 周期 样本 就 是 一 个 充分 的 表示 。 在 
这 个 条 件 下 ,连续 时 间 信 号 可 以 在 仅 知道 原始 带宽 ,采样 速率 和 样本 序列 的 情况 下 用 低 通 滤波 的 方 
法 恢复 出 来 ,这 就 相应 于 带 限 内 插 。 如 果 相 对 于 信号 带宽 而 言 采 样 率 太 低 ,那么 就 会 产生 混 伙 ,这 
时 不 能 通过 带 限 内 插 来 恢复 原 信和 号。 

用 采样 样本 来 表示 信号 的 能 力 使 得 能 够 对 连续 时 间 信 和 号 进行 离散 时 间 处 理 。 这 就 由 采样 . 然 
后 应 用 离散 时 间 处 理 , 并 从 处 理 的 结果 中 重 构 一 个 连续 时 间 信 号 来 完成 。 所 给 出 的 是 有 关 低 通 滤 
波 和 微分 方面 的 例子 。 

采样 率 改 变 是 离散 信号 处 理 操 作 中 特别 重要 的 一 类 。 将 一 个 离散 时 间 序 列 减 采 样 ,在 频 域 就 
相应 于 离散 时 间 谱 幅度 加 权重 复 并 给 频率 轴 重 新 归 一 化 ,但 为 了 避免 混 释 ,可 能 要 求 附加 一 定 的 带 
限 。 增 采样 相应 于 等 效 地 提高 了 采样 率 , 因 而 在 频 域 也 代表 着 频率 轴 的 重新 归 一 化 。 将 整数 倍增 
采样 和 减 采 样 组 合 起 来 ,就 可 能 实现 非 整数 采样 率 的 转换 。 此 外 ,也 指出 了 如 何 利 用 多 采样 率 技术 
高 效 地 实现 采样 率 转换 。 

本 章 最 后 部 分 仔细 研究 了 与 连续 时 间 信 和 号 的 离散 时 间 处 理 有 关 的 几 个 实际 方面 的 问题 ,其 中 
包括 为 消除 混 倒 的 预 滤波 的 应 用 ,在 模 数 转换 中 的 量化 误差 ,以 及 在 连续 时 间 信 号 的 采样 和 重 构 中 
所 使 用 的 有 关 滤 波 的 一 些 问 题 。 最 后 说 明 , 如 何 利用 离散 时 间 的 抽取 与 内 搬 和 噪声 成 形 来 简化 
AZD 和 D/A 转换 中 的 模拟 部 分 。 

本 章 的 重点 在 于 ,把 周期 采样 看 作 是 获得 连续 时 间 信 号 的 离散 表示 的 一 个 处 理 过 程 。 虽 然 在 
本 书 剩 余 章 节 所 讨论 的 几乎 所 有 的 主题 中 ,这 种 表示 方式 都 是 最 一 般 和 基本 的 ,但 仍然 存在 其 他 获 
得 离散 表示 的 方法 ,在 已 获知 关于 信和 号 的 其 他 信息 (除了 带宽 以 外 ) 时 ,这 些 方法 可 以 获得 更 加 紧 
次 的 信号 表示 。 在 Unser( 2000) 的 论著 中 可 以 找到 这 样 的 例子 。 


习题 


基本 题 ( 附 答案 ) 
4.1 用 采样 周期 7= (1/400)s 对 信号 
xelt) = sin (27 (100) ) 
RAE AS Bl) AESF ln] ,所 得 信号 xL nj 是 什么 ? 
4.2 序列 
xin] = cos (#7). 一 Do <n<co 
用 采样 模拟 信号 
Xe(t) = cos (Qot), 一 co <t < co 
而 得 到 ,采样 率 为 1000 样本 / 秒 。 问 有 哪 两 种 可 能 的 Qu 值 以 同样 的 采样 率 能 得 到 该 序列 
x[n]? 
4.3 用 采样 周期 了 对 连续 时 间 信 和 号 
Xe(t) = cos (4000 11) 


采样 得 到 一 离散 时 间 信 号 
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4.4 


4.5 


4.6 


4.7 


x[n] = cos F) 
(a) 确定 一 种 选取 的 7 与 这 个 信息 相符 。 
(b) 在 (a) 中 所 选取 的 了 唯一 吗 ? 若是 ,解释 为 什么 ? 若 不 是 ,请 给 出 另 一 种 选择 的 了 与 已 知 
信息 相符 。 
用 采样 周期 7 对 连续 时 间 信 和 号 


X(t) = sin (2074) + cos (4071) 


x[n] = sin (= ) + COS (= ) 
(a) 确定 一 种 选取 的 了 与 这 个 信息 相符 。 
(b) 在 (a) 中 所 选取 的 了 唯一 吗 ? 若是 ,解释 为 什么 ? 若 不 是 ,请 给 出 男 一 种 选择 的 7 与 已 知 
信息 相符 。 
考虑 图 4. 10 所 示 的 系统 ,其 中 离散 时 间 系 统 是 一 个 理想 低 通 滤 波 器 ,截止 频率 为 m/8 rad/s。 
(a) Æ x (1) HBR BY 5 kHz, 为 了 避免 在 C/D 转换 器 中 发 生 混 春 ,最 大 的 了 值 是 多 少 ? 
(b) 若 1ZX7=10kHz, 有 效 连续 时 间 滤 波 器 的 截止 频率 是 多 少 ? 
(c) 若 1Z7=20kHz ,重复 (b) 。 
S h(t) it HEBEL AS ZE E EA E YO ie AI PR | ey n | 为 某 一 线性 时 不 变 离散 时 间 
滤波 器 的 单位 脉冲 响应 。 
(a) Æ 


采样 得 到 离散 时 间 信 和 号 





ea t>0 
0, t<0 


4 是 正 实 数 , 求 该 连续 时 间 滤 波 器 的 频率 响应 ,并 画 出 它 的 幅度 特性 。 
(b) Ah [nm] =Th, (nT) ,h,(1) 如 (a) 所 给 , 求 该 离散 时 间 滤 波 融 的 频率 响应 ,并 画 出 它 的 幅度 
特性 。 
(c) 车 给 定 a 值 ,作为 7 的 函数 , 求 离散 时 间 滤 波 咒 频率 响应 的 最 小 幅度 值 。 
图 P4.7 -1 示 出 一 种 多 径 通信 信道 的 简单 模型 ,假设 *. (2) 是 带 限 的 ,$.(jQ) =0, [Q | Sa/T, 
对 x,(4) 用 采样 周期 7 采样 得 到 序列 


he(t) = 


x|n| = xe(nT ) 







Xe(D) = 5,(1) + a Selt- Ta) 


(a) 求 x.(1) 的 傅 里 叶 变 换 和 x[n] 的 傅 里 叶 变 换 [ 用 S.(j0Q) 表 示 ]。 

(b) 现在 要 用 一 个 离散 时 间 系 统 来 仿真 该 多 径 系 统 , 选 择 该 离 
散 时 间 系 统 的 及 (e*) ,使 得 当 输 入 为 s[n] =s (na7) 时 , 输 SRO) r[n] =xe(nT) 
HHA rin] =x,(n7) ,如 图 P4.7-2 所 示 。 求 利用 7 了 和, 表 图 P4. 7-2 
示 的 H(e”)。 

(e) “4(i)r, =T Ai) 7, = 7/2 时 , 求 图 P4.7 的 单位 脉冲 响应 h[n]。 
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4.8 


4.9 


图 P4. 8 所 示 的 系统 有 下 列 关系 : hin], 
X.(j2) =0 |Q| > 2n x 104 xe() xia [HEY yin 
x[n| RT ) = 
n 图 P4. 8 
ylnJ = T x xik] 
k=—œ 


(a) 如 果 要 避免 混 春 , 即 *.(1) 能 从 x[z] 恢 复 , 求 该 系统 可 允许 的 最 大 了 值 。 
(b) R A[n]. 

(c) HH X (e), noa ht, yin] He? 

(d) 试 决定 是 否 存在 任何 7 了 值 ,对 该 值 有 





Co 
一 | Xe(t)dt ( P4. 8-1) 
n=00 一 Co 


如 果 有 这 样 一 个 了 值 , 求 其 最 大 值 。 如 果 不 存 在 ,请 说 明 并 给 出 了 该 如 何 选 ,才能 使 等 
式 (P4.8-1) 有 最 好 的 近似 。 
考虑 一 稳定 离散 时 间 信 和 号 x[ nj] ,其 离散 时 间 传 里 时 变换 Xe” ) 满 足下 列 方程 : 
X(ejw) =X (elto=)) 


yia) 


并 有 偶 对 称 性 , 即 x[m] =x[ -nj。 
(a) 证 明 :X(Ge") 是 周期 的 ,周期 为 To 
(b) 求 x[3] 的 值 。( 提 示 : 求 全 部 nn 为 奇数 点 的 值 ) 
(c) 令 y[n] 为 [的 抽取 , 即 y[n] =x[2n]。 能 否 从 y[n] 中 对 全 部 恢复 出 x[a]? 若 能 ,请 
说 明 如 何 恢复 ? 大 不 能 ,请 陈述 理由 。 
下 面 每 一 个 连续 时 间 信号 都 被 用 作为 图 4.1 中 一 个 理想 C/D 转换 器 的 输入 x, (1) ,采样 周期 
7 了 也 如 下 给 出 。 在 每 种 情况 下 , 求 所 得 离散 时 间 信 和 号 x[ nj]: 
(a) x, (t) =cos(27(1000)¢) , T= (1/3000) s. 
(b) x (t) =sin(2m(1000)¢) , T= (17/15000) s. 
(c) x, (t) =sin(27(1000)2)/( mt), T= (1/5000) s, 
下 面 给 出 的 连续 时 间 信 号 x(t) 和 对 应 的 离散 时 间 输 出 信号 xl n |] 分 别 为 图 4.1 所 示 理 想 CZD 
的 输入 和 输出 。 请 给 出 一 种 采样 周期 7 与 每 对 x,(1) 和 x[n] 相 一 致 。 另 外 指出 7 的 选取 是 
否 是 唯一 的 ,车 不 是 ,给 出 第 2 种 可 能 的 选择 7 与 所 给 信息 相符 。 
(a) x(t) =sin(10rt),x[n] =sin(mn/4), 
(b) w(t) =sin(10at)/(10qt) , x[n] =sin(mn/2)/ (mn/2) 。 
在 图 4.10 所 示 的 系统 中 ,假设 
Hei?) = jw/T, —n<w<n 
Al T= (1/10) s, 
(a) 对 下 面 每 一 输入 x (2) , 求 相应 输出 了 (1) : 
(i) x,(t) =cos(6rt) 
(ii) x, (t) =cos( 14a) 
(b) 这 些 输出 y,(1) 是 从 一 个 微分 器 所 期 望 的 输出 吗 ? 
在 如 图 4. 15 所 示 的 系统 中 ,h(t) =6(t -7/2)。 
(a) 假设 输入 x[n] =sin(mn/2) 和 7T=10, 求 y[m]。 
(b) 假设 x[L nj 与 (a) 相 同 ,而 7=5, 求 yLn]。 
(Cc) 一 般 来 说 ,这 个 连续 时 间 LTT 系统 h(t) 是 如 何在 不 改变 y[n] 的 条 件 下 而 限制 采样 周期 
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了 的 范围 的 ? 

下 列 信号 中 哪些 能 用 图 4. 19 所 示 的 系统 以 因子 2 减 采样 而 不 会 丢失 任何 信息 ? 
(a) x[n] =d[n-n,], no 为 某 未 知 整数 。 
(b) x[n] =cos( mn/4) . 

(ec) x[n] =cos( mn/4) + cos(3mn/4) , 

(d) x[n] =sin(an/3) (an/3) 。 

(e) x[n] =( -1)"sin( an/3) (an/3) 。 
考虑 图 P4. 15 系统 所 示 ,对 下 列 每 一 输入 
信号 x(n] ,指出 是 否 输出 为 xn] =x 而 
[n]o 

(a) x[n] =cos( mn/4) 。 图 P4.15 
(b) x[n] =cos(amn/2) 。 


(e) xin] = bi 


Tn 

提示 :利用 传 里 叶 变换 的 调制 性 质 求 XCe” ) 。 
考虑 图 4. 29 所 示 的 系统 。 下 列 每 一 对 输入 x[n] 和 对 应 的 输出 [nj] 是 对 某 一 特定 的 选择 
M/L% HS, 根据 给 出 的 信息 ,确定 某 一 ML, 并 标 出 你 的 选择 是 否 唯 一 。 
(a) x[n] =sin(mn/3) (mn/3), x[n] =sin(San/6) (S57n/6) 。 
(b) x[n] =cos(3an/4) , žd[n] =cos(an/2) , 
对 于 图 4. 29 所 示 的 系统 ,下 列 每 一 部 分 给 出 了 输入 ln] , 增 采 样 率 志 和 减 采样 率 M ,确定 对 
应 的 输入 xu[z]。 
(a) x[n] =sin(2mn/3)/mn, L=4, M=3, 
(b) x[n] =sin(3mn/4), L=6, M=7, 

对 于 图 4.29 所 示 的 系统 ,输入 信号 xl n] FY fe E p aR 
X(e") WIPE P4. 18 所 示 。 对 下 列 选取 的 每 一 组 志和 MM, 对 于 
某 常数 e, 给 出 最 大 可 能 的 wo 值 ,以 使 X,(e”) =aX(e™w”)。 
(a) M=3, L=2, 

(b) M=5, L=3, 

(e) M=2, L=3, 
如 图 P4. 19-1 所 示 的 连续 时 间 信 号 x,(1) Be A EY aE X, G) aa NA P4. 19-2 所 示 的 
系统 ,确定 使 得 x, (1) =x.(0) 成 立 的 了 值 的 范围 。 





Ae) a 
-7/3 ! 1/3 


w 








图 P4. 18 





Xe(JO) 
1 1 
w -oo 0 im M% 0 
图 P4. 19-1 图 P4. 19-2 x(jn) 
考虑 图 4. 10 所 示 的 系统 。 输 入 信和 号 x, (0 的 傅 里 叶 变 换 如 ) 
图 P4.20 所 示 , Q, =27 (1000) rad/s。 离 散 时 间 系 统 是 一 个 理 
想 低 通 滤波 器 ,其 频率 响应 为 O % a 


图 P4. 20 
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(a) 为 使 在 采样 该 输入 信号 中 无 混 秋 发生 ,什么 是 最 小 的 采样 率 F, =177? 
(b) Æ w, =m/2, 什 么 是 最 小 的 采样 率 使 得 y,(1) =x)? 


基本 题 ( 附 答案 ) 
4.21 考虑 一 个 傅 里 叶 变 换 为 X,(j0) 的 连续 时 间 信 号 x,(1) ,如 图 P4.21-1 所 示 。 


X(j2) 





-% -$o o 3% A 
图 P4.21-1 EmA X (GQ) 


(a) 通过 图 P4. 21-2 所 示 的 处 理 过 程 得 到 一 个 连续 时 间 信 号 x,(t)。 首 先 ,让 x,(t) 乘 以 一 个 
周期 为 7 的 冲 激 串 生成 波形 x, (t), BP 
十 co 
xs(t}= >》 xina nT) 


然后 ,让 x,(i) 通 过 一 个 频率 响应 为 于 (joO) 的 低 通 滤波 器 。 互 (j9) 如 图 P4.21-3 所 示 。 
确定 T 的 取 值 范围 以 使 得 x Ct) =x,(1)。 





HJO) 
T; 
xð) l x,(0) | wo | xhi) 
~ >Q 
Zat-ah) È T 0 7 
图 P4.21-2 (a) 部 分 的 转换 系统 图 P4.21-3 频率 响应 H, (GQ) 


(b) 考虑 图 4.21-4 中 的 系统 。 除 了 此 时 的 采样 周期 为 ”x@ @Q— x(t) 
7 以 外 ,这 种 情况 下 的 系统 与 (a) 中 的 相同 。 系 统 
HH.(jQ0) 是 某 个 连续 时 间 理 想 LTI 滤波 器 。 和 希望 对 
于 所 有 的 t,x, (1) 与 x,(t) 都 相等 ,也 就 是 对 于 
有 H.(j2) 的 某 种 选取 有 x, (t) =x,(1t)。 请 找 出 所 有 ”图 4.21-4 (b) 部 分 的 转换 系统 
WE x(t) =x,(t) 的 7T 值 。 对 你 所 确定 的 x (0) 5 
然 能 得 以 恢复 的 工 的 最 大 值 , 选 定 H, GA) x(t) =x,(1)。 请 画 出 8.(jQ)。 
4.22 假设 例 4.4 中 带 限 微 分 器 的 输入 为 x.(1) =cos( Oot), A O, <m/7T。 证 明 从 带 限 微分 器 的 输 
出 中 恢复 出 来 的 连续 时 间 信 和 号 实际 上 为 x,(1) 的 导数 。 
(a) 采样 后 的 输入 为 x[n] =cos(won) ,其 中 w= 067<~m。 WAH lo | <7 HERI X e) 9 
(b) 利用 式 (4.46) 求 离散 时 间 系 统 的 输出 Y(e*) 的 DTFT。 


D3-nT) 
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(ce) 由 式 (4.32) 求 出 D/C 转换 器 输出 的 连续 时 间 傅 里 叶 变换 六 (jQ ) 。 
(d) AJA Ce) 的 结果 证 明 
yr) = —Qo sin(Not) = 2 [xe(t)] 
4.23 Al P4. 23-1 给 出 了 一 个 连续 时 间 系 统 , 它 是 由 一 个 LT 离散 时 间 理 想 低 通 滤波 器 实现 的 ,该 
离散 时 间 低 通 滤 波 器 在 -7w<" 频率 范围 内 的 频率 响应 为 
Hel) = 1, |w| < we 
0, we < lol <r 
(a) URRE x, (1) BERN EE ERRA A AX GO) ,如 图 P4.23-2 ras, H w. = 0/5, Ñi 
mHE FERE BAY XC), Ye) AYGO) ,并 给 出 适当 的 标注 。 
(i) 1/T, =1/T, =2 x10f, 
(ii) 1/7, =4.x10*,1/T, =10*, 
(iii) 1/7, =10 ,1/T, =3 x10", 
(b) MAF I/T, =1/T, =6 x10 , 且 输 入 信号 x, (t) Oe aT RF | Q | <2mrx5x10 (其 他 情 
况 下 没有 限制 ) , 则 能 够 使 得 整个 系统 为 LTI 系统 的 滤波 器 H e") 的 截止 频率 w 的 最 大 
取 值 是 多 少 ? 对 应 于 该 最 大 w., WA H(A) 
OO a Ata x 
| 1 -| 
xel) | x[n] a yia | Y(t) 
| | 
人 1 OPA E 4 -27 X 5 X 103 2n x5 x 103 ~o 
图 P4. 23-1 图 P4. 23-2 
4.24 考虑 图 P4. 24-1 所 示 的 系统 。 
抗 混 释 滤波 器 是 一 个 连续 时 间 滤 波 器 ,其 频率 响应 rga) 
L(JQ) ,如 图 P4. 24-2 所 示 。 1 
转换 器 之 间 的 LTI 离散 时 间 系 统 的 频率 响应 为 
Hye!®) =e 3, JIwl <x ro = >Q 
(a) 整个 系统 的 有 效 连续 时 间 频 率 响 应 有 1(jQ ) 是 s í 
什么 ? 图 P4. 24-2 


(b) 请 选择 最 准确 的 描述 : 
(i) yN = § x31), 
(ii) yelt) = xe(t — 4), 
(iii) yet) = Leet — 37), 
(iv) ye(t) = x¢(t — I), 
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4.25 


4.27 


4. 28 


(ce) My (DKR yl nlo 

(d) 确定 离散 时 间 LTI 系统 的 脉冲 响应 hln] 。 

两 个 带 限 信号 x,(t) 和 x,(1) 相 乘 ,生成 乘积 信号 w(t) =x, (0) x, (ti)。 利 用 周期 冲 激 串 对 该 信 
号 采样 得 到 信号 


oO 
wp(t) = w(t) y AUf — nT) = X, w(nT)ds(t — nT) 


n=— 00 n=—00 


[iE x, (0) 带 限 到 O, HL x, (0) AE 0,, 也 就 是 
Xj (j2)=0, [> Qy 
X7(j2Q)=0, |Q] S 
确定 最 大 采样 间隔 7, 使 得 w(t) 可 以 通过 利用 一 个 理想 低 通 滤波 器 从 w, (1 中 恢复 出 来 。 
图 P4. 26 所 示 的 系统 用 来 对 采样 率 为 16 kHz 的 连续 时 间 音 乐 信号 进行 滤波 。 


xc 人 人 Yel t) 


T T 
图 P4. 26 
H(e”) 是 截止 频率 为 5/2 的 理想 低 通 滤 波 器 。 如 果 输 入 信和 号 已 经 进行 了 带 限 处 理 , 也 就 是 对 
于 |Q| >0Q,, 有 XX.(jQ) =0, 应 该 如 何 选取 Q, 使 得 图 P4. 26 中 的 整个 系统 为 LTI ABE? 
图 P4. 27 所 示 的 系统 试图 对 带 限 连续 时 间 输 入 波形 的 微分 器 进行 逼近 。 








H,(j2) 
7 A T A | 
| l 
| | 
| ! 
a oe ee 
图 P4. 27 


e 连续 时 间 输 入 信号 *.( 门 带 限 于 |Q | <0,。 
© C/D 转换 器 具有 采样 率 了 = F EERIE S vln] =x.(n7)。 
o 离散 时 间 滤 波 器 具有 频率 响应 


jw/2 一 ]O 

io = = lol<n 
o 理想 D/C 转换 器 使 得 y[ nj] =y. (nT). 
(a) 找 出 从 输入 端 到 输出 端 系 统 的 连续 时 间 频 率 响 应 HE, (GQ) o 
(b) 若 输 入 信和 号 为 
Xce(t) = a 

Wie x,[n] y(t) Alyn]. 

如 图 P4. 28 所 示 的 是 跟随 有 重 构 的 采样 过 程 表示 形式 。 so = a_nn 


假设 输入 信号; 


Xe(t) = 2 cos(100rt — 1/4) 十 cos(300Fr + 1/3), — o0 <t < 00 
oe a Aja 
重 构 滤 波 器 的 频率 响应 为 xhi) So x,(0) wD 


T. |I2l< n/T 


= 
0, Q> n/T 图 P4. 28 


H(i) = | 
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(a) 确定 连续 时 间 侍 里 叶 变 换 X.(jQ) ,并 画 出 其 作为 O 的 函数 的 图 形 。 
Cb) 假设 f =1/T =500 样本 / 秒 , 请 画 出 在 - 20/T <0. <20/T 范围 内 傅 里 叶 变 换 艺 (jO ) 作 
为 Q 函数 的 图 形 。 这 种 情况 下 输出 x, (1) 是 什么 ? [应 该 能 够 给 出 x,(1) 的 精确 表 
达 式 。] 
(c) 现在 假设 f.=1/7T=250 样本 / 秒 ,重复 (b)。 
(d) 能 否 选择 采样 率 使 得 
xr(t) = A+2cos(100nt — 1/4) 
其 中 4 为 一 个 常数 ? 如 果 能 ,采样 率 f. =1/T 为 多 少 ? 4 的 取 值 是 多 少 ? 
4.29 在 图 P4.29 中, 设 X(jQ) =0, |Q| Sa/T,, FM 
况 ,7 AT, ,试用 x.(1) 来 表示 y(t)。 对 于 Ti > TAT, <T, 
两 种 情况 ,基本 关系 是 不 同 的 吗 ? 
4.30 在 图 P4. 30 所 示 的 系统 中 ,X,(jQ) 和 及 (e™) 如 图 所 示 。 对 图 P4. 29 
于 下 列 各 种 情况 , 画 出 并 标注 y(t) 的 傅 里 叶 变换 : 
(a) I/T, =1/T, =10°, 
(b) 177, =1/T, =2 x10", 
(e) 1/T, =2 x10*,1/T, =10*, 
(d) 177, =10°, 1/T, =2 x 10°, 








X(jQ) 


1 





2nx5x10 2rx5x1l0 2 -r 


1 
NIH 
Nja 


图 P4. 30 


4.31 图 P4.31-1 所 示 为 利用 离散 时 间 滤 波 器 过 滤 连 续 时 间 信号 的 整个 系统 。 重 构 滤波 器 H, GO) 
和 离散 时 间 滤 波 器 H(e”) 的 频率 响应 如 图 P4. 31-2 所 示 。 







| 

! 
从 冲 激 串 转换 为 | 
离散 时 间 序 列 | 
| 

| 

| 





图 P4. 31-1 


(a) 对 如 图 P4. 31-3 所 示 的 X(jQ) 和 1A7T=20kHz, 画 出 X,(jQ) 和 X(e*)。 对 于 某 个 7 值 东 6 
围 ,具有 输入 为 x.(1) ,输出 为 y.(1) 的 整个 系统 被 等 效 为 一 个 如 图 P4. 31-4 所 示 的 频率 
响应 为 Hs(jQ2) 的 连续 时 间 低 通 滤波 器 。 
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A, (jQ) A(e!") 
5x 10° 1 
2xnx104 Q T T w 
4 4 
He ( jQ) 
1 
-27 x 104 2n x 104 Q Me Q, Q 
图 P4. 31-3 图 P4. 31-4 


(b) RIA TIE, ZEA 4 X GO AREI | O | <27 x 10*( ILEI P4. 31-3) ,(a) 中 所 
给 结论 成 立 ， 
Co) 对 于 (b) 中 确定 的 取 值 范围 , 画 出 Q, 作 为 1Z7 函数 的 图 形 。 
注意 :这 就 是 利用 固定 的 连续 时 间 和 离散 时 间 滤波 器 以 及 可 变 采 样 率 来 实现 可 变 截 止 频率 的 
连续 时 间 滤 波 器 的 一 种 方法 。 
4.32 ”考虑 如 图 P4. 32-1 所 示 的 离散 时 间 系 统 。 
其 中 ， 
(i) 志和 为 正 整数 ， 
aatia ai n=kL. k EER ER 
0. 其 他 


SS 





图 P4. 32-1 


(ii) vian] = yelnM |], 


M. lol< Z 
(iv) H(e/®) = kals 
< 


4 
0. Z<|w|<nz. 

(a) (Ri L=2,M =4, H x[n] H DTFT X(e") BEM, x(e*) 
图 P4. 32-2 所 示 。 分别 画 出 [nj,y,[n] 和 yln] 的 
DTFT X.(e”*),Y,(e*) 和 Y(e”*), 并 给 出 合适 的 标注 。 
请 明确 地 标 出 重要 的 幅度 和 频率 值 。 

(b) (RIE L=2 上 且 MN=8。 确 定 此 时 的 y[m]。 
提示 :观察 你 的 回答 中 哪些 图 形 相对 于 题目 (a) 发 生 
了 变化 。 

4. 33 对 于 图 P4. 33 所 示 的 系统 ,确定 用 x[n] 表 示 的 yLnj 的 表达 式 。 尽 可 能 简化 表达 形式 。 


x[n] yin] 


图 P4. 33 





深入 题 

4.34 在 图 P4. 34 给 出 的 系统 中 ,各 个 方 框 定义 如 下 : 

1, |Q| <r -1073 rad/s 

0， [Q] > n 107? rad/s 
De 

系统 A: yelt)= 》 xdlklA — kT) 


k=—00 


第 二 个 C/ID: yaln] = ye(nT) 


H(jQ): H(jQy= | 
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(a) HAETT AA, (1) ,使 得 对 于 任意 s(t) 都 能 保证 y.(1) 与 x,(t) 相 等 。 

(b) 请 说 明 (a) 中 的 选择 是 否 是 唯一 的 ,或 者 是 否 存在 其 他 7 了、7T 和 h(t) 的 取 值 也 可 以 保证 
y.(1) 与 x,(1) 相 等 。 同 之 前 一 样 ,请 明确 阐述 理由 。 

(e) 本 题 讨论 的 是 通常 所 指 的 一 致 重 采样 问题 。 具 体 地 ,系统 A 将 从 x (1) 的 样本 序列 x|n] 
中 构造 一 个 连续 时 间 信 号 y.(1) ,然后 重 采样 得 到 y,[n]。 如 果 y[n] =x ln], WERF 
为 一 致 的 。 请 给 出 对 7T.7T, 和 h(t) 的 最 一 般 性 的 限制 条 件 , 使 得 y[n] =x[ nj]。 

4. 35 ”考虑 图 P4.35-1 所 示 的 系统 。 
仅 对 于 题目 (a) 和 (b): 当 |Q| > 20x 10° Æ X GQ) =0, H A(e”) WA P4. 35-2 所 示 ( 当 


(a) 如 果 存 在 ,请 给 出 7 的 最 一 般 性 限制 条 件 , 使 得 从 x.(1) 到 y,(4) 的 整个 连续 时 间 系 统 为 
LTI 系统 。 


(b) 请 画 出 当 (a) 中 确定 的 条 件 成 立时 ,所 得 到 的 整个 等 效 连续 时 间 系 统 的 频率 响应 
Hn(jQ) ,并 请 详细 标注 。 
(c) 仅 对 于 本 题目 :假设 图 P4.35-1 中 X.(j0) 做 了 带 限 处 理 以 避免 混 释 , 即 当 | | S/T, 
X,(jQ) =0。 对 于 一 般 的 采样 周期 了 来 说 ,可 能 会 选择 图 P4. 35-1 中 的 系统 H(e”), 以 
使 得 对 于 任意 按照 如 上 定义 进行 带 限 处 理 的 输入 *. (0) HEE WA ow, (0) BM y, (0) ZV 
个 连续 时 间 系 统 为 LTI 的 。 如 果 存 在 ,请 给 出 关于 H e ) 的 最 一 般 性 限制 条 件 ,使 得 束 
个 CT 系统 为 LTI 系统。 如 果 这 些 条 件 满足 ,还 请 给 出 用 H e ) 表示 的 整个 等 效 连 续 时 
间 系 统 的 频率 响应 (GQ) 。 
H(e”) 
A 





ala 


图 P4. 35-1 图 P4. 35-2 
4.36 ”有 一 离散 时 间 信号 *[n] 是 以 1/7, 样 本 / 秒 的 速率 从 某 信 源 采 得 , 欲 对 其 进行 数字 重 采样 ,以 
生成 速率 为 1/7, 样 本 / 秒 的 信号 yn] ,其 中 ,T= 二 7,。 
(a) 请 画 出 重 采样 离散 时 间 系 统 的 方 框图 ,并 指出 各 模块 在 传 里 叶 域 中 的 输入 /输出 关系 . 
(b) 对 于 输入 信号 *[n] =a[m] = | ssn 


0, 其 他 
确定 输出 y[n]。 
4.37 ”考虑 如 图 P4.37-1 所 示 的 抽取 滤波 器 结构 。 
Hite yy ln] Aly, [az 将 基于 如 下 差分 等 式 来 
得 到 
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1 1 1 n yin] 


yila = joila — 11+ ala 图 P4. 37-2 
(a) 对 于 该 滤波 器 结构 的 实现 ,每 个 输出 样本 需要 多 少 次 乘法 ? 这 里 将 除法 运算 等 效 为 


乘法 。 

抽取 滤波 器 还 可 以 按照 图 P4. 37-2 来 实现 。 

其 中 ,[m =| n-1]+bx[n]+cx[n-1]s 

(b) 请 确定 a,b 和 co 

(c) 第 二 种 实现 结构 中 每 个 输出 样本 需要 多 少 次 乘法 ? 

4. 38 考虑 图 P4. 38 所 示 的 两 个 系统 。 

(a) XIF M=2,L=3 AERA s[n], AAA yaln] =ysln]? 如 果 是 ,请 证 明 。 如 果 不 是 ， 
请 解释 或 给 出 一 个 反例 。 

(b) X FIEX x[n], M 和 工 须 满足 什么 关系 才能 保证 yi[n] =ysLn]? 


系统 A: x[n] pu PE yaln] 
系统 B: x[n] nm yaln] 


图 P4. 38 


4.39 在 系统 A 中 ,连续 时 间 信号 x,(1) 按 照 图 P4. 39-1 进行 处 理 。 








图 P4. 39-1 


(a) 如 果 以 =2 且 x.() 的 傅 里 叶 变 换 如 图 P4. 39-2 所 示 ,确定 yLn]。 请 详细 说 明 推 性 过 程 。 
现在 ,对 系统 A 进行 适当 调整 ,在 其 级 联结 构 中 再 增加 一 个 处 理 模 块 ( 即 ,模块 可 以 被 添加 
在 级 联 链 中 的 任意 位 置 上 一 一 在 开始 在 结尾 甚至 在 已 存在 的 两 个 模块 之 间 ) 。 系 统 A 当 
前 的 所 有 模块 保持 不 变 。 和 希望 调整 后 的 系统 是 一 个 理想 LTI 低 通 滤波 器 ,如 图 P4. 39-3 
所 示 。 








X(N) 
1 





xc 人 Volt) 





图 P4. 39-2 图 P4. 39-3 
anf. 
mime" l= “5 
0， 其 他 
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可 用 模块 为 图 P4. 39-4 所 示 表 格 中 给 出 的 6 个 模块 ,数量 没有 限制 。 每 个 模块 的 处 理 记 
为 单位 处 理 成 本 ,要 求 最 后 的 成 本 尽 可 能 低 。 注 意 ,D/C 转换 器 在 速率 "27” 上 运行 。 

(b) 如 果 系 统 A 中 M =2, 请 设计 成 本 最 低 的 调整 系统 。 并 指出 全 部 所 用 模块 的 参数 。 

(e) 如 果 系统 A 中 M =4, 请 设计 成 本 最 低 的 调整 系统 。 并 指出 全 部 所 用 模块 的 参数 。 


离散 到 连 绪 时 间 转 换 器 
参数 ， 


离散 时 间 低 通 滤波 器 
BR: A, T 
成 本 ; 10 





图 P4. 39-4 


4.40 考虑 图 P4. 40-1 所 示 的 离散 时 间 系 统 ， 
其 中 ， 
(i) M 是 一 个 整数 。 
x{n/M|, n=kM, k REFERRER 
O. ”其 他 
(iii) yla] = velnM], 





图 P4. 40-1 


Gi) xeln| = | 


. M < 
(iv) H(ei) = | 
0. |<. 


<| 
(a) 假设 =2 A x[n] fy DTFT X (e) WEAN, MM xe) 

图 P4. 40-2 fas. HRP HN h x[n], y. [n] Aly i 

[nj] 的 DTFT X, (e), Y, (e) Ml Y( e") ,并 给 出 合 

适 的 标注 。 请 明确 地 标 出 重要 的 幅度 和 频率 值 。 ea: 
(b) M =2,X( e" ) WA P4. 40-2 所 示 ,确定 下 式 的 值 : w 


-rt -nj m/2 n 


oo 
E= pD ixin] 一 yina? 图 P4. 40-2 


(c) M =2, 整 个 系统 为 LTI 系统 。 确 定 并 夯 出 整个 系统 频率 响应 的 幅度 | Hs(e*) | 。 
(d) M =6, 整 个 系统 仍然 为 LTI 系统 。 确 定 并 夯 出 整个 系统 频率 响应 的 幅度 
|Ha(e*) | 。 
4.41 (a) 考 虑 图 P4.41-1 所 示 的 系统 ,其 中 滤波 器 HC) 后 跟随 一 个 压缩 器 。 假 设 HC) 的 脉冲 响 
应 为 


x 
4 
w 


Ha E 


hial = G)”. O<nsll (P4. 41-1 
0, 其 他 .41-1) 
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4. 42 


4. 43 


4. 44 


4. 45 


利用 多 相 分 解 来 实现 滤波 器 H(z) 和 压缩 器 ,可 以 提高 系统 的 效率 。 请 画 出 包含 两 个 多 相 
分 量 的 该 系统 的 一 种 有 效 多 相 结构 。 请 指出 所 使 用 的 滤波 器 。 

(b) 现在 考虑 图 P4. 41-2 所 示 的 系统 ,其 中 滤波 器 H(z) 前 连 有 一 个 扩展 器 。 假 设 H(z) 的 脉 
冲 响 应 如 图 P4. 41-1 所 示 ， 


Wiel wef Mea p 


图 P4. 41-1 图 P4. 41-2 


利用 多 相 分 解 来 实现 扩展 器 和 滤波 器 H(z) ,可 以 提高 系统 的 效率 。 请 画 出 包含 三 个 多 
相 分 量 的 该 系统 的 一 种 有 效 多 相 结构 。 请 指出 所 使 用 的 滤波 器 . 
对 于 图 P4. 42-1 和 图 P4. 42-2 所 示 的 系统 ,请 确定 是 否 有 可 能 通过 对 系统 2 中 的 H, (2) 进行 
选择 EAS vln] =xLn] 且 有 H(z) 为 如 图 所 示 时 y[n] =y [n] R. ARa hE, A h 
H,(z) ,如 果 不 可 能 ,请 解释 。 


系统 1 : mes 系统 2: 
1 

xiln] wiln] yıla] x[n] waln] yz[n] 
2 

[n] a , n/2 任意 整数 站 ed nh 任意 整数 
win} 三 yon] = me 

0 其 他 ii 0, 其 他 
图 P4. 42-1 图 P4. 42-2 


图 P4. 43 所 示 为 需要 实现 的 系统 框图 。 请 给 出 一 个 由 LTI 系统 .压缩 器 组 和 扩展 器 组 级 联 
构成 的 等 效 系统 的 结构 框图 ,这 种 结构 可 以 实现 每 个 输出 样本 所 需 乘 法 次 数 最 少 。 
提示 :所 谓 等 效 系统 ,是 指 对 于 任意 给 定 的 输入 序列 它 会 产生 相同 的 输出 序列 ， 





图 P4. 43 
z76 
aie 7+ 27-6 — 27-12 
考虑 如 图 P4. 44 所 示 的 两 个 系统 。 
系统 A: 
xaln] + raln] yaln] 





图 P4. 44 
其 中 OC ) 表 示 量 化 右 , 两 个 系统 中 量化 器 相同 。 对 于 任意 给 定 的 C(z) ,是 否 总 能 找到 H(z) 
使 得 对 于 任意 量化 器 0( ) ,都 能 保证 两 个 系统 等 价 ( 即 当 x [nj] =x, [n] M.A y,[n] = 
yeln])? 如 果 是 ,请 给 出 H(z)。 如 果 不 是 ,请 详细 阐述 理由 
系统 S,( 见 图 P4. 45-1) 中 的 量化 器 OC ) 可 以 建 模 为 一 个 加 性 噪声 。 图 P4. 45-2 给 出 了 
系统 5,, 它 是 系统 S 的 一 种 模型 。 
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eln] 
xn) LPF eln] = yal] + 四 
€M 
图 P4. 45-1 BYES, 图 P4. 45-2 AHS, 


输入 *[z] 为 一 个 零 均 值 .广义 平稳 随机 过 程 ,其 功率 谱 密度 De”) ERT aM H 
E[x [nj]] =1。 加 性 噪声 e[ nj] 是 均值 为 零 . 方 差 为 o? 的 广义 平稳 白 噪 声 。 输 入 和 和 白 噪 声 
是 不 相关 的 。 在 所 有 框图 中 的 低 通 滤波 器 的 频率 响应 具有 单位 增益 。 

(a) 确定 系统 3 的 信号 噪声 比 :SNR = 10log ani 注意 到 ,y, [n] EM xin] 5ER 
输出 ,而 yy.Lnj 是 仅 由 eLnj 引 起 的 输出 。 
(b) 为 了 提高 量化 信 噪 比 , 提 出 了 图 P4. 45-3 所 示 的 系统 : 


x{n] yale] = yda) + yieln] 





图 P4. 45-3 


其 中 ,N >0 是 一 个 令 TNM 的 整数 。 用 加 法 eln] 
模型 代替 量化 器 ,如 图 P4. 45-4 所 示 。 请 用 x To H dln] | aln] 
[n] ÆR ynln], M eln] ER y,,[ 2]. 

(c) 假设 e[ 由 ] 是 零 均值 广义 平稳 白 噪声 , 它 与 输入 at 
x[n] 不 相关 。yi,[n] 是 一 个 广义 平稳 信号 吗 ? y,[n] 呢 ? 请 解释 。 

(d) 在 (b) 中 提出 的 方法 能 提高 SNR 吗 ? N 取 何 值 时 ,(b) 中 系统 的 SNR 最 大 ? 

4.46 ”以 下 为 3 个 所 建议 的 包含 压缩 器 和 扩展 器 的 恒 等 关 系 。 请 对 每 种 情况 说 明 所 提出 的 恒 等 
关系 是 否 成 立 ? 如 果 成 立 ,请 明确 给 出 理由 。 如 果 不 成 立 , 请 给 出 一 个 简单 的 反例 。 
(a) 建议 的 恒 等 关 系 (a) : 


(b) 建议 的 恒 等 关系 (b) : 


Eis} 


P4. 46-2 
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(c) 建议 的 恒 等 关 系 (c): 


图 P4. 46-3 
其 中 工 为 正 整 数 ,利用 XX(e*) 和 Y(e”*)( 分 别 为 4 的 输入 和 输出 的 DTFT) 定 义 的 4 为 : 


x[n] a] yla] 
A 


7(ejo)= (Xx (ew)” 
图 P4. 46-4 
4.47 考虑 如 图 P4. 47-1 所 示 的 连续 时 间 信 号 g. C) 的 离散 时 间 处 理 系统 。 





图 P4. 47-1 


整个 系统 的 连续 时 间 输 入 信号 的 形式 为 g,(1) =/.(1) tea) PL) REE SE, 
e,(1) 被 看 作 加 性 吕 声 分 量 。/.(1) 和 e,(1) 的 傅 里 叶 变 换 如 图 P4. 47-2 所 示 。 


F.(jQ) E.(jQ) 











4007 4007 —4007 4007 


因为 总 输入 信号 &.(1) BAHE R AAE BE DEB EL FAY SE ie E EE 
器 来 对 抗 混 琶 失真 ,该 滤波 器 的 频率 响应 如 图 P4. 47-3 所 示 。 


1—IQ1/(8007), IQI! < 8007 
已 us(j9)= 

aa(JO) Ve IQI > 8007 
1 





-800n 4007 4007 8007 


图 P4. 47-3 


(a) 如 果 图 P4. 47-1 中 的 采样 率 为 2n/T=16007, 且 离散 时 间 系 统 具 有 频率 响应 


o ly |w| < 1/2 
局) 一 10 x oh eee 
请 画 出 连续 时 间 输 出 信号 的 傅 里 叶 变换 ,此 时 输入 信和 号 的 傅 里 时 变换 定义 如 图 PA. 47-2 


所 示 。 
(b) 如 果 采 样 率 为 2mw/7T=16007 ,确定 H, (e) (离散 时 间 系统 的 频率 响应 ) 的 幅度 和 相位 ， 


182 离散 时 间 信 号 处 理 ( 第 三 版 ) 


使 得 图 P4. 47-1 所 示 系 统 的 输出 为 y,(t) = 大 (4-0.1)。 请 通过 公式 或 带 有 详细 标注 
的 图 形 来 给 出 答案 。 

(e) 因为 只 关注 获得 输出 端的 /.(1) ,所 以 可 以 在 继续 采用 图 P4. 47-3 中 抗 混 秋 滤波 器 的 前 
提 下 利用 低 于 2w/T=1600" 的 采样 率 。 确 定 可 以 避免 FG) WRB A Bi) RE 
率 ,并 确定 可 以 采用 的 滤波 器 H (e”) 的 频率 响应 ,使 得 图 P4.47-1 所 示 系 统 的 输出 端 
满足 y (5) =/.(1)。 

(d) 现在 考虑 图 P4. 47-4 所 示 的 系统 ,其 中 ,2mr《Z7T = 10007 且 输 入 信和 号 定义 如 图 P4. 47-2 
所 示 PORA VE UE AE UN] P4. 47-3 所 示 。 





图 P4.47-4 另 一 个 系统 结构 框图 


其 中 ， 
rie x[n/3]. n = 0, +3, +6,--- 
mn = (8, 其 他 


如 果 希 望 y[n] = 人 (n773) Hye”) REE? 
4.48 (a) 一 个 有 限 长 序列 b[n] 满 足 : 





B(z) + B(—z) =2c, c #0 
请 解释 b[n] 的 结构。 对 b[n] 的 长 度 是 否 存在 任何 限制 ? 
(b) 是 否 有 可 能 出 现 B(z) = H(z)H(z27')? 请 解释 。 
(c) 一 个 N 长 的 滤波 器 H(z) 满足 : 
H(z)H(z~!) + A(—z)H(—z7!) =e (P4. 48-1) 
FR HY Gy (2) Al G, (2) (EASA P4. 48 所 示 的 滤波 器 为 LTI 系统 。 





图 P4. 48 


(d) 对 于 题目 (c) 中 给 定 的 G6(z) 和 G1(z) ,整个 系统 是 否 可 以 理想 重 构 输 入 信和 号? 请 解释 。 
4. 49 考虑 图 P4. 49-1 给 出 的 多 采样 率 系 统 , 输 入 为 x[n| THN yin). 





图 P4. 49-1 


SEH , Qo Ce”) AI Q, Ce) 是 两 个 LTI 系统 的 频率 响应 , 玉 (e*) 和 WH(e*) 分 别 是 截止 频率 为 
T/2 的 理想 低 通 和 高 通 滤波 器 ,如 图 P4. 49-2 所 示 。 
如 果 Qo6(e*) 和 0Q,(e”*) 如 图 P4.49-3 所 示 , 则 整个 系统 是 LTI 系统 。 
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Ho(e)®) H,(e!”) 
a | | 
+ + > w + + 和 w 








-2 —n/2 m2 T -2 —n/2 m2 T 
图 P4. 49-2 
Qo(ei®) Q,(e”) 
x 1 
w w 
-2 -7/2 T/2 T -2 一 T/2 m2 元 
图 P4. 49-3 


对 于 Qo(e”*) 和 0Q1(e”*) 的 这 些 选择 ,请 画 出 整个 系统 的 频率 响应 
Y(e!) 
X(e)”) 





Ge!) = 


4.50 考虑 如 图 P4. 50 所 示 的 QMF 滤波 器 组 : 





图 P4. 50 


输入 /输出 关系 为 Y(z) =7(z)X(z) ,其 中 ， 
1 
T(z) = 3 (HG0) — HC) = 2z 50(C2)B1(z) 


H E(2),E, (2°) iÈ Hy (2) WZH E. 

题目 (a) 和 (b) 是 独立 的 。 

(a) 请 解释 以 下 两 种 陈述 是 否 正确 : 

(al) 如 果 如 (z) 是 线性 相位 , 则 7(z) 也 是 线性 相位 。 

(a2) WR Eo(z) 和 EE,(z) 是 线性 相位 , 则 T(z) 也 是 线性 相位 。 


(b) 已 知 原型 滤波 器 ,ho[n] =6[n] +8[n-1] + 6[n -2]: 


(b1) hi[nj,goLnj 和 gi[Ln] 是 什么 ? 
(b2) eo[n] 和 ei[n] 是 什么 ? 
(b3) T(z) AM tla] Ætt? 
4.51 考虑 图 4. 10 所 示 的 系统 ,其 中 X.(jQ) =0, |Q | S2r( 1000) ,离散 时 间 系 统 是 一 个 平方 系 
RB ylin] =x [n]。 问 能 够 满足 y.(1) =x? (4) WERK T (ES? 
4.52 ”在 如 图 P4. 52 所 示 的 系统 中 ， 


X-(jQ)=0, Q> n/T 
和 
Heir) = |01. lol < n/L 
0 n/L <|wl<n 


yl zj 与 输入 信号 x,(t) EAHA? 
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图 P4. 52 
扩充 题 
4. 53 ”在 许多 应 用 中 ,离散 时 间 随 机 信号 是 对 连续 时 间 随 机 信号 周期 采样 而 得 到 的 。 本 题 关 注 的 


4. 54 


4. 55 


是 随机 信号 采样 定理 的 推导 。 考 虑 一 个 由 随机 变量 |x, (1) | 所 定义 的 连续 时 间 平稳 随机 过 
程 ,这 里 1 是 一 个 连续 变量 。 自 相关 消 数 定义 为 

rtr) 一 ExOOx (t+ T) 
功率 密度 谱 为 


oo 
Py. x, (Q) =| dx.x, (te IPF dr 
Ce 


用 周期 采样 所 得 到 的 离散 时 间 随 机 过 程 由 随机 变量 jx[z jl 的 集合 所 定义 ,这 里 x[mj = 

x, (nT) ,7 为 采样 周期 。 

(a) B,[n] 和 GB,,(7) 之 间 是 什么 关系 ? 

(b) 利用 连续 时 间 过 程 的 功率 密度 谱 表示 离散 时 间 过 程 的 功率 密度 谱 . 

Ce) 在 什么 条 件 下 ,离散 时 间 功 率 密度 谱 才 是 连续 时 间 功 率 密度 谱 的 一 个 正确 表示 ? 

考虑 一 个 具有 如 图 P4. 54-1 所 示 的 带 限 功率 密度 谱 已 . (0 ) 的 连续 时 间 随 机 过 程 x(t) 

假定 采样 x.(4) 以 得 到 离散 时 间 随 机 过 程 xLn] =x, (nT). 

(a) 该 离散 时 间 随 机 过 程 的 自 相 关 序 列 是 什么 ? 

(b) 对 于 如 图 P4. 54-1 所 示 的 连续 时 间 功 率 密度 谱 ,7 应 该 如 何 选取 才能 使 离散 时 间 过 程 
是 白 的 , 即 其 功率 密度 谱 对 所 有 w 都 是 常数 ? 

Ce) 若 连 续 时 间 功 率 密度 谱 如 图 P4. 54-2 所 示 ,7 该 如 何 选 取 才 能 使 离散 时 间 过 程 是 白 的 ? 


Prex) 





= Oo 0 


图 P4. 54-1 图 P4. 54-2 

(d) 对 于 连续 时 间 过 程 和 采样 周期 有 哪些 一 般 要 求 才 能 使 离散 时 间 过 程 是 白 的 ? 

本 题 研 究 交 换 两 种 运算 的 次 序 在 信号 上 所 产生 的 影响 ,这 两 种 运算 是 采样 和 执行 一 个 无 记 

忆 的 非 线 性 运算 。 

(a) 考虑 如 图 P4. 55-1 所 示 的 两 个 信号 处 理 系 统 , 其 中 C/D 和 D/C 转换 器 都 是 理想 的 。 
映射 g[x] =x 代表 一 个 无 记忆 非 线 性 器 件 。 当 采样 率 选 为 1 /T=2/,Hz H x.(1) 的 傅 
里 叶 变 换 如 图 P4. 55-2 所 示 时 , 画 出 在 点 1.2 和 3 处 的 信号 频谱 。 y(t1) =y (t)? 
若 不 相等 ,为 什么 ? 9, (t) =x (1) 吗 ?请 解释 你 的 答案 。 


系统 1: 系统 2: 






yi) 





医 | P4. 55-1 


4. 56 


4. 57 
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(b) 考虑 系统 1, 邻 x(1) =Acos(30nt) 和 采样 率 1/T = 40 Hz, : X(j0) 
yilt) =x (0) M4? 请 说 明 为 什么 。 
(c) 考虑 如 图 P4 55-3 所 示 的 信号 处 理 系 统 ,其 中 glx] =x ,而 





g [wv] 是 它 的 (唯一 的 ) 逆 , 即 g '[g(x)] =a. 令 x(1) =Acos pa Bes 
(30mt) Al 1/T =40 Hz, H x[n] RAS vin], 请问 是 否 存 在 频 图 P4. 55-2 
HAR? 用 x[ 由 表示 yin] ,从 这 个 例子 你 能 得 到 什么 结论 ? 

可 能 要 用 到 恒等式 


cos? Qot = 3 cos Rot + 1 cos 3Qot 





图 P4. 55-3 
(d) 一 个 实际 问题 是 数字 化 一 个 大 动态 范围 信号 所 引起 的 问题 。 假 设 用 下 面 方法 来 压缩 这 个 
动态 范围 :在 A/D 转换 之 前 将 信号 通过 一 个 无 记忆 非 线 性 器 件 , 在 A/D 转换 之 后 再 将 信 
号 扩展 回来 ,那么 位 于 A/D 转换 之 前 的 这 个 非 线 性 运算 在 选择 采样 率 上 有 什么 影响 ? 
图 4. 23 示 出 一 个 用 因子 二 内 捅 信和 号 的 系统 ,其 中 


dats x[n/L, n=0, +L, +2L,--- 
Xelnl =) 0. 其 他 


低 通 滤波 器 在 x.[n] 的 非 零 值 间 内 插 产 生 一 个 增 采样 或 内 插 的 信号 x [n] 。 当 该 低 通 滤波 
器 是 理想 的 时 ,就 称 为 带 限 内 插 。 如 同 4. 6.3 节 所 指出 的 ,简单 的 内 插 过 程 往往 就 足够 了 。 
零 阶 保持 和 线性 内 插 是 常用 的 两 种 简单 的 内 插 过 程 。 对 于 零 阶 保持 内 插 ,z[ mn] 的 每 一 个 什 
只 是 重复 工 次 , 即 


xe[O], n=0Q, 1,-:-,L-—1 
XelL], n=L, L+1,:::,2L—1 
xila] =) xl2L], . n=2L, 2L +1, 


线性 内 搬 已 在 4. 6. 2 节 讨 论 过 。 

(a) 为 实现 零 阶 保持 内 插 , 求 图 4.23 所 示 的 低 通 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 ,同时 求 出 相应 的 
频率 响应 。 

(b) 式 (4.91) 给 出 了 线性 内 插 的 单位 脉冲 响应 , 求 相应 的 频率 响应 。(hi, [nj 是 一 个 三 角 
波 ,相应 于 两 个 矩形 序列 的 卷 积 ,这 一 点 对 于 求解 是 有 帮助 的 。) 

Co) 对 于 零 阶 保持 和 线性 内 插画 出 该 滤波 器 频率 响应 的 幅度 特性 。 相 对 于 理想 带 限 内 插 ， 
哪 一 个 是 更 好 一 些 的 近似 ? 

希望 计算 某 个 增 采 样 序列 的 自 相 关 函 数 ,如 图 P4.57-1 所 示 。 有 人 提议 ,可 以 等 效 地 用 

图 P4. 57-2 所 示 的 系统 来 完成 。 可 以 选取 A, (e) ME osim] =p, ln]? 如果 不能 ,为 

HA? 如 果 可 以 ,请 给 出 (ee”)。 | 








x[n] iu 器 截止 频率 A hilm =>, x,[n+m)]x,[n] 


0 
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H,(e!”) 





dlm] balm] 3{m] 


图 P4. 57-2 


4.58 ” 欲 利用 图 4.23 所 示 形式 的 系统 将 一 序列 以 因子 2 增 采样 。 然 而 ,图 4.23 中 的 低 通 滤波 器 
是 用 如 图 P4. 58-1 所 示 的 5 点 单位 脉冲 响应 h[n] 的 滤波 器 来 近似 的 。 在 该 系统 中 ,输出 
yi[n] 是 用 h[n] 与 w[n] 的 直接 卷 积 求 得 的 。 


è hfn] 
b d 
加 四 
r| | | E x[n] 四 本 yi ln] 
0223 4 


图 P4. 58-1 
(a) 利用 这 个 Aln] ,该 系统 一 种 推荐 的 实现 如 图 P4. 58-2 Ro hln], h [n] Al h; [nix 
3 个 单位 脉冲 响应 在 O<n <2 ARAE RIFE hln], hla] F h in| 6 
一 种 选择 ,以 使 得 对 任意 x[ nj] 都 有 yi[nj] =y.[n] , 即 这 两 个 系统 是 恒 等 的 。 








图 P4. 58-2 
(b) 分 别 求 图 P4. 58-1 和 图 P4. 58-2 所 示 系 统 中 每 个 输出 点 所 要 求 的 乘法 次 数 。 应 该 发 
BLA] P4. 58-2 所 示 系 统 更 为 高 效 。 
4. 59 考虑 图 P4. 59-1 所 示 的 分 析 / 综 合 系统 。 低 通 滤波 器 ho[ nj] 在 分 析 器 和 综合 器 中 是 相同 的 ,高 
通 滤 波 器 hh [nj 在 分 析 器 和 综合 融 中 也 是 一 样 的 。ho[n] 和 [nj 的 傅 里 叶 变 换 有 如 下 关系 : 


Hy(e}®) = Ho(ei@*™)) 










x(n] L yin} =yoln]—yi le] 


HPF HPF 
分 析 器 合成 器 
图 P4. 59-1 
(a) Æ X(e") Al Hy (e™) MI P4. 59-2 PEFR , imi Hy Xo (e), Go (e) AI Y, (e) (在 某 幅 度 加 


权 因 子 之 内 ) 。 
Cb) FI X Ce) Al Hy Ce”) RF Gu(e”) 写 出 一 个 一 般 的 表示 式 ,不 用 假定 YX(e") Al Hy Ce”) 
是 如 图 P4. 59-2 所 示 。 
(eo) 对 Ho(e™) 求 一 组 条 件 ,这 组 条 件 尽 可 能 一 般 化 ,以 保证 对 任何 稳定 的 输入 x[n]， 
|1Y(e*) | 是 正比 于 |X(e*) | 的 。 
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4. 60 


4. 61 


xe) : 
Hale) 


1 
| | A 
0 z pd w 
2 








-R 0 T w -27 -XT 


Niş 


图 P4. 59-2 


FEB: ATTEN ARE RAY ot OTERA UE REGE A RL F E E RE U HB ( quadra- 
ture mirror filter banks) 。 更 详细 的 内 容 可 见 Crochiere and Rabiner( 1983), pp. 378 一 392 。 
考虑 一 个 实 值 序列 ,有 
X(ejw) =0, 了 < lol <n 
x[n] 中 有 一 个 序列 值 可 能 有 误 , 希 望 近似 地 或 准确 地 恢复 它 。 用 x[n] 表 示 受 到 污 损 的 信号 : 
ŝin] = xin], EPn Æ no 
M x[ my ÆA, AG xl n] EK, AE F3 种 情况 下 ,规定 一 个 实际 的 算法 用 于 从 * 
[nj] 中 真正 地 或 近似 地 恢复 出 x(n] o 
(a) m 的 值 是 已 知 的 。 
(b) m 的 真正 值 不 知道 ,但 知道 mw 是 一 个 偶数 。 
(c) AK mm 什么 也 不 知道 。 
通信 系统 往往 要 求 从 时 分 多 路 复 用 (TDM ) 转换 到 频 分 多 路 复 用 (FDM) 。 本 题 考 察 属 于 这 
种 系统 的 一 个 简单 例子 。 要 研究 的 系统 的 方 框图 如 图 P4 61-1 所 示 。TDM 的 输入 假设 为 
如 下 的 相间 样本 序列 : 
xıln/2], n 为 偶 整 数 
mm 为 奇 整数 


调制 器 2 





图 P4. 61-1 
BREFI x[n] =x, (nT) Al x(n] =x. (nT) DA IRR EEN [AAS x, (1) 和 x,， 
(t) 而 得 到 。 也 就 是 说 ,假定 这 两 个 信号 有 相同 的 最 高 频率 Oy ,而 采样 周期 为 = 0/0, 
(a) 夯 一 个 输出 为 wi[Ln] 和 x,[L nj 的 系统 方 框图 ,也 就 是 用 简单 的 运算 得 到 一 个 用 于 TDM 
信和 号 分 离 的 系统 。 说 明 你 的 系统 是 否 是 线性 .时 不 变 .因果 和 稳定 的 。 
第 大 个 调制 器 (4=1 或 2) 由 图 P4.61-2 所 示 的 方 框图 所 定义 。 低 通 滤波 器 局 (en 
《对 两 个 信道 是 相同 的 ) 的 增益 为 了 工 ,截止 频率 为 n/L, mR MAES H, (e) 的 增益 为 
1 ,截止 频率 为 w, ,调制 器 频率 满足 
w =o +n/L 和 w+ 人 ET (假设 wi > 2/2) 
(b) SR w, 和 工 ,使 得 在 理想 D/C 转换 之 后 (采样 周期 为 7A) vy. (0) 的 傅 里 叶 变换 在 频率 范 
El 2a x 10°< | QO | <2 x 10° +20Q% 以 外 都 为 零 。 设 Q、 =2m x5 x10;。 
Co) 假设 两 个 原 输入 信号 的 连续 时 间 健 里 叶 变 换 如 图 P4. 61-3 所 示 。 画 出 在 该 系统 中 每 
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x[n] 9 7 ) yxln] 
LPF HPF 





COS wgn 
图 P4. 61-2 
一 点 的 傅 里 叶 变 换 。 
Xa) Xx JD) 
A B 
fy Qy 2 -fy Ay a 
图 P4. 61-3 


(d) 基于 (a) 一 (ce) 的 解答 ,讨论 一 下 该 系统 如 何 能 推广 到 处 理 W 个 等 带宽 的 信道 。 
4.62 4.8.1 节 曾 讨论 过 为 避免 混 琶 而 采用 预 滤波 的 方法 。 实 际 上 , 抗 混 秋 滤波 融 不 可 能 是 理想 
的 。 然 而 ,这 个 非 理 想 的 特性 至 少 可 以 部 分 地 采用 接 在 C/D 转换 右 输 出 x[ nj] 之 后 的 离散 
时 间 系 统 来 补偿 。 
考虑 图 P4. 62-1 所 示 的 两 个 系统 。 抗 混 悉 滤波 器 Haa (JO) A Ha GO) MOK) P4. 62-2 
所 示 。 图 P4. 62-1 中 的 H(e”) 是 用 来 补偿 H,,(jQ) 的 非 理想 特征 的 。 
请 画 出 He”) ,使 得 两 序列 x[ nj] 和 wlnj] 是 一 样 的 。 


系统 |: 系统 2: 
Figeat( |) 
X(t) Xalt) x[n] 





T 
图 P4. 62-1 
Haa( 10) 
Higeai( iO) 1 

a | 
-五 z A z -M% % zA 
T T T T 

图 P4. 62-2 


4.63 4.8.2 节 曾 讨论 过 ,为 了 在 一 台数 字 计 算 机 上 处 理 序列 ,必须 要 将 该 序列 的 幅度 量化 到 一 组 
离散 电 平 上 。 这 种 量化 可 以 用 输入 序列 x[ nj] 通过 一 个 量化 器 0(x) 来 表示 ,该 量化 器 的 输 
入 /输出 关系 如 图 4. 54 所 示 。 

正如 在 4. 8.3 节 中 讨论 的 , 若 量化 阶 A 与 输入 序列 电 平 的 变化 相 比 较 小 ,那么 就 能 假 
设 量化 器 的 输出 y[zj 具 有 如 下 形式 : 
yla] = x[n] + efn] 

“这 里 ,e[n] =Q(a[n]) -xLnj, 而 el nj] 是 一 个 平稳 随机 过 程 ,其 一 阶 概率 密度 在 - A/2 和 
A/2 之 间 均 匀 分 布 ,样本 之 间 不 相关 ,与 x[n] 也 不 相关 ,以 至 对 于 全 部 m Mn, 
Ele[n]x[m]| =0。 

令 xLnj] 是 一 个 均值 为 零 , 方 差 为 o; 的 平稳 白 噪声 过 程 。 
(a) Kel nj 的 均值 .方差 和 自 相关 序列 。 
(b) 求 信号 量化 噪声 比 o/oo 
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4. 64 


CO 量化 信号 y[n] 现 要 用 单位 脉冲 响应 为 h[n] = 3a” + ( -a)"]u[n] 的 数字 滤波 器 过 


滤 , 求 由 于 输入 量化 噪声 在 输出 端 产 生 的 噪声 方差 和 在 输出 端的 SNR o 

在 某 些 情况 下 可 能 要 用 非 线 性 的 量化 阶 ,例如 对 数 间隔 的 量化 阶 。 这 可 以 通过 把 均匀 
量化 加 到 输入 的 对 数 上 来 完成 ,如 图 P4. 63 所 示 , 其 中 QL - |] 是 一 个 如 图 4. 54 所 示 的 均匀 
量化 器 。 这 时 , 若 假定 A 与 该 序列 In(x[n]) 的 变化 相 比 较 小 ,那么 就 能 假设 该 量化 器 的 输 
出 为 


In(ylz = Infa) + eln] 

















于 是 
y[n] = x[n] :exp(elnl) 
对 于 小 的 e, 就 能 用 (1 +eln]) 来 近似 exp(e[n]) ,这 样 
y[n| = xind 二 en = x[n] + fin] l ( P4. 63-1) 
IR ( P4. 63-1) 特 地 用 来 描述 对 数量 化 的 效果 。 现 
假设 eL nj] 是 一 个 平稳 随机 过 程 ,样本 与 样本 之 间 >x 四 加 In(x[n]) fon] In(y[a)) 加 yin] 
不 相关 ,与 信号 xn | Shor, Ht AE + A/2 之 间 具 有 图 P4. 63 


一 阶 概率 密度 均匀 分 布 。 

(d) 求 由 式 (P4. 63-1) 所 定义 的 加 性 噪声 fL nj 的 均值 ,方差 和 自 相 关 序 列 。 

(e) 信和 号 量化 噪声 比 o/o EtA? 注意 ,在 这 种 情况 下 ,oi/oj 与 0: 无关。 因此 ,在 假定 
的 限制 内 ,信号 量化 噪声 比 是 与 输入 信号 电 平 无 关 的 ,而 对 于 线性 量化 ,o?/o 直接 取 
RF o 


(f) 现在 要 用 单位 脉冲 响应 为 A[a] = La” + ( -a)"]u[n] 的 数字 滤波 器 对 量化 的 信号 


yLnj] 进 行 滤波 , 求 由 于 输入 量化 噪声 在 输出 端 产 生 的 噪声 方差 和 在 输出 端的 SNR, 

如 图 P4. 64-1 所 示 的 系统 ,在 该 系统 中 两 个 连续 时 间 信 和 号 相 乘 ,然后 将 乘积 在 奈 奎 斯 特 率 下 采样 
而 得 一 个 离散 时 间 信 号 ,也 即 y Lnj] 是 在 奈 奎 斯 特 率 下 对 y,(1) 取 得 的 样本 。 信 号 x (1) 带 限 到 
25 kHz (X, GQ) =0, |Q | SSa x10') ,x;(1t) 带 限 到 2.5kHz (X, GQ) =0, | Q | 三 (m2) x10"). 
在 某 些 情况 下 ( 如 数字 传输 ) ,连续 时 间 信 号 已 在 它们 各 自 的 奈 奎 斯 特 率 下 被 采样 ,而 相 乘 
又 要 在 离散 时 间 域 被 完成 ,或 许 在 相 乘 之 前 或 (和 ) 之 后 还 有 另外 的 处 理 , 这 就 如 图 P4. 64- 
2 所 示 。 系 统 A,B 和 C 中 的 每 一 个 要 么 是 一 个 恒 等 系统 ,要 么 是 用 图 4. 64-3 所 给 出 的 模 
式 中 的 一 个 或 几 个 子 以 实现 。 


x(t) 





T= SHR T, =2 x10-4s 
图 P4. 64-1 图 P4. 64-2 
分 别 指明 系统 4,B 和 C 是 一 个 恒 等 系 统 ,还 是 图 P4 64-3 中 的 一 个 或 几 个 模式 的 适当 互联 ;同时 
也 要 指出 全 部 有 关 的 参数 L,M 和 w,。 系 统 A,B AC ME y [n EEF y [n], Bp 


yaln| = kyiln] = kye(nT ) = kx (nT ) x x9(nT ) 
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并 且 这 些 样本 是 在 奈 奎 斯 特 率 下 获得 的 样本 ,也 即 yaln] MRR y. (4) 的 过 采样 或 从 采样 。 


we P se ee 


wen 2 gin] =slnM] 
s[n] 1| H(e jer) 
(tk gin] 
—@), aw, 


Me 


图 P4. 64-3 
4.65 ”假设 s.(0) 是 一 个 语音 信和 号 ,其 连续 时 间 传 里 叶 变换 $.(j9 ) 示 于 图 P4. 65-1。 由 如 图 P4. 65-2 
所 示 的 系统 得 到 一 个 离散 时 间 序 列 s, [nj ,其 中 ,H(e”) 是 截止 频率 为 w, ,增益 为 了 的 理想 
离散 时 间 低 通 滤波 器 ,如 图 4.29(b) 所 示 。 信 号 % [zj 将 用 作 一 个 语音 编码 器 的 输入 ,该 编 
码 器 仅 在 代表 语音 的 离散 时 间 样 本 上 才 正 确 地 工作 ,这 些 样本 是 在 8 kHz 的 采样 率 下 采样 
得 到 的 。 试 选择 L,M 和 w, 的 值 ,以 使 产生 对 于 语音 编码 器 正确 的 输入 信号 s,[n]。 


S10) 
-2x* 4000 0 2r . 4000 (rad/s) T = (1/44.1) ms 
图 P4. 65-1 图 P4. 65-2 


4.66 在 许多 音频 应 用 中 ,必须 要 在 采样 率 IMT = 44 kHz 下 采样 一 
个 连续 时 间 信 号 x (1) 。 图 P4. 66-1 示 出 一 个 直接 的 系统 以 “0 7m 
获得 所 要 求 的 样本 ,其 中 包括 一 个 连续 时 间 抗 混 释 滤波 器 (IT) =44 kHz 
Ho(jQ)。 在 许多 应 用 中 ,采用 如 图 P4. 66-2 所 示 的 “4 信 过 
采样 "系统 代替 通常 的 如 图 P4.66-1 所 示 的 系统 。 在 图 
P4. 66-2 所 示 的 系统 中 ， 


图 P4. 66-1 


a 1、 jal <74 
JO 一 
AU fa 其 他 
是 一 个 理想 低 通 滤波 器 ,而 
5, J) IRIs Qp 
Hai(j2) = le IAS Q 


其 中 ,0=<0,<0,<%。 
假定 H(e™ ) 是 理想 的 , 求 出 对 抗 混 释 滤波 器 Ha (jQ) 最 低 的 一 组 特性 要 求 ,也 即 最 小 
的 9, 和 最 大 的 Q,, 以 使 得 图 P4. 66-2 所 示 的 整个 系统 等 效 于 图 P4. 66-1 所 示 的 系统 。 





(1/T) = 4x44 kHz = 176 kHz 


图 P4. 66-2 
4.67 ”本题 将 要 考虑 如 图 P4. 67 所 示 的 用 噪声 成 形 量化 的 “ 双 积 分 "系统 。 在 该 系统 中 ， 
Hie) = Al = H(z) = a ole 


1—z-! 1—z7! 
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抽取 滤波 器 的 频率 响应 为 
l, lowl < /AM 


creld 
Hale ) | T/M < lol <n 


代表 量化 器 的 噪声 源 e[n | 假定 是 一 个 零 均 值 的 白 噪 声 ( 常 数 功率 谱 ) 信 号 ,在 幅度 上 是 均 
匀 分 布 的 ,噪声 功率 o = A:712， 


ela] 





A] P4. 67 


(a) 利用 X(z) 和 E(z) 求 Y(z) 的 表达 式 ， 这 一 部 分 假定 8(z) 存 在 。 从 z 变换 关系 证 明 y 
[n] TARRA yl nj] =sx[n-1] +f/[n], 这 里 ,/[ nj 是 由 吕 声 源 e[n] 产 生 的 输出 。/ 
[n] fiel nj] 之 间 的 时 域 关 系 是 什么 ? 

(b) 现在 假设 eln] 是 由 (a) 所 描述 的 白 噪声 信号 ,利用 (a) 中 的 结果 证 明 , 品 声 /[nj] 的 功率 谱 为 

Pye!) = 1602 sin4 (w/2) 
fas ylin] PARR oy a AR PSR (oF ) 是 什么 ? Fel — Se bh EHH Sws 内 
的 功率 谱 Po (e) A Pale) 

(c) 现在 假设 X(e*) =0,0/M <w <r, WEH H, (2) OHTA wln] =x[n-1] +gln], i 
Ait eln] eta. 

(d) 求 抽取 滤波 器 输出 端 噪声 功率 er 的 表达 式 。 假 定 n/M <a, EI 履 很 大 ,这 样 就 可 以 
用 小 角度 近似 式 以 简化 积分 的 求 值 。 

(e) 在 抽取 器 之 后 ,输出 为 om =w| Mn] =x[ Mn-1) +g[nj, 这 里 gfn] =g[ Mn]; ME 
it x[n] =x,(n7T)( 即 xLnj 是 采样 一 连续 时 间 信 和 号 而 得 到 的 )。X.(jQ) 必 须要 满足 
什么 条 件 才能 使 xin — 1) 训 无 变化 地 通过 这 个 滤波 器 ? 试用 x,(1) 表 示 输 出 v[n] 中 的 
“信和 号 分 量 "” 。 在 输出 中 噪声 的 总 功率 oj 是 什么 ”对 输出 端的 噪声 功率 谱 给 出 一 个 表 
达 式 ,并 在 同一 坐标 轴 上 面 出 0<w<7 内 的 P(e*) 和 P(e”)。 

4. 68 ”对 于 带 有 高 阶 反馈 回路 的 Sigma-Delta( -A) 过 采样 的 A/D 转换 器 来 说 ,稳定 性 成 为 一 个 
值得 注意 的 问题 。 另 一 种 称 之 为 多 级 噪声 成 形 ( MASH ) 的 方法 , 仅 需要 一 阶 反 馈 便 可 实现 
高 阶 噪声 成 形 。 二 阶 MASH 噪声 成 形 的 结构 示 于 图 P4. 68-2 ,本题 将 对 它 进行 分 析 ， 

图 P4. 68-1 所 示 为 一 阶 ( A) 噪声 成 形 系统 ,其 中 量化 器 效应 用 加 性 噪声 信号 e[nj] 表 示 。 在 

图 中 ,噪声 eLnj] 是 明显 地 作为 系统 的 第 二 个 输出 表示 的 。 假 设 输入 xLn] 是 一 个 零 均值 广义 平衡 随 

机 过 程 ,同时 也 假设 eL nj 是 零 均值 .白色 广义 平稳 随机 过 程 ,有 目 方差 为 oel nj 与 x[n] 不 相关 。 








e[n] 


图 P4. 68-1 图 P4. 68-2 
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(a) 对 于 图 P4. 68-1 所 示 的 系统 ,输出 yLn] 有 一 个 仅 由 x[ nj] 产生 的 分 量 y,[n] 和 一 个 仅 由 
e[n] PERDE yn], BI yla] =y,[n] +y.[n]. 
(i) FIFA ain] y, [n] 
(ii) 求 y,[nj 的 功率 谱 密 度 P, (wo) 。 

(b) 现 将 图 P4. 68-1 所 示 的 系统 接 入 图 P4. 68-2 所 示 的 结构 中 去 ,这 就 是 MASH 系统 的 结 
构 。 应 当 注 意 ,e/[n] 和 e,[n] 都 是 在 ( S -A) 噪 声 成 形 系 统 中 的 量化 器 产生 的 噪声 信 
号 。 系 统 输出 r[n] 有 一 个 仅 由 xLn] 产 生 的 分 量 7,[n] 和 一 个 仅 由 量化 噪声 产生 的 分 
ftr.(n],teBlr[n] =r,.[n]+r,[n]. 假设 ej[n] 和 e,[n] 都 是 零 均 值 .白色 和 广义 平 
稳 的 ,方差 都 为 o;。 也 假设 el[n] 与 ej[n] 不 相关 。 
(i) 利用 xLnj 求 r,[n]。 
Gi) SR r [n] IRERE P,(w)。 


第 5 章 ”线性 时 不 变 系统 的 变换 分 析 


5.0 引言 


第 2 章 建立 了 离散 时 间 信 和 号 与 系统 的 传 里 叶 变换 表示 ,第 3 章 又 把 这 种 表示 推广 到 z 变换 。 
这 两 章 都 把 重点 放 在 变换 本 身 及 其 性 质 上 ,而 对 它们 在 线性 时 不 变 系 统 (LTI) 分 析 中 的 应 用 仅 作 
了 简要 的 介绍 。 这 一 章 要 更 为 详细 地 建立 利用 储 里 叶 变 换 和 z 变换 来 表示 和 分 析 LTI 系统 。 本 章 
内 容 是 第 6 章 要 讨论 的 LT 系统 实现 和 第 7 E LT 系统 设计 的 基础 。 
正如 在 第 2 章 中 所 讨论 的 ,一 个 LTI 系统 在 时 域 完全 由 系统 的 单位 脉冲 响应 h n RIE X 
于 一 个 给 定 的 输入 x[n] ,其 输出 yLnj 是 通过 如 下 卷 积 和 给 出 的 : 
yink= > xik]hln — k] (5.1) 


人 一 一 cc 
男 一 方面 ,因为 频率 响应 和 单位 脉冲 响应 是 直接 通过 傅 里 叶 变 换 联 系 起 来 的 ,所 以 ,车 频率 响应 存 
在 [ 即 H(z) 具 有 一 个 包含 z==e* 的 收敛 域 ] ,那么 频率 响应 也 完全 等 同 地 给 出 了 LTI 系统 的 特性 。 
在 第 3 曹 ,还 建立 了 作为 传 里 叶 变 换 的 一 种 推广 z 变换 ,一 个 LTI 系统 输出 的 z 变换 与 输入 的 
z 变换 和 系统 单位 脉冲 响应 的 z 变换 通过 下 式 关 联 : 
¥(z) = H(z)X(z) (5.2) 

其 中 站 (z) X(z) 和 和 H(z) 分 别 是 yLn] x(n] A Aln] hy: ee, HRA Ae A HC) BE 
称 为 系统 函数 。 因 为 序列 和 其 z 变换 构成 唯一 的 一 对 ,因此 任何 LTI 系统 也 就 完全 由 它 的 系统 区 
数 (假定 收敛 ) 所 表征 。 

频率 响应 是 系统 函数 在 单位 加 上 的 取 值 ,而 系统 函数 则 更 一 般 地 作为 复 变 量 z 的 函数 ,由 于 从 
频率 响应 和 系统 清 数 能 够 容易 推出 系统 响应 的 很 多 性 质 ,所 以 两 者 在 LTI 系统 的 分 析 和 表示 中 都 
是 极为 有 用 的 。 


5.1 LTI 系统 的 频率 响应 





一 个 LTI 系统 的 频率 响应 H(e*) 在 2.6 节 是 定义 为 系统 对 于 复 指 数 输入 (特征 函数 )e” 的 复 
增益 (特征 值 )。 再 者 ,如 同 在 2.9.6 节 中 讨论 的 那样 ,一 个 序列 的 傅 里 时 变换 代表 着 作为 复 指 数 
线性 组 合 的 一 种 分 解 ,所 以 系统 输入 和 输出 的 傅 里 叶 变 换 由 下 式 所 联系 : 

Y¥(e!”) = H(e}”)X(e/”) (5.3) 
式 中 X(e*) 和 Y(e") 分 别 是 系统 输入 和 输出 的 傅 里 叶 变 换 , 


5. 1.1 频率 响应 相位 和 和 群 延迟 


在 各 频率 点 上 的 频率 响应 通常 为 一 个 复数 。 车 利用 极 坐 标 形式 来 表示 频率 响应 , 则 系统 的 输 

入 和 输出 的 傅 里 叶 变 换 的 幅度 和 相位 由 下 式 联系 : 
17(ejo)| = |H(e}”)| .|X(ej®)| (5.4a) 
L¥(e!”) = LH(ei®) + LX(ei®) (5. 4b) 
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Herp | HC) | 代表 系统 的 幅度 响应 或 增益 ,而 人 HE(e”) 为 系统 的 相位 响应 或 相 移 。 

由 式 (5. 4a) 和 式 (5.4b) 所 表示 的 幅度 和 相位 上 的 影响 ,如果 将 输入 信号 以 一 种 有 用 的 方式 变 
化 .这 就 是 所 需要 的 ;如 果 以 一 种 有 害 的 方式 变化 ,这 就 是 不 需要 的 。 在 后 一 种 情况 下 ,通常 把 LTI 
系统 对 信和 号 的 影响 分 别称 为 幅度 失真 和 相位 失真 。 

任何 复数 的 相位 角 都 不 能 够 唯一 地 定义 ,因为 加 上 任意 整数 倍 2r 都 不 会 影响 复数 值 。 当 利 
用 反正 切 子 程序 对 相位 进行 数值 计算 时 ,通常 会 得 到 主 值 , 将 鼠 (e”) 相 位 的 主 值 记 为 
ARG[ H( e”) ] ,其 中 


—n < ARG[H(e!®)] <x (5.5) 
任何 其 他 的 nT PARAS RR Ae”) 的 正确 复数 值 的 角度 ,都 可 以 用 主 值 来 进行 表示 ,表达 式 如 下 
ZH(e!) = ARG[H(e!“)] + 2nr(w) (5.6) 


其 中 r(o) 是 一 个 正 的 或 负 的 整数 .在 各 o 值 上 可 以 不 相同 。 通 常会 利用 式 (5.6) 左 边 的 角度 符号 
来 记 作 模 糊 相 位 ,因为 r(w) 有 任意 性 。 

当 把 主 值 看 成 w 的 函数 时 ,在 许多 情况 下 它 展 现 有 以 2 为 间隔 的 不 连续 性 ,这 一 点 在 图 5.1 
中 进行 了 说 明 。 该 图 画 出 了 在 频率 范围 0 去 wo 大 上 ,连续 相位 函数 arg[ H(e”*)] MEM EA 
ARG[ H(e*)]。 图 5.1(a) 中 所 夯 的 相位 函数 超出 了 一 7 到 7 的 范围 ,而 图 5.1(b) 所 示 的 主 值 则 
HA 2r 一 跳 的 特点 ,因为 为 了 将 相位 曲线 纳入 主 值 范 围 内 ,必须 在 某 些 区 域内 将 整数 倍 275 减 掉 。 
图 5.1(c) 给 出 了 式 (5.6) 中 zr(w) 的 对 应 值 。 


arg[H(e®)] ARG[A(ei)] 




















(c) 


图 5.1 (a) 单 位 圆 上 系统 函数 的 连续 相位 曲线 ;(b) (a) 中 相位 曲线 的 主 值 ; 
(c) 加 到 ARG[H(e”*)] 之 上 以 获得 arg[ H(e”*)] 的 整数 倍 27 


在 整 本 书 对 相位 的 讨论 中 ,ARG[ H( e” ) ] 是 指 “ 卷 绕 " 相 位 ,因为 对 2n 取 模 的 计算 可 以 被 想 成 
是 让 相位 围 着 单位 圆 环 绕 。 在 幅度 和 相位 表示 中 (其 中 幅度 是 实 值 的 ,但 可 以 是 正 的 或 负 的 )， 
ARG[LH(e*)] 可 以 被 “去 卷 绕 "成 为 随 w 连续 变化 的 相位 曲线 。 连 续 ( 展 开 后 的 ) 相位 曲线 记 为 
arg[ He") ] 。 相 位 的 另 一 种 特别 有 用 的 表示 形式 是 通过 如 下 定义 的 群 延迟 
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t(w) = ard[ H(e!)] = ~ (arg He!) |) (5.7) 
值得 一 提 的 是 ,因为 除了 在 不 连续 点 上 ARG[ H(e*)] 的 导数 会 存在 冲 激 以 外 ,arg[L He ) | SE 


Ail ARG[ H( e") ] 是 相同 的 ,所 以 除了 在 不 连续 点 上 外 , 群 延迟 可 以 通过 微分 运算 从 主 值 中 计算 得 
到 。 类 似 地 ,可 以 将 群 延迟 表示 成 模糊 相位 4H(e”) 的 表示 形式 ,表达 式 为 
grd[ H (ei®)] = -Hel®)] (5. 8) 
需要 解释 的 是 ,这 里 LH(e*) 中 间隔 为 25 的 不 连续 段 所 引起 的 冲 激 被 忽略 了 。 
为 了 明白 一 个 线性 系统 相位 ,特别 是 群 延迟 的 影响 ,首先 考虑 理想 延迟 系统 。 其 单位 脉冲 响 
应 是 


hidln| = 6[n — na] (5.9) 
而 频率 响应 是 
再 idfejw) = ee om (5. 10) 
或 
|Hig(e!”)| = 1 (5. lla) 
Hile) = -wni |w| <n (5.11b) 


频率 响应 是 周期 的 ,周期 为 2w。 从 式 (5. 11b) 看 到 ,时 延 (或 者 是 超前 ,如 果 m 和 <0) 与 相位 有 关 , 而 
相位 是 频率 的 线性 函数 。 

在 很 多 应 用 中 ,延迟 失真 被 认为 是 相位 失真 的 一 种 很 轻微 的 形式 ,因为 它 的 影响 只 是 在 序列 时 
间 上 的 移 位 。 往 往 这 种 时 间 上 的 移 位 是 无 关 紧 要 的 ,或 者 在 一 个 较 大 系统 中 利用 引入 其 他 部 分 的 
延迟 很 容易 地 给 予 补偿 掉 。 因 此 ,在 设计 近似 理想 滤波 各 或 其 他 线性 时 不 变 系统 时 ,往往 愿意 接受 
线性 相位 响应 而 不 是 零 相 位 响应 作为 一 种 理想 模型 。 例 如 ,一 个 具有 线性 相位 的 理想 低 通 滤波 器 
eied, wl < we 


jw = 
Hip(e™) 0. we < |w| <T 


te 125 





相应 的 单位 脉冲 响应 是 
hpln] sin w(n 一 na) verad (5.13) 
T(N — Rg) 
群 延迟 给 出 了 一 种 对 相位 线性 度 的 方便 度量 。 具 体 地 ,考虑 一 个 系统 其 频率 响应 为 H(e”) PF 
ari A a[n] =sLnjcos(won) 的 系统 输出 。 因 为 已 假定 X(e*) 仅 在 w=wo 附 近 为 非 零 ,系统 的 相位 
效果 在 w= wo 附近 的 一 个 较 罕 频带 内 可 以 近似 为 如 下 的 线性 近似 式 : 
arg[H(e!”) | ~ 一 由 — ong (5. 14) 
这 里 尾 代 表 群 延迟 。 利 用 这 一 近似 就 能 证 明 ( 见 习题 5.63): 对 x[n] =s[njcos(won) 的 响应 y[n] 
MU WH yla] = | HC) |s[n 一 mjceos(won 一 $6 一 wony)。 结 果 , 一 个 傅 里 叶 变 换 集 中 在 ww 附近 
的 罕 带 信号 xL nj] 的 包 络 sfj 的 延迟 就 由 在 wo 处 相位 特性 斜率 的 负 值 给 出 。 一 般 地 ,可 以 把 一 个 
宽带 信号 看 成 具有 不 同 中 心 频 率 的 的 窗 带 信号 的 亚 加 。 如 果 群 延迟 不 随 频 率 变 化 , 则 每 个 窄带 分 
量 将 具有 相同 的 时 延 。 如 果 群 延迟 不 是 常数 ,不 同 频率 包 上 有 不 同 的 时 延 , 这 便 导 致 了 输出 信号 能 
量 的 时 间 色 散 特 性 。 也 就 是 说 ,相位 的 非 线 性 或 等 效 为 非 恒定 的 群 延迟 会 导致 在 时 间 上 的 色散 ， 


5.1.2 群 延 迟 和 衰减 的 效果 说 明 
作为 说 明 相位 . 群 延迟 和 衰减 效果 的 一 个 例子 , 现 考虑 一 个 具有 如 下 系统 函数 的 特殊 系统 : 
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mi (cf —2 a -— 2) \ 
(1 一 ckz- 1 — cr) (5. 15) 


k=l 











fi (1 — 0.98e98% -—!)(] — 0.98e7 10-8177!) 
= \ Toke ard 08e 0z) 








Hy (2) 3 Holz) 
这 里 e, =0.95e POM) k= 1,2,3,4 HH, (2) 和 i 

(=) 的 定义 如 式 中 所 指出 。 整 个 系统 函数 H(z) 的 08 
零 -极点 图 如 图 5.2 所 示 。 其 中 式 (5.15) 中 的 因 式 
H (2) FBR T ALF z =0. Be!" hy Se FETA TLL 2 
及 位 于 接近 单位 圆 的 z = 0.9867!" Hh Bet, sh Boo 











(5.15) 中 的 因 式 不 (z) 形 成 了 位 于 z=c， = jor 

0.95 @ AMOR) hay — Br REL REF 2=1/e,= os 

1/0. 95 @ 0 e028) iy Na AE CIB k = 1,2,3,4 al i 

H, (2) 本 身 代表 了 一 个 全 通 系 统 ( 见 5.5 节 ) , 即 在 所 i 


有 w 上 | 所 (e*) | =1。 正 如 将 要 看 到 的 ,H(z) 在 一 
个 较 罕 的 频率 段 上 会 引入 大 的 群 时 延 。 
整个 系统 的 频率 响应 函数 如 图 5.3 和 图 5.4 所 
， 这些 图 形 说 明了 几 个 重要 问题 。 首先 观察 图 5.3(a) , 主 值 相位 响应 存在 多 个 间隔 为 2r 的 不 
ae FE A AF 2m PASAY. PS. 3b) 2 Fa 2c 跳跃 进行 适当 消除 后 得 到 
的 未 卷 线 ( 连续 ) 相 位 有 曲线. 


4 


图 5.2 5.1.2 节 滤波 器 例子 的 零 -极点 图 
( 数字 2 表示 二 阶 极点 和 零点 ) 





N 


ARG[H(e)| 








-4 1 1 i ! i fi 1 1 
-7 -0.87 0.6r -04n -02r 0 0.27 O4n 0.6% 0.8% T 








arg[H(e!)] 











i 
=ğ -0.8n -0.6x -0.4F -0.27 0 0.27 0.47 0.6% 0.81 T 


(b) 未 郑 绕 的 相位 响应 
图 5.3 5.1.2 节 例子 中 系统 的 相位 响应 函数 。(ay) 主 值 相 位 
ARG[H(e*)];(b) 连 续 相 位 ag[H(e”*)] 
图 5.4 给 出 了 整个 系统 的 群 延 述 和 幅度 啊 应 。 可 以 看 到 ,因为 展开 后 的 相位 除了 在 w = 
+0. 8T 附 近 外 是 单调 递减 的 ,所 以 在 该 区 域 以 U A 正 的 。 此 外 , 群 延 迟 在 频率 段 
0.177 < |w| <0. 23r 上 具有 较 大 的 正 峰值 ,在 该 频率 段 上 连续 相位 拥有 最 大 的 负 和 斜率 。 该 频率 
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段 对 应 于 图 5. 2 中 极点 和 互 倒 零点 簇 的 角度 位 置 。 此 外 ,可 以 观察 到 w= +0. Bor 附近 的 复 凹 陷 ， 
在 这 里 相位 具有 负 和 斜率 。 由 于 #,(z) 表 示 一 个 全 通 滤波 器 , 则 整个 滤波 占 的 幅度 响应 完全 由 H(z) 
的 极点 和 零点 来 决定 。 也 就 是 说 , 由 于 频率 响应 是 H(z) 在 z= e* 上 的 取 值 ,所 以 位 于 
z=0.98e*“”“ 处 的 零点 导致 在 频率 w = +0. 8a 附近 频带 上 整体 频率 响应 值 非常 小 。 


200 





150 


100 


grd[//(e!)] 











-7 -0.87 -0.6m -O04n -0.2m 0 0.27 0.4 0.6n 0.8x T 


w 





IH(e®™) 





i i i 
-7 -0.8x -0.6m -0.4 -0.2x 0 0.27 0.4m 0.6% 0.87 T 





图 5.4 35.1.2 节 例子 中 系统 的 频率 响应 。(a) 群 延迟 函数 
grd[H(e*)];(b) 频 率 响应 幅度 | H(e*) | 


在 图 5.5(a) 中 给 出 了 由 时 间 上 分 开 的 三 个 罕 带 脉冲 构成 的 输入 信号 x[n]。 图 5.5(b) 给 出 了 
响应 的 DTFT 幅度 | X(e*) | 。 三 个 脉冲 的 定义 如 下 : 


xila] = wln] cos(0.2 rn) (5. 16a) 
x2[n] = win] cos(0.4rn 一 1/2) (5. 16b) 
x3[n] = w[n] cos(0.82n + 2/5) (5. 16c ) 


这 里 每 个 正弦 信号 都 通过 61 点 包 络 序列 成 形 滤波 为 一 个 有 限 长 脉冲 , 包 络 序列 为 


0.54 — 0.46cos(2mn/M), O<n<M 
win] = 


0, 其 他 ane 
其 中 1 =600, 图 5.5(a) 所 给 出 的 完整 输入 序列 为 
x[n] = x3[n] + x[n — M — 1] + x2[n — 2M —2] (5.18) 


即 首 先 到 达 的 是 最 高 频率 的 脉冲 ,然后 是 最 低 的 ,随后 是 中 等 频率 脉冲 。 根 据 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 
的 加 窗 或 调制 理论 ( 见 2.9.7 节 ) ,一 个 加 窗 ( 时 间 上 截断 的 ) 正弦 的 DTFT 是 无 限 长 正弦 (包含 了 
位 于 正 负 正 弦 频 率 上 的 脉冲 ) 的 DTFT 同窗 函数 的 DTFT 卷 积 。 三 个 正 艾 频 率 分 别 是 w, =0. 207, 
w, =0.40 WR w =0.8T。 相 应 地 ,在 图 5.5(b) 的 傅 里 叶 变换 幅度 图 中 ,可 以 看 到 在 三 个 频率 点 





D 在 第 7 章 和 第 10 章 中 将 会 看 到 , 当 用 于 滤波 器 设计 和 频谱 分 析 时 ,这 种 包 络 序列 被 称 为 汉 明 窗 
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及 其 附近 出 现 很 大 的 能 量 ， 每 个 脉冲 都 形成 了 一 个 以 正弦 信号 频率 为 中 心 的 频带 ,其 形状 和 宽度 
由 作用 在 正弦 信号 上 的 时 间 窗 的 傅 里 叶 变 换 来 决定 ” 

















i 1 i | 
100 130 200 250 300 


样本 数 (m) 


(a) 





20 -T T T T T T 


LX (e) 











-7 -0.8m -O.6nm -04n -0.27 0 0.21 O.At 0.6% 0.8m m 


(b) 
图 5.5 5.1.2 节 例 子 的 输入 信号 。(a) 输 入 信号 
x[n];(b)x[n] 的 DTFT 幅 度 | X(e*) | 


HHE RA RKG H) 的 系统 的 输入 时 ,与 各 个 罕 带 脉冲 相关 的 频率 包 或 频率 组 将 受到 该 
频率 组 中 频带 上 的 滤波 器 响应 幅度 和 群 延迟 的 影响 。 从 滤波 器 频率 响应 幅度 来 看 ,以 w=w = 
0.27 为 中 心 的 及 其 附近 的 频率 组 上 呈现 较 小 的 幅度 增益 ,而 在 w=w,=0.47 附近 的 频率 上 幅度 
增益 大 约 为 2。 由 于 在 w=w;=0.87 附近 频率 上 ,频率 响应 的 幅度 非常 小 ,所 以 最 高 频率 的 脉冲 被 
极 大 地 衰减 掉 了 。 当 然 , 它 并 不 会 被 完全 消除 掉 , 因 为 对 正弦 信号 的 加 窗 处 理 使 得 该 组 频率 或 高 于 
或 低 于 频率 w =w, =0. 87, 并 不 完全 落 在 该 频率 上 。 考 察 图 5.4(a) 中 的 系统 群 延 迟 图 ,可 以 看 到 
频率 w=w =0.2T 附近 的 群 延迟 远 远 大 于 w=w,=0.47 UR w =o =0.87 处 的 群 延迟 ,这 说 明 
通过 系统 后 最 低频 率 脉 冲 将 会 受到 最 大 的 延迟 . 

系统 输出 如 图 5.6 所 示 。 位 于 频率 w =w, =0.8T 上 的 脉冲 被 彻底 消除 掉 了 ,这 与 该 频率 上 较 
低 的 频率 响应 幅度 值 是 一 致 的 。 其 余 两 个 脉冲 的 幅度 和 延迟 都 增加 了 -. 在 w=0.2r 上 的 脉冲 略 
WORK T , KAIER T 150 个 样本 ,而 在 w =0.4 上 的 脉冲 幅度 大 致 变 为 两 倍 , 被 延迟 了 大 约 10 
个 样本 。 这 些 都 与 在 这 两 个 频率 上 的 幅度 响应 和 群 延 迟 一 致 。 实 际 上 ,因为 较 低 频率 脉冲 比 中 频 
脉冲 多 延迟 了 140 个 样本 ,每 个 脉冲 的 长 度 只 有 61 个 样本 ,这 就 使 得 在 输出 信号 中 两 个 脉冲 的 时 
间 顺 序 发 生 了 互 换 . 

在 本 小 节 中 所 给 出 的 例子 是 用 来 说 明 LTI 系统 如 何 通 过 幅度 加 权 和 相 移 的 组 合影 响 来 对 信号 
进行 调整 的 。 对 于 这 里 所 选 定 的 具体 信号 , 即 一 组 窄带 分 量 之 和 ,有 可 能 来 跟踪 各 个 脉冲 受到 的 影 
啊 。 这 是 因为 频率 响应 图 数 是 平滑 的 , 且 在 各 个 分 量 所 占 的 窗 频 率 带 之 间 仅 有 少量 变化 。 因 此 ,对 





D 正如 后 面 将 在 第 7 章 和 第 10 章 中 所 看 到 的 ,频带 的 宽度 近似 同窗 口 长 度 MW+1 成 反比 。 


第 5 章 线性 时 不 变 系 统 的 变换 分 析 199 


应 于 指定 脉冲 的 所 有 频率 ,具有 近似 相同 的 增益 且 延 迟 量 也 近似 相等 ,从 而 使 得 脉冲 形状 在 输出 信 
号 中 重复 出 现 , 只 是 进行 了 尺度 变换 和 延迟 。 对 于 宽带 信号 来 说 一 般 不 是 这 样 的 ,因为 频谱 中 的 不 
同 部 分 会 受到 系统 不 同 的 调整 。 在 这 种 情况 下 ,输入 信号 中 的 可 识别 特征 ,如 脉冲 形状 等 ,在 输出 
信和 号 中 不 再 那么 明显 ,输入 信号 中 在 时 间 上 分 开 的 各 个 脉冲 在 输出 信号 中 的 贡献 可 能 是 相互 重 
EW 





信号 yln] 的 波形 





T Ee! 














4 Zt. = L LE 
0 50 100 150 200 250 300 
样本 数 (n) 


图 5.6 35.1.2 节 例子 的 输出 信和 号 


在 这 个 例子 中 阐述 了 一 些 重要 的 概念 ,这 些 概念 在 本 草 及 后 续 章 节 中 还 会 继续 详细 描述 。 当 
大 家 把 本 章 知 识 全 部 学 完 后 ,还 是 有 必要 再 来 仔细 研究 一 下 本 小 节 所 给 的 例子 ,届时 你 会 对 其 中 的 
细微 差别 有 更 深入 的 理解 。 为 了 全 面 地 理解 这 个 例子 ,在 类 似 MATLAB 的 便捷 的 程序 系统 中 来 再 
现 这 个 例子 在 不 同 参数 下 的 情况 也 是 非常 有 用 的 。 在 运行 计算 机 程序 之 前 ,读者 应 该 尽量 对 将 要 
发 生 什 么 情况 进行 预测 ,例如 , 当 窗 长 变 长 或 变 短 后 会 发 生 什 么 , 当 正 弦 信 号 频率 改变 后 会 发 生 
什么 。 


5.2 用 线性 常 系数 差分 方程 表征 系统 


虽然 在 概念 上 理想 滤波 器 是 有 用 的 ,但 离散 时 间 滤 波 器 几乎 都 是 通过 形 如 式 (5. 19) 的 常 系数 
差分 方程 的 形式 来 实现 的 
N M 
Sayin =k] = 》 bextn — k] (5.19) 
k=0 kag 
第 6 章 将 讨论 实现 这 类 系统 的 各 种 计算 结构 。 第 7 章 将 讨论 为 了 逼近 目标 频率 响应 ,获得 差分 方 
程 各 个 参数 的 不 同 过 程 。 本 节 将 借助 = 变换 来 考察 由 式 (5. 19) 所 表示 的 LTI 系统 的 性 质 和 特征 ， 
这 里 得 到 的 结论 和 认识 将 在 后 面 的 许多 章节 中 发 挥 重要 的 作用 。 
”正如 3.5 节 所 讨论 的 ,对 式 (5. 19) 两 边 进行 z 变换 ,并 利用 线性 性 质 ( 见 3.4. 1 节 ) 和 时 移 性 质 








( 见 3.4.2 节 ) 可 以 得 到 ,对 于 一 个 其 输入 和 输出 满足 式 (5. 19) 差 分 方程 的 系统 ,其 系统 函数 有 如 
下 代数 形式 : 

M 

D bez 

Hijo 40 (5. 20) 
X(z) N A 
> aye 
k=0 


在 式 (5.20) 中 ,H(z) 具 有 z 的 多 项 式 之 比 的 形式 ,因为 式 (5. 19) 包 含 两 个 延迟 项 的 线性 组 合 。 当 
然 式 (5.20) 也 可 以 重新 写成 以 z 而 不 是 z 为 每 的 多 项 式 , 但 一 般 都 不 这 样 做 。 同 时 ,将 式 (5. 20) 
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表示 成 如 下 的 因 式 形式 往往 也 很 方便 : 
M 
[la — cz!) 


boi i 
H(z) = (2) f=! (5.21) 
ap 
Ta -a7 
k=] 


分 子 因 式 (1 -cz ) 中 的 每 一 项 都 在 z = cs 提供 一 个 零点 和 在 z=0 提供 一 个 极点 。 相 类 似 , 分 母 因 
式 (1 -diz”) 中 的 每 一 项 在 z=0 贡献 一 个 零点 和 z = 履 贡 献 一 个 极点 。 

差分 方程 与 系统 函数 相应 的 代数 表达 式 之 间 有 一 个 直接 的 关系 。 具 体 地 说 , 式 (5. 20) 分 子 多 
项 式 与 式 (5. 19) A (b, “项 对 应 于 bixL nk]) 有 相同 的 系数 和 代数 结构 ,而 式 (5. 20) 分 母 多 项 
式 则 与 式 (5.19) 左 边 (aiz“ 项 对 应 于 ayy[n-k]) 有 相同 的 系数 和 代数 结构 。 因 此 ,给 定式 (5. 20) 
形式 的 系统 函数 或 者 式 (5. 19 ) 那 样 的 差分 方程 中 的 任 一 个 ,都 能 直接 求 得 男 一 个 。 这 一 点 将 通过 
下 面 的 例子 进行 说 明 。 
例 5.1 二 阶 系统 

假设 一 线性 时 不 变 系 统 的 系统 函数 是 





(l+z7!)2 
H(z) = 
) (1 - 32-1) (1+4!) (5. 22) 
为 了 求 得 满足 该 系统 输入 输出 的 差分 方程 ,可 以 将 甩 (z) 的 分 子 和 分 母 各 因 式 乘 开 ,而 得 到 表 
示 成 式 (5. 20) 的 形式 : 





14227! 42-2 Y(z) 


A(z) = = 
taa 144,71 — Bz-2 X(z) (5.23) 





于 是 
(1+4! - fz?) ¥@ = 42271 +274) X@ 
其 差分 方程 就 是 





y[n] 4 yln 1] dyin 2) = x[n] + 2x[n — 1] + x[n — 2] (5. 24) 


5.2.1 稳定 性 和 因果 性 


为 了 从 式 (5.19) 得 到 式 (5. 20) , 曾 假设 系统 是 线性 和 时 不 变 的 ,这 样 就 可 能 应 用 式 (5.2) 。 但 
是 ,有 关 稳 定性 或 因果 性 并 未 作 进 一 步 假设 。 与 此 相应 ,从 差分 方程 固然 可 以 得 出 系统 函数 的 代数 
表达 式 ,但 没有 给 出 收敛 域 。 也 就 是 说 ,H(z) 的 收敛 域 不 是 由 式 (5. 20) 的 推导 过 程 来 确定 的 。 因 
为 要 使 式 (5. 20) 成 立 就 是 要 求 X(z) 和 XY(z) 有 重合 的 收敛 域 。 正 如 在 第 2 章 已 经 看 到 的 ,这 与 差 
分 方程 不 能 唯一 地 确定 一 个 线性 时 不 变 系 统 的 单位 脉冲 响应 这 一 点 是 一 致 的 。 对 于 式 (5. 20) ak 
式 (5.21) 的 系统 函数 ,有 几 种 收敛 域 的 选择 。 对 一 个 给 定 的 多 项 式 之 比 ,收敛 域 的 每 一 种 可 能 选 
择 都 将 导致 不 同 的 单位 脉冲 响应 ,但 它们 全 都 对 应 于 同一 个 差分 方程 。 然 而 , 若 假 定 系 统 是 因果 
的 ,那么 h[nj] 就 必须 是 一 个 右边 序列 ,因此 H(z) 的 收 傅 域 位 于 最 外 面 极 点 的 外 面 。 另 外 , 若 假 定 
系统 是 稳定 的 ,那么 由 二 4 节 讨 论 ,单位 脉冲 响应 必须 绝对 可 加 , 即 





2 |h[n]| < œ (5. 25) 
因为 式 (5.25) 在 |z| =1 时 与 下 述 条 件 一 致 : 
>, |h[n]z—"| < oo (5.26) 


1 一 一 co 


第 5 章 线性 时 不 变 系统 的 变换 分 析 201 


所 以 稳定 性 条 件 就 等 效 于 H) 的 收敛 域 包括 单 位 圆 。 下 面 的 例子 将 用 来 说 明 如 何 确 定 同 由 差分 
方程 获得 的 系统 图 数 相 一 致 的 收敛 域 。 
例 5.2 收敛 域 的 确定 
考虑 一 个 输入 输出 通过 下 述 差分 方程 联系 的 LTI 系统 : 
yla) — yn — 1] + yin — 2| = x[n] (5.27) 
依据 以 上 讨论 ,H(z) 的 代数 表达 式 为 
1 1 
1-32-1422 (1-52 
H(z) 的 相应 零 - 极 点 图 如 图 5.7 所 示 。 有 3 种 可 能 的 
收 敏 域 可 供 选择 。 若 系统 是 因果 的 ,那么 收敛 域 就 在 
最 外 面 极点 的 外 面 , 即 |z| >2。 这 时 系统 是 不 稳定 
的 ,因为 收敛 域 不 包括 单位 圆 。 若 假定 系统 是 稳定 
的 ,那么 收 健 域 必定 是 1X2 < |z| <2,h[n] 将 是 一 个 
双边 序列 。 第 三 种 情况 就 是 收 你 域 选 为 |z| <172， 
这 时 系统 既 不 稳定 ,也 不 是 因果 的 。 
正如 在 例 5. 2 中 看 到 的 ,因果 性 和 稳定 性 不 一 定 是 互 图 5.7 例 5.2 的 零 -极点 图 
为 兼容 的 要 求 。 对 于 一 个 输入 输出 满足 式 (5. 19 ) 差分 方 
程 的 线性 时 不 变 系统 ,要 求 它 既 因 果 又 稳定 , 则 相应 系统 函数 的 收敛 域 必 须 是 位 于 最 外 面 极点 的 外 
面 ,又 包括 单位 圆 。 很 显然 ,这 就 等 于 要 求 该 系统 函数 的 全 部 极点 都 在 单位 圆 内 。 


5.2.2 HRA 








at = (5. 28) 


= 平面 











对 于 一 个 系统 函数 为 H) 的 线性 时 不 变 系统 ,其 对 应 的 道 系统 定义 为 :系统 函数 为 厅 (z) 的 
逆 系 统 与 H(z) 级 联 后 ,总 的 系统 函数 是 1, 即 
G(z) = HEJH) =1 (5.29) 
1 
Hi) = Fy (5. 30) 
式 (5. 29) 的 等 效 时 域 条 件 就 是 
gin] = h[n] x hj[n] = d[n] (5.31) 
由 式 (5. 30) ,该 逆 系 统 的 频率 响应 车 存在 , 则 有 
jw 1 
Hi(el! ) = 万 GT (5. 32) 


BI H, Ce") de HC e ) WER A R BE A A E AA AL SUES AB JE JA AA E AAE BY EE. 
BETA NY RADA — Tit AE. PAN , BAER HE URL BE LAT — AE, EP A EE ay 
办 法 去 恢复 被 理想 低 通 滤波 器 置 到 零 的 那些 位 于 截止 频率 以 上 的 频率 分 量 。 

很 多 系统 有 它们 的 逆 系 统 , 并 且 具 有 有 理 系统 函数 的 一 类 系统 给 出 了 一 种 非常 有 用 而 有 趣 的 
例子 。 有 具体 地 ,考虑 


M 
[Ia -az 
bN 
H(z) = (2+) — (5.33) 


N 
] Ta -az 
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其 零点 在 z=ci ,极点 在 z=di, 以 及 另外 可 能 的 在 z=0 和 z= % 的 零点 和 /或 极点 。 那 么 





N 
[Ja -a7 
isc) = (2) (5.34) 
a) = (3) E 
TIa =a} 
k=l 


UED, H, (2) 的 极点 就 是 H) ER ZIKR. PA ATE H C) 的 收敛 是 什么 ? 答案 应 
由 式 (5.31) 表 示 的 卷 积 定理 给 出 。 要 使 式 (5.31) 成 立 , 有 zz) 和 环 (z) 的 收敛 域 必须 重合 ， 如 果 
有 H(z) 是 因果 的 , 它 的 收敛 域 就 是 

z| > max Idk] (5.35) 
HE, FEIE 24 1 ECS. 35) A H AY KREA AURIE H, (2) 的 有 效 收敛 域 。 现 用 例 5. 3 和 
例 5.4 来 说 明 若干 可 能 性 。 


例 5.3 一 阶 系 统 的 逆 系 统 





A 有 H(z) 为 
rac! — 0.527! 
“1 = 0.92-1 
IK BIR |z| >0.9, H(z) 就 应 为 
mige ke 
1 一 0.5z 一 1 


因为 H,(z) 只 有 一 个 极点 , 它 的 收敛 域 只 有 两 种 可 能 ,很 明显 , 唯 有 选 |z| >0.5 才能 与 |z| > 
0.9 重合 。 因 此 ,该 逆 系 统 的 单位 脉冲 响应 就 是 

hiln| = (0.5)"uln| 一 0.9(0.5)"~!uln — 1] 
这 里 ,该 逆 系统 既是 因果 的 ,又 是 稳定 的 。 


例 5.4 在 收敛 域内 有 一 个 零点 的 系统 的 逆 系 统 
(Rik H(z) A 
N e. A |z| > 0.9 
I — 0.9z7! 
逆 系 统 函数 就 是 
1 一 0.9z-1  -2 41.8271 
， z7l— 0.5 1 —2z-1 
同 前 ,有 两 种 可 能 的 收 你 域 可 以 同 H(z) 的 这 种 代数 表达 式 相 关联 :|z| <2 和 |z| >2。 然 
而 ,在 这 一 情况 下 ,两 种 区 域 都 与 |z| >0.9 重合 ,所 以 两 者 都 是 有 效 的 道 系 统 。 对 收 化 域 
|z| <2 的 单位 脉冲 响应 是 





Hj(z) = 





hilal = 2(2)"ul—a — 1] — 1.8(2)" lul—n] 
而 对 收 伊 域 |z| >2 的 单位 脉冲 响应 是 
hjain| = —2(2)"uln| + 1.8(2)"—!uln — 1] 
可 以 看 出 ,hilnj] 是 稳定 而 非 因 果 的 ,hs[n|] 是 因果 的 但 不 稳定 。 理论 上 ,这 两 个 系统 中 任意 一 
个 系统 与 H(z) 级 联 都 可 以 得 到 恒 等 系 统 。 
例 5.3 和 例 5.4 的 推广 是 ,车 H(z) 是 零点 在 c,hk =1,…, M 的 一 个 因果 系统 ,那么 当 且 仅 当 
H(z) 的 收敛 域 为 


|z| > max Icx| 
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时 ,其 逆 系 统一 定 是 因果 的 。 如 果 也 要 求 道 系统 是 稳定 的 ,那么 8.(z) 的 收敛 域 必 须 包括 单位 圆 。 
因此 ,就 必须 是 

max lc| < 1 
也 就 是 说 全 部 H(z) 的 零点 必须 在 单位 圆 内 。 因 此, 当 且 仅 当 H(z) 的 零点 和 极点 都 在 单位 圆 内 时 ， 
一 个 稳定 因果 的 线性 时 不 变 系统 也 有 一 个 稳定 因果 的 逆 系 统 。 这 样 的 系统 称 为 最 小 相位 系统 
(minimum-phase systems) ,将 在 5. 6 节 中 进行 详细 讨论 。 


5.2.3 ”有理 系统 函数 的 单位 脉冲 响应 


求 = 逆 变换 的 部 分 分 式 展 开 技术 ( 见 3.3.2 节 ) 能 应 用 到 系统 函数 妃 (z) 上 ,以 得 到 具有 如 
式 (5. 21) 所 表示 的 有 理 系统 函数 的 系统 单位 脉冲 响应 的 一 般 表 达 式 。 任 何 具 有 一 阶 极点 的 、 以 
z ”为 寡 给 出 的 有 理 函 数 可 以 表示 成 如 下 形式 


M—N 


N 
H@)= Yo Brz +) AS (5. 36) 


r=0 k=l 
式 中 第 一 个 求 和 的 这 些 项 是 用 分 母 除 以 分 子 的 长 除法 求 得 的 ,并 且 仅 当 MN 时 才 有 这 些 项 。 
第 二 个 和 式 中 的 系数 4, 可 以 用 式 (3.43) 得到。 如 果 有 (=) 有 多 重 极点 , 它 的 部 分 分 式 展 开 就 有 式 
(3.46) 的 形式 。 如 果 系统 假定 是 因果 的 ,那么 收敛 域 就 位 于 式 (5.36) 全 部 极点 的 外 边 ,这 样 就 
可 得 





M-N N 


h[n] = x B,ôln —r] + D> Ardhuln] (5.37) 


r=0 k=1 
式 中 第 一 个 求 和 仅 当 MSN 时 才 存 在 。 
在 讨论 LT] 系统 时 ,区 分 两 类 系统 是 有 用 的 。 在 第 一 种 情况 下 , 至少 有 一 个 H(z) 的 非 零 极点 
未 被 某 个 零点 抵消 。 这 时 ,至 少 有 一 项 是 具有 4i( di)"u[L nj 这 种 形式 的 ,h[ nj] 就 不 会 是 有 限 长 , 即 
在 某 一 有 限 区 间 外 不 是 零 。 因 此 ,这 类 系统 就 称 为 无 限 脉 冲 响应 IR 系统 。 
第 二 类 系统 是 H(z) 除 z=0 外 ,没有 任何 极点 , 即 式 (5.19) 和 式 (5.20) 中 N=0。 因 此 ,不 可 能 
进行 部 分 分 式 展开 。H(z) 就 只 是 一 个 如 下 z ”的 多 项 式 : 


M 
H(z)= > bz (5. 38) 
k=0 


(不 失 一 般 性 地 假设 ay = 1.) 在 这 种 情况 下 ,有 H(z) 除了 一 个 常数 因子 外 就 完全 由 它 的 零点 所 确定 。 
由 式 (5. 38) ,hl nj] 任 直观 就 能 看 出 是 
M 
hin] = >》 bx din 一 对 = ks ey SM (5.39) 
k=0 
这 时 ,单位 脉冲 响应 在 长 度 上 是 有 限 的 ,也 即 在 某 一 有 限 区 间 之 外 为 零 。 因 此 这 类 系统 就 称 为 有 限 
脉冲 响应 (FIR) 系统 。 应 当 注 意 到 ,对 FIR 系统 而 言 , 式 (5. 19) 的 差分 方程 与 卷 积 和 是 一 致 的 。 即 


M 
y[n] = >》 biaxin — k] (5.40) 
k=0 


fil 5.5 给 出 了 一 个 FIR 系统 的 简单 例子 。 
例 5.5 一 个 简单 的 FIR 系统 
考虑 一 个 单位 脉冲 响应 , 它 是 一 个 系统 函数 为 如 下 式 子 的 IIR 系统 单位 脉冲 响应 的 截断 


G(z) = 





eb, iz] > lal 
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Bp 
piaia a", O0<n<M 
nl 二 ]0， 其 他 
那么 ,系统 函数 就 是 
M 1 —qM+l,-M-1 
=. eS (5.41) 
n=0 ~ 
因为 分 子 的 零点 在 
zy = ael2Rki(M+1) t= 0 1M (5. 42) 
式 中 假设 a 为 正 实数 ,在 z=a 的 极点 就 被 一 个 零点 所 抵消 。 eR 
当 M=7 时 , 零 - 极 点 图 如 图 5.8 所 示 。 -0 
该 线性 时 不 变 系统 的 输入 和 输出 所 满足 的 差分 方程 就 a a 
是 离散 卷 积 / 7 阶 极点 \ 

à i = 
fifi Btn eke \ ae 
yia] 2» x|n | (5. 43) \ / 

`o o 
然而 ,由 式 (5.41) 可 推 得 输入 和 输出 也 满足 下 列 差分 方程 ; de 
y[n| —ay|n — 1] = x[n] —aMtlyn —M-1) (5. 44) 
这 两 个 等 效 的 差分 方程 由 式 (5.41) 中 万 (z) 的 两 种 等 效 形 
式 产 生 。 图 5.8 例 5.5 的 零 -极点 图 


5.3 有 理 系 统 函 数 的 频率 响应 


如 果 一 个 稳定 的 线性 时 不 变 系统 有 一 个 有 理 的 系统 函数 [ 即 若 其 输入 和 输出 满足 式 (5. 19 ) 的 
差分 方程 ] ,那么 , 它 的 频率 响应 [ 式 (5. 20) 系 统 函 数 在 单位 圆 上 的 求 值 ] 就 具有 如 下 形式 : 


M 
: bye i% 


k=0 


N 
>》 age” i 
k=0 
出 就 是 说 ,H(e*) 是 变量 e“ 的 多 项 式 之 比 。 为 了 确定 与 这 样 的 系统 频率 响应 有 关 的 幅度 ,相位 和 


H(e!®) = (5.45) 





群 延迟 ,将 Be") 用 局 (z) 的 零 极点 来 表示 是 很 有 用 的 。 将 z= 所 代入 式 (5.21) 就 得 到 如 下 表 
达 式 : 
M 
[ [a = cei®) 
Hei) = (2) k=l 
te”) = (5. 46) 
a) 


N 

[ [Gd - dei”) 
k=1 

由 式 (5.46) 可 得 |H(e*) | 为 


M 
I] ji = cye 4? | 
N 
J [11 -ae 


bo 





[H(ei®)| = 








(5.47) 
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对 应 地 ,幅度 平方 函数 为 





M 
i [Ja = cee I?) = cel”) 
|H(e!) |? = ae H(e!®) H* (ej®) = (2) = (5.48) 
0 i ! 
[la = dre J°)(1 _ diel?) 
k=1 


从 式 (5.47) 可 见 , | He!) | 就 是 H(z) 中 全 部 零点 因 式 在 单位 贺 上 求 值 的 幅度 乘积 被 全 部 极点 因 
式 在 单位 圆 上 求 值 的 幅度 乘积 所 除 。 表 示 成 dB 的 形式 ,增益 定义 为 
增益 (dB) = 20 fg |H(e!”)| (5.49) 


增益 (dB) = 20 logyg "ly 2018 [1 — exe J 
ap 
bi (5. 50) 


-$ 20 logy |1 一 de 
k=1 


一 个 有 理 系统 函数 的 相位 响应 RA PIR 
N 
arg [Hie] = = arg | 2 | + San [1 一 che io] — >》 arg [1 一 de ie] (5.51) 
k=! 


其 中 arg] ] 表 示 连 续 ( 未 卷 绕 的 ) 相 位 。 
有 理 系统 函数 的 对 应 群 延迟 是 





M 


N 
grd[ H(ei®)] =Y 二 arell 一 derioD) -Y = 
k=l k=1 





(argll — cke™i®]) (5. 52) 


一 种 等 效 的 表示 方式 是 





X 2 pej M 2 二 
dk — Re{d, ie pJ a =R TE jo 
erd| H(e}”)| = X ` Idk | e{die } Jcx| efcke } 


2+ 1+ ld? = 2Re{dye i} 1+ Jey? — ZRelere ie) ae) 


按照 式 (5.51) 所 写 出 的 这 些 项 中 的 每 一 ee 因为 对 每 个 w 值 来 说 ,每 一 项 
加 上 2 的 任何 整 倍数 都 不 会 改变 复数 的 值 。 男 一 方面 , 群 延迟 的 表达 式 定 义 为 连续 相位 的 微分 
形式 。 

式 (5.50) . 式 (5.51) 和 式 (5.53) 分 别 代表 系统 函数 用 dB 表示 的 幅度 .相位 和 群 延迟 ,这 些 都 
以 系统 函数 每 个 零 .极点 对 它们 做 出 的 贡献 之 和 来 表示 。 对 应 地 ,为 了 很 好 地 理解 高 阶 稳定 系统 的 
极点 和 零点 位 置 是 如 何 影 响 其 频率 响应 的 , 先 来 详细 考察 一 阶 和 二 阶 系统 的 频率 响应 与 其 零 .极点 
位 置 之 间 的 关系 是 有 意义 的 。 


5.3.1 一 阶 系统 的 频率 响应 
本 节 来 考虑 一 下 单一 因 式 (1 -re*e*) 的 性 质 ,这 里 + 和 09 分别 为 极点 或 零点 矢量 在 :平面 的 


矢 径 和 相 角 。 该 因 式 可 以 是 在 z 平 面 内 半径 为 r MAN 9 的 一 个 极点 ,或 者 是 一 个 零点 所 构成 的 


这 个 因 式 的 幅度 平方 是 





|1 —rei’eio? = (1 — reie “JV — re Mei) = 1 +r? — 2r cos(w — A) (5.54) 
该 因 式 所 对 应 的 以 dB 为 单位 的 增益 是 
(+/—)20 logio [1 — re!”e~ 3°] = (十 /一 )10 lo8g10[1 + r? — 2r cos(w — 6)] (5.55) 


如 果 因 式 表示 一 个 零点 则 符号 为 正 , 如 果 因 式 代表 一 个 极点 则 符号 为 负 。 
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沪 因 式 对 主 值 相位 的 贡献 是 








= — rei@e-i9] = (十 /一 )arct ae | 
(+/-)ARG[1 — re’’e 12] = (十 / arctan | 让 (5.56) 
将 式 (5. 56) 右边 微分 ( 除 不 连续 点 外 ) 就 得 到 该 因 式 对 群 延迟 的 贡献 为 
2 9 
to _ peite—ie ee ee! r- —rcos(w — 0) 
(hjera re oI = GH et OE chee SFY) 


同样 的 ,如 果 因 式 代表 一 个 零点 则 符号 为 正 ,代表 一 个 极点 则 符号 为 负 。 式 (5.54) ~ RCS. 57 ) Hr 
表示 的 函数 当然 都 是 w 的 周期 本 数 ,周期 为 2r。 网 5.9(a) 示 出 在 =0.9, 对 几 个 不 同 的 9 值 ,在 
一 个 周期 (0<w <2) 内 式 (5. 55 ) 作 为 w 的 函数 的 变化 。 





























(b) 

















一 -一 -8= 开 
2 
= =R -10 | | | 
0 工 x 3m 2n 
2 R 7 
角 频 率 (w) 
(c) 


图 5.9 r=0.9 和 3 种 9 值 时 ,单一 零点 的 频率 响 
应 。(a) 对 数 幅度 ;(b) 相 位 ;(c) 群 延迟 


PSE 线性 时 不 变 系 统 的 变换 分 析 207 


图 5.9(b) 示 出 式 (5.56) 作 为 w 的 函数 在 r=0.9 和 几 个 9 值 下 的 相位 函数 特性 ， 应 该 注意 
到 :在 w=0 处 ,相位 是 零 , 且 对 于 一 定 的 ,该 相位 函数 只 是 简单 地 随 0 不 同 而 平移 网 5.9(ce) 是 
在 同样 的 "> 和 8 情况 下 , 式 (5.57) 的 群 延 迟 遇 数 ， 可 以 注意 到 ,相位 特性 在 w = 0 附近 大 的 正 斜 率 
就 对 应 于 w =9 Mb HE EIS PR ROY He A 

在 从 连续 时 间或 离散 时 间 系 统 的 零 -极点 图 推导 频率 响应 特性 的 过 程 中 , 复 平面 内 的 相应 矢量 
图 形 通常 是 有 用 的 。 在 这 种 结构 下 ,每 个 极点 和 零点 因 式 的 复数 值 都 能 用 在 z 平 面 上 从 极点 或 零 
点 到 单位 圆 上 某 一 点 的 矢量 来 表示 。 对 于 具有 如 下 形式 的 一 阶 系统 函数 

poedertje GO rel (5.58) 
其 零 -极点 图 如 图 5.10 所 示 。 图 上 还 指出 了 分 别 代表 复数 e* re F e — re”) AY 3 ia) Ev, ,和 
Va =U, 一 ao 利用 这 些 向 E, 复数 
eje — rel” 


ele 


的 幅度 就 是 矢量 v3 和 ww 的 幅度 之 比 , 即 














= 1D e l= re i |v3| 
I = re em] = - (5.59) 
eio [vi] 
或 者 ,因为 |v | =1, 式 (5.59) 就 正好 等 于 |w, | 。 对 应 的 相位 是 
Z(1—rei"e-3”) = L(eJ — rei”) — /eijo) = £(v3) — Z(vq) 
(5. 60) 


= h3 — hı = h93- w 
因此 , 某 单 个 零点 因 式 (1 -re"“z …) 对 于 在 频率 w 处 幅度 函数 的 贡献 就 是 从 该 零点 到 单位 圆 上 
z=e* 点 的 向 量 w 的 长 度 , 当 w=09 时 ,该 矢量 有 最 小 长 度 。 这 就 是 图 5.9(a) 在 w=9 处 幅度 函数 造 
成 尖锐 下 降 的 原因 。 从 z=0 的 极点 到 z=e* 的 向 量 v 总 是 长 度 为 1, 因 此 它 对 幅度 响应 没有 任何 
影响 。 式 (5. 60) 说 明 相位 函数 等 于 从 零点 re* 到 z=e* 点 的 向 量 的 相 角 与 从 极点 z=0 Bz e i 
的 向 量 的 相 角 之 差 。 





Re 








图 5.10 一 阶 系统 函数 在 单位 圆 上 求 值 的 :平面 向 量 ,r<1 


一 个 单个 因 式 (1 -re"e “) 对 频率 响应 的 贡献 依赖 于 r 的 关系 示 于 图 5. 11。 该 图 是 针对 0=T 
和 儿 个 不 同 的 + 值 作出 的 。 图 5.11(a) 的 对 数 幅度 函数 随 着 + 接近 于 1 而 下 降 得 更 为 陡峭 ;的 确 ， 
随 着 一 1 ,在 w=9 处 以 dB 计 的 幅度 趋向 于 -w%。. 图 5.11(b) 面 出 的 相应 函数 在 w=9 附近 有 正 
的 斜率 , 且 随 着 rl 而 变 为 无 穷 大 。 因 此 ,对 于 r=1 相位 函数 在 w=6 有 一 个 5 rad 的 跳 变 ,是 不 
连续 的 。 远离 w =6 处 ,相位 函数 的 斜率 是 负 的 。 因 为 群 延迟 是 相位 曲线 斜率 的 负 值 ,所 以 群 延迟 
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在 w=6 附近 是 负 的 ,并 且 随 r 一 1 而 急剧 下 降 , 当 "=1 时 变 为 一 个 脉冲 (图 中 末 画 出 )。 
图 5$.11(c) 表 明 , 随 着 频率 远离 w =0, 群 延迟 就 变 成 正 的 ,而 且 相 对 平坦 。 





















































| 
3 
| | 
0 T T 3n 2n 
2 2 
角 频 率 (w) 
(a) 
5) 
Bia 
= 
aR 
ag} | | | 
0 T T 3m 2m 
2 2 
角 频 率 (w) 
(b) 
2 
| he eel a pened St ek, cS Saeed aah Naat tae tate meters eo 
0 SS P 
NA 
aol. ws 
A s og 
—-—-r=0.5 Sr 
一 一 一 上 =0.7 3 
Antika r=0.9 ~ 
r=1 10 | | | 
0 T T 3m 2n 
2 2 


角 频 率 (w) 
(c) 


图 5.11 PASE Ay sem hy ER @ =a, r=1, 0.9, 0.7 #0. 5 
(a) 对 数 幅度 ;(b) 相 位 ;(c) 群 延迟 (r=0.9,0.7 和 0.5) 


5. 3.2 多 个 零 . 极 点 的 例子 
这 一 节 将 利用 并 扩展 5. 3. 1 节 的 讨论 来 说 明 如 何 确定 有 理 系 统 函 数 的 系统 频率 响应 。 
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例 5.6 ZBIR 系统 








] 1 
ala (1 — relz! y] —renitz—!) 4 — 2r cosaz—! 4 22-2 (5.61) 
该 系统 的 输入 输出 满足 差分 方程 
y[n| — 2r cosAyfan — 1] + r? yln — 2| = xin] 
利用 部 分 分 式 展 开 , 具 有 这 个 系统 函数 的 因果 系统 的 单位 脉冲 响应 可 以 证 明 是 
fin et (5. 62) 
sin A 
式 (S.61) 的 系统 函数 有 一 对 极点 在 z= re” In z 平 面 


单位 圆 


和 其 共 力 的 z=re 了 ,在 z=0 有 二 阶 零点 ,图 
5.12 示 出 了 其 零 -极点 图 
由 5.3.1 节 的 讨论 有 


20 logyy |H(e!”’)| = — 10logiol1 + r? — 2r costw — 9)| 





一 10lo8ioll +r? — 2r costw +4)| 
(5. 63a) 


rsin(w —#) rsin(w +4) 
£H(e!) = — arctan | | arctan Feel 














] — r costw — 0) — rcos(w +4) 
(5. 63b) 
及 
ard) Hlejo)| = -Trese A r? = reostw + #4) 图 5.12 例 5.6 的 零 -极点 图 


1+r2—2reos(w—4) 1+r2 —2rcosiw +4) 
(5. 63c) 
HE HVA =0.9,0=7/4 为 例 都 画 在 图 5.13 上 
图 5.12 表示 出 极点 和 零点 向 量 v ,vw ,V3。 幅 度 响 应 就 是 零点 向 量 长 度 (在 本 例 中 总 是 1) 
的 乘积 被 极点 向 量 长 度 乘 积 相 除 ,这 就 是 
W3? 1 
[vile lz2l ol lug] 





IH(ei®) = (5.64) 


4 w~O 时 ,向 量 mw =e” -re 的 长 度 变 得 很 小 ,并 且 当 ww 在 0 周围 变化 时 ,变化 很 显著 ;而 向 量 
n =e" -re 了 的 长 度 当 中 在 w=0 周 围 变化 时 , 仅 有 些微 小 的 变化 . 因此 ,在 相 角 日 处 的 极点 
对 w=0 附近 的 频率 响应 起 主要 作用 ,如 图 5.13 所 明显 看 到 的 .按照 对 称 关系 ,在 -0 处 的 极 
点 也 就 对 w= -8 附近 的 频率 响应 起 主要 作用 


20 





dB 














T 


角 频 率 (w) 
(a) 


© 
"nja 
sig H 

N 

a 
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i) 





弧度 























2 | L 
0 工 n an 2r 
2 2 
角 频 率 (w) 
(b) 

















| 
0 n m 3n 2m 
2 2 
角 频 率 w) 
(c) 


图 5.13 例 5.6 Px Be A Ka SS AZ, FEP r = 0.9, 
0=TX4-(a) 对 数 幅 度 ;(b) 相 位 ;(ec) 和 群 延 迟 
例 5.7 二 阶 FIR 系统 
在 这 个 例子 中 ,考虑 一 个 FIR 系统 ,其 单位 脉冲 响应 是 
hin] = 8[n| — 2r cossin — 1] + r28[n — 2] (5.65) 
H(z) =1—2rcoséz7! +7227? (5. 66) 
这 就 是 例 5.6 系统 函数 的 倒数 。 因 此 对 于 这 个 FIR 系统 频率 响应 的 各 种 曲线 就 是 图 $. 13 各 
图 的 负 值 。 应 该 注意 ,在 颠倒 时 ,极点 和 零点 位 置 也 互相 交换 。 
例 5.8 =R IIR 系统 
在 这 个 例子 中 要 考虑 一 个 低 通 滤波 器 ,这 是 用 第 7 章 要 讨论 的 一 种 近似 方法 设计 的 。 要 





H(z) = 2056401 + 2-H) 一 10166z +27?) 
“= 0.6832-!)(1 — 1.44612-! + 0.79572-2) 


系统 被 设 定 为 稳定 的 。 该 系统 函数 的 零点 在 如 下 位 置 : 


(5. 67) 











向 径 相 A 
1 T rad 
1 土 1. 0376 rad(59. 45°) 
极点 在 如 下 位 置 : 
问 径 相 fa 
0. 683 0 
0. 892 +0. 6257 rad (35. 85°) 
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该 系统 的 零点 图 示 于 图 5.14， 图 5. 15 示 出 该 系统 的 对 
数 幅度 、 相 位 和 和 群 延迟 特性 ,位 于 单位 图 上 wm = 
土 1. 0376 和 下 的 这 些 零 点 其 作用 是 显而易见 的 .然而 ， 
极点 的 配置 不 是 要 在 频率 接近 极点 的 相 角 时 得 到 峰值 
响应 ,而 是 要 使 得 总 的 对 数 幅 度 特性 在 w=0 到 w= 
0.27( 根 据 对 称 性 ,也 是 从 w=1.8T 到 w=27) 的 频带 
内 保持 接近 0dB, 然 后 很 快 下 降 , 并 大 约 从 w=0.37 到 
1.77 保持 在 -25dB 以 下 。 由 此 例 可 知 :用 极点 构成 幅 


单位 加 
SA 


























度 响 应 ,用 零点 来 抑制 幅度 响应 也 能 实现 对 频率 选择 性 图 5.14 例 5.8 低 通 滤波 
滤波 器 响应 的 有 效 近 似 器 的 零 -极点 图 
20 
0 
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S -40 上 
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HR (w) 

(c) 
图 5.15 例 5.8 低 通 滤波 器 的 频率 响应 。(a) 对 
数 幅 度 ;(b) 相 位 ;(c) 群 延迟 
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在 本 例 中 在 面相 位 曲线 时 看 到 两 种 类 型 的 不 连续 情况 ,在 w=0. 227 处 有 一 个 2 的 跳 变 ,这 
是 由 于 作 图 时 采用 主 值 的 关系 ”在 w= £1.0376 和 w= 处 ,有 7 的 跳 变 , 这 是 由 于 单位 圆 上 的 笑 


点 造成 的 
5.4 ”幅度 和 相位 之 间 的 关系 


一 般 来 说 ,关于 一 个 LTI 系统 频率 响应 的 幅度 特性 的 了 解 并 没有 给 出 任何 有 关 相 位 的 信息 ; 反 
过 来 也 是 一 样 。 然 而 ,对 于 由 线性 常 系数 差分 方程 描述 的 系统 ,也 即 具有 有 理 系 统 消 数 的 系统 ,其 
幅度 和 相位 特性 之 间 有 基 种 制约 关系 存在 ， 特 别 是 ,正如 在 本 节 要 讨论 的 ,如 果 频 率 响 应 的 幅度 特 
性 和 零 极点 个 数 是 已 知 的 ,那么 与 其 有 关 的 相位 特性 仅 有 有 限 种 选择 ， 类似 地 ,如 果 零 极点 个 数 和 
相位 特性 已 知 的 话 ,那么 除了 一 个 幅度 加 权 因 子 外 ,也 仅 有 有 限 个 幅度 特性 可 供 选 取 ， 再 者 ,在 称 
之 为 最 小 相位 的 限制 下 ,频率 响应 的 幅度 特性 唯一 地 决定 了 相位 特性 ;而 频率 响应 的 相位 特性 除去 
一 个 幅度 加 权 因 子 外 也 决定 了 幅度 特性 

为 了 阐明 在 给 定 系统 频率 响应 的 幅度 平方 特性 下 ,系统 函数 的 可 能 选择 ,考虑 将 | He) | “表示 成 

|H(e!)|? = Hle”) H*(e!”) 





(5. 68 ) 
= H(z) H* (1/2) -ze 
由 于 将 系统 映 数 A(z) IR Aa (5. 21) WA E, E 
M 
[Ja =ekz!) 
bo\ pe 
Hi = (2) (5. 69) 
ay 
(i aes} 
k=1 


那么 , 式 (5.68) 中 "(1/z”) 为 


[a = EZ) 
«(1)\_ (20) «1 
a (=)=(2)4 (5.70) 
[10 -ğa 
k=l 
这 里 已 假定 oo ,如 都 是 实数 。 因 此 式 (5.68 ) 就 意味 着 该 频率 响应 的 幅度 平方 就 是 由 下 式 给 定 的 > 
变换 C(z) 在 单位 圆 上 的 求 值 : 
C(z) = H(z) H*(1/z*) (5.71) 





M 
, [[0 — cr) — ez) 
(=) k=] (5. 72) 
~ Naw) N 
[[0 -zA = afz) 
k=l 
如 果 已 知 表示 为 e* 函 数 的 18(e*) | ,那么 以 z 代 替 e* 就 能 构造 出 C(z) ,由 C(z) 能 推出 全 部 可 能 
的 H(z)。 首 先 注意 到 ,对 于 H(z) 的 每 个 极点 di ,在 C(z) 中 就 会 有 di 和 (di ) "的 极点 存在 。 类 似 
地 ,对 于 H) PESE c, 在 C(z) 中 就 有 零点 忆 和 (ci ) ”存在 。 因 此,C(z) 的 零 极点 是 以 共 斩 
倒数 对 的 形式 出 现 的 ,每 对 中 的 一 个 是 与 H(z) 相 联系 的 , 男 一 个 则 与 8" (1/z* ) 有 关 。 再 者 ,如 果 
每 对 中 的 一 个 是 在 单位 圆 内 的 话 , 那 么 另 一 个 ( 即 共 轿 倒数 ) 就 一 定 在 单位 圆 外 。 仅 有 的 例外 是 这 
两 个 都 在 单位 圆 上 ,那么 它们 就 在 同一 位 置 上 。 
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如 果 H(z) 假设 是 对 应 于 一 个 因果 稳定 的 系统 ,那么 它 的 全 部 极点 都 必须 位 于 单位 圆 内 。 有 了 


这 个 限制 ,A(z) 的 极点 可 以 从 C(z) 的 极点 中 分 离 出 来 。 然 而 , 仅 任 这 一 点 ,H(z) 的 零点 还 是 不 能 
从 C(z) 的 零点 中 唯一 地 被 确定 。 从 下 面 的 例子 就 能 看 到 这 一 点 。 


例 5.9 具有 相同 C(z) 的 系统 
考虑 两 个 不 同 的 稳定 的 系统 ,它们 的 系统 函数 为 
20 = zt + 0.5771) 


x l 5.73 
(1 — 0.8e 17/4271 )(1 — 0.8e7 it /42—1) ( ) 


H1(z) = 





pa (1 — 27!) +2274) 
20) (08e im/ I) — 08e m/z) 
它们 的 零 - 极 点 图 分 别 示 于 图 5.16(a) 和 图 5.16(b)。 两 个 系统 具有 相同 的 极点 位 置 且 都 有 位 
于 z=1 处 的 零点 ,但 第 二 个 零点 的 位 置 不 同 。 


(5.74) 











现在 
Cys) = Hy) HY (1/z*) 
2(1 = z271) +.0.527')20 — 2 + 0.5z) (5.75) 
~ (1 — 0.86 !®/4--1)(1 — 0.8e7 1/4 2-1) (1 — 0.8e7 F/42)(1 — 0.80 17/42) 
和 
Calz) = Ha) H5 /z*) 
(1 — z1 +227 — z1 2z) (5.76) 
~ (1 = 0.8eÌ®/4z=1)(1 — 0.8e7 7 /42-1)1 — 0.8e7 ir/47)(1 — 0.8e 7/42) 
由 于 


4(1 +.0.527 (1 +£0.52) = 4227430 + 2z) (5.77) 
所 以 Ci(z) =C,(z)。Ci(z) 和 C,(z) 的 零 - 极 点 图 示 于 图 5. 16(c) ,两 者 一 致 


Im z 平 面 Im xz 平面 Im z 平 面 








单位 圆 单位 圆 























(a) (b) (c) 


图 5. 16 ”两 个 系统 函数 和 它们 共同 的 幅度 平方 函数 的 零 - 极 
点 图 。(a)Hi(z);(b)H,(z);(c)C,(z),C,(z) 


例 5.9 的 系统 函数 H, (z) 和 H,(z) 仅 差 在 零点 的 位 置 不 同 。 在 本 例 中 , 因 式 2(1 +0.5z-') = 
(z ”+2) 对 频率 响应 幅度 平方 的 贡献 与 因 式 (1 + 22°!) 的 贡献 是 相同 的 ,所 以 | H, Ce) | 和 
|H, (e) | 就 相等 ,然而 两 个 频率 响应 的 相位 函数 是 不 同 的 。 
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例 5. 10 由 C(z) 确 定 H(z) 

假定 已 给 出 C(z) 的 零 - 极 点 图 如 图 5.17 所 示 , 现 在 想 要 确定 与 有 H(z) 有 关 的 替 、 极 点 。 每 
个 零 、 极 点 的 共 示 倒数 对 中 有 一 个 是 与 H(z) 相 联系 的 , 另 一 个 则 与 H* (1/z* ) 相 联系 ”这 些 
共 罗 倒数 对 的 零 .极点 是 

极点 对 1: (Ppi, ps) 
极点 对 2: (pr, ps) 
极点 对 3: (Paa Po) 
零点 对 1: (z, z4) 
零点 对 2: (2), 25) 
零点 对 3: (3, z) 

已 知 H(z) 对 应 于 一 个 稳定 .因果 系统 ,就 必须 从 每 一 对 中 选取 位 于 单位 圆 内 的 极点 , 即 
popp 在 零点 上 没有 这 样 的 约束 ”然而 ,车 假定 在 式 (5.19) 和 式 (5.20) 中 的 系数 a, b 
都 是 实数 ,那么 这 些 零 点 ( 和 极点 ) 要 么 是 实数 ,否则 就 以 复数 共 示 成 对 出 现 ， 这 样 与 H(z) 有 
关 的 零点 就 是 


和 

(2, ， 22 BRC zes Ze) 
因此 ,对 于 图 5.17 所 示 的 C(z) 零 -极点 图 ,总 
共有 4 种 不 同 的 具有 3 个 极点 和 3 个 零点 的 
稳定 且 因 果 的 系统 都 具有 相同 的 频率 响应 幅 
度 特性 。 如 果 不 假定 这 些 系 数 ww 和 以 是 实数 
的 话 , 那 么 选择 的 可 能 就 更 多 了 .再 者 ,如 果 
厅 (z) 的 极点 和 零点 数 不 加 限定 的 话 , 厅 (z) 的 
选择 就 会 是 无 限制 的 . 为 了 看 出 这 点 ,假定 
H(z) 有 一 个 如 下 的 因 式 : 


< 一 





—a* 





l—az 





Bp 


gol. a* 
Hiz) = Hy) (5.78) 图 5.17 例 5.10 的 幅度 平方 函数 的 零 - 极 点 图 


这 种 形式 的 因 式 表示 全 通 因子 ,因为 它 在 单位 贺 上 的 幅度 响应 为 1 ,有关 全 通 系 统 将 在 5.5 节 作 详细 
的 讨论 。 很 容易 证 明 对 于 式 (5.78) 中 的 H(z) 有 

Ci) = HEH* d/z) = HD HA) (5.79) 
也 就 是 说 ,在 C(z) 中 这 些 全 通 因子 相抵 消 , 因 此 不 能 从 C(z) 的 零 -极点 图 中 将 它们 办 别 出 来 
所 以 ,如 果 H(z) 的 零 、 极 点 个 数 不 给 定 的 话 , 那 么 给 定 C(z) ,H(z) 的 任何 选择 都 能 与 极点 在 单 
位 圆 内 ( 即 |a| <1) 的 任意 个 数 的 全 通 因子 级 联 


5.5 全 通 系统 


如 在 例 5.10 讨论 中 所 指出 的 ,具有 形式 为 
gta 
Hapy(z) = ——— (5. 80) 


l 一 cz 
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的 稳定 系统 函数 其 频率 响应 的 幅度 与 无关。 将 它 写 成 H,,(e* ) 的 形式 就 能 看 出 这 一 点 


jag ee Jo — a* 
H ap le j= 1-a të 
(5. 81) 
ae —arel® 
=€ ec 
| —ae—Je 
在 式 (5.81 ) 中,e “项 的 幅度 为 1, 剩 下 的 分 子 和 分 母 因 式 是 互 为 复 共 斩 的 ,因此 有 相同 的 幅度 , 结 
果 就 是 (el) | =1。 这 类 系统 称 为 全 通 系 统 , 因 为 系统 以 恒定 增益 或 衰减 通过 输入 中 的 全 部 


频率 分 量 
具有 实 值 单 位 脉冲 响应 全 通 系 统 的 系统 函数 的 最 一 般 形式 就 是 像 式 (5. 80) 那样 的 因 式 的 乘 
积 , 其 复数 极点 是 以 共 斩 成 对 出 现 的 , 即 











Mr sai 人 一 
z k Zep 一 
Hap(z) = A 2 
ap IE we llaa DG — etz-!) ioc 
sii aa mgmt tee sy am 








ea 代表 A, (2) AY BO, OOP ALR T st aE BY 
WAR, |d | <1 fille, | <1。 利用 系统 函数 的 一 
般 概 念 ,全 通 系 统 有 M =N =2M, + MM 个 极点 和 零 
点 。 图 5.18 示 出 了 一 个 典型 的 全 通 系 统 零 - 极 点 
图 ,在 该 图 情况 下 , M, =2, M =1, 值得 注意 的 
是 ,及 ,(z) 的 每 一 个 极点 都 有 一 个 与 之 配对 的 共 斩 
倒数 零点 。 

一 个 一 般 的 全 通 系 统 的 频率 响应 都 能 利用 
由 式 (5. 80 ) 所 给 出 的 一 阶 全 通 系统 的 频率 响应 图 5. 18 全 通 系 统 典型 零 -极点 图 
来 表示 ,对 于 一 个 因果 全 通 系 统 , 其 中 每 一 个 都 
由 单位 圆 内 的 单一 极点 和 与 该 极点 成 共 恩 倒数 的 零点 所 组 成 。 正 如 已 经 证 明了 的 ,这 样 一 项 的 
幅度 响应 是 1, 因此 以 dB 计 的 对 数 幅度 就 是 零 。 用 a = re 的 极 坐标 形式 表示 a, 式 (5. 80) 的 相 


位 函数 是 
/| | r sin(w — 0) | 
z | = —w — 2arctan | — (5. 83) 


1—rel#e-iwv 1 — r cos(w — 0) 
同样 ,有 具有 极点 在 z=re* 和 z=re PORNE A BENS AE 


/ (eio — re JP yei — rei”) 
(1 — rejte- Je) — re™ Ie ie) 





Lote OD 














|= 2w 2arctan | ee) | 


(5. 84) 
| rsin(w + 8) | 
—2 arctan | 一 一 一 
1 — rcos(w + 0) 
例 5.11 一 阶 和 二 阶 全 通 系统 
图 5. 19 示 出 了 一 个 其 极点 在 z=0.9 (9=0,r=0.9) 和 另 一 个 极点 在 z= -0.9(0=m,r= 
0.9) 的 两 个 一 阶 全 通 系统 的 对 数 幅 度 ,相位 和 群 延迟 特性 曲线 。 对 于 这 两 个 系统 ,极点 的 夭 径 都 
是 r=0.9。 同 样 ,图 $.20 示 出 了 极点 在 z=0.9er 和 z=0.9e-4 的 二 阶 介 全 通 系 统 频 率 响 应 的 各 
个 特性 





四 ”在 一 些 讨论 中 ,定义 一 个 全 通 系 统 需 具 有 单位 增益 。 在 本 书 中 ,全 通 系 统 是 指 一 个 以 恒定 增益 4 通过 全 部 频率 分 量 
的 系统 ,不 只 局 限于 增益 为 1 的 情况 。 
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-2 1 + 
“0 x n 3m 27 0 z z an m 
角 频 率 (w) 2 2 角 频 率 (o) 
(a) (b) 





~~ 


一 一 一 一 


\ 
\ 


i 
re 
~ 








2 角 频 率 (w) 

(c) 
图 5-19 具有 实 极点 z=0.9( 实 线 ) 和 z= -0.9( 虚 线 ) 的 全 通 滤波 器 的 
频率 响应 .(a) 对 数 幅度 ;(b) 相 位 ( 主 值 );(e) 群 延迟 


























2 4 
1 2} 
9 0 = 0 
al 2f} 
-2 | | ee | | 上 | 
0 n T 3x an 0 工 T 3n 2 
2 角 频 率 (w) 2 2 角 频率 (w) 2 
(a) (b) 
20 
15 
= 
$o 
5 
0 
0 工 T 3m 27 
2 HHE (w) 2 
(c) 


图 5.20 BARATTE 2 =0. 9e 7!" H Pi RRR 
响应 (a) 对 数 幅度 ;(b) 相 位 ( 主 值 );(c) 群 延迟 


例 5.11 说 明了 因果 全 通 系 统 的 一 个 普遍 性 质 。 由 图 5. 19(b) 可见 ,相位 在 0<w<" 内 是 
非 正 的 。 类 似 地 ,如 果 在 图 5.20(b) 中 将 计算 主 值 而 产生 的 2 跳 变 移 去 的 话 ,那么 所 得 到 的 连 
续 相位 曲线 在 0<w<" 内 也 是 非 正 的 。 因 为 由 式 (5.82 ) 给 出 的 更 为 一 般 的 全 通 系 统 只 是 这 样 
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< 内 总 是 非 正 的 。 如 果 夯 出 的 是 主 值 ,就 可 能 不 是 这 样 ,如 图 5.21 所 示 : 这 里 画 出 了 具有 
图 5.18 零 .极点 的 全 通 系统 的 对 数 幅度 、 相 位 和 群 延迟 特性 。 然 而 ,通过 首先 考虑 群 延迟 就 能 证 


实 这 一 结果 


一 些 一 阶 和 二 阶 因子 的 相 乘 ,因此 可 以 得 出 :因果 全 通 系 统 的 (连续 ) 相位 argl Hy Ce" )] 在 0<w 





























2 4 
1H ok 
总 0 be 0 
-| 上 F 
-2 | | | 4 | = 他- 
0 fia T 3m 2m 0 工 区 3x 2n 
2 : 2 2 2 
角 频 率 (w) 角 频 率 (w) 
(a) (b) 
12 
9 
r 
i 6 
a 
3 
0 
0 fid T 3n 2m 
2 
角 频 率 (w) 
(c) 


图 5.21 具有 图 $.18 零 -极点 图 的 全 通 系统 频 ee 
(a) 对 数 幅 度 ;(b) 相 位 ( 主 值 );(c) 群 延 


式 (5.80) 的 简单 单 极 点 全 通 系 统 的 群 延迟 是 由 式 (5.83 ) 给 出 的 相位 特性 导数 的 负 值 。 稍 作 

代数 运算 就 能 证 明 
-jw pe l-r? l-r? 
ii [; =e | ~ 1+r2—2rcos(w—0) |l —rei#e—ie/? ar, 

因为 对 一 个 稳定 而 因果 的 全 通 系统 ,r<1, 由 式 (5. 85) 可 见 ,由 一 个 单 极 点 的 全 通 因子 对 群 延迟 的 
贡献 总 是 正 的 。 因 为 高 阶 全 通 系统 的 群 延迟 就 是 式 (5. 85 ) 这 些 正 的 项 之 和 ,所 以 因果 有 理 全 通 系 
iret 是 正 的 这 一 点 就 应 该 是 确信 无 疑 的 了 。 图 5. 19(c) .图 5.20(c) 和 图 5.21(c) 分 别 是 

阶 ` 二 阶 和 三 阶 全 通 系 统 的 群 延迟 ,它们 都 确认 了 这 一 点 

全 通 系统 群 延 公 的 正 值 性 就 为 全 通 系 统 相 位 特性 负 值 提供 了 一 个 简单 的 证 明基 础 ,首先 注 
意 到 











arg[ Hap(e!”)| = — | grd[ Hap(ei?)] dp + arg[ H ap(e1®)] (5. 86) 
0 
式 中 0<w<mn。 从 式 (5. 82) 就 有 
1—ad IL — e|? 
H j0 =A k = 
aplet?) [ii 2 [i ai" (5. 87) 
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因此 arg[ Ho Ce”) ] =0, 并 且 因 为 
grd| Hap(e!) | = 0 (5.88) 
由 式 (5. 86) 就 直接 得 出 
arg| Hap(e!”)| <0, O<w<nt (5. 89) 
群 延迟 的 正 值 性 和 连续 相位 的 非 正 值 性 都 是 因果 全 通 系 统 的 重要 性 质 -。 

在 很 多 情况 下 全 通 系统 具有 重要 作用 。 如 在 第 7 章 中 将 看 到 的 ,它们 可 以 用 作 相 位 (或 群 
延迟 ) 失 真 的 补偿 ,以 及 在 5.6 节 将 看 到 的 ,它们 在 最 小 相位 系统 理论 中 是 有 用 的 。 另外 ,在 把 
频率 选择 性 低 通 滤波 器 变换 到 其 他 类 型 频率 选择 性 滤波 器 中 ,以 及 在 获得 可 变 截止 频率 的 频率 
选择 性 滤波 器 中 全 通 系 统 都 是 很 有 用 的 。 这 些 应 用 都 将 在 第 7 章 讨 论 并 在 该 章 习 题 中 子 以 
应 用 


5.6 最 小 相位 系统 


TE 5.4 节 已 证 明 对 于 一 个 具有 有 理 系统 函数 的 LTI 系统 ,其 频率 响应 的 幅度 不 能 唯一 表征 该 
系统 .如 果 系 统 是 稳定 和 因果 的 ,那么 其 系统 函数 的 极点 必须 位 于 单位 圆 内 ;但 是 稳定 性 和 因果 性 
并 没有 在 零点 上 给 出 任何 限制 。 对 于 某 些 问 题 ,强加 其 道 系 统 [ 系统 函数 为 /H(z) 的 系统 ] 也 是 
稳定 和 因果 的 这 样 一 些 附 加 限制 是 有 用 的 。 如 同 在 5. 2. 2 节 所 讨论 的 ,这 样 就 把 零点 和 极点 一 样 
都 限制 在 单位 圆 内 ,因为 1A8(z) 的 极点 就 是 H(z) 的 零点 。 这样 的 系统 通常 就 称 为 最 小 相位 系统 ， 
最 小 相位 这 个 名 称 来 自 于 该 系统 相位 特性 的 性 质 ,这 一 点 仅 由 上 述 定义 还 不 是 很 明显 的 。 这 一 点 
以 及 另 一 些 将 要 讨论 的 基本 性 质 对 这 类 系统 来 说 都 是 独一无二 的 ,因此 它们 当中 任何 一 个 都 可 用 
作 这 类 系统 的 定义 。 这 些 性 质 将 在 5. 6. 3 Tie. 

如 果 给 出 了 一 个 如 式 (5.72) 的 幅度 平方 郴 数 ,并 且 已 知 该 系统 及 其 逆 系 统 都 是 因果 稳定 ( 即 
最 小 相位 ) 系统 ,那么 H(z) 就 被 唯一 确定 了 。 它 将 由 位 于 单位 圆 内 C(z) = H(z)H" (1/z” ) 的 全 部 
F 极点 所 组 成 。 当 使 用 的 设计 方法 仅 需 确定 幅度 响应 时 ,这 种 办 法 在 滤波 器 设计 中 常 被 采纳 
( 见 第 7 章 ) 。 


5.6.1 最 小 相位 和 全 通 分 解 


在 5.4 节 已 表明 , 仅 由 频率 响应 的 幅度 平方 不 能 唯一 地 确定 系统 函数 丘 (z) ,因为 具有 给 定 频 
率 响应 幅度 的 任何 选择 都 能 够 与 任意 全 通 因子 级 联 而 不 影响 它 的 幅度 。 因 此 ,一 种 与 此 有 关 的 看 
法 是 :任何 有 理 系统 函数 2 都 能 表示 成 
H(z) = Hmin(z) Hap(z) (5.90) 
IP ,H nin (2) sete MRE H p (2) EH ABE 
为 了 证 明 这 一 点 ,假设 HAARE z 1t 在 单位 圆 外 ,这 里 |c| <1 ,而 其 余 的 零 .极点 
都 在 单位 圆 内 ,那么 H(z) 就 能 表示 成 
H(z) = HT! — c*) (5.91) 
这 里 按 定义 Hi(z) 是 最 小 相位 系统 。H(z) 的 一 种 等 效 表 达 式 就 为 











D 已 知 假定 C(z) 没 有 任何 极点 或 零点 在 单位 圆 上 。 严格 说 来 ,有 极点 在 单位 圆 上 的 系统 是 不 稳定 的 ,从 而 在 实际 应 用 
中 一 般 都 子 以 避免 。 然 而 ,在 单位 圆 上 的 零点 在 实际 滤波 器 设计 中 时 有 应 用 。 按 照 定义 ,这 样 的 系统 是 非 最 小 相 移 的 ,但 是 ， 
其 至 在 这 种 情况 下 仍 具 有 最 小 相位 系统 的 很 多 性 质 

D 为 了 方便 起 见 , 和 暂且 将 讨论 局 限于 因果 稳定 的 系统 上 ,虽然 这 一 结论 可 适用 于 更 一 般 的 情况 。 
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7) 一 vA 一 „z7! = 
Big) = Hi) er a 


因为 |c| <1, ARAB Se A, (2) C1 -ez th ee AY, EG A(z) RET HC) ERA 
外 的 零点 z = lc" 现 被 反射 到 单位 圆 内 与 其 成 共生 倒数 的 位 置 z>=< 上 。(z -ec )/A(1 ez ) 这 
一 项 就 属于 全 通 型 。 这 个 例子 可 以 直接 推广 到 包含 更 多 单位 圆 外 零点 的 情况 ,因此 证 明了 任何 系 
统 函 数 一 般 痢 能 表示 成 





(5.92) 


A(z) = Hmin(z)Hap(z) (5.93) 
这 里 瓦 ,,(z) 包 含 A(z) PAP AA BS EES HC) PR Da PB 
的 那些 零点 。 系 统 函 数 H, (2) HER AC) Pe AG Asin (2) HOR AY SE 
倒数 零点 相抵 消 的 极点 所 组 成 。 
利用 式 (5. 93) 就 可 以 从 一 个 最 小 相位 系统 把 其 一 个 或 多 个 位 于 单位 圆 内 的 零点 反射 到 单位 
圆 外 与 它们 成 共 生 倒 数 的 位 置 上 而 形成 一 个 非 最 小 相位 系统 ;或 者 相反 ,从 一 个 非 最 小 相位 系统 把 
全 部 位 于 单位 圆 外 的 零点 反射 到 单位 圆 内 与 其 成 共 罗 倒数 的 位 置 上 而 形成 一 个 最 小 相位 系统 。 在 
任意 情况 下 ,这 个 最 小 相位 和 非 最 小 相位 系统 都 具有 相同 的 频率 响应 幅度 。 
例 5. 12 最 小 相位 /全 通 分 解 
为 了 说 明 一 个 稳定 因果 系统 分 解 为 一 个 最 小 相位 系统 和 一 个 全 通 系 统 的 级 联 , 现 考虑 由 
下 面 系 统 函数 给 出 的 两 个 稳定 因果 系统 : 








1 十 3z-1 
Hie) = i — 
1+ 52 





(1+ 36/4271) (1+3¥e 3e-in/4.-1) 
(F) 
第 1 个 系统 函数 Hi(z) 有 一 个 极点 z= -1/2 在 单位 圆 内 ,但 有 一 个 零点 z= -3 在 单位 加 


外 。 因 此 需要 选择 适当 的 全 通 系 统 将 这 个 零点 反射 到 单位 圆 内 。 根 据 式 (5.91) 有 = -173， 
因此 由 式 (5.92) 和 式 (5.93), 这 个 全 通 分 量 就 是 


H(z) = 








而 最 小 相位 分 量 是 


H 





min (Z ) = ae 


Hy(z) SES T a 
(z)= 15 
L+ 427! ele 


第 2 个 系统 函数 瑟 (z) 有 两 个 复数 零点 在 单位 圆 外 和 一 个 实数 极点 在 单位 圆 内 ,将 不 (z) 


at Bp 





分 子 中 的 因子 3 0 foe HE ERTA H (2) RRA (5.91) 的 形式 为 


H(z) = ? (ot + feo M4) (271 + Fein 4) 





~1,-1 
1— 32 


再 按 式 (5.92) 的 分 解 得 到 
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2e—in/4--1) (1 + 2ejr/4- 一 1 
H(z) = = A )( + 3¢ 








i= dla 





| pe (r+) (+ | 


(ia Fei ') (1 + Jein/4z-!) 


在 第 1 项 方 括号 内 就 是 最 小 相位 系统 ,而 第 2 项 就 是 全 通 系统 ， 


tad 


5.6.2 非 最 小 相位 系统 的 频率 响应 补偿 


在 很 多 信号 处 理 范畴 内 ,一 个 信和 号 已 经 被 某 个 不 
合 要 求 的 频率 响应 的 LTI 系统 所 失真 ,然后 ,可 能 关心 
的 是 :要 用 一 个 补偿 系统 来 处 理 这 个 失真 了 的 信号 ,如 
图 5. 22 所 示 。 例 如 ,在 通信 信道 上 传输 信号 就 会 发 生 
这 种 情况 。 如 果 能 实现 完全 的 补偿 ,那么 s,[n] = 
s[n] ,也 就 是 说 ,H(z) 就 是 有,(z) 的 道 系统 。 然 而 ,如 
果 假 定 该 失真 系统 是 稳定 和 因果 的 ,并 且 要 求 补 偿 系统 也 是 稳定 和 因果 的 ,那么 只 有 当 H(z) 是 最 
小 相位 系统 而 有 一 个 稳定 和 因果 的 逆 系 统 时 ,这 种 完全 的 补偿 才 有 可 能 . 

根据 上 面 的 讨论 ,假定 H(z) 是 已 知 的 ,或 者 近似 为 一 个 有 理 系统 函数 ,就 能 把 H,(z) 中 全 
部 位 于 单位 圆 外 的 零点 反射 到 单位 圆 内 与 它们 成 共 稀 倒数 的 位 置 上 而 构成 一 个 最 小 相位 系统 
Him(z)。Hi(z) 和 H(z) 有 相同 的 频率 啊 应 幅度 ,并 且 通 过 一 个 全 通 系 统 由,(z) 联 系 在 一 
起 , 即 











Ha(lz) = Hg min(<)Hap(<) (5.94) 
VEEN AMEE US tit AV 
1 
Hz) = a 5.95 
H d min(Z) (ee) 


KA s(n] Als. [ n | MEAG BRA 
Gia = HADH Hap(<) (5. 96) 
Bl C(z) 相当 于 一 个 全 通 系 统 。 结 果 , 就 完全 补偿 了 频率 响应 幅度 , 而 相位 响应 则 被 调整 为 
LH, (e"), 
下 面 的 例子 说 明 当 要 补偿 的 系统 是 一 个 非 最 小 相位 FIR 系统 时 ,频率 响应 幅度 的 补偿 


例 5. 13 FIR 系统 的 补偿 


Hatz) = (1 一 0.9ej0.6rz-])(1 — 0.9e7 10-62 2-1) 


x (1 一 1.25ej08rz-1)(1 — 1.25e—i0.8x 2-1) 
(5.97) 
零 - 极 点 图 如 图 5.23 所 示 。 因 为 H(z) 只 有 零点 (全 
部 极点 都 在 z=0) ,那么 系统 就 该 有 一 个 有 限 长 脉冲 
响应 ,因此 系统 是 稳定 的 ;又 因为 及,(z) 是 一 个 仅 有 z 
的 负 短 的 多 项 式 , 所 以 系统 是 因果 的 。 然 而 , 因 有 两 
个 零点 在 单位 圆 外 ,所 以 系统 是 非 最 小 相位 的 15.23 例 5.13 FIR 系统 的 零 -极点 图 
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图 5.24 示 出 了 Hi,(e”) 的 对 数 幅度 、 相 位 和 和 群 延迟 特性 。 





























30 4 
15 2 
其 
3 0 g’ 
-15 -2 
-30 | | o | -4 = | | 
元 T 3r 2m 0 T T 3m 27T 
2 2 2 i 
角 频 率 (w) 角 频 率 (o) 
(3) (b) 
15.0 
15 
R 
长 0 
HE 
-7.5 
-15.0 
0 x T 3n 27 
2 2 
角 频 率 (w) 
(c) 


图 5.24 具有 图 5.23 零 -极点 图 的 FIR 系统 的 频率 响应 。 
(al) 对 数 幅度 ;(b) 相 位 ( 主 值 );(e) 群 延迟 


将 位 于 z=1.25e “的 零点 反射 到 单位 圆 内 共 斩 倒 数 的 位 置 上 就 可 以 得 到 相应 的 最 小 相 
位 系统 。 如 果 将 H(z) 表示 成 


Haz) = (1 一 0.9ej06rz-1)( — 0.9e—i0.6r 2—1)(1.25)? 





| pae (5.98) 
x (z7! — 0.8e7 108r )(z—1 — 0.8ej0.8r ) 
那么 
H min(Z) = (1.25)2(1 — 0.9ej0.6r 2—1)(1 — 0.9e7 19.68 2-1) 
; (5.99) 
x (1 — 0.8e7 10-82 --1)(4 — 0.8ej0.8r 7-1) 
与 H nin (2) 和 有 H(z) 有 关 的 全 通 系 统 就 是 
一 1 P —j0.8 -一 ] j0.87 
(z—* —0,.8e7J¥-°F (z+ — 0.8e4 ) 
Hap(®) = (5. 100) 


(1 一 0.8eji08rz-1)(1 — 0.8e7j0-87 2-1) 
图 5.25 示 出 了 i,(e”) 的 对 数 幅度 、 相 位 和 群 延迟 特性 。 当 然 , 图 5.24(a) 和 图 5.25(a) 是 
一 样 的。 图 5.26 示 出 了 瓦 ,(e”) 的 对 数 幅度 、 相 位 和 群 延 迟 特 性 。 

应 该 注意 , 盏 (z) 的 送 系 统 在 z=1.25e 沁 "和 z=0.9e 沁 有 极点 ,因此 该 因果 逆 将 是 
不 稳定 的 。 最 小 相位 的 道 系 统 就 是 由 式 (5.99) 给 出 的 及,,,(z) 的 倒数 ,并 且 如 果 这 个 逆 系 
统 要 是 用 在 图 5. 22 的 级 联系 统 中 的 话 ,那么 总 的 有 效 系 统 函 数 就 是 由 式 (5.100) 所 给 出 的 
H(z), 


ap 
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Ish 2 上 
8 op = 0 
-15 上 上 -2H 
E | | | =Å ES | 
x T 3n 2m 0 T T 3m 2m 
4 角 频 率 (w) 角 频率 (w) 3 
(a) (b) 
15.0 
a 
aR 
= a a 
ie 
-7.5 |- 
-15.0 | 1 l 
0 x T 3T 2n 
2 H 
角 频 率 (w) 
(c) 
15.25 fi) 5. 13 中 最 小 相位 系统 的 频率 响应 。(a) 对 
数 幅 度 ;(b) 相 位 ( 主 值 );(e) 和 群 延 迟 
30 4 
IS i= | 
S 0 = 0 
15} 之 
-30 | | | 4 | | | 
T 3 2n 0 x T 3m 2m 
2 2 2 2 
角 频 率 (w) 角 频 率 (w) 
(a) (b) 
15.0 














-15.0 
0 


NA 
a 


角 频 率 (w) 
(c) 


图 5.26 例 5.13 全 通 系 统 的 频率 响应 (图 5.25 和 图 S. 26 中 相应 曲线 的 和 就 等 于 图 5. 24 中 对 
应 的 曲线 ,相位 曲线 的 和 要 按 模 2T 取 ) 。(a) 对 数 幅度 ;(b) 相 位 ( 主 值 ) ;(e) 群 延迟 
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5.6.3 最 小 相位 系统 的 性 质 


本 书 一 直 采 用 “最 小 相位 "这 一 术语 专 指 这 样 一 些 系 统 , 它 本 身 是 因果 和 稳定 的 ,并 且 也 有 一 
个 因果 和 稳定 的 逆 系 统 。 选 择 这 个 名 称 是 由 于 根据 上 述 定 义 所 直接 得 出 的 相位 函数 的 性 质 的 缘 
故 ,但 不 是 很 明显 。 这 一 节 将 建立 相对 于 所 有 其 他 具有 相同 的 频率 响应 幅度 的 系统 而 言 ,最 小 相位 
系统 所 具有 的 几 个 令 人 感 兴 趣 而 重要 的 性 质 。 





最 小 相位 滞后 性 质 


在 例 5. 13 中 已 经 提 到 ,术语 "最 小 相位 "是 用 作对 全 部 零 极点 都 在 单位 圆 内 的 系统 的 一 种 描 

述 性 名 称 。 根 据 式 (5. 90) ,任何 非 最 小 相位 系统 的 连续 相位 , 即 arg HC”) | 都 能 表示 为 
arg[ H(e!”) | = argl H min(e!”)] + arg H aple !®)] (5.101) 

因此 ,对 应 于 图 5.24(b) 的 主 值 相位 的 连续 相位 就 是 与 图 5.25(b) 的 最 小 相位 函数 有 关 的 连续 相 
位 和 与 图 5.26(b) 所 示 的 主 值 相 位 有 关 的 全 通 系统 的 连续 相位 之 和 。 正 如 在 5.5 节 所 表明 的 ,以 
及 如 图 5.19(b) .图 5.20(b) .图 5.21(b) 和 图 5.26(b) 所 指出 的 ,一 个 全 通 系统 的 连续 相位 曲线 在 
0 去 四 入 内 总 是 负 的 。 因 此 ,将 局 (z) 的 零点 从 单位 圆 内 反射 到 单位 圆 外 其 共 罗 倒 数 的 位 置 上 总 
是 使 (连续 ) 相位 减 小 ， 或 者 说 使 相位 的 负 值 增加 ， 这 就 称 之 为 相位 沛 后 函数 。 这 样 ,具有 幅度 响应 
H |Ha) | ,全 部 零点 (当然 还 有 极点 ) 都 位 于 单位 圆 内 的 因果 稳定 的 系统 对 于 具有 相同 幅度 
响应 的 所 有 其 他 系统 而 言 就 具有 最 小 相位 滞后 男 数 (对 于 0 大 w am) 。 因 此 ,更 为 确切 的 术语 应 是 
最 小 相位 沸 后 系统 ,但 是 最 小 相位 是 历史 上 已 确定 的 术语 。 

为 了 对 最 小 相位 滞后 系统 理解 得 更 确切 些 , 有 必要 对 H(e*) 加 上 “在 w=0 时 为 正 " 这 样 一 个 
附加 的 约束 , 即 


De 


万 (ej0) = ba h{n] > 0 (5. 102) 


TERA AO Aln | bea SBOP I IBA H(e") T ERR HAARA RA kA -hl n] h 
系统 和 单位 脉 串 响应 为 hln | 的 系统 有 相同 的 极点 和 零点 ,因此 式 (5. 102) 的 条 件 就 是 必要 的 。 然 而 
乘 以 -1 就 是 将 相位 改变 r rad。 因 此 ,为 了 消除 这 种 含混 不 清 ， aeons 极点 都 在 单位 圆 内 的 








系统 也 具有 最 小 相位 沾 后 性 质 ,就 必须 加 上 式 (5. 102) 的 条 件 。 不 过 ,这 一 约束 往往 没有 什么 实际 意 
义 ,因此 在 5. 6 节 开 始 时 所 给 出 的 定义 虽然 没有 包括 它 ,但 一 般 还 se 
最 小 群 延迟 性 质 


例 5. 13 说 明了 零 .极点 全 部 位 于 单位 圆 内 的 系统 的 另 一 性 质 。 首 先 注意 到 ,具有 相同 幅度 响 
应 系统 的 群 延 迟 是 


grd[ H(e!”) | = grd[ H min(e!”)] + grd[ Hap(e!”)] (5. 103) 
如 图 5. 25 Ce) 所 示 的 最 小 相位 系统 的 群 延 迟 总 是 小 于 如 图 5.24(c) 所 示 的 非 最 小 相位 系统 的 群 延 
WB. 正如 图 5.26(c) 所 表明 的 ,; 这 是 由 于 把 最 小 \ 相 位 系统 转化 为 非 最 小 相位 系统 的 全 通 系 统 具 有 


正 的 群 延 迟 的 缘故 。 在 5.5 节 已 经 证 明 这 是 全 通 系统 的 一 个 一 般 性 质 ;它们 对 全 部 w 总 是 有 正 的 
群 延迟 。 因 此 ,如 果 还 是 考虑 全 部 都 有 给 定 幅 度 响应 | Hnn Ce") | 的 系统 ,那么 全 部 零 .极点 都 在 单 
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位 圆 内 的 系统 就 有 最 小 的 群 延迟 。 因 此 ,这 类 系统 一 种 等 同 的 称 法 可 称 为 最 小 群 延迟 系统 ,但 一 般 
不 用 这 个 术语 
最 小 能 量 延 迟 性 质 
在 例 5. 13 中 ,共有 4 种 具有 实 单位 脉冲 响应 的 因果 FIR 系统 都 与 式 (5. 97 ) 的 系统 有 相同 的 频 
率 响应 幅度 。 有 关 的 零 - 极 点 图 如 图 5.27 所 示 ,其 中 图 5.27(d) 对 应 于 式 (5.97) ,而 图 5.27 (a) 对 
应 于 式 (5. 99 ) 的 最 小 相位 系统 。 图 5. 28 画 出 了 这 4 种 情况 的 单位 脉冲 响应 。 如 将 图 5. 28 的 4 种 
序列 作 一 比较 ,就 能 看 到 ,在 序列 的 最 左 端 最 小 相位 序列 有 比 所 有 其 他 序列 更 大 的 样本 值 。 对 这 个 
例子 的 确 如 此 ,而 
IA[O] < lhmin[O]l (5. 104) 
对 于 具有 
|H(e!”)| = |Hminle!”) | (5. 105 ) 
的 任何 因果 稳定 序列 hlnl ABE. ASS. 71 要 求 对 该 性 质 给 出 证 明 。 

















xX 
四 阶 极点 / Re 





(c) 


图 5.27 全 部 具有 相同 频率 响应 幅度 的 4 种 系统 ,零点 都 是 复 共 
HE AYO. 9e 和 0. 8e* 及 其 倒数 的 全 部 组 合 


所 有 幅度 响应 等 于 | Hun Ce!) | 的 单位 脉冲 响应 都 和 hh, [n] 具 有 相同 的 总 能 量 ,因为 根据 由 
斯 瓦尔 定理 


J ~ l i 2 1 T f 
} “二 一 H(ei®)\24 =z | ap 
2 Ihin z [re o= zy | Hmn Pde 


= 2 lhminln]}? 


n=0 


(5. 106) 
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如 果 定义 单位 脉冲 响应 的 部 分 能 量 为 


Eln]= J. Ihin? (5. 107) 
m= 
那么 可 以 证 明 ( 见习 题 5. 72) 
Dam < >》 minted? (5. 108 ) 


m=0 m=0 

对 所 有 属于 具有 式 (5.105) 给 出 的 幅度 响应 的 系统 的 单位 脉冲 响应 h[nj 都 成 立 。 根据 
式 (5. 108) ,最 小 相位 系统 的 部 分 能 量 集中 在 n=0 周围 ,也 就 是 说 ,最 小 相位 系统 的 能 量 在 所 有 相 
同 幅度 响应 函数 的 系统 中 延迟 最 小 。 为 此 ,最 小 相位 (滞后 ) 系 统 也 称 为 最 小 能 量 延 迟 系统 ,简称 
最 小 延迟 系统 。 延 迟 性 质 如 图 5.29 Aras. PA 5.29 示 出 了 图 5.28 中 4 种 序列 部 分 能 量 的 图 。 对 
这 个 例子 也 可 注意 到 ,一 般 来 说 这 也 是 正确 的 , 即 最 小 能 量 延迟 发 生 在 全 部 零点 位 于 单位 圆 内 的 系 
统 (也 即 最 小 相位 系统 ) ,而 最 大 能 量 延 迟 则 发 生 在 全 部 零点 位 于 单位 圆 外 的 系统 。 因 此 最 大 能 量 
延迟 系统 往往 也 称 为 最 大 相位 系统 。 


3.39 hole] 3.39 hln] 


e 








3.50 hafn] 


3.50 
2.51 2.58 2.58 2.51 
2 2 
ji 9 | ae i | i 
` + 4 +- 
2 3 4 5 0 3 4 5 


图 5.28 对 应 于 图 5. 27 零 -极点 网 的 各 序列 















20 
全 一 一 In] (最 小 相位 ) 
二 所 四 (最 大 相位 ) 
10 = Solel 
——— £,[n] 
| | | | 
0 1 2 3 4 5 


图 5.29 ALS. 28 中 4 种 序列 的 部 分 能 量 ( 注意 :5,[n] 对 应 于 最 小 相 
位 序列 [nj] ,而 [nj] 对 应 于 最 大 相位 序列 h, [nj]) 
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5.7 广义 线性 相位 的 线性 系统 


在 设计 滤波 器 和 其 他 信号 处 理 系 统 中 ,很 希望 在 某 一 频带 范围 内 具有 近似 的 恒定 频率 响应 幅 
度 和 零 相 位 特性 ,以 使 信号 通过 这 部 分 频带 时 不 失真 。 对 因果 系统 而 言 , 零 相位 是 不 可 能 得 到 的 ， 
因此 必须 容许 有 某 种 相位 失真 。 如 同 在 5.1 节 看 到 的 ,具有 整数 斜率 线性 相位 的 影响 就 是 一 种 单 
纯 的 延迟 。 男 一 方面 , 非 线 性 相位 在 信号 的 形状 上 有 很 大 的 影响 ,即使 当 频 率 响 应 的 幅度 是 常数 时 
也 是 这 样 。 因 此 ,在 很 多 情况 下 ,特别 希望 设计 具有 真正 的 或 近似 线性 相位 的 系统 。 本 节 将 通过 考 . 
虑 具有 恒定 群 延迟 的 一 类 系统 对 线性 相位 和 理想 时 间 延 迟 的 概念 考虑 一 个 正规 和 一 般 的 形式 。 还 
是 先 从 重新 考虑 离散 时 间 系 统 中 延迟 的 概念 着 手 。 


5.7.1 线性 相位 系统 
考虑 一 个 LTI 系统 ,其 频率 响应 在 一 个 周期 内 是 


Higle!’) =e 1", lol <r (5. 109) 
式 中 a 是 实数 ,但 不 一 定 是 整数 。 这 样 的 系统 是 一 个 “理想 延迟 "系统 ,这 里 a 是 由 该 系统 引入 的 


延迟 。 可 看 出 该 系统 有 恒定 的 幅度 响应 ,线性 相位 和 恒定 群 延迟 BD 


|Hig(e!”)| = 1 (5. 110a) 
LHigle!®) = 一 oa (5. 110b) 
erd| Hig(e!”)| =a (5. 110c) 


Hs(e”) 的 傅 里 叶 逆 变换 就 是 单位 脉冲 响应 ,为 


sint (n — a) 
hidln] = —————_. 一 0o <n < co (Se 111) 


T(n — aq) 
对 输入 x[n] ,该 系统 的 输出 是 





sint (n-a) _ > rei —k—«a) 


yla] = x[n] * naca A TE EEE (5. 112) 
asn, n ARM IARE 5. 1 节 , 就 有 
hialn] = ln — nal (3, 113) 
和 
yla] = x[n] * d[n — ng] = x[n — nal (5.114) 


也 就 是 说 ,如 果 a = 是 一 个 整数 ,那么 具有 线性 相位 和 单位 增益 的 式 (5. 109) 系统 只 是 输入 序列 
移 位 必 个 样本 。 如 果 a 不 是 整数 ,那么 最 直接 的 解释 就 是 在 第 4 章 的 例 4.7 所 建立 的 结果 。 

具体 来 说 ,就 是 式 (5. 109) 系统 的 一 种 表示 如 图 5.30 所 示 ,其 中 六 (1) =6(1-a7T) 和 H(ijQ) = 
e "7, 使 得 

Heei”) = eiee, |o| <0 (5.115) 

在 这 种 表示 中 ,7 的 选择 是 没有 关系 的 ,可 以 将 它 归 一 化 到 1。 对 x[n] 原 来 是 否 是 经 由 采样 一 个 连 
续 时 间 信 和 号 得 到 的 ,这 种 表示 都 是 正确 的 ,再 次 强调 这 一 点 是 很 重要 的 。 按 照 图 5.30 的 表示 ， 
xy[ nj 就 是 输入 序列 带 限 内 插 时 移 后 的 样本 序列 , 即 y[n] =x. (nT-aT), (5.109) 的 系统 就 是 具 
有 a 样本 的 延迟 ,即使 a 不 是 整数 。 如 果 群 延迟 a 是 正 的 ,这 个 时 移 就 是 一 个 时 间 延 迟 ; 若 a 为 
负 ,时 移 则 为 一 个 时 间 超 前 

理想 延迟 系统 的 讨论 ,也 给 出 了 对 具有 非 恒定 幅度 响应 的 线性 相位 一 种 有 用 的 解释 。 例 如 , 考 
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虑 一 个 具有 线性 相位 更 为 一 般 的 频率 响应 , 即 

He!) = |Het”) le 1%, |ow| <1 (5. 116) 
式 (5.116) 可 用 图 5.31 来 解释 。 序 列 x(n | AEA LE | Ce") | 滤波 ,然后 将 滤波 后 的 输 
出 “延迟 (整数 或 非 整数 ) 量 w。 例 如 ,假定 He”) 是 如 下 线性 相位 理想 低 通 滤波 需 : 
eo | 四 | < we 


je) 一 
Hiple™)= 0, We < lol <x 


(5. 117) 


相应 的 单位 脉冲 响应 就 是 


sin w (n — a) 


hipln] = 一 一 一 一 (5.118) 


Tín — aw) 
注意 到 , 若 m 就 得 到 式 (5. 111) 。 


号 
1 














IH (eio) 


图 5.30 离散 时 间 系 统 非 整 数 延 迟 的 解释 图 5.31 线性 相位 LTI 系统 作为 幅度 
滤波 器 和 延迟 级 联 的 表示 


例 5.14 具有 线性 相位 的 理想 低 通 滤波 器 
理想 低 通 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 阐明 了 线性 相位 系统 几 个 很 有 用 的 性 质 。 图 5.32(a) 示 
E Tow, =0.47 和 Qa=nj=5 时 的 hi,[n]。 可 看 到 当 @ 是 整数 时 ,单位 脉冲 响应 对 nn=n 是 对 称 
的 , 即 


sin wc (ng — n — nqa) 
hħipl2na n| = a“ a 





m(2ny — n — nqa) 


Sinwelng —n) (5.119) 
7 (ny — Nn) 
= hiplnl 
在 这 种 情况 下 ,可 以 定义 一 个 零 相位 系统 为 
H plei?) = Hyple!)e}™ = |Hip(ei®)| (5. 120) 
其 单位 脉冲 响应 则 向 左 移 赂 个 样本 ,得 到 一 个 偶 序列 
sin Wen E 
hipin] = 一 一 一 一 各 pl 一 中 (5.121) 


图 5.32(b) 示 出 了 w, =0. 4r 和 Qa=4.5 时 的 h,[n]。 这 就 属于 当 线 性 相位 相应 于 一 个 整数 再 
加 半 个 样本 延迟 时 的 典型 情况 。 和 整数 延迟 情况 一 样 , 很 容易 证 明 若 a 是 一 个 整数 再 加 1/2 
(或 者 2a 是 整数 ) ,那么 
hipl2a —n|= hiplal (5. 122) 
这 时 对 称 点 是 a, 它 不 是 整数 。 因 此 ,由 于 对 称 不 是 对 于 序列 中 的 一 点 ,所 以 要 将 序列 移 
位 还 能 得 到 一 个 具有 零 相 位 的 偶 序 列 是 不 可 能 的 。 这 就 类 似 于 例 4.8 P MAA 
情况 
图 5.32(c) 代 表 第 三 种 情况 ,这 里 没有 任何 对 称 性 可 言 , 这 里 四 =0. 40 fe a =4.3 

一 般 而 言 ,一 个 线性 相位 系统 具有 频率 响应 为 

H(e!”) = | 再 (elJo)le I (5. 123 ) 
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根据 例 5. 14 的 讨论 ,如 果 2a 是 整数 ( 即 a 为 整数 或 为 一 个 整数 再 加 1Z2 ) ,那么 相应 的 单位 脉冲 响 
应 关于 a 就 是 偶 对 称 的 , 即 

h|2æ —n| = hin] (5. 124) 
如 果 2a 不 是 一 个 整数 ,那么 单位 脉冲 响应 就 不 具有 对 称 性 。 这 就 如 图 5.32(e ) 所 表明 的 , 它 说 明 
一 个 单位 脉冲 响应 不 是 对 称 的 ,但 是 有 线性 相位 ,或 等 效 地 说 有 恒定 群 延迟 


0.6 0.6 








0.4 se 0.4 H 








nl / \ 
\ 
1 \ 
\ 4 
eee \ Aaz ogg” ST + X rna 





























Neu 
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样本 数 (四 样本 数 (n) 
(a) (b) 
0.6 
0.4 = 
ITN 
fl oly 














5 0 5 10 15 
样本 数 (n) 
(c) 
图 5.32 理想 低 通 滤波 器 单位 脉冲 响应 ,w, =O. 4ar, (a) HED = 
a=5;(b) HEIR =a=4.5;(c) HEIR =a = 4.3 


5.7.2 广义 线性 相位 


在 5.7. 1 节 讨 论 中 , 曾 考 虑 过 其 频率 响应 具有 式 (5. 116 ) 的 一 类 系统 , 即 一 个 实 值 非 负 的 w BRI 
数 和 一 个 线性 相位 项 e “ 相 乘 。 对 于 这 种 形式 的 频率 响应 ,Fe” ) 的 相位 完全 与 线性 相位 因子 
e “HEKA , BI arg] H(e” ) ] = -wa, 因 此 这 类 系统 就 称 为 线性 相位 系统 。 在 例 4.8 的 滑动 平均 中 
式 (4.66) 的 频率 响应 是 w 的 实 值 函 数 乘 以 线性 相位 项 ,但 是 这 个 系统 严格 来 说 不 是 线性 相位 系 
统 ,因为 在 一 些 频率 处 , 因 式 
1 sinlwo(M + 1)/2] 
M+1 sin(w/2) 
是 负 的 ,这 一 项 就 对 总 的 相位 增添 了 rad 的 附加 相位 。 
线性 相位 系统 的 很 多 优点 也 适用 于 具有 式 (4. 66 ) 频率 响应 的 系统 ,因此 把 线性 相位 的 定义 和 
概念 稍 加 推广 是 有 意义 的 。 具 体 来 说 ,如 果 系 统 的 频率 响应 能 表示 成 
Hes) = A(es”) eet iB (5. 125) 
就 说 明 该 系统 是 一 个 广义 线性 相位 系统 。 这 里 a All B 都 是 常数 ,而 4A(e”*) 是 w 的 实 ( 可 能 有 
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正 负 ) 函数 。 对 式 (5.117) 的 线性 相位 系统 和 例 4.8 的 滑动 平均 滤波 器 来 说 ,a = -M]2 H 
B=0。 然而 ,对 例 4.4 的 带 限 微分 器 来 说 ,具有 式 (5. 125) 的 形式 ,其 中 =0, 8=Tm2 和 
A(e”) =@/T 

具有 式 (5. 125 ) 频率 响应 的 系统 称 为 广义 线性 相位 系统 ,因为 这 类 系统 的 相位 由 常数 项 加 上 
线性 函数 -wa 所 组 成 ,也 即 -wa + B 是 一 个 直线 方程 。 然 而 ,如 果 不 顾及 在 整个 | o | < 的 频带 
或 者 部 分 频带 内 由 于 附加 了 固定 相位 项 而 带 来 的 不 连续 性 的 话 ,那么 这 类 系统 也 能 用 恒定 群 延迟 
来 表征 。 这 就 是 具有 


r(w) = grd[H(ei®)] = -i farg te!) 1 =a (5. 126) 
的 这 类 系统 具有 更 一 般 的 线性 相位 形式 为 
arg[ H(e!°)| = f — wa. O<w<t (5. 127) 


式 中 B 和 ea 都 是 实 常 数 。 

回想 一 下 在 5.7. 1 节 曾 指出 ,线性 相位 系统 的 单位 脉冲 响应 在 2a 为 整数 时 ,对 a 可 以 具有 
对 称 性 。 为 了 理解 这 一 点 在 广义 线性 相位 系统 中 的 含义 ,导出 一 个 对 恒定 群 延迟 系统 hln],a 
和 B 都 必须 满足 的 方程 是 有 用 的 。 导 出 这 一 方程 时 注意 到 对 恒定 群 延迟 系统 其 频率 响应 能 表 
示 为 


H(ei®) = A(ei®)ei(h-ow) 








j : : (5. 128) 
= A(e!®) cos(B — wa) + jA (e!”) sin(B — wa) 
或 者 等 效 为 
H(e!”) = y h[nje 3°" 
scl 网 (5. 129) 
= ` h[n}coswn 一 j pP h[n] sin wn 
1 一 一 Do Nn 二 一 O00 
这 里 已 假定 hl nj] 是 实 的 。 了 (en) 相位 的 正切 可 以 表示 为 
一 J h[n] sin wn 
; = sin(p — wa) 1 一 一 CO 
mips a= cos(f -wa) & 
IE hin] cos wn 
ni 二 一 O00 
交叉 相 乘 并 用 三 角 恒 等 式 合并 有 关 项 可 以 得 到 下 面 的 方程 : 
》 hlnjsinlw(n 一 o) 十 有 = 0， 对 全 部 (5. 130) 


这 个 方程 对 于 有 具 有 和 恒定 群 延 迟 的 系统 是 关于 hln] .a 和 8B 的 一 个 必要 条 件 。 它 必须 对 所 有 w 
都 成 立 。 但 它 不 是 一 个 充分 条 件 ,并 且 由 于 它 的 隐 舍 性 ,也 没有 说 明 如 何 去 找 一 个 线性 相位 
系统 。 

广义 线性 相位 系统 的 一 类 例子 是 满足 如 下 条 件 的 系统 


B=0 kn (5. 131a) 
2a = M 三 一 个 整数 (5. 131b) 
h[2a — n) = hin] (5. 131c) 
有 了 B=0 或 5, 式 (5.130) 就 变 成 
` h[n]sin[w(n 一 a)] = 0 (5. 132) 


儿 一 一 Ce 
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由 此 式 可 以 证 明 , 如 果 2a 是 整数 , 式 (5. 132) 中 各 项 就 能 配对 ,以 使 得 组 成 的 每 一 对 对 全 部 w 都 恒 
为 零 。 这 组 条 件 本 就 隐 含 着 相应 的 频率 响应 ,具有 式 (5. 125) 的 形式 ,只 是 这 里 B=0 或 5, 以 及 
A(e”) 是 外 的 偶 (当然 是 实 ) 函数 。 

广义 线性 相位 系统 的 另外 一 类 例子 是 满足 如 下 条 件 的 系统 


B= T/2 % 37/2 (5. 133a) 
2a = M = 一 个 整数 (5. 133b) 

H 
hl2ag — n| = —h[n] (5. 133c) 


式 (5. 133) 就 意味 着 频率 响应 有 具有 式 (5. 125) 的 形式 ,这 时 B=m2 和 4(e”) 是 ow TRR XT 
这 种 情况 , 式 (5. 130 ) 变 为 


Ce 
>, h{n|cos[w(n —&)] = 0 (5. 134) 


且 该 式 对 所 有 w 都 成 立 。 

应 该 注意 , 式 (5. 131) 和 式 (5. 133) 给 出 了 两 组 充分 条 件 ,它们 都 保证 了 广义 线性 相位 或 恒定 
群 延迟 特性 。 但 是 ,正如 在 图 5.32(c) 已 经 看 到 的 ,也 存在 其 他 的 满足 式 (5. 125) 的 系统 而 不 具有 
这 些 对 称 条 件 。 


5.7.3 因果 广义 线性 相位 系统 
如 果 系 统 是 因果 的 ,那么 式 (5. 130) 就 变 成 


Dnlnlsinlo(n 一 o) 十 月 二 0， 对 全 部 中 (5. 135) 
n=0 


因果 性 和 式 (5. 131) 、 式 (5. 133) 的 条 件 意 味 着 

hin] = 0, n<Ofln>M 
也 就 是 说 ,如 果 系 统 单位 脉冲 啊 应 的 长 度 为 (WY +1) ,并 满足 式 (5. 131e) BRE CS. 133) ,那么 因果 
的 FIR 系统 就 具有 广义 线性 相位 。 具 体 来 说 , 若 





hin] = h[M—n], O<n<M 
Bá 其 他 (5. 136a) 
就 能 证 明 

H(ei®) = Ae eit)e JoM?2 aoe 


式 中 4.(e”*) 是 w WX AA Ae] RKR EE, E 
ha] = eo aS M 

0. 其 他 (5. 137a) 

就 有 
H(e!%) = jAo(e!@)e 10M? = Ag (ei@)e JOM 2+ 证/ (5. 137b) 
式 中 4,(e*) 是 w 的 实 、 奇 和 周期 函数 。 应 该 注意 在 两 种 情况 下 ,单位 脉冲 响应 的 长 度 都 是 (M+1) 个 

样本 。 
式 (5. 136a) 和 式 (5. 137a) 对 保证 具有 广义 线性 相位 的 因果 系统 都 是 充分 条 件 。 然 而 它 
们 都 不 是 必要 条 件 。Clements and Pease (1989 ) 已 经 证 明 因 果 的 无 限 长 脉冲 响应 也 能 够 具有 
广义 线性 相位 的 傅 里 叶 变 换 。 但 是 ,相应 的 系统 函数 不 是 有 理 的 ,因此 系统 不 能 用 差分 方程 
FIR 线性 相位 系统 频率 响应 表达 式 在 滤波 器 设计 和 理解 这 类 系统 的 某 些 性 质 上 是 有 用 的 。 在 
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导出 这 些 表达 式 时 ,会 发 现 能 得 出 一 些 明显 不 同 的 表达 式 。 这 取决 于 对 称 的 形式 和 M 是 偶数 还 是 
奇数 。 为 此 ,定义 4 种 类 型 的 FIR 广义 线性 相位 系统 一 般 是 有 用 的 。 
I 类 FIR 线性 相位 系统 
| 类 系统 是 定义 为 具有 下 面 对 称 单位 脉冲 响应 特性 的 系统 : 
hin] = ALM — al, Q<n<M (5. 138) 
其 中 M 为 偶 整 数 。 延 迟 M/2 也 是 整数 ,频率 响应 是 


M 
H(e!”) = 》 h{nje ie" (5. 139) 
n=0 
按 式 (5..138 ) 的 对 称 条 件 ,可 以 将 式 (5. 139 ) 中 的 和 式 变 换 成 
M /2 
H(ei®) =e ieM?2 (Eewo a) (5. 140a) 
k=0 
a[0] = hA[M/2] (5. 140b) 
alk] = 2h[(M/2) — k]. k=1,2.---.M/2 (5. 140c) 


于 是 ,由 式 (5. 140a) 可见 HC e”) AA (S. 136b) 的 形式 ,特别 是 相应 于 式 (5. 125 ) 中 的 B 不 是 0 就 


FE To 


I 38 FIR 线性 相位 系统 
[类 系统 有 式 (5. 138) 的 对 称 单 位 脉冲 响应 特性 ,这 里 M 为 奇 整数 。 这 时 He) 可 表示 为 
(M+1)/2 
(el) =e M2) E bltlcos[o (r - $)] (5. 141a) 
k=1 
式 中 
blk] =2h[(M+1)/2—-k kK =1.2 (M +1)/2 (5. 141b) 


He” ) 还 具有 式 (5. 136b) 的 形式 ,其 延迟 为 W/2。 这 时 就 是 一 个 整数 加 上 半 个 样本 间隔 的 延迟 ， 
而 相应 于 式 (5. 125 ) 中 的 B 是 0 或 下 


MŽ FIR 线性 相位 系统 
如 果 系 统 有 如 下 反对 称 单位 脉冲 响应 特性 : 
h{n| = —h[M — n], O<n <M (5. 142) 
其 中 M 为 偶 整 数 ,那么 He”) HAA 
M/2 
H(e!®) = jeieM/2 [3 sins (5. 143a) 
k=1 
这 里 
clk] = 2A[(M/2) — k], k=1,2,---,M/2 (5. 143b) 


这 里 WH(e*) 具 有 式 (5.137b) 的 形式 ,其 延迟 为 M/2, 是 一 个 整数 ,而 相应 于 式 (5. 125) 中 的 B 是 T/2 
WY 37/2, 

IV 28 FIR 线性 相位 系统 

如 果 单 位 脉冲 响应 特性 仍 是 式 (5. 142) 的 反对 称 , 而 M 为 奇 整数 ,那么 


(M+1)/2 
H(ei®) = je Jom? | » d|k]sin [o (k = DI (5. 144a) 


k=l 


dik] = 2h[(M + 1)/2— kl, k =1,2.---,(M+1)/2 (5. 144b) 
5 MARRA], H e) 具有 式 (5. 137b) 的 形式 ,其 延迟 为 MA2 ,是 一 个 整数 再 加 上 半 个 样 
本 间隔 的 延迟 ,而 相应 于 式 (5. 125 ) 中 的 B 就 是 /2 或 3m/2。 
FIR 线性 相位 系统 举例 
图 5.33 对 4 种 类 型 的 FIR 线性 相位 系统 都 给 出 了 一 个 例子 。 有 关 的 频率 响应 在 例 5. 15 至 
例 5.18 中 给 出 。 











oan 对 称 中 心 -一 对 称 中 心 
1 1 1 
| 
| | 二 A 
”0 M M=4 ee ” 0 M Ma h 
2 2 
(a) (b) 
1 aoe 对 称 中 心 E ue 对 称 中 心 
| | M=2 | eer 
© + — e e + e e- —e 1 s o o © ° oo 
0 | | n 0 1 n 
lj | 
(c) (d) 


图 5.33 FIR 线性 相位 系统 的 例子 。(a) I 类 ,WM OA AL] =A M-n]; 
(b) T#E MAA AL n |] =h M-n]; (c) MŽ., MK, 
hin] = -h[M-n]3(d)N#,MAA hln] = -ALM—-n] 


例 5.15 | 类 线性 相位 系统 
如 果 单 位 脉冲 响应 是 








l. O<n<4 
hjn] = bh 下 让 ma 
如 图 5.33(a) 所 示 , 该 系统 满足 式 (5. 138) 的 条 件 。 频 率 响 应 是 
i £ i 1 = e7 jes 
H(e!”) = — jon _ l 
(e!”) Ye Si 
io (5. 146) 
_ — jw2 Sin(Sw/2) 
Se sin(w/2) 


该 系统 的 幅度 、 相 位 和 群 延迟 特性 如 图 5.34 所 示 。 因 为 M =4 是 偶数 ,所 以 群 延迟 是 整数 , 即 a =2。 
例 5. 16 ”外 类 线性 相位 系统 

车 前 例 单位 脉冲 响应 的 长 度 延 长 一 个 样本 ,就 能 得 到 图 5.33(b) 的 单位 脉冲 响应 ,其 频率 响 
应 为 


jw = —jw5/2 sin(3w) 
H(e/®)=e sin(w/2) (5. 147) 


该 系统 的 频率 响应 函数 如 图 5.35 所 示 。 可 以 看 到 ,在 这 种 情况 下 群 延 迟 为 常数 且 a =5/2。 
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图 5.34 fi 5.15 的 工 类 系统 的 频率 响应 。 
(a) 幅度 ;(b) 相 位 ;(c) 和 群 延迟 
6.0 4 
45 2 
3.0 = 0 
1.5 -2 
0 -4 
0 x A 3m 2m 0 T T 3n 2n 
角 频 率 (w) 2 角 频率 (0) 2 
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4 
ak 
x 
其 2} 
ait 
re 
0 L l | 
0 I T 3n 27 
i 角 频 率 (w) 2 
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图 5.35 #5. 16 的 开 类 系统 的 频率 响应 。(a) 幅度 ; (b) 相位 ; (e) 群 延迟 
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例 5. 17 下 类 线性 相位 系统 
若 系统 的 单位 脉冲 响应 是 


























hin] = d[n] — d[n — 2] (5. 148) 
如 图 5.33(c) 所 示 , 那 么 
Hel) = 1—e7 2 = jl2sin(w)le i® (5. 149) 
该 例 的 频率 响应 特性 由 图 5. 36 给 出 。 注意 ,这 时 群 延 迟 是 常数 且 a=1。 
3.2 3.0 
2.47 15 
Ëy ; 
= 16 上 上 a 0 
; of -1.5 
0 | | 3.0 l | | 
0 t T 3m 2n 0 A T 3T 2n 
i 角 频 率 (w) i : 角 频 率 (o) 
(a) (b) 











A) 
a 
n| H 
3 


角 频 率 (w) 
(c) 
图 5.36 例 5.17 的 且 类 系统 的 频率 响应 。 
(a) 幅度 ;(b) 相 位 ;(c) 群 延迟 


例 5.18 |IV 类 线性 相位 系统 
现在 [ 见 图 5.33(d) ] 单 位 脉冲 响应 是 
hla] = d[n] — ŝin — 1] (5. 150) 
其 频率 响应 为 
Hie!) = 1-e 
(5. t51) 


= jl2sin(w/2)le3¢/2 


A 5.37 示 出 了 该 系统 的 频率 响应 曲线 注意 , 群 延迟 对 全 部 四 都 是 了 


FIR 线性 相位 系统 的 零点 位 置 
上 述 各 例 说 明了 所 有 4 种 类 型 的 FIR 线性 相位 系统 单位 脉 串 响应 和 频率 响应 的 特性 。 考 虑 一 
下 FIR 线性 相位 系统 的 系统 函数 零点 的 位 置 也 是 很 有 启发 性 的 。 它 们 的 系统 函数 是 


M 
A(z) = So alae (5. 152) 
n=0 
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在 对 称 情 况 下 ( 工 类 和 下 类 ) ,能 用 式 (5. 138 ) 来 表示 H(z) 为 


M 0 
sg : —M 

ee aii = 2, bile 和 (5. 153) 

= 2" H(z!) 

由 式 (5. 153) FF, OIE zE H(z) 的 零点 ,那么 
H(z) = <M H(z) =0 (5. 154) 
这 意味 着 : 若 z =e" A(z) WER IMA 2 =r e "WEA WAR. hlna] ARMA ze 
H(z) 的 零点 时 ,那么 zf = re PiE H(z) 的 零点 ,并 且 按照 前 述 能 够 推 得 (zf ) | = re tt 





H(z) 的 零点 。 因 此 , 当 h[nj] 是 实数 时 ,不 在 单位 加 上 的 每 个 复数 零点 一 定 是 一 组 4 个 如 下 形式 的 
共 斩 倒 数 零点 中 的 一 个 : 
(1 一 reiz-D)(L — re S92 — rey —r le ito!) 
如 果 A(z) ER EAL E, BI zy =e” IBA z =e” = 20 ,所 以 单位 圆 上 的 零点 以 如 下 形式 成 对 出 现 : 
(一 ejgz-1)(1 一 e 一 区 z 一 1) 
如 果 H(z) 的 零点 是 实数 但 不 在 单位 圆 上 ,其 倒数 也 一 定 是 H(z) 的 零点 ,H(z) 将 有 如 下 因子 : 
Arzh +r!!!) 
最 后 ,H(z) 在 z= +1 的 零点 ,因为 +1 Oeste E +1, ARBEL z= + 上 1 出现 。 因 此 ， 
H(z) 也 可 有 如 下 因子 : 





(z7!) 
去 点 在 z= -1 的 情况 特别 重要 。 根 据 式 (5. 153) 
H(-1) = (-1)" H(—1) 
如 果 为 偶数 ,这 就 是 一 个 简单 的 恒等式 ;但 若 M 为 奇数 ,H( -1) = -H( -1), 则 五 ( -1) 必 须 是 
Fo HE, XIT M 为 奇数 的 对 称 脉冲 响应 ,其 系统 函数 必须 有 一 个 零点 在 z= -1。 图 5.38(a) 和 
图 5.38(b) 分 别 表 明 工 类 (1 为 偶数 ) 和 开 类 (W 为 奇数 ) 系 统 典 型 的 零点 位 置 。 
如 果 单 位 脉冲 响应 是 反对 称 的 ( 亚 类 和 JV 类 ) ,那么 遵循 上 面 得 出 式 (5. 153) 的 办 法 ,可 以 证 明 有 
H(z) = 一 z H(z") (5. 155) 
这 个 式 子 可 以 用 来 说 明 对 于 反对 称 情况 ,H(z) 的 零点 也 和 对 称 情 况 下 的 零点 一 样 受到 约束 。 然 
而 ,在 反对 称 情况 下 ,z=1 和 z= -1 都 有 具有 特殊 的 意义 。 若 z=1, 式 (5. 155) 就 变 成 了 





H(1) =—-AH(1) (5. 156) 
于 是 H(z) 必须 有 z=1 的 零点 ,不 论 MARBURG WAT, Fiz = -1, 式 (5.155 ) 给 出 
H(-1) = (1) "+! H(—1) (5. 157) 


这 时 , 若 (WN - 1) HARM 为 偶数 ) H-1) = -H -1), FA z= -1 在 1 为 偶数 时 必须 是 万 (z) 
的 零点 。 图 5.38(c) 和 图 5.38(d) 分 别 示 出 了 亚 类 和 区 类 系统 典型 的 零点 位 置 。 

有 关 在 零点 上 的 这 些 约束 在 设计 FIR 线性 相位 系统 中 是 很 重要 的 ,因为 它们 在 能 够 实现 的 频 
率 响 应 类 型 上 强加 了 一 些 限 制 。 例 如 , 当 用 一 个 对 称 脉冲 响应 来 表 近 一 个 高 通 滤波 器 时 ,MM 就 不 
应 该 选 为 奇数 。 因 为 M 为 奇数 ,频率 响应 就 必须 在 w =m(z = -1) 时 强制 为 零 。 


5.7.4 FIR 线性 相位 系统 与 最 小 相位 系统 的 关系 


以 上 讨论 表明 ,所 有 单位 脉冲 响应 为 实 的 FIR 线性 相位 系统 ,其 零点 不 是 在 单位 圆 上 就 是 在 共 
轿 倒 数 的 位 置 上 。 因 此 ,很 容易 证 明 ,任何 FIR 线性 相位 系统 的 系统 函数 都 能 因 式 分 解 为 最 小 相位 
项 A yin (2) ,最 大 相位 项 H(z) 以 及 仅 包含 单位 圆 上 零点 的 项 H,.(z) , 即 
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H(z) = Hmin(z)Huc(z)H max (2) (5. 158a) 
Hmax(2) = Hmin(z Jz *! (5. 158b) 
WM 是 肌 ,。(z) 零 点 的 个 数 。 在 式 (5.158a) 中 ,到 ,,(z) 的 全 部 MM; 个 零点 都 在 单位 圆 内 ,而 也 .(z) 的 全 


WM PESEMA E Hul) 的 全 部 MM 个 零点 都 在 单位 圆 外 。 并 且 从 式 (5.158b) 可 知 , 它 
的 零点 就 是 Hi,(z) 的 Mi 个 零点 的 倒数 。 因 此 ,系统 函数 及 (z) 的 阶 就 是 M=2M; +M, 
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图 5.37 例 5.18 的 取 类 系统 的 频率 响应 。(a) 幅度; (b) 相位 ; (e) 群 延迟 
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图 5.38 线性 相位 系统 典型 零 -极点 图 。(a) 
TI 类 ;(b) 了 类 ;(c) 亚 类 ;(d)IV 类 


Abe as 
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例 5. 19 一 个 线性 相位 系统 的 分 解 
作为 应 用 式 (5. 158 ) 的 一 个 简单 例子 ,考虑 式 (5.99) 的 最 小 相位 系统 函数 。 该 系统 函数 
的 频率 响应 画 在 图 5.25 上 。 将 式 (5.158b) 应 用 于 式 (5.99) 的 及,,,(z) RAF Hul) 系统 是 
H max(z) = (0.9)2(1 一 1.111leji06rz-DG — 1.111107 19-68 zc 一) 


x (1 = 1.2567 "eR Ll) — 1.25e108 2-1) 
及.(z) 的 频率 响应 示 于 图 $.39。 现 在 如 果 这 两 个 系统 级 联 ,那么 根据 式 (3. 158b) 可 得 总 系统 是 
H(z) = H min (z) H max (2) 
它 具 有 线性 相位 。 分 别 将 两 个 系统 的 对 数 幅度 、 相 位 和 群 延迟 函数 相 加 ,就 得 到 该 复合 系统 的 
频率 响应 。 因 此 
2010gi0 |H(e!”)| = 2010819 IH min(e!”)| + 20 logyg |Hmax(ei®)| 


l (5. 159) 
= 40 logo |H min(e!)| 
类 似 地 
ZEeio) = /Hmin(el®) + LHmax(ei®) (5. 160) 
由 式 (5.158b) 就 有 
LH max(e!”) = —wMi— LHmin(el®) (5. 161) 


且 因 此 有 
LH(e)®) = 一 OAM 
EM, =4 2H, (2) WEARS, VARA H&A H (e) Fo Ha (ei) 的 群 延迟 函数 组 
合 后 给 出 
grd| H(e!”)| =M; =4 
A 5.40 给 出 了 复合 系统 频率 响应 的 图 。 应 该 注意 ,这 些 曲线 就 是 图 5.25 和 图 5.39 对 应 特性 的 和 。 
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图 5. 39 具有 与 图 5.25 相同 幅度 的 最 大 相位 系统 的 频率 


响应 。(a) 对 数 幅 度 ;(b) 相 位 ( 主 值 );(c) 群 延迟 


238 离散 时 间 信 号 处 理 (第 三 版 ) 









































60 4 
30- 2 
§ oF 2 0 
-30 片 a 
60 | | | -4 l 1 | 
0 hig bd 3m 27 0 1 T 3m on 
2 z 2 a 2 
> 角 频 率 (o) 。 “ 角 频 率 (w) 
(a) (b) 
8 
6f 
wR 
R 4 
Erd 
ai 
0 4 L L 
0 T T 3T 2n 
2 7 
角 频 率 (w) 
(c) 


图 5.40 最 大 相位 系统 与 最 小 相位 系统 级 联 的 频率 响应 ,得 到 一 个 线 
性 相位 系统 .(a) 对 数 幅 度 ;(b) 相 位 ( 主 值 );(e) 群 延迟 


5.8 小 结 


本 章 建 立 并 研究 了 利用 傅 里 叶 变 换 和 = 变换 方法 来 表示 和 分 析 LTI ABE. Xt LTI 系统 变换 分 
析 的 重要 性 直接 来 自 这 一 结果 : 复 指 数 是 这 类 系统 的 特征 函数 ,并 且 有 关 的 特征 值 就 对 应 于 系统 函 

LTI 系统 中 特别 重要 的 一 类 是 由 线性 常 系数 差分 方程 表征 的 系统 。 由 差分 方程 表征 的 系统 其 
单位 脉冲 响应 可 以 是 无 限 长 的 (HR) ,或 者 是 有 限 长 的 (FIR ) 。 变 换 分 析 对 分 析 这 类 系统 是 特别 有 
效 的 ,因为 傅 里 叶 变换 或 变换 都 把 一 个 差分 方程 转变 为 代数 方程 。 尤 其 是 ,系统 函数 是 多 项 式 之 
比 ,多 项 式 的 系数 就 直接 对 应 于 差分 方程 的 系数 。 这 些 多 项 式 的 根 提供 了 一 种 有 用 的 利用 零 - 极 点 
图 的 系统 表示 方法 。 

LTI 系统 的 频率 响应 常用 幅度 和 相位 或 群 延 迟 来 表征 ,其 中 群 延 迟 是 相位 特性 导数 的 负 值 。 
线性 相位 往往 是 欲 追求 的 频率 响应 特性 ,因为 线性 相位 是 一 种 相当 轻微 的 相位 失真 形式 , 它 只 相当 
于 一 个 位 移 量 。FIR 系统 的 重要 性 部 分 在 于 :对 于 给 定 的 一 组 频率 响应 幅度 指标 , 它 能 很 容易 地 设 
计 成 具有 真正 线性 相位 (或 广义 线性 相位 ) 特 性 。 不 过 ,对 于 一 组 给 定 的 频率 响应 幅度 特性 指标 来 
说 HR 系统 更 为 经 济 有 效 。 有 关 两 者 诸如 此 类 的 折 中 将 在 第 7 章 给 予 详细 的 讨论 。 

虽然 对 于 LTI 系统 其 频率 响应 幅度 和 相位 之 间 一 般 是 独立 的 ,但 对 最 小 相位 系统 而 言 ,幅度 唯一 
地 确定 了 相位 ,而 相位 除了 一 个 幅度 加 权 因 子 外 ,也 唯一 地 确定 了 幅度 特性 。 非 最 小 相位 系统 可 以 用 
最 小 相位 系统 与 全 通 系统 的 级 联 组 合 来 表示 。 侍 里 叶 变 换 幅度 和 相位 之 间 的 关系 将 在 第 12 章 中 详 
细 讨 论 。 
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习题 


基本 题 ( 附 答案 ) 


5.1 如 图 P5.1-1 所 示 ,E(e”) 为 理想 低 通 滤波 器 。 问 对 于 输入 x[z] 和 截止 频率 w, 是 否 有 某 种 选 


择 , 使 得 输出 y[n] 为 如 图 PS. 1-2 所 示 的 序列 , 即 
1. O<a<10 
yln| = te 其 他 








H(e™) 
1 
pa | 1 
H(e*) a: i 
x|n| yn) We o m w ‘5-6 | | 1 
0 


y{n] 


> 
n 


10 
图 P5. 1-1 图 P5. 1-2 
5.2 考虑 一 个 输入 为 xLn] ,输出 为 y[ zj 的 稳定 线性 时 不 变 系统 ,其 输入 .输出 满足 如 下 差分 方程 : 
y[n 一 1 一 W vin] + yia +1] = xin] 
(a) 画 出 在 = 平面 系统 函数 的 零 -极点 图 
(b) 求 单位 脉冲 响应 hln]. 
5.3 考虑 一 个 线性 时 不 变 离散 时 间 系 统 ,其 输入 x[n] 和 输出 y[n] 满 足下 面 的 二 阶 差分 方程 : 
yin — il+ tyin — 2| = xia] 
从 以 下 所 列 函 数 中 选 出 两 种 该 系统 可 能 的 单位 脉冲 响应 函数 : 
(a) | -二 ula et | 
(b) 3"*tul[n4+1]. 
(c) 3( -3)""ul -n-2], 
1 n 
(d) 3( | ul -n-2], 


n+l 


(e) ( -3) ul -n-2], 


(f) (ay u[n+1], 
(g) (-3)"*'uln). 
(h) n'u[ln] 5 
5.4 当 线 性 时 不 变 系统 的 输入 为 
xin] = (4)" ula] + (2)"ul—n — 1] 
其 输出 为 
vin} =6(4)" ulnl—6(3) ulni 
(a) 求 该 系统 的 系统 函数 。 画 出 A(z) AE SESS e i 
(b) 求 对 所 有 n 的 系统 单位 脉冲 响应 AL n] 
(c) 写 出 表征 该 系统 的 差分 方程 ， 
(d) 该 系统 稳定 吗 ” 因 果 吗 ? 
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5.5 考虑 一 个 初始 松弛 的 由 线性 常 系数 差分 方程 描述 的 系统 ,该 系统 的 阶 跃 啊 应 为 


5.6 


5.7 


5.8 


5.9 


yla] = By uln| 二 + {ay uln| 十 ulni] 

(a) 求 差 分 方程 。 
(b) 求 系统 的 单位 脉冲 响应 ， 
Cc) 确定 系统 是 否 稳定 。 
关于 某 一 线性 时 不 变 系统 ,下 面 的 信息 是 已 知 的 : 
© 系统 是 因果 的 ; 
。 当 输 入 为 

xja] = 一 上 (3 ) uln|— $ (2 ul =a 一 1 


时 ,输出 的 z 变换 为 





(a) k x[n] H z: 变换 。 
(b) Y(z) 可 能 的 收敛 域 是 什么 ? 
Ce) 系统 单位 脉冲 响应 有 几 种 可 能 的 选择 ? 
当 线 性 时 不 变 系统 的 输入 为 
xin] = S5u[n] 

时 ,输出 为 

y[n] = [2 ay +3 (=3) Jum 
(a) 求 系统 函数 A(z) mh A(z) 的 零 - 极 点 图 ,并 标 出 收敛 域 。 
(b) 求 对 全 部 nn 值 的 系统 单位 脉冲 响应 。 
(c) 写 出 表征 该 系统 的 差分 方程 。 
有 一 由 下 列 差分 方程 描述 的 因果 线性 时 不 变 系统 : 

yin] = 3yln — 1] + yin — 2] + xIn — 1] 
(a) 求 该 系统 的 系统 函数 A(z) =Y(2)/X(2) mi H) BF i a 
Ch) 求 系统 的 单位 脉冲 响应 。 
Co) 应 该 发 现 该 系统 是 不 稳定 的 , 求 一 个 满足 该 差分 方程 的 稳定 的 ( 非 因 果 ) 单 位 脉冲 响应 。 
考虑 一 个 输入 x[z] 和 输出 y[z] 满 足 

yla — 11- Fyn) + yla + 1] = xin] 
的 线性 时 不 变 系 统 。 该 系统 可 以 是 稳定 的 ,也 可 以 不 稳定 ,可 以 是 因果 的 ,也 可 以 不 是 因果 的 。 
根据 与 该 差分 方程 相 联 系 的 零 -极点 分 布 ,确定 3 种 可 能 的 系统 单位 脉冲 响应 。 证明 每 种 都 满 
是 该 差分 方程 。 具 体 指出 哪 一 种 相应 于 一 个 稳定 的 系统 , 哪 一 种 相应 于 因果 系统 。 
若 一 个 线性 时 不 变 系统 的 系统 函数 H(z) 有 如 图 PS. 10 所 示 的 零 -极点 ,并 且 系 统 是 因果 的 , 间 
wi ABE H(z) ,这 里 H(z)H,(z) =1, 也 可 以 既是 因果 的 又 是 稳定 的 吗 ? 明确 说 明理 由 。 
一 线性 时 不 变 系统 的 系统 函数 有 如 图 P5. 11 所 示 的 零 -极点 图 。 说 明 下 列 说 法 是 对 还 是 错 ， 
或 者 由 已 给 出 的 信息 无 法 确定 。 
(a) 系统 是 稳定 的 。 
(b) 系统 是 因果 的 
(c) 如果 系统 是 因果 的 ,那么 一 定 是 稳定 的 。 
(d) 如 果 系 统 是 稳定 的 ,那么 就 一 定 有 一 个 双边 的 单位 脉冲 响应 。 
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Im 
单位 贺 z 平 面 
Im 











单位 圆 
图 PS. 11 





图 PS. 10 


5.12 有 一 离散 时 间 因 果 LTI 系统 ,其 系统 郧 数 为 
(1 十 0.2z-1( — 92-2) 
(1+ 0.81272) 





A(z) = 


(a) 该 系统 是 稳定 的 吗 ? 
(b) 求 一 个 最 小 相位 系统 H(z) 和 一 个 全 通 系统 H(z) 的 表达 式 ,以 使 得 
A(z) = Hy (2)Aap(2) 


图 P5. 13 示 出 4 种 不 同 的 LIT 系 统 的 零 -极点 图 ,根据 这 些 图 ,说 明 是 否 每 一 系统 都 是 全 通 




















5.13 
Im Hy(z) Im H(z) Im H(z) Im H(z) 
(el O 
X 
1 Re 1 Re 1 Re 
图 P5. 13 


5.14 ”对 下 列 每 个 序列 确定 0 <w <a 内 的 群 延迟 。 


(a) 
| I<n<s 
xl 一 19 一 mn、 S<n<9 
0， ”其 他 
(b) 


| ] In—1| 1 \n| 
aia (A 4) 


5.15 考虑 这 样 一 类 离散 时 间 滤 波 器 ,其 频率 响应 具有 如 下 形式 : 
H(e!”) = |H (eitje Je 
其 中 ,| H(e") | 是 ww 的 实 且 非 负 函 数 ,而 a 是 一 个 实 常数 。 如 5.7.1 节 讨 论 过 的 ,这 类 滤波 器 
称 为 线性 相位 滤波 器 。 
同时 考虑 频率 响应 具有 如 下 形式 的 离散 时 间 滤 波 器 : 
H(ei®) = 4(eiejer 1007+ ip 
其 中 ,4A(e*) 是 w 的 实 函数 ,a 是 一 个 实 常数 ,B 也 是 一 个 实 常 数 。 如 5.7. 2 节 讨 论 过 的 ,这 类 
滤波 器 称 为 广义 线性 相位 ( generalized linear-phase ) 滤波 器 。 
对 于 图 PS. 15 中 的 每 一 个 滤波 器 ,判定 是 否 是 广义 线性 相位 滤波 器 。 若 是 ,那么 求 
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A(e*),a 和 有 ,并 指出 是 否 也 是 线性 相位 滤波 器 . 


hin] 3 








0 n 0 要 n 
(d) (e) 
图 PS. 15 
5.16 ”图 PS. 16 所 示 为 某 一 特定 LTI 系统 频率 响应 的 连续 相 arglH(e™)] 
位 arg[ H(e™ ) | ,其 中 ih 


arg| H(e!)| = 一 ww 

jw| <r Ha 为 一 正 整数 . 
该 系统 的 单位 脉冲 响应 AL nj 是 一 个 因果 序列 吗 ” 如 
果 这 个 系统 肯定 是 因果 的 ,或 肯定 不 是 因果 的 ,请 给 -an |- 
出 证 明 。 如 果 该 系统 的 因果 性 不 能 由 图 PS. 16 确定 ， 
请 给 出 一 个 非 因 果 序 列 和 一 个 因果 序列 ,它们 均 有 上 
述 的 相位 响应 arg[ H(e”*)]。 

5.17 对 下 面 每 一 个 系统 函数 ,判断 是 否 是 最 小 相位 系统 ,并 陈述 理由 。 











图 P5.16 














Hi1(z) = (ry 
aks (14 42-1) (1-47!) 
> (1-327! (14 32-1) 
H3(z) = ad 

l = ġz7!)(1 + 527!) 
Ha (2) ie a: B. 








(1— 42-114 de) 

5.18 ”对 下 面 每 个 系统 函数 f(z) ,给 出 相应 的 最 小 相位 系统 函数 H an (z) ,使 这 两 个 系统 有 相同 
的 频率 响应 幅度 , 即 |H(e*)|= | Haine) | 
(a) 





(b) 
(1 +3z Dll -4 =!) 


H(z) ri (i+ $e) 
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E (1 -3:7 (1 -4,-1) 
(1-4) (1-47!) 


5.19 图 P5.19 所 示 为 若干 不 同 LTI 系统 的 单位 脉冲 响应 RG ET RETT KEER 。 














hfn] 2 92 hn] 
1 1 1 1 
] ] aLi Ta 
2 © > oè * —e 
a0 23 4 5 2 | 012 3 | 
“| -i 
hln] 3 3 haln] 
2 
1 1 1 
3 | 2 4 | 
+ + -二 
=a 0 1 2 4 5 ee ee ELEZ 
-1 -1 ä 





图 P5. 19 





5.20 网 P5.20 Rani LS ATA] Re R AY E A E, EE E, BHI AK GE R AC FT FE 
一 个 由 实 系数 线性 差分 方程 实现 的 广义 线性 相位 系统 。 


Im 














图 PS. 20 


基本 题 


5.21 设 必 [中 为 某 理想 低 通 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 ,该 滤波 器 带 内 增益 为 1, 截止 频率 为 w, = 
T/A4。 如 图 PS. 21 所 示 的 5 个 系统 ,其 中 每 一 个 都 等 效 为 一 种 理想 LTI 频率 选择 性 滤波 器 。 
画 出 每 一 个 系统 的 等 效 响应 ,并 用 w, 标注 出 通 带 边缘 频率 ,并 指出 它们 是 否 属于 低 通 ,高通 、 

5.22 一 个 离散 时 间 序 列 h[nj] 或 一 个 具有 单位 脉冲 响应 h[n] 的 LTI 系统 ,其 许多 性 质 可 以 从 
H(z) 的 零 -极点 图 来 判别 。 本 题 只 关注 因果 系统 。 请 明确 描述 与 以 下 性 质 相对 应 的 z 平 面 
特征 。 
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(-1)" (-1)" 
hipln 
go or 
(b) 
hy, [20 
x[n] yia] 
(c) 
jy) = d Pipl]. n ABR »| A> nn > 
rrr slat A nA vin] xl t| 四 a vin] 
(d) (e) 
|X] P5. 21 
Ca) 实 值 单位 脉冲 响应 
(b) 有 限 长 单位 脉冲 响应 
(ce) h[n] =hL2a-n], EF 2a 为 一 整数 。 
(d) 最 小 相位 
(e) 全 通 ， 
5.23 在 本 习题 的 全 部 过 程 中 ,H(e”) 是 一 个 DT 滤波 器 的 频率 响应 且 在 极 坐 标 下 可 表示 为 


5. 25 


H(e!@) = A(ajel?™) 
其 中 ,4(o) 是 偶 函 数 的 上 且 是 实 值 的 ,g(w) 是 wo 的 连续 奇 函 数 , -7<w<7T, 即 9(w) 就 是 曾 指 
出 的 未 卷 绕 相位 。 回 想 一 下 : 
© 滤波 需 相 关 的 群 延 时 r(w) 定 义 为 


d6(o) 
t(w) = — ， 


dw 
o 一 个 LTI 滤波 器 如 果 是 稳定 因果 的 且 具 有 稳定 因果 的 逆 系 统 , 那 么 该 滤波 器 称 为 最 小 相位 
TE it o 
对 于 下 列 陈 述 ,请 指出 是 正确 的 或 是 错误 的 。 如 果 是 正确 的 ,给 出 清楚 简单 的 证 明 。 如 果 是 
错误 的 ,请 给 出 一 个 简单 的 反例 ,并 清楚 简要 地 说 明 它 为 什么 是 一 个 反例 。 
(a)“ 如 有 果 滤 波 器 是 因果 的 , 它 的 群 延 时 在 |w|<~" 范围 内 的 所 有 频率 上 必定 为 非 负 的 。” 
)“ 如 果 滤 波 器 的 群 延 时 在 |w| < m 上 为 正 的 恒定 整数 ,那么 滤波 器 必定 是 一 个 简单 的 整 


(e)“ 如 果 滤波 器 是 最 小 相位 且 所 有 的 零 . 极 点 都 位 于 实 轴 上 ,那么 | r(o)dw = 0." 


一 个 系统 函数 为 H(z) 的 稳定 系统 具有 如 图 PS. 24 所 示 的 零 - 极 点 图 。 它 可 以 被 描述 为 一 个 稳 
定 的 最 小 相位 系统 H nin (z) 和 一 个 稳定 的 全 通 系统 (2) 的 级 联 形式 。 





lw| <1 








选取 Hii,(z) 和 H(z) (44m — SRE) 并 画 出 它们 相应 的 零 -极点 图 。 请 指出 你 的 这 种 
分 解 是 否 是 唯一 的 ,尺度 因子 除外 。 


(a) BU eisai. Al n | BS SHAR (ER IEE a ALA EA, BIE EN w, = rm/4, 通 带 
益 为 1, 阻 带 增益 为 0。[E(e") 如 图 PS. 21 所 示 ] 请 画 出 ( -1)"h[n] 的 离散 时 间 傅 里 
"Hei 
(b) 一 个 具有 单位 脉冲 响应 g[n] 的 复 值 滤波 器 的 零 -极点 图 如 图 P5.25 所 示 。 请 画 出 
C-1) go 的 零 -极点 图 。 如 果 所 提供 的 信息 不 充分 ,请 解释 为 什么 
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Im 
Im fo) 
Re 
x 1 
mr i 

图 P5.24 H(z) 的 零 - 极 点 图 图 P5. 25 
5.26 考虑 一 个 离散 时 间 LTI 系统 ,其 频率 响应 H(e”) 被 描述 为 
H(e!”) =-j, O<w<nrx 
He!’)=j, -t<a<0 


(a) ABE hl nj 的 单位 脉冲 响应 是 实 值 的 吗 ”( 即 是 否 对 于 所 有 的 n 都 有 hln|=h*[n],) 
(b) 计算 下 式 : 
> Ihln? 


) 求 系统 对 于 输入 x[nj] =s[Lnjeos(wn) 的 响应 ,其 中 ,0 <w, <7/2, 且 当 w/3= lw|=<7 
时 ,SCe") =0。 
5.27 用 一 个 单位 增益 全 通 LTI 系统 ,其 频率 响应 为 w = He) , 且 在 频率 w=0.3T 处 具有 4 个 样本 
的 群 延 时 ,来 处 理 信号 *[n] = cos(0.3mn) 以 得 到 输出 y[n]。 还 知道 LH(e**”)=9 上 且 
ZH(e"") = -9。 从 如 下 结果 中 选择 最 准确 的 陈述 。 


(a) y[n] =cos(0. 3mn +8). 
(b) yl n] =cos(0.3m(n-4) +4). 
(c) yLn] =cos(0.37m(n-4-0)). 


(d) y[n] =cos(0.3m(n-4)), 
(e) y[n] =cos(0.3m(n-4+6)). 
5. 28 一 个 因果 LTI 系统 具有 系统 函数 
(1 —el® 32-1) —e7it/3z71) + 1.176527!) 
a — 0.9e}1/3z-1)(1 — 0.9e7 i*/32-!) 1 + 0.85271) 
(a) 请 写 出 该 系统 输入 x[z] 和 输出 y[z] 满 足 的 差分 方程 。 
(b) 画 出 系统 也 数 的 零 - 极 点 图 并 指出 收敛 域 。 
Cc) mi | Ae") | 并 加 以 详细 标注 。 利 用 零 .极点 位 置 解释 频率 响应 曲线 形状 。 
(d) 请 陈述 如 下 关于 系统 的 描述 是 正确 的 还 是 错误 的 : 
(i) 系统 是 稳定 的 。 
Gi) 对 于 较 大 的 4 值 ,单位 脉冲 响应 趋 近 于 一 个 非 零 常数 。 
Citi) 因为 系统 函数 在 角度 1/3 处 有 一 个 极点 ,因此 频率 响应 幅度 在 w = m7/3 附近 有 一 个 
峰值 。 
Civ) 系统 为 最 小 相位 系统 。 
(v) 系统 具有 因果 稳定 的 逆 系 统 。 
5. 29 考虑 一 个 LTI 系统 与 其 逆 系 统 的 级 联 ,如 图 PS. 29 所 示 。 





H(z) = 
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5. 30 


5.31 


图 P5. 29 


第 一 个 系统 的 单位 脉冲 响应 为 hln] =6L nj +26, n-1). 

(a) 求 h[n|j 的 一 个 稳定 逆 系 统 h[n | 的 单位 脉冲 响应 。 该 道 系统 是 因果 的 吗 ? 

(b) 现在 考虑 更 一 般 的 情况 hin|] =65Ln]+a6[n 一 1]。 问 a 满足 什么 条 件 时 ,存在 一 个 逆 系 
统 既 是 稳定 的 又 是 因果 的 ? 

对 下 列 各 种 陈述 ,说明 其 是 否 总 是 正确 的 ,或 是 错误 的 。 请 证 明 你 的 答案 

(a)“ 一 个 由 两 个 最 小 相位 系统 级 联 构成 的 LTI 离散 时 间 系 统 也 是 最 小 相位 系统 .” 

(b) “一 个 由 两 个 最 小 相位 系统 并 联 构成 的 LTI 离散 时 间 系 统 也 是 最 小 相位 系统 .” 





万 (z) i lz| 
z) 一 z|>r 
1 — (2r coswy)z7! +r?z7? 





首先 假定 w #0, 
(a) 画 出 一 张 带 标注 的 零 -极点 图 ,并 求 Aln]. 
(b) 当 w=0 时 , 重 做 (a)。 这 就 是 所 谓 的 临界 衰减 系统 。 


深入 题 


5. 32 


5.33 


5. 34 





假设 一 个 因果 LTI 系统 具有 长 度 为 6 的 单位 脉冲 响应 ,如 图 PS. 32 所 示 , 其 中 © 为 一 个 实 值 党 
数 ( 正 的 或 负 的 )， 0.75 
以 下 陈述 哪个 是 正确 的 : re i | 
(a) 该 系统 必定 是 最 小 相位 系统 ， | ? 2 1 AN 
(b) 该 系统 不 可 能 是 最 小 相位 系统 。 和 ae 
(e) 该 系统 可 能 是 也 可 能 不 是 最 小 相位 系统 ,取决 
F c 的 取 值 。 I 
请 证 明 你 的 回答 。 图 P5. 32 


H(z) 是 一 个 稳定 LTI 系统 的 系统 函数 ,其 表达 式 为 
(1 = 227!) — 0.7527!) 
z—-'(1 —0.5z-1) 
(a) H(z) 可 以 表示 成 一 个 最 小 相位 系统 H gins (2) 和 一 个 单位 增益 全 通 系 统 H p (=) 的 级 联 形 
式 , 即 


A(z) = 





A(z) = Amini (<) Hap (2) 
请 选择 Hun (2) 和 HL, (2) ,并 指出 它们 是 否 是 唯一 的 ,尺度 因子 除外 。 
(b) H(z) 可 以 表示 成 一 个 最 小 相位 系统 Hs(z) 和 一 个 广义 线性 相位 FIR 系统 H,, (2) 的 级 
联 , 即 
H(z) = Amin2 (@) Mp (2) 
请 选择 Ao (2) AA, (2) ,并 指出 它们 是 否 是 唯一 的 ,包括 尺度 因子 在 内 。 
一 个 输入 为 xLn] ,输出 为 并 四 的 离散 时 间 LTI 系统 ,具有 如 图 PS. 34-1 所 示 的 频率 响应 幅度 
和 群 延 时 函数 。 图 P5.34-1 中 还 给 出 了 信号 x[ nj], 它 是 三 个 窄带 冲 激 的 和 。 具 体 地 ， 
图 PS. 34-1 包 含 如 下 图 形 : 





5. 35 


5. 36 


第 5 章 线性 时 不 变 系 统 的 变换 分 析 247 


e x[n]; 

o |X(e”) |, — RETA x[n ] A BY 2 et ; 
e 系统 的 频率 响应 幅度 曲线 ; 

o ASMA HEAT Hy ZK o 


输入 信号 x[n] 
5 T T | 


















-5 1 1 上 上 上 1 1 L 
70 100 200 300 400 500 600 700 800 900 
n (样本 数 ) 
输入 x[m] 的 傅 里 叶 变 换 

100 TJ T T T T T 

80 + J 
T eot J 
è 
>’ 40H J 

20 Ł J 








0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 05 
归 一 化 频率 (w) 
滤波 器 4 的 频率 响应 幅度 

















L 1 4 L 上 L 
9 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1 
归 一 化 频率 (w) 
滤波 器 4 的 群 延 时 
80 TT T T Vr ey 











grd( 样 本 数 ) 





0 0.1 02 0.3 


04 05 06 07 .08 09 1 
归 一 化 频率 (w) 


图 P5.34-1 输入 信号 及 滤波 器 频率 响应 


图 PS. 34-2 给 出 了 4 个 可 能 的 输出 信号 ,yi[z i=1,2,…,4。 求 当 输入 为 xL nj] 时 哪个 输出 
信号 为 系统 的 输出 ,并 陈述 理由 。 

假设 一 个 离散 时 间 滤 波 器 具有 群 延 时 r(w)。 条 件 r(w) >0, -m <w sa 是 否 暗 示 滤 波 嚣 必 
然 是 因果 的 ?明确 说 明 你 的 理由 。 

考虑 一 个 稳定 的 LTI 系统 ,其 系统 函数 为 








1 十 4z 一 2 
HA 1 —1,-1 — 3,-2 
qz RZ 


系统 函数 H(z) 可 以 被 因 式 分 解 为 如 下 形式 : 
H(z) = Hmin(z) Hap (z) 
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其 中 ,H,,,(z) 是 最 小 相位 系统 且 H,,(z) 是 一 个 全 通 系统 , 即 
|Hap(e!”)| =1 

wifi Hy H (2) 和,(z) 的 零 - 极 点 图 。 标 出 所 有 极点 和 零点 的 位 置 ,同时 请 指出 及 ,,(z) 和 

H(z) 的 收敛 域 。 


S c} T T T 一 一 T == 








可 能 的 输出 yi 
| 














35 1 1 1 
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 
5 T T T T T T r,s ka 
= 
A 
RE 
go 
= 
au 
{ir 
ie 
-5 ss L 1 L 1 1 4 1 
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 
$y T T T TF T- aF DEANT ms 





可 能 的 输出 六 四 ] 


—— 


上 4 上 4 1 
“0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 




















5 T 一 T T T T T = 
= 
= 
五 
E 0 二 ww- 
2 
m 
ie 

ee 1. 1 — O i 

0 100 200 300 400,500 600 700 800 900 
n( 样 本数) 


图 PS. 34-2 ”可 能 的 输出 信号 


5.37 一 个 LTI 系统 具有 广义 线性 相位 且 系 统 函 数 为 H(z) =a+bz "+cz”。 单 位 脉冲 响应 具有 单 
位 能 量 ,a=0 H H(e™) =H(e®) =0. 
(a) 求 单位 脉冲 响应 h[ nj]。 
(b) 画 出 | 有 Ce” ) |. 

5.38 H(z) 是 一 个 稳定 LT] 系统 的 系统 函数 ,表达 式 为 


(一 9z-2)(1 442-1) 
H(z) = 3 





1 一 feo! 
(a) H(z) 可 以 表示 为 一 个 最 小 相位 系统 H ain (2) 和 一 个 单位 增益 全 通 系 统 H(z) 的 级 联 形 
sh ,请 选择 H(z) AH, (2) ,并 指出 它们 是 否 是 唯一 的 ,包括 尺度 因子 在 内 。 


5. 40 


5. 41 


5. 42 


5. 43 
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(b) 最 小 相位 系统 凡 ,(z) 是 否 为 一 个 FIR 系统 ?请 解释 。 

Ce) 最 小 相位 系统 H u (2) 是否 为 一 个 广义 线性 相位 系统 ? 如 果 不 是 ,H(z) 是 否 可 以 表示 为 
一 个 广义 线性 相位 系统 Hi, (2) 和 一 个 全 通 系 统 A (2) 的 级 联 形式 ? 如 果 可 以 , 求 
Hi,(z) 和 Hs(z)。 如 有 果 不 可 以 ,请 解释 为 什么 这 种 表示 形式 不 存在 。 


H(z) 是 一 个 稳定 LTT 系统 的 传递 郴 数 , 表 达 式 为 


= 


A(z) = uz—1/3) 

(a) 系统 是 因果 的 吗 ? Hi ah PR AS A EY) BE Eh 

(b) H(z) 也 可 以 表示 为 H(z) =H, (2) Hp (2), EP, H 是 最 小 相位 系统 是 Hi, (z) 是 一 
个 广义 线性 相位 系统 。 请 选择 H(z) 和 Hi,(z)。 

系统 S, 具有 实 的 单位 脉冲 响应 h, | n] 和 实 值 频率 啊 应 历 (e”) 

(a) 单位 脉冲 响应 六 [za 是 否 具有 任何 对 称 性 ?请 解释 ， 

(b) 系统 $, 是 一 个 与 系统 S, 具有 相同 幅度 响应 的 线性 相位 系统 。 请 问 系 统 S, 的 单位 脉冲 
响应 h[nj| 与 hi[nj] 的 关系 为 何 ? 

(e) 一 个 因果 TIR 滤波 器 是 否 具有 线性 相位 ? 请 解释 。 如 果 回 答 是 肯定 的 ,请 列举 一 个 例子 。 

花 虑 一 个 离散 时 间 LTI 滤波 器 ， hinj] 仪 在 5 个 连续 时 间 样 本 点 上 为 非 零 , 滤 

波 器 的 频率 响应 为 Ce") 。 x[n| 和 ylLnj 分 别 表示 滤波 器 的 输入 和 输出 。 
此 外 ,还 知道 如 ESF RAO , 


(i) | H(e!) dw = 4n. 


(ii) 存在 信号 al nj , 它 具 有 一 个 实 的 且 偶 的 DTFT A(e™) ,表达 式 如 下 : 
Alei?) = H(ei®)ei2e 

(iii) Ale”) =8 H. Ale") =12, 
请 完整 地 指出 单位 脉冲 响应 hln], 即 指出 在 具有 非 零 值 的 时 刻 上 的 单位 脉冲 响应 的 取 值 。 
画 出 Ala] ,并 详细 而 准确 地 标注 其 显著 特征 
一 个 有 界 输入 有 界 输出 的 稳定 离散 时 间 LTI Im 
系统 ,其 单位 脉冲 响应 h[n] 对 应 于 一 个 有 理 
AG AM H(z), 系 统 函 数 的 零 -极点 图 如 
图 P5. 42 所 示 。 





另外 ,已 知 > (-1)"h[n] =-1。 3 1⁄2 5 
fa SR A(z) 及 其 收敛 域 。 
) 考虑 一 个 具有 单位 脉冲 响应 g[n] = 
hln+tno|] 的 新 系统 ,其 中 ,为 一 个 整数 。 TA 
已 知 C(z) | 9 =0 HlimG(z) < © Kn, 
和 &[0] 的 值 。 
Co) 一 个 新 系统 的 单位 脉冲 响应 为 f[n] =h[n]*h[ -n]。 求 F(z) 及 其 收敛 域 
(d) 是 否 存在 一 个 右边 信号 eln] WE eln] *h[n] =u[n]? 其 中 w[n] 为 单位 阶 跃 序列 。 如 
果 存 在 ,el nj] 是 因果 的 吗 ? 
考虑 一 个 具有 如 下 系统 函数 的 LTI 系统 : 
z 一 2(1 — 2z!) 1 


H(z) + jel 
2(1 — 4271) 2 
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(a) H(z) 是 一 个 全 通 系 统 吗 ? 请 解释 。 
(b) 该 系统 可 以 用 3 个 系统 及,,(z) ,H(z) 和 有 ,(z) 的 级 联结 构 来 实现 ,它们 分 别 表示 最 小 
相位 .最 大 相位 和 整数 时 移 系 统 。 求 3 个 系统 对 应 的 单位 脉冲 响应 hi, [nj Anas Le | A 
hln], 
5. 44 4 个 线性 相位 FIR 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 分 别 为 hh [nj,h[nj,h[n] 和 为 [n]。 男 外 ,与 这 
些 单位 脉冲 响应 潜在 对 应 的 4 个 幅度 响应 图 形 A,B,C AI D 如 图 PS. 44 所 示 。 对 于 每 个 单位 
脉冲 响应 [nj ,i=1,…,4, 请 指出 4 个 幅度 响应 图 形 中 ,如 果 存 在 , 哪 一 个 与 其 相对 应 。 如 
果 没 有 幅度 响应 图 形 与 给 定 的 h[n] 相 匹配 ,请 以 “无 "作为 对 h[nj] 的 回答 。 
hy|n| = 0.551n| + 0.751n — 1] + 0.5651n — 2] 





hg|n| = 1.55[n| + d[n — 1] + d[n — 2] + 1.5d[n — 31 
haln| = —0.Sd5[n| — d[n — 1] + d[n — 3] + 0.55[n — 4] 
haln| = —d[n| + 0.55[n — 1] — 0.58[n — 2] + 8[n — 3] 
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频率 (w/r) 频率 (w/r) 
(c) (d) 
图 PS. 44 


5.45 图 PS.45 给 出 了 6 个 不 同 的 因果 LTI 系统 的 零 -极点 图 。 
请 回答 下 面 几 个 问题 ,它们 与 具有 以 上 零 - 极 点 图 的 系统 有 关 。 对 每 个 问题 ,也 可 以 用 “无 "或 
“全 部 "作答 。 
(a) 哪些 系统 是 IIR 系统 ? 
(b) 哪些 系统 是 FIR 系统 ? 
(c) 哪些 系统 是 稳定 的 系统 ? 
(d) 哪些 系统 是 最 小 相位 系统 ? 
(e) 哪些 系统 是 广义 线性 相位 系统 ? 
(f) 哪些 系统 满足 对 于 全 部 w 有 |H(e”*) | = 常数 ? 





5. 46 


5. 47 
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0.5 o i y 
一 2 -1 0 
图 PS. 45 
(g) 哪些 系统 具有 稳定 的 且 因 果 的 逆 系 统 ? 


(h) 哪些 系统 具有 最 短 的 ( 非 零 样本 数 最 少 ) 单 位 脉冲 响应 ? 

Ci) 哪些 系统 具有 低 通 频率 响应 ? 

G) 哪些 系统 具有 最 小 群 延迟 ? 

假设 图 PS. 46 所 示 的 级 联结 构 中 的 两 个 线性 系统 是 线性 相位 FIR 滤波 器 。 设 五 (z) 的 阶 数 为 
M, ,H,(z) 的 阶 数 为 M,。 假 设 两 个 系统 的 频率 响应 形式 为 H, (e) =A (e) e OAH, (e) 
=j4,(e*)e 1"? HEP M, 为 偶 整 数 ,M 为 奇 整数 。 

(a) 求 整 个 频率 响应 He") 

(b) 求 整个 系统 单位 脉冲 响应 的 长 度 。 
(c) 求 整个 系统 的 群 延迟 。 






x[n] 


(d) 整个 系统 是 否 是 了 型 、 卫 型 .于 型 或 NN 型 广 Bl PS. 46 
义 线性 相位 系统 ? 


一 个 线性 相位 FIR 系统 具有 实 单位 脉冲 响应 h[n], 且 已 知 它 的 :变换 具有 如 下 形式 : 
H(z) = (1— acl)(l —e® 22-1) — bz!) — 0.5274) — ez!) 
其 中 ,a,b 和 c 是 所 要 寻找 的 H(z) 的 零点 。 还 知道 w=0 时 H(e*) =0。 结合 该 信息 与 线性 相 
位 系统 性 质 的 有 关 知 识 ,足以 完全 确定 系统 函数 (进而 得 到 单位 脉冲 响应 ) 以 及 回答 以 下 
问题 : 
(a) 求 单 位 脉冲 响应 的 长 度 ( 即 非 零 样本 的 数量 ) 。 
(b) 该 系统 是 一 个 工 型 TAY, . 亚 型 或 型 系统 吗 ? 
(c) 求 系统 的 群 延 迟 ,用 样本 数 表 示 。 
(d) 求 未 知 的 零点 a,b File. (标注 是 任意 的 ,但 可 以 找到 3 个 以 上 的 零点 。) 
Ce) 求 单位 脉冲 响应 的 值 ,并 画 出 它 的 条 杆 图 。 
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5. 48 一 个 因果 线性 时 不 变 系统 的 系统 函数 有 如 图 P5. 48 所 示 的 零 -极点 图 。 同 时 已 知 当 z=1 时 ,三 





(z) = 
(a) 2 H(z) 一 阶 零点 sm Emi 
(b) 求 系统 的 单位 脉冲 响应 hln] 。 、 2 
Ce) 求 在 下 列 输入 时 的 系统 响应 : 1 1 Re 
(i) «in| =uln] -Fuln-1]. 
图 P5. 48 


(ii) 经 采样 如 下 连续 时 间 信 号 得 到 的 序列 x[ n] 
x(t) 一 S0 十 10cos20t 十 30cos40Tcr 


采样 频率 为 Q. =2T(40) rad/s, 
5. 49 已 知 一 个 线性 时 不 变 系统 的 系统 函数 为 


H(z) = 


21 


(1 一 5271) (1—2z-!y(1 — 42-1) 
已 知 系统 是 不 稳定 的 , 且 单 位 脉冲 响应 是 双边 的 。 
(a) 求 系统 的 单位 脉冲 响应 Aln] 。 
(b) 由 (a) 求 得 的 单位 脉冲 响应 可 以 分 别 表 示 为 因果 和 反 因 果 的 单位 脉冲 响应 h, | a] 和 
[nj 之 和 , 求 相应 的 系统 函数 H(z) 和 于 (z)。 
5.50 某 一 稳定 的 LTI 系统 的 傅 里 时 变换 是 纯 实 数 且 如 
图 PS. 50 所 示 。 问 该 系统 是 否 有 一 个 稳定 的 逆 系 统 ? 














5.51 一 个 因果 的 LTI 系统 ,其 系统 函数 为 
L= le T mg? 927! i 
Hz) = ( fie Re) 
(1— zI + 0.7jz tt —0.7j27) 


图 P5. 50 
(a) 写 出 满足 系统 输入 /输出 关系 的 差分 方程 。 


(b) 画 出 零 -极点 图 ,并 指出 该 系统 函数 的 收敛 域 。 

(ce) miih | HC) |, 

(d) 关于 系统 ,下 列 说 法 是 否 正确 : 
(i) 系统 是 稳定 的 。 
Gi) 对 于 大 的 ,单位 脉冲 响应 趋 于 某 一 常数 。 
(ii) 频率 响应 幅度 在 近似 w = + 上/4 处 有 一 峰值 。 
(iv) 系统 有 稳定 和 因果 的 逆 系 统 。 

5. 52 ”考虑 一 个 具有 如 下 = 变换 的 因果 序列 x[z 





X(z) = 


a HMR, axl nj 才 是 一 个 实 的 最 小 相位 序列 ? 
5.53 考虑 一 线性 时 不 变 系 统 , 其 系统 函数 为 
H(z) = (1 — 0.9¢ 10-6 2-1 )¢1 — 9.92 50-62-14 一 1.2Seji08rz-D( — 1. 25¢- 10-8" 2-1) 

(a) 求 出 全 部 因果 系统 函数 ,它们 都 具有 与 H(z) 相同 的 频率 响应 幅度 ,并 且 它们 的 单位 脉冲 
响应 都 是 实 值 的 ,与 HC) KYK a RA A EE CRRA 4 BE AS E EX EY A ER 
数 ) 。 直 接 确认 哪 一 个 是 最 小 相位 的 , 哪 一 个 是 最 大 相位 的 (可 包括 某 个 延迟 ) 。 

(b) 求 出 (a) 中 这 些 系统 函数 的 单位 脉冲 响应 

(c) 对 (b) 中 的 每 一 序列 ,计算 并 面 出 0<n<5 时 的 
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i 
E[nal= 5 (himi)? 


m=0 
指出 哪个 图 对 应 于 最 小 相位 系统 。 
5.54 图 P5.54 示 出 8 个 不 同 的 有 限 长 序列 。 每 个 序列 的 长 度 都 为 4 点 。8 种 序列 的 傅 里 叶 变换 的 
幅度 都 是 一 样 的 。 这 些 序列 中 哪 一 个 的 z 变换 的 全 部 零点 是 在 单位 圆 内 ? 


20.33 








17.67 59 93 
| 2.67 §.33 9.67 13.33 = 
i : ° i i ji = I + 1 3 
6.67 i i d | -3.33 ” 133 ! | 3 n 2 
g E -10.67 
-15.33 -18.67 -20.67 11.33 ( 
i (b) © (a) 
区 13.33 21.33 3035 
5.33 “a 9.67 
1.67 2.67 
2 1 。 iif 3 si ke ; 
1 l n 2 F n l 1 3 f 2 5 z 
-1.33 p- p 
i -20.67 “ARGH th 38 bs 
(e) (f) 四 w 
图 P5. 54 


5.55 如 图 PS. 55 所 示 的 每 一 个 零 -极点 图 ,连同 给 出 的 收敛 域 一 起 ,描述 了 系统 函数 为 H(z) 的 一 个 
线性 时 不 变 系 统 。 在 每 种 情况 下 ,试问 下 述说 法 中 哪 一 个 是 对 的 。 用 一 种 简单 明了 的 陈述 或 
一 个 相反 的 例子 说 明 你 的 回答 是 正确 的 。 
(a) 系统 有 零 相位 或 广义 线性 相位 。 
(b) 系统 有 稳定 的 道 系统 H(z) 。 

















Im Im 
单位 加 zem 单位 加 = 平面 
o 
m tt a 
9 2 
ROC: Izl < ROC: lz| > 5 
(b) 
Im 





Afo z 平 面 











Re 














(d) 
图 P5. 55 
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5.56 假设 D/C 和 C/D 转换 器 是 理想 的 ,图 PS. 56 所 示 的 总 系统 是 一 个 具有 频率 响应 为 H(e”) . 单 
位 脉冲 响应 为 h[n] 的 离散 时 间 LTI ABE. 








(a) H(e”) 可 以 表示 为 


H(ei®)= A(ej®)eipto) 
其 中 ,4(e” ) 为 实 的 , 求 出 并 画 出 4(e") 和 中 wo) ,|o|<Ts 
(b) 对 下 列 a, MH Aln]: 


(i) a=3, 
本 1 
(ii) a=3 ze 
wee 1 
(iii) a=3 4° 
(c) 考虑 一 离散 时 间 LTI 系统 ,其 
H(e!®) = A (el®)el®®, lw| <n 
其 中 ,4(e”) 为 实 的 ,在 下 列 a 情况 下 ,关于 有 [nj 的 对 称 性 能 说 些 什 么 ? 
(i) a= 整数。 
(ii) a=M/2, M 为 奇 整数 。 
(iit) 一 般 as 
5.57 考虑 一 类 FIR 滤波 器 , 它 具有 :h[n] 为 实 的 , 当 n<0 Fn > M if Al n] =0, 且 有 下 列 对 称 性 质 
Zi 


对 称 : hln]=A[M-n] 
反对 称 : hln]=-h[M-n] 
该 类 滤波 器 全 部 都 具有 广义 线性 相位 ,也 即 有 如 下 形式 的 频率 响应 : 
H(e}®) = A(ei®)e Jeet iB 
其 中 ,4(e”) 是 w 的 实 函数 ,a 是 实 常数 ,B 也 是 实 常数 。 
对 于 下 列表 格 ,证 明 4(e*) 具 有 所 指出 的 形式 ,并 求 出 a 和 8B 的 值 。 


类 型 对 称 性 滤波 器 长 度 (M +1) A(e” ) 的 形式 
M/2 
对 称 > a|n|coswn 


n=0 





(M+1)/2 
D b[n| cos win — 1/2) 


n=1 
M/2 


5 cin} sin wn 


n=l 
(M+1)/2 
>》 d|n|sin win — 1/2) 


n=1 
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5. 58 


5. 60 


5. 61 


5. 62 


下 面 是 几 个 有 用 的 建议 : 
e 对 于 了 类 滤波 器 ,首先 证 明 He”) 可 写 为 
(M—2)/2 (M —2)/2 
H(ei®) = 5y hin je jen +4 >, h[M 一 nJe iol! =n] + h[M/2]e— 1M /2) 
n=0 n=0 


©) FM SEE BEY SBT ATE BER AOL TL SS AER BR AE EAE A A E EP — 
项 外 。 
。 对 于 卫 类 滤波 器 ,首先 写 出 HC) 


(M—1)/2 (M—1)/2 
H(el®)= y h|[nje 10" + > hIM 一 nle—iolM—nl 
n=0 n=0 


然后 从 两 和 式 中 提出 公共 因子 e 0" 
e 对 于 类 滤波 器 的 分 析 非 常 类 似 于 对 下 类 滤波 器 所 做 的 处 理 过 程 。 
S hyla JX FIR 广义 线性 相位 低 通 滤波 需 的 单位 脉冲 响应 。FIR 广义 线性 相位 高 通 滤波 带 的 
单位 脉冲 响应 加,[n] 可 以 用 如 下 变换 得 到 : 
hnplnl= (= D” Aptal 
如 果 决 定 用 这 种 变换 来 设计 高 通 滤波 顺 , 并 希望 所 求 得 的 高 通 滤波 器 是 对 称 的 ,那么 4 种 类 
型 广义 线性 相位 FIR 滤波 需 中 的 哪 一 些 可 以 用 于 该 高 通 滤波 器 的 设计 ? 答案 应 当 考 虑 全 部 
可 能 的 类 型 。 
(a) 某 一 具体 的 最 小 相位 系统 其 系统 函数 H wia (z) 有 
H min) Hap) = Hlin) 
这 里 ,有 H,,(z) 是 全 通 系 统 限 数 ,Hi,(z) 是 因果 广义 线性 相位 系统 。 关 于 A, (2) 的 极点 和 
零点 ,这 个 式 子 告诉 你 什么 ? 
(b) 一 个 广义 线性 相位 FIR 系统 其 单位 脉冲 响应 为 实 值 , 且 对 n<0 Al nS8, A hln] =0 和 
h[n]= -hl7--nj]。 该 系统 的 系统 函数 在 z=0.8e” 处 有 一 零点 , 男 一 零点 在 z= -2 
Mb, E] H(z) AA? 
本 题 关 心 的 是 具有 实 值 单位 脉冲 响应 AL nj] 的 离散 时 间 滤 波 嚣 。 试 判断 下 列 说 法 是 否 正 确 :如 果 
该 滤波 带 的 群 延 迟 是 一 个 常数 (0 <w < ar) ,那么 单位 脉冲 响应 一 定 具 有 下 面 两 种 对 称 性 之 一 : 
h{[n| =h|M — al 





hin] = —h|M —n| 
这 里 M 为 整数 
如 果 说 法 是 对 的 ,请 说 明 为 什么 对 ;如 果 是 错 的 ,请 给 出 一 个 反例 。 
系统 函数 有 (z) 代 表 一 个 [类 FIR 广义 线性 相位 系统 ,其 单位 脉冲 响应 为 hh[n]。 这 个 系统 与 一 
个 系统 函数 为 (1 -z“) 的 LTI 系统 级 联 得 到 第 三 个 系统 ,其 系统 函数 为 (z) ,单位 脉冲 响应 为 
Alin jo 证 明 : 整 个 系统 是 一 个 广义 线性 相位 系统 ,并 确定 它 是 属于 何 种 类 型 的 线性 相位 系统 。 
WS, 为 一 因果 稳定 的 LII 系统 ,其 单位 脉冲 响应 为 h [n], REA H, e)s YTRA 
S HARA slnl 和 输出 xf 人 满足 如 下 差分 方程 : 
ylal— yla — il+ iyin = 2| = xin] 
(a) @— LTI 系统 S, 有 频率 响应 H, (e”) =H,- e) Fae S, 是 否 为 低 通 滤波 器 , 带 通 滤 波 
占 或 高 通 滤波 器 ?陈述 理由 

(b) BES, 为 一 因果 LTI 系统 ,其 频率 响应 H Ce!” ) 具有 特性 

H3(e}®)H \(e}”) =1 


256 离散 时 间 信 号 处 理 (第 三 版 ) 





S, 是 最 小 相位 滤波 器 吗 ? S, 可 以 分 属 为 具有 广义 线性 相位 的 4 种 类 型 的 FIR 滤波 名 之 
一 吗 ? 陈述 理由 。 

(e) 设 5, 为 一 稳定 但 非 因果 的 LTI 系统 ,其 频率 响应 为 He”), HAA slal Ah yin] i 
足 如 下 差分 方程 : 

yla] + ay yin — 1] +@zyin — 2] = oxin] 

AF a,, a, AB, 都 是 实 的 非 零 常数 。 给 出 一 个 a 值 ,一 个 a, 值 和 一 个 Bo 值 , 使 得 
|H, Ce) | = |H Ce") | 

(d) BES, 为 一 FIR YE Be kk, PER fiz k rh Dy hy |e ] ,其 频率 响应 H, (ew) 对 某 个 DTFT 
A(e”) RAPER H, (e) = |A(e™”) |? (BIS, 是 一 零 相 位 滤波 器 )。 求 h.[n] 使 得 hs[n]* 
h [n] Æ FAR FIR 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 。 


扩充 题 
5. 63 在 图 PS. 63-1 所 示 的 系统 中 ,假定 输入 x[n] 可 以 表示 为 


xin] = slnlcos(won) 
同时 假设 s[n] 是 低 通 且 带 宽 为 相当 窄 的 信号 , 即 SC) =0, ol >A, xt yi] 
A 非 常 小 且 A << w, VAM Xe") METE w = +0, MERER S 
(a) Æ |H(e")|=1, LH(e*) 如 图 P5.63-2 所 示 , 证 明 y[n]=s[n] 
cos( wn — py)» 
(b) 车 1H(e*)|=1,LH(e*) 如 图 P5. 63-3 所 示 , 证 明 y[n] 可 以 表示 为 
yla] = s[n — nylcos(won — po — wong) 
同时 证 明 y[n] 也 能 等 效 地 表示 为 
yln| = sin — naglcos(won — $1) 


式 中 , -中 , fe H( e") FE w = w, 时 的 相位 。 


图 P5. 63-1 


ZH(e!) 











图 P5. 63-2 图 P5. 63-3 
(c) H(e”) 的 群 延迟 定义 为 
Ter (tw) = -L arg] H(e!”)| 
而 相位 延迟 定义 为 7,(w) = - (1/0) LH( e), 假设 1H(e”*) | 在 x[n] 的 带 内 为 1。 根 
据 本 题 (a) Ab) 的 结果 ,并 在 x[z] 是 罕 带 的 假设 下 ,证 明 :如果 r, Co) 和 Ty (Wy) A 
都 是 整数 ,那么 
yln| = s[n 一 Tgr (wg) | cos{woln 一 tph (oo) It 
这 就 表明 ,对 于 窄带 信号 x[ nj] 而 言 ,和 H(e*) 对 x[n] 的 包 络 s[n] 造 成 的 延迟 是 7 (wu ) , 
对 载波 coswon 的 延迟 是 rw(oo ) 。 
(d) 参照 4.5 节 有 关 序 列 非 整 数 延迟 的 讨论 ,如 何 解释 当 7, (wo) 或 7 (w) (或 两 者 ) 不 是 整 
数 时 群 延迟 和 相位 延迟 的 效果 ? 
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5.64 序列 y[n] 是 一 个 LTI 系统 在 输入 为 x[n] 时 的 输出 ,x[n] 为 零 均 值 的 白 噪声 。 系 统 由 如 下 差 
分 方程 描述 : 


N 


M 
yin] = > a y[n 一 人 ] + bpx[n — k]. by = 1 
k=l k=0 


(a) AFA KPA o, [n] ER p, (2) ETA? 

有 时 关心 的 是 要 用 一 个 线性 滤波 器 来 处 理 y[m] DA BE AA HE TR UK AE 4 HT ACA yin 1] 时 ， 
输出 的 功率 谱 是 平坦 的 。 这 一 过 程 称 为 yL nj 的“ 白化” ,而 完成 这 个 任务 的 线性 滤波 器 被 称 
为 信号 y[ nj 的 “白化 滤波 带 ”。 假 设 已 知 自 相 关 函 数 4$,[n] 和 它 的 z 变换 $,(z), 但 不 知道 
REL a, Mlb, 

(b) 讨论 求 该 白化 滤波 器 系统 函数 H, (2) AER 

Ce) 该 白化 滤波 器 是 唯一 的 吗 ? 

5.65 在 很 多 实际 情况 下 , 面 对 着 要 恢复 被 某 一 卷 积 过 程 “ 污 损 " 了 的 信号 的 问题 。 可 以 用 如 
图 PS. 65-1 所 示 的 线性 滤波 运算 来 模仿 这 个 污 损 过 程 ,这 里 污 损 单 位 脉冲 响应 如 图 P5. 65-2 
所 示 。 本 题 的 目的 是 要 考虑 从 y[Ln|] 中 恢复 出 xLn] 的 方法 





_J1. O<n<M-1 
m | ain] = ja 其 他 
hin] jor: 
vfz] y(n] | | | | 
目标 信和 号 污 损 信号 0 To ar 


图 PS. 65-1 图 PS. 65-2 


Ca) M yin PSS xl in) — ee EK AB. BI yLn] 用 频率 响应 为 

1 
H(e!”) 
的 系统 来 滤波 ,这 里 (Ce) Æ hl n] AEE, EP RE PS. 65-2 所 示 的 单位 脉冲 响 
W hln] ,讨论 一 下 涉及 实现 该 逆 滤 波 方法 的 一 些 实际 问题 。 讨 论 务必 周全 ,但 也 要 简明 
扼要 。 


Hel?) = 


(b) 由 于 涉及 递 滤 波 中 的 困难 ,可 以 建议 用 下 面 的 方法 从 y[n] 中 恢复 x[n]: 用 图 PS. 05-3 


所 示 的 系统 处 理 被 污 损 的 序列 y[n] ,该 系统 产生 一 个 输出 w[nj] ,从 wiln] 中 可 以 提取 已 
改善 了 的 xLnj 的 复 本 。 脉冲 响应 hi[n] 和 刀 [n] 如 图 P5.65-4 所 示 。 请 详细 说 明 该 系 
统 的 工作 原理 ,特别 应 仔细 说 明 在 什么 条 件 下 可 以 从 wln] 中 完全 恢复 出 x[n]。 提 示 : 
FEM x| nj 到 win | 整个 系统 的 单位 脉冲 响应 。 


q 
Ay|n| =. 5[n-kM] 
k=0 


0 M 2M 3M (q-1)M qM n 
ħin] = d[n] - êfn - 1] 








= 
0 n 
via] wia] E 


[Z| PS. 65-3 图 PS. 65-4 
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5. 67 


5. 68 


5. 69 


5. 70 


Ce) 现在 想 把 这 一 方法 推广 到 任何 有 限 长 污 损 单 位 脉冲 响应 h[n] 上 去 ,也 即 假设 hln] =O 
n<0 及 n 宇 M。 再 进一步 假设 h[n] 与 图 PS. 65-4 所 示 相 同 。,(z) 和 H(z) 必 须 有 怎样 
的 关系 才能 如 同 (b) 一 样 工 作 ? 为 了 实现 甩 (z) 为 一 个 因果 系统 ,H(z) 必须 满 足 什么 
条 件 ? 

本 题 要 说 明 对 于 一 个 有 理 z 变换 ,因子 (z-za) 和 因子 z(z=-17z ) 都 对 相位 有 相同 的 贡献 。 

(a) > Paha = z-l/a,a 为 实数 且 0 <a<1。 画 出 系统 的 零 - 极 点 图 , 且 指 出 在 z = e 的 零 . 极 

点 。 求 系统 的 相位 人 ECe" ) 。 

(b) S GAE H(z) SS SESE BO OE, A 瑟 (z) 极 点 的 共 往 倒数 位 置 上 的 零 
点 ,其 中 包括 在 0 和 ma 的 那些 去 .极点 。 画 出 6(z) 的 零 -极点 网 。 求 系统 的 相位 
和 6(e") ,并 证 明 它 与 <H(e”) 是 相同 的 。 

证 明 下 面 两 种 说 法 的 正确 性 : 

(a) 两 个 最 小 相位 序列 的 卷 积 也 是 最 小 相位 的 。 

(b) 两 个 最 小 相位 序列 的 和 不 一 定 是 最 小 相位 的 。 具 体 地 给 出 一 个 最 小 相位 序列 和 一 个 非 
最 小 相位 序列 的 例子 ,它们 都 能 作为 两 个 最 小 相位 序列 之 和 而 构成 ， 

一 序列 rin] 由 如 下 关系 所 定义 : 


tinl E= D himlhin + m| = h[n| * hln] 


FO Aln lie, i rln] A 


n 
rin] = 4 (3) un] + 4224[ 一 7 — İl 


(a) 求 R4z) 并 画 出 它 的 零 -极点 图 。 
(b) 求 该 最 小 相位 序列 hin] TER +1 的 幅度 加 权 因子 ) ,并 求 其 :变换 H(z) 。 
某 一 最 大 相位 序列 是 一 个 稳定 序列 ,其 = 变换 的 零点 和 极点 都 在 单位 圆 外 。 
(a) 证 明 最 大 相位 序列 是 反 因 果 的 , 即 n>0 时 ,序列 值 为 零 。 

FIR 最 大 相位 序列 通过 引入 有 限 长 的 延迟 可 以 实现 因果 化 。 具 有 给 定 傅 里 叶 变换 幅度 的 有 
限 长 因果 最 大 相位 序列 可 以 通过 把 一 个 最 小 相位 序列 的 = 变换 的 全 部 零点 反射 到 单位 圆 外 的 共 
录 倒数 的 位 置 上 来 得 到 。 也 就 是 说 ,可 以 将 最 大 相位 因果 有 限 长 序列 的 z 变换 表示 为 


Hmax(z) = 一 H min (2) A ap (2) 


很 明显 ,这 个 方法 保证 了 | 有, (e*)|= | 有 Ce) | aie 一 个 有 限 长 最 小 相位 序列 的 = 变 
换 可 以 表示 为 
M 
H min(2) = AminlOl [Ja — epz! ). lekl < 1 
k=1 


(b) 求 该 全 通 系统 的 表达 式 ,使 得 将 H(z) 的 全 部 零点 反射 到 单位 圆 外 的 位 置 上 。 
(ce) 证 明 及,,.(z) 可 表示 为 
H max(2) =< —M H min(z ely 

(d) FF (Cc) Fa, AD hual n] ea AAA EP A nd o 
Xf PAE Beh ABC a, ANAT HER AAR BL Re EY FE 完全 补偿 器 )。 本 题 要 人 研究 一 种 
仅 用 来 补偿 非 最 小 相位 系统 频率 响应 幅度 的 方法 . 

假设 一 个 稳定 的 具有 有 理 系 统 冰 数 (2) 的 非 最 小 相 
位 LT 离散 时 间 系 统 与 一 个 补偿 系统 H(z) 级 联 , 如 
图 PS. 70 所 示 。 
(a) 应 该 如 何 选 择 H, (2) ,使 得 H(z) 本 身 是 稳定 和 因果 
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5.71 


5. 72 


5. 74 


的 ,而 且 要 使 整个 有 效 频率 响应 的 幅度 为 1? [ 想 一 想 厅 (z) 总 是 可 以 表示 为 H(z) = 

A, (2) Hyin (2) ail 
(b) 相应 的 系统 函数 有 .(z) 和 G(z) 是 什么 ? 
(c) 假设 l 

A(z) = 1 — 0.801938 71)(1 — 9.8e7 193 z71)(1 — 1.261077 2-1) — 1.267107 2-1) 

M Hain (2) ,有 ,(z) ,H(z) 和 G(z) EMBED ABE PA AC HH BA o 
S Hoa (2) Arse AAP hh, (JAY 2 变换 。 若 h[n] 为 某 一 因果 非 最 小 相位 序列 ,其 傅 里 叶 
变换 幅度 等 于 |,,,(e*) | ,证 明 

IlOI] < Amin LOM 

[ 与 式 (5. 93) 一 起 利用 初 值 定理 。] 
最 小 相位 序列 的 重要 性 质 之 一 就 是 最 小 能 量 延迟 性 质 , 即 在 全 部 具有 相同 傅 里 叶 变 换 幅 度 男 
| He”) | 的 因果 序列 中 , 当 h[n] 为 最 小 相位 序列 时 ,对 全 部 n 二 0, 能 量 


n 
E [n] = > |hlm || 


m=0 
为 最 大 。 这 一 结果 可 以 证 明 如 下 : 令 久 [Ln] 是 z 变换 为 1,,(z) 的 最 小 相位 序列 。 另 外 , 令 z 
是 | Hain (2) | 的 一 个 零点 ,这 样 Hon (2) 可 表示 为 
Hmin(2) = Q(z) al), laxl<il 
这 里 O(z) 还 是 最 小 相位 。 现 在 考虑 另 一 个 序列 hin], Hz 变换 H(z) 有 
|H(e}”)| = IH min(ei®))| 
IFA A(z) A —T SAREE z= 1/2; ,而 不 是 在 z。 
(a) 用 Q(z) RRA H(z). 
(b) 用 具有 = 变换 为 0(z) 的 最 小 相位 序列 gL nj] 来 表示 hlnj] 和 h,,,[Lnj。 
Co) 为 了 比较 这 两 个 序列 的 能 量 分 布 ,证 明 
e= 》 minim? $O hml? = = lax gn 


m=0 m=0 


(c) 利用 (e) 的 结果 ,证明 
> aim? < > IminlmlP， 对 全 部 n 


m=0 m=0 


一 个 因果 全 通 系 统 H, (z) 有 输入 x[n] 和 输出 y[n]。 

(a) 硅 xL nj 为 实 最 小 相位 序列 (这 也 意味 着 对 于 n<0, x[n] =0), 利用 式 (5. 108 ) 证 明 
Dl > Do viki? (P5.73-1) 
k=0 k=0 

(b) 即使 fm 不 是 最 小 相位 序列 ,但 对 于 <0,*[m] 为 零 , 证 明 式 (P5.73-1) 仍 成 立 。 

无 论 是 在 连续 时 间或 离散 时 间 滤 波 器 的 设计 中 ,往往 观 注 的 是 逼近 一 个 给 定 的 幅度 特性 ,而 不 

特别 顾及 相位 。 例 如 ,标准 的 低 通 和 带 通 滤波 器 的 设计 方法 就 是 从 仅 考虑 幅度 特性 而 得 出 的 。 

在 很 多 滤波 问题 中 ,总 愿意 偏向 于 相位 特性 为 零 或 线性 的 。 对 于 因果 滤波 器 来 说 , 零 相 

位 是 不 可 能 的 。 然 而 ,在 许多 滤波 应 用 中 ,滤波 器 的 单位 脉冲 响应 对 于 <0 也 不 必 一 定 为 

零 , 只 要 处 理 不 要 求实 时 实现 就 行 。 

当 要 求 过 滤 的 数据 是 有 限 长 , 且 存 储 于 譬如 说 计算 机 的 存储 器 中 时 ,在 离散 时 间 滤 波 中 

一 种 常用 的 技术 是 将 数据 向 前 处 理 , 然 后 通过 同一 滤波 器 再 将 数据 向 后 处 理 。 

令 寻 [可 是 具有 任意 相位 特性 的 某 一 因果 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 。 假设 AL 为 实 的 ,其 

传 里 叶 变 换 为 有 H(e*)。 令 x[ nj 为 要 过 滤 的 数据 。 
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5. 75 


5. 76 


5. 77 


(a) 方法 A: 滤 波 过 程 按 图 PS. 74-1 所 示 进 行 。 
(i) RIF s[n] M sln] A eb ah, h, [on] , 并 证 明 它 有 一 个 零 相位 特性 。 
(ii) R |H, Ce”) | FEAT | A Ce!) | 和 ZH(e”*) 来 表示 Hi,(e”) 
(b) 方法 B: 如 图 PS.74-2 ras RUE AE hl n JAM x(n | BI gin]. AABE Al n] 
处 理 x[n] 得 到 rr[n]。, 输出 y[z] 取 为 gfn] 和 rr -nj 之 和 。 这 一 混合 运算 可 以 用 一 个 
滤波 器 来 表示 ,该 滤波 器 的 输入 为 x[n] ,输出 为 YL nj] ,单位 脉冲 响应 为 h[ nj 
(i) 证 明 该 混合 滤波 器 hln | AHA TEE 
(ii) oR | A, Ce”) | 并 用 |H(e*)| 和 LH(e") 来 表示 H, e") 
假设 给 定 一 有 限 长 序列 ,要 将 该 序列 完成 一 个 带 通 零 相 位 的 滤波 运算 。 男 外 ,假设 给 定 
该 带 通 滤波 器 的 hn] ,其 频率 响应 如 图 P5.74-3 所 示 。 它 具有 所 要 求 的 幅度 特性 ,但 是 
线性 相位 的 ,为 了 达到 零 相 位 ,可 以 用 方法 A 和 方法 B 中 的 任 一 种 求 出 并 面 出 
[H (e) | 和 |8,(e*)|。 从 这 些 结果 中 ,你 愿意 用 哪 一 种 方法 来 实现 所 要 求 的 带 通 滤 
波 ? 说 明 为 什么 。 更 一 般 地 说 , 若 AL 有 所 要 求 的 幅度 ,但 是 一 个 非 线性 相位 特性 , 哪 
一 种 方法 用 来 实现 零 相 位 特性 更 为 可 取 ? 


一 、 
> 
~~ 








[ame] 


一 一 一 | | 

hjn h z 

xfa] gin] x[n] In] gir] T ar T w 
hln hin 

cen ae sa i img 














= yln]=gln]+ rin] 


图 PS. 74-1 医 PS. 74-2 图 P5. 74-3 


试问 下 面 说 法 是 对 还 是 错 , 如果 对 ,简要 陈述 理由 ;如 果 不 对 ,给 出 一 个 反例 。 

陈述 :如 果 系 统 函 数 瓦 (z) 除 原点 或 无 穷 远 点 外 ,到 处 都 可 能 有 极点 ,那么 该 系统 不 可 能 有 零 

相位 或 广义 线性 相位 。 

图 PS. 76 示 出 一 个 实 因 果 线 性 相位 FIR 滤波 器 系统 函数 H C) 的 零点 图 ,全 部 指出 的 零点 都 

代表 着 这 一 类 因 式 (1 -az ”)。 对 这 类 因 式 相应 于 在 z=0 的 极点 均 未 在 图 中 标 出 。 该 滤波 器 

在 通 带 内 的 增益 近似 为 1。 

(a) 其 中 有 一 个 零点 其 模 为 0.5, 相 角 为 153° ,根据 上 述 信息 ,尽量 多 地 确定 其 他 零点 的 真正 
位 置 ， 

(b) 系统 函数 H (z) HFE 4. 10 所 示 的 连续 时 间 信 和 号 的 离 时 间 处 理 系统 中 ,采样 率 T = 
0. 5 ms。 假定 连续 时 间 信 号 X,(jQ) 是 带 限 的 ,而 且 这 个 采样 率 也 足够 高 而 没有 混 共 ,C/D 
和 D/C 的 转移 时 间 可 忽略 不 计 , 请 问 经 由 整个 系统 的 时 延 是 多 少 ( 用 ms 计 )? 

Ce) 对 于 (b) 中 的 系统 , 画 出 整个 系统 有 效 连 续 时 间 频 率 响 应 20log | Hy (GQ) |,O<A< 
T/T, 利用 给 出 的 信息 尽 可 能 准确 地 画 。 利 用 图 PS. 76 中 的 信息 ,估计 一 下 Hi(jQ)=0 
的 频率 ,并 在 图 中 标 出 。 

一 个 信号 x[ nj 经 由 一 LTI 系统 厅 (z) 处 理 , 然 后 再 用 因子 2 减 采 样 得 到 y[n] ,如 图 P5.77 所 

示 。 同 时 ,在 同一 图 中 还 示 出 xLn] 先 减 采样 再 用 LTI 系统 C(z) 处理 得 到 7[ nr] 

(a) XF A(z) (常数 除外 ) 和 G(z) 给 出 一 种 选取 ,对 任意 x[n] 都 有 7[n] =y[n]。 

(b) 对 有 H(z) 给 出 一 种 选取 ,使 得 无 法 选取 G(z) 而 对 任意 x[n] 有 rin] =y[z] 
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(c) 关于 H(z) 尽 可 能 确定 一 组 通用 条 件 , 使 得 有 可 能 选取 C(z) MIES x(n] A rln] = 
y[n]。 这 组 条 件 不 应 该 与 x[Ln] 有关 。 如 果 首 先 建立 的 条 件 是 通过 hl nj] 来 表述 的 ,那么 
用 H(z) 再 重新 表述 一 下 。 

(d) 对 于 在 (c) 中 所 确立 的 条 件 , 利 用 h[n] 表 示 的 且 有 rfn]=y[Ln] 的 gLnj 是 什么 ? 
































2 T T T | T T 
o 
1.5 | oO =| 
1 三 = 
o 
9.5, 
-0.5 广 
o 
ae = 
zS o 
o xin] w [71] y[n] = [2m] 
2 | | | 1 | | 
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 
实 部 s[n] = w[2n] 
图 P5. 76 图 PS. 77 


5.78 考虑 一 个 具有 实 值 单位 脉冲 响应 A[ nj 的 离散 时 间 LII 系统 ,要 求 从 该 单位 脉冲 响应 的 自 相 
关 cal CFR AL nj ,或 等 效 地 说 系统 函数 及 (z)。 这 个 自 相关 的 定义 是 
chal] = > Alk|Alk + £l 


k=—00 
(a) 若 系 统 hln|] 是 因果 和 稳定 的 ,能 唯一 地 由 cl1{j] 恢 复 h[nj] 吗 ? 明确 陈述 你 的 理由 。 
(b) 假定 hnj 是 因果 和 稳定 的 ,还 假定 已 知 系 统 函 数 对 某 有 限 的 a 具有 如 下 形式 : 
1 


N 
] 一 y ape * 
k=l 


能 唯一 地 由 ewL 恢复 出 hnj 吗 ? 明确 陈述 你 的 理由 。 

5.79 邻 hln] 和 有 H(z) 记 为 某 一 稳定 全 通 LTI 系统 的 单位 脉冲 响应 和 系统 函数 , 令 h[n] 记 为 (稳定 
的 )LTI 逆 系统 的 单位 脉冲 响应 假设 hl nj 是 实 序列 ,证 明 :h[n] =h[l -nj。 

5.80 ”考虑 一 个 实 值 序列 x[n], 其 有 X(e*) =0,0/4< |w|<mns。xln] 中 有 一 个 序列 值 可 能 已 受到 
“ 污 损 ”, 而 想 近 似 地 或 准确 地 恢复 它 。 用 gLn | 表示 受到 污 损 的 信号 

gln] = xin], n Æng 

m gl ny lÆ, MA «ln, | 无关。 在 以 下 两 种 情况 下 ,分 别 给 出 一 个 实际 的 算法 用 于 从 
8g[n| 中 完全 或 近似 地 恢复 出 x[n]。 
(a) 不 知道 m 的 准确 值 ,但 知道 n 是 一 个 奇数 。 
(b) 有 关 m 什么 也 不 知道 。 

5.81 EA: & h[n]Æ— (M +1) SAY FIR BBR AE. ALA hin] =h[M-n] fil H(z,) =0, IA 
H(1/z,) =0。 这 表明 偶 对 称 线性 相位 FIR 滤波 器 的 零点 是 互 为 镜像 的 。( 若 hln] 为 实 的 ,这 
些 零 点 也 一 定 是 实 的 ,或 以 复数 共 罗 对 出 现 。) 


H(z) = 
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6.0 引言 


正如 第 5 章 所 提出 的 ,具有 有 理 系统 郴 数 的 线性 时 不 变 系统 有 这 样 的 性 质 , 其 输入 和 输出 序列 
满足 线性 常 系数 差分 方程 。 由 于 系统 函数 是 单位 脉冲 响应 的 z 变换 ,而 输入 和 输出 满足 的 差分 方 
程 又 可 以 直观 地 由 系统 也 数 来 确定 ,因此 差分 方程 .单位 脉冲 响应 和 系统 函数 都 是 线性 时 不 变 离散 


时 间 系 统 输入 一 输出 关系 的 等 效 表征 。 当 这 样 的 系统 用 离散 时 间 模 拟 或 数字 硬件 给 予 实现 时 ,就 
必须 将 差分 方程 或 系统 函数 的 表示 转换 为 一 种 以 所 需要 的 技术 能 给 予 实现 的 算法 或 结构 。 在 本 章 


中 将 会 看 到 ,由 线性 常 系数 差分 方程 描述 的 系统 能 够 用 由 加 法 、 乘 以 系数 和 延迟 等 基本 运算 的 互联 
所 组 成 的 结构 来 表示 ,至 于 它 的 真正 实现 则 取决 于 所 采用 的 技术 。 

作为 与 差分 方程 有 关 的 运算 的 说 明 ,现在 考虑 由 如 下 系统 函数 所 描述 的 系统 : 
bo 二 biz 


H(z) Ta |z| > lal (6.1) 
该 系统 的 单位 脉冲 响应 为 
h[n] = boa" u[n] + bia" luln — 1] (6.2) 
输入 和 输出 序列 满足 的 一 阶 差分 方程 为 
yla] — ayin — 1] = boxln|+ bixla — 1] (6.3) 


式 (6.2) 给 出 了 了 该 系统 单位 脉冲 响应 的 表达 式 。 然 而 ,由 于 系统 的 单位 脉冲 响应 为 无 限 长 , 即 
便 只 需 计 算 一 段 有 限 长 区 间 上 的 输出 ,也 不 能 通过 离散 卷 积 运 算 来 有 效 实现 ,因为 计算 yin l 
的 计算 量 随 着 的 增加 而 增加 。 但是, 式 (6.3) 可 以 重新 写 为 
yln|=ayln — 1] + box[n| + byx[n — 1] (6.4) 
这 就 为 利用 前 一 个 输出 yin- 1) .当前 的 输入 样本 x[n] 和 前 一 个 输入 样本 x[n -1 | BE EE 
任意 时 间 的 输出 给 出 了 一 种 算法 基础 。2.5 节 曾 经 讨论 过 , 若 进一步 假设 初始 松弛 条 件 ( 若 已 知 
x[n] =0,n <0, W] y[n] =0,N <0) ,并 利用 式 (6.4) 作 为 递 推 公式 ,由 过 去 的 输出 值 和 当前 及 过 去 
的 输入 值 计算 输出 ,那么 系统 就 一 定 是 线性 和 时 不 变 的 。 类 似 的 过 程 也 能 适用 于 更 为 一 般 的 N 阶 
差分 方程 的 情况 。 然 而 ,由 式 (6.4) 给 出 的 算法 以 及 对 高 阶 差分 方程 的 推广 对 于 实现 一 个 特定 的 
系统 而 言 就 不 是 唯一 的 运算 算法 ,并 且 往 往 不 是 最 好 的 选择 。 将 会 看 到 ,在 输入 序列 lnl 和 输出 
序列 yL nj] 之 间 有 无 限 多 种 运算 结构 可 以 实现 相同 的 关系 。 
本 章 以 下 部 分 将 要 考虑 线性 时 不 变 离 散 时间 系 统 实现 中 的 一 些 重要 论题 。 首 先 给 出 代表 线性 
时 不 变 因 果 系 统 的 线性 常 系数 差分 方程 运算 结构 的 方 框图 和 信号 流 图 描述 了 D。 利 用 结合 代数 运算 
和 方 框图 表示 的 处 理 , 可 以 导出 实现 一 个 具有 网 格 结构 的 因果 线性 时 不 变 系统 的 许多 基本 等 效 结 
构 。 对 于 系数 和 变量 的 无 限 精度 表示 ,对 于 它们 的 输入 -输出 特性 来 说 ,尽管 两 种 结构 可 能 是 等 效 
的 ,但 是 当 数值 精度 为 有 限时 ,它们 在 性 能 上 可 能 有 很 大 的 差异 ,这 就 是 对 研究 不 同 实现 结构 感 兴 








D 这 种 流 图 在 对 电路 图 进行 模拟 时 也 被 称 为 “网 络 ”， 本 书 在 对 差分 方程 进行 图 形 表 示 时 .将 穿插 地 使 用 术语 流 图 , 结 
构 和 网 络 
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趣 的 主要 原因 。 系 统 系数 有 限 精 度 表 示 的 影响 ,以 及 在 中 间 计 算 过 程 中 的 截断 和 舍 入 效应 均 在 本 
章 的 后 面部 分 进行 讨论 


6.1 线性 常 系数 差分 方程 的 方 框图 表示 


利用 重复 计算 由 差分 方程 得 出 的 递 推 公式 来 实现 线性 时 不 变 离散 时 间 系 统 就 要 求 有 输出 .和 输 
入 和 中 间 序 列 的 延迟 值 。 这些 序列 值 的 延迟 意味 着 需要 存储 过 去 的 序列 值 。 同 时 ,也 必须 给 出 将 
延迟 的 序列 值 乘 以 系数 的 方法 以 及 所 得 结果 相 加 的 方法 。 因 此 ,实现 线性 时 不 变 离 散 时 间 系 统 所 
需 的 基本 单元 就 是 加 法 器 .乘法 顺和 存储 延迟 序列 值 的 存储 器 。 这 些 基本 单元 的 互联 可 以 很 方便 地 
用 由 图 6. 1 所 示 的 基本 符号 所 组 成 的 方 框图 来 表示 。 图 6. 1(a) 代 表 相 加 两 个 序列 的 方法 。 一般 在 方 
框图 表示 中 ,一 个 加 法 器 可 以 有 任意 多 个 输入 。 然 而 几乎 在 所 有 实际 实现 中 ,加 法 器 仅 有 两 个 输入 
在 此 明确 地 指出 ,在 本 章 全 部 方 框图 中 加 法 器 的 输入 个 数 均 限制 为 图 6.1(a) 所 示 的 形式 。 图 6. 1(b) 
所 描述 的 是 序列 乘 以 常数 ,而 图 6.1(¢) 所 示 则 是 序列 延迟 一 个 样本 。 在 数字 实现 中 可 以 用 提供 每 一 
单位 延迟 要 求 的 存储 寄存 需 来 实现 延迟 运算 。 出 于 这 个 原因 ,有 时 把 图 6.1(c) 中 的 运算 符 称 为 延迟 
寄存 器 。 在 模拟 离散 时 间 实 现 中 ,例如 ,开关 电容 滤波 器 的 延迟 是 用 电荷 存 储 顺 件 来 实现 的 
图 6. 1(c) 中 的 单位 延迟 系统 是 用 其 系统 函数 z ”表示 的 。 大 于 一 个 样本 的 延迟 可 以 在 图 6. 1(c) 中 
用 系统 函数 = “表示 ,这 里 M 为 样本 延迟 的 个 数 。 然 而 ,延迟 M 个 样本 的 真正 实现 一 般 是 用 级 联 M 
个 单位 延迟 来 完成 的 。 在 用 集成 电路 实现 时 ,这 些 单 位 延迟 可 以 构成 一 个 移 位 寄存 器 , 它 由 输入 信号 
的 采样 率 来 定时 。 在 软件 实现 中 ,WM 个 级 联 的 单位 延迟 可 按 W 个 顺序 存储 寄存 器 予以 实现 。 


xfa] 
Sy 
xfa] x[n] + xfa] x[n] ax[n] x[n] x[n-1] 


(a) (b) (c) 
图 6.1 DERG. Ca) 两 序列 相 加 ;(b) 序 列 乘 以 常数 ;(c) 单 位 延迟 


例 6.1 一 个 差分 方程 的 方 框图 表示 
作为 用 图 6. 1 所 示 基 本 单元 表示 的 差分 方程 的 例子 ,考虑 下 面 二 阶 差分 方程 : 
yin| = a, yin — 1] +azyln — 2] + boxin] (6.5) 
相应 的 系统 函数 为 


bo 





H(z) = 5 (6. 6) 


1 一 alz-1 一 az 
根据 式 (6.5) ,该 系统 实现 的 方 框图 如 图 6.2 所 示 。 这 样 的 方 框图 给 出 了 实现 该 系统 的 一 种 运算 
算法 的 形象 化 表示 。 当 该 系统 是 在 一 台 通 用 计算 机 或 数字 信号 处 理 (DSP) 世 片上 实现 时 ,如 
图 6.2 所 示 的 网 络 结构 就 能 用 作 实 现 该 系统 的 编程 基础 。 如 果 系 统 是 用 离散 元 件 或 者 作为 一 个 
整体 由 超大 规模 集成 电路 (VLSIT) 技 术 来 实现 ,那么 ,该 方 bo 
框图 就 是 决定 该 系统 硬件 结构 的 基础 。 在 两 种 情况 下 ， 四 
图 6.2 所 示 的 方 框图 明确 表明 必须 为 延迟 变量 (本 例 中 为 
y[n-1],y[n 一 2]) 和 差分 方程 的 系数 (本 例 中 为 a ,as 
各) 提供 存储 。 再 者 ,由 图 6.2 可 见 ,计算 一 个 输出 序 
Ph yin] ATG RRA ayyln -1 和 aay[m -2], 把 它们 
相 加 ,然后 再 将 结果 与 box[n|] 相 加 ,因此 ,图 6.2 方便 地 图 6.2 差分 方程 方 框图 表示 的 例子 





y[n-2] 
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描绘 出 有 关 运 算 算 法 的 复杂 性 .算法 的 步骤 以 及 为 实现 该 系统 所 要 求 的 硬件 数量 。 
可 以 将 例 6. 1 推广 到 高 阶 差分 方程 为 


N M 
vin] — $ ayin — k] = 2 brxln — k] (6.7) 

k=l k=0 

FEKS ABE PRA 
M 

N ba 

A(z) = —— —_ (6.8) 
] 一 2 ape 


利用 输出 序列 的 过 去 值 和 输入 序列 的 当前 值 与 过 去 值 的 线性 组 合 重新 将 式 (6 7) 写 成 对 yL nj 的 递 
推 公式 的 形式 ,就 得 出 关系 


st = Jain the (6.9) 
k=0 
图 6.3 所 示 的 方 框图 是 式 (6.9) 的 - _ 和 直接 的 形象 化 表示 更 仔细 些 , 它 表示 如 下 一 对 差分 方程 : 

M 
vIn] = >》 xm 一 有 (6. 10a) 

:=0 

k 
yia] = X aylin — k] + vin] (6. 10b) 
k=1 


Eg 定 加 法 器 为 两 个 输入 ， 就 意味 着 以 一 种 给 定 的 次 序 来 完成 相 加 。 这 就 是 说 ,图 6.3 表明 必须 先 计 
算出 乘积 axyta -N] Alay yyln Aa er 然后 相 加 ,再 将 所 得 的 和 加 到 avayla- N+2] EE,K 
此 类 推 。 在 y[ 中 已 经 算出 来 之 后 ,延迟 变量 必须 更 新 ,也 就 是 将 y[ 普 -= N + 1] 移 到 原 保存 y[ n-N] 
WY ar eae yl n -N on -NM+1j 的 寄存 器 中 ,以 此 类 推 , 这 里 新 计算 得 到 的 y[z] 
变 为 下 一 次 迭代 的 y[Ln-1j]。 

一 个 方 框图 可 以 不 同方 式 重新 组 织 或 变化 而 不 改变 总 的 系统 函数 。 每 一 种 适当 的 重 排 就 代表 
了 实现 同一 系统 的 不 同 运 算 算 法 。 例 如 ,图 6.3 所 示 的 方 框图 可 以 看 作 两 个 系统 的 级 联 , 其 中 第 一 
个 表示 由 x[nj] 计 算出 vi nj, 而 第 二 个 则 表示 由 wvL nj 计算 出 yLn]。 因 为 这 两 个 系统 都 是 线性 时 不 
变 系统 (假定 延迟 寄存 器 初始 松弛 ) ,那么 两 个 系统 在 级 联 中 的 次 序 就 可 以 交换 成 如 图 6.4 所 示 ， 
而 不 影响 总 的 系统 函数 。 图 6.4 中 ,为 了 方便 起 见 已 假定 M = N。 很 清楚 ,这 并 不 失 一 般 性 ,因为 
如 果 MAN, RER 6. 4 中 某 些 系数 w 或 六 为 零 而 已 ,其 方 框图 也 就 相应 简化 。 

利用 式 (6.8) 给 出 的 系统 函数 H(z) ,图 6.3 可 以 看 作 是 H(z) 通 过 如 下 分 解 的 一 种 实现 








M 
1 
H(z) = Ho(z) H(z) = = (Za) (6. 11) 
1— >》 agg | Y= 
k=1 





”前 面 各 章 对 一 般 V 阶 差分 方程 都 用 的 是 
AN M 
Parvin = k| = 》 xl 一 人 
k=0 k=0 
本 书 剩余 部 分 都 采用 更 为 方便 的 式 (6.7) CO yin RRUA, mA KER a h CE SB a Ws, BE 
出 现 [ 见 式 (6.9) ] 
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B 


或 等 效 为 下 面 一 对 方程 : 


M 
Víz) = Hi1(z)X (z) = (Sone) X (z) 


k=0 


Y (z) = H2(z)V(z) = 
另 一 方面 ,图 6.4 则 将 H(z) KRH 


M 
1 
H(z) = H(z) H(z) = (2a) — 


k=0 
或 等 效 为 如 下 方程 : 


l 
W(z) = H2(z)X (z) = | ——————_ | X (z) 


N 
] 一 > maz 
k=l 
M 
7 (z) = HWE) = (Zaz) W(z) 


k=0 


在 时 域 中 ,图 6.4 以 及 等 效 的 式 (6. 14a) 和 式 (6. 14b) 可 以 用 下 面 这 对 差分 方程 来 表示 : 


N 
win] = Da win — k] + x[n] 
k=1 
M 
yla] = Dbrwln — k] 
k=0 





y[n-N] 
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(6. 12a) 


(6. 12b) 


(6. 13) 


(6. 14a) 


(6. 14b) 


(6. 15a) 


(6. 15b) 





图 6.3 N 阶 差 分 方程 图 6.4 图 6.3 方 框图 的 重新 安排 :为 方便 设 
的 方 框图 表示 M=N; 若 MAN 时, 某 些 系数 为 零 
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图 6.3 和 图 6. 4 所 示 的 方 框图 有 几 个 重要 的 差别 。 在 图 6.3 中 , 先 实现 由 有 H(z) 表示 的 H(z) 的 
零点 ,接着 实现 由 刀 (z) 表 示 的 H(z) 的 极点 。 在 图 6.4 中 , 先 实现 极点 ,再 接着 实现 零点 。 理 论 上 讲 ， 
实现 的 次 序 并 不 影响 总 的 系统 函数 。 但 是 将 会 看 到 , 当 差 分 方程 用 有 限 精 度 运算 时 ,在 实际 数字 系统 
具有 无 限 精度 运算 的 假设 下 等 效 的 两 个 系统 之 间 可 能 存在 着 显著 的 差异 。 男 一 重要 之 处 是 关于 在 两 
个 系统 中 延迟 单元 的 个 数 。 正 如 所 画 出 来 的 ,图 6.3 和 图 6.4 都 有 总 数 为 (M+ NN) 个 延迟 单元 。 然 
而 ,注意 到 在 图 6.4 的 方 框图 中 ,将 完全 相同 的 信号 wln] bo 
存储 在 两 个 延迟 单元 链 中 而 能 子 以 重 画 ,这 样 这 两 个 延迟 yin} 
单元 链 就 能 合并 成 一 个 链 ,如 网 6. 5 所 示 。 

图 6.5 中 延迟 单元 的 总 数 少 于 或 等 于 图 6.3 或 
图 6.4 中 所 需 延 迟 单元 的 个 数 ,并 且 事 实 上 这 是 实现 具 
有 式 (6.8) 所 给 的 系统 函数 的 系统 所 要 求 的 最 少 个 数 。 
一 般 要 求 延迟 单元 的 最 小 个 数 就 是 (N,M) 中 的 最 大 值 。 
具有 最 少 延迟 单元 数目 的 实现 通常 就 称 为 规范 型 实现 。 
图 6.3 所 示 的 非 规 范 型 方 框图 称 为 N 阶 差分 方程 的 直接 
型 实现 ,因为 它 就 是 满足 输入 x[ nj 和 输出 yLn] 的 差分 
方程 的 一 种 直接 实现 ,该 差分 方程 可 以 途 观 察 直接 从 系统 
函数 写 出 来 。 图 6.5 常 称 为 直接 J 型 或 规范 直接 型 实现 。 
了 解 了 图 6.5 是 由 式 (6.8) 所 给 出 1(z) 的 一 种 合适 的 实 
现 结构 之 后 ,就 可 以 直接 在 系统 函数 和 方 框图 (或 等 效 的 
差分 方程 ) 之 间 以 一 种 直截了当 的 方式 实现 相互 转换 。 

例 6.2 一 个 LTI 系统 的 直接 | 型 和 直接 镍 型 实现 
考虑 一 LTT 系统 ,其 系统 函数 为 
14227! 


H(z) = 
“A 1 — 1.527! + 0.9772 (6.16) 


EGR AR BH A(G. 8) HEL, TH ba =1,b, =2,a, = +1.5 foa, = -0.9, 所 以 根据 图 6.3， 
就 能 用 图 6.6 所 示 的 直接 [ 型 方 框图 来 实现 这 个 系统 。 参 照 图 6.5, 也 能 用 图 6.7 所 示 的 直接 
开 型 来 实现 这 个 系统 函数 。 在 这 两 种 情况 下 都 注意 到 , 方 框图 的 反馈 支 路 中 的 系数 与 在 
式 (6. 16) 中 对 应 于 z 和 z 的 系数 有 相反 的 正 负 号 。 虽 然 符号 上 的 变化 有 时 会 混淆 ,但 是 关 
键 的 是 要 记 住 :在 差分 方程 中 这 些 反 馈 系 数 |ai,| 总 是 与 它们 在 系统 函数 中 有 相反 的 正 负 号 
同时 也 注意 到 ,在 实现 万 (z) 中 ,直接 开 型 仅 需 要 两 个 延迟 单元 , 比 直接 工 型 少 一 个 ， 


wln] 





图 6.5 图 6.4 延迟 单元 的 合并 ” 








图 6.6 式 (6.16) 的 直接 工 型 实现 图 6.7 式 (6.16) 的 直接 了 型 实现 
在 上 述 讨 论 中 ,对 于 实现 由 式 (6.8) 所 给 系统 函数 表示 的 LTT 系统 建立 了 两 种 等 效 的 方 框图 ， 
这 些 代 表 实 现 同一 系统 不 同 运 算 算 法 的 方 框图 是 根据 系统 线性 和 系统 函数 的 代数 性 质 的 处 团 而 得 
到 的 。 的 确 , 因 为 表示 LTI 系统 的 基本 差分 方程 是 线性 的 ,所 以 只 要 将 差分 方程 的 变量 做 线性 变换 
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就 可 以 得 到 差分 方程 的 等 效 集 。 因 此 ,任何 给 定 系统 都 存在 无 数 个 等 效 实现 。6.3 节 将 用 类 似 于 
本 节 的 方法 对 于 实现 由 式 (6.8) 给 出 的 系统 函数 的 系统 建立 另外 几 个 重要 而 有 用 的 等 效 结构 。 在 
讨论 这 些 结构 类 型 之 前 ,引入 信号 流 图 作为 男 一 种 表示 差分 方程 的 方 框图 是 方便 的 


6.2 线性 常 系数 差分 方程 的 信号 流 图 表示 


差分 方程 的 信号 流 图 表示 除去 几 个 符号 上 的 差别 以 外 ,基本 上 与 方 框图 表示 是 相同 的 。 形 式 
上 ,一 个 信号 流 图 就 是 连接 节点 的 有 向 支 路 的 一 个 网 络 。 与 每 个 节点 有 关 的 是 一 个 变量 或 节点 值 。 
与 节点 上 有 关 的 值 可 以 记 作 ,或 者 ,对 于 数字 滤波 器 来 说 ,因为 节点 变量 一 般 就 是 序列 ,通常 明 
确 用 符号 wi[ nj] 指出 。 支 路 (j,k) 记 作 由 节点 7 出 发 ,到 节点 终止 的 一 条 支 路 ,在 支 路 上 用 箭头 指 
出 从 j 到 上 的 方向 。 这 就 如 图 6.8 所 示 。 每 条 支 路 都 有 一 个 输入 信号 和 一 个 输出 信号 。 从 节点 7 
BSC CA) 的 输入 信号 是 节点 值 wjLn]。 在 线性 信号 流 图 中 ( 仅 考 虑 这 类 信号 流 图 ) , 某 一 文 路 的 
输出 就 是 该 支 路 输入 的 线性 变换 。 最 简单 的 例子 就 是 常数 增益 , 即 该 支 路 的 输出 只 是 支 路 输入 乘 
以 常数 。 由 支 路 所 代表 的 线性 运算 一 般 是 在 靠近 指明 支 路 方向 的 第 头 处 指出 ,对 于 常数 相 乘 的 情 
况 , 该 常数 就 简单 地 在 紧 靠 箭头 处 标明 。 如 果 支 路 运算 没有 明确 指出 ,就 说 明 是 一 条 传输 为 1 的 支 
路 ,或 恒 等 变 换 。 按 定义 ,在 图 中 每 个 节点 的 节点 值 就 是 进入 该 节点 的 全 部 支 路 的 输出 之 和 . 

为 了 完善 信号 流 图 符号 的 定义 , 现 定义 两 类 特殊 的 节点 。 源 节点 就 是 那些 没有 流 进 文 路 的 区 
点 。 源 节点 用 来 表示 外 部 输入 或 注入 到 流 图 内 的 信号 源 。 汇 节点 是 那些 仅 有 流 进 支 路 的 节点 。 汇 
节点 用 于 从 一 个 流 图 中 提取 输出 。 源 节点 , 汇 节 点 和 简单 的 支 路 增益 都 在 图 6.9 所 示 的 信号 流 图 
中 表示 。 图 6.9 所 表示 的 线性 方程 如 下 : 

wiln] = x[n] + aw[n] + bwin] 





w2[n| = cwy[n] (6. 17) 


yin] = dx[n] + ews[n] 





wela] 





xia] wilnlN e Awin] yi 
图 6.8 信号 流 图 中 节点 和 支 路 的 例子 图 6.9 表示 源 节点 和 汇 节 点 的 信号 流 图 举例 

相 加 、 乘 以 常数 和 延迟 是 实现 线性 常 系数 差 分 方程 要 求 的 基本 运算 。 因 为 这 些 都 是 线性 运算 ， 
因此 就 有 可 能 采用 信号 流 图 符号 来 为 实现 LTI 离散 时 间 系 统 描 述 算法 。 如 何 将 上 述 讨论 的 信号 流 
图 概念 应 用 到 差分 方程 的 表示 上 去 , 现 作为 一 个 例子 考虑 图 6. 10(a) 所 示 的 方 框 图 ,这 是 系统 函数 
为 式 (6. 1) 的 系统 的 直接 卫 型 实现 。 相 应 的 该 系统 的 信号 流 图 如 图 6. 10(b) 所 示 。 在 差分 方程 的 信 
号 流 图 表示 中 ,节点 变量 都 是 序列 。 图 6. 10(b) 中 ,节点 0 是 源 节 点 ,其 值 由 输入 序列 x[ nj] 确定 ;而 节 
点 5 是 汇 节点 , 它 的 值 记 作 yLn]。 注 意 到 源 节 点 和 汇 节点 都 是 用 单位 增益 支 路 连接 到 该 图 的 其 余部 
分 中 去 以 明确 表示 该 系统 的 输入 和 输出 。 很 明显 ,节点 3 和 节点 5 有 相同 的 值 。 具 有 单位 增益 的 附 
加 支 路 简单 地 用 来 强调 节点 3 就 是 系统 输出 这 一 事实 。 图 6. 10(b) 中 , 除 一 条 支 路 [延迟 支 路 (2.4) | 
外 全 部 支 路 部 可 以 用 简单 的 支 路 增益 来 表示 ,也 就 是 说 , 支 路 输出 信号 是 支 路 输入 乘 以 常数 。 延 迟 在 时 
域 中 不 能 用 支 路 增益 来 表示 。 然 而 ,单位 延迟 的 z 变换 表示 就 是 乘 以 因子 2'。 如 果 用 相应 的 2 变换 方 
程 来 表示 差分 方程 ,那么 全 部 支 路 都 可 以 用 它们 的 系统 函数 来 表征 。 在 这 种 情况 下 ,每 一 支 路 增益 就 是 z 
的 函数 ;例如 ,单位 延迟 支 路 就 有 增益 z= 。 按 照 惯例 ,在 信号 流 图 中 以 序列 而 不 是 序列 的 z 变换 来 表示 
变量 。 人 然而 为 了 简化 符号 ,就 用 支 路 增益 z” 表示 一 条 延迟 支 路 ,不 过 应 理解 为 这 样 一 条 支 路 的 输出 






wila] 


源 节 点 汇 节点 


= 


节点 大 
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是 其 输入 延迟 一 个 序列 值 。 也 就 是 说 ,在 信号 流 图 中 采用 z ”就 意味 着 一 个 会 产生 一 个 样本 延迟 的 运 
算 符 。 按 照 这 一 约定 ,图 6.10(b) 所 示 的 结构 图 就 如 图 6. 11 所 示 。 图 6. 11 代表 的 方程 如 下 : 











wila] = awaln| + xin] (6. 18a) 
wln] = wila] (6. 18b) 
waln] = bowz[n] + bi wa4ln] (6. 18c) 
walan] = waln — 1] (6. 18d) 
yin] = walnl (6. 18e) 
源 节 点 0 1 2 bo 3 汇 节 点 5 
zx 四 ”AN EA IEB 和 vin 
a bi 
4 
(b) 
图 6. 10 〈a) 一 阶 数字 滤波 器 的 方 框图 表示 ;(b) 相应 于 方 框图 (a) 的 信号 流 图 结构 
将 图 6. 10(a) 和 图 6. 11 比较 就 可 以 看 出 ,在 方 框图 中 wall by sll oo 
的 支 路 和 信号 流 图 中 的 支 路 之 间 有 着 直接 的 对 应 关系 。 事 “四 E it 
实 上 ,这 两 者 之 间 的 重大 差别 在 于 :信号 流 图 中 的 节点 既 代 a A 
表 分 支点 ,又 是 加 法 器 ;而 在 方 框图 中 ,对 加 法 器 则 用 了 一 了 


种 专用 符号 。 方 框图 中 的 一 个 分 支点 在 信号 流 图 中 是 用 这 
样 的 节点 表示 的 ,该 节点 仅 有 一 条 流入 支 路 和 一 条 或 多 条 
流出 支 路 。 在 方 框图 中 的 一 个 加 法 器 在 信号 流 图 中 是 用 这 
样 一 个 节点 来 表示 的 ,该 节点 有 两 条 (或 多 条 ) 流 和 人 支 路 。 通常 情况 下 ,只 绘制 每 个 节点 最 多 有 具有 
两 个 输入 的 流 图 ,因为 加 法 运算 的 大 多 数 硬 件 实现 都 只 具有 两 个 输入 。 因 此 ,信号 流 图 作为 差分 方 
程 的 图 形 表示 是 完全 与 方 框图 等 效 的 ,但 是 画 起 来 要 简单 些 。 与 方 框图 一 样 ,信号 流 图 也 能 对 它们 
进行 图 形 上 的 处 理 以 对 某 一 给 定 系 统 性 质 得 到 更 为 透彻 的 了 解 。 当 用 信号 流 图 表示 离散 时 间 系 统 
时 ,有 大 量 的 信和 号 流 图 理论 可 直接 应 用 (Mason and Zimmermann, 1960; Chow and Cassignol, 1962 和 
Phillips and Nagle ,1995)。 昌 然 通 常 利用 的 是 信号 流 图 的 图 形 价 值 ,但 是 信号 流 图 的 某 些 理论 也 可 
用 来 考查 实现 线性 系统 的 一 些 奉 代 结构 。 

式 (6.18a) 一 式 (6.18e) 定 义 了 一 种 由 输入 序列 xL nj] 计算 LTI 系统 输出 的 多 步 算 法 。 这 个 例子 
说 明了 在 IIR 系统 实现 中 通常 遇 到 的 数据 先后 次 序 关 系 这 一 类 问题 。 式 (6. 18a) 一 式 (6. 18e) 不 能 用 
任意 次 序 计算 。 在 式 (6. 18a) 和 式 (6. 180) 中 要 求 相 乘 和 相 加 ,而 式 (6. 18b) 和 式 (6. 18e) 只 是 对 变量 
重新 命名 。 式 (6. 18d) 表示 系统 存储 器 的 “更 新 "”。 它 就 是 把 代表 we, [nj 的 存储 寄存 器 中 的 内 容 用 
w| nj 的 值 代替 而 给 予 实现 ,但 是 这 必须 始终 如 一 地 在 所 有 其 他 式 子 计 算 以 前 或 以 后 来 完成 。 在 这 种 
情况 下 ,初始 松弛 条 件 也 要 加 上 , 即 定义 w[ -1] =0 或 w,[0] =0。 很 明显 ,除了 最 后 两 个 方程 可 以 
互 换 ,或 者 式 (6. 18d) 能 够 始终 首先 被 求 出 来 以 外 , 式 (6. 18a) 一 式 (6. 18e) 必 须要 用 给 出 的 次 序 计算 。 

信和 号 流 图 代表 一 组 差分 方程 ,其 每 一 个 方程 都 是 针对 网 络 中 每 个 节点 列 出 的 。 在 图 6. 11 所 示 
的 情况 下 ,可 以 很 容易 地 消去 一 些 变量 而 得 到 如 下 一 对 方程 : 

wln] = aw[n — 1] + x[n] (6. 19a) 

yla] = bow2[n] + by w2[n — 1] (6. 19b) 

这 就 是 式 (6. 15a) 和 式 (6. 15b) 的 形式 。 由 于 延迟 变量 的 反馈 , 当 用 时 域 变量 处 理 时 要 对 一 个 流 图 

的 差分 方程 进行 处 置 往往 是 困难 的 。 在 这 种 情况 下 ,用 2 变换 表示 来 处 理 总 是 可 行 的 ,这 时 全 部 支 

路 都 是 简单 的 增益 ,因为 在 z 变换 中 延迟 是 用 乘 以 z 来 表示 的 。 习 题 6. 1 至 习题 6. 28 将 说 明 利 
用 流 图 的 z 变换 分 析 ,以 得 到 差分 方程 的 等 效 集合 。 


图 6.11 延迟 支 路 用 z 表示 的 
图 6. 10(b) 的 信和 号 流 图 
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例 6. 3 从 一 个 流 图 确定 系统 函数 
为 了 说 明 从 一 个 流 图 确定 系统 函数 中 z 变换 的 应 用 , 现 考 虑 图 6.12。 图 6.12 所 示 的 流 图 
不 是 用 直接 型 给 出 的 ,因此 , 赁 直接 观察 这 个 流 图 不 能 写 出 系统 函数 。 然 而 ,利用 其 他 节点 变 
量 对 每 一 节点 值 写 出 一 个 方程 就 能 够 写 出 由 该 流 
图 所 代表 的 差分 方程 组 。 这 5 个 方程 是 


-1 wila] a wafa] 





wila] = walin] — xin] (6. 20a) 
unia] = awin] (6. 20b) x[n] | vin] 
wla] = wla] + xia] (6. 20c) a in] a În] 
) = 了 -1 一 _ yr. 
waln] = waln | (6. 20d) 图 6. 12 不 是 用 标准 的 直接 型 给 出 的 流 图 
yla] = win} + walna] (6. 20e) 


这 些 方程 就 是 以 该 流 图 所 描述 的 形式 被 用 来 实现 的 系统 方程 。 式 (6.20a) ~ (6. 20e) 可 用 
下 面 z 变 换 式 表示 为 


Wilz) = Walz) — X (z) (6. 21a) 
W(z) = a Wi (2) (6. 21b) 
W3(z) = Wo(z) + X (2) (6. 21c) 
Walz) = 27! W3(z) (6. 21d) 
Y (z) = Wo(z) + Walz) (6. 2le) 


将 式 (6.21a) 代 入 式 (6.21b) ,并 将 式 (6.21c) 代 入 式 (6.21d) 后 ,从 这 组 方程 中 就 能 消去 
W, (z) fe W,(z) ,得 到 





Walz) = a(Wa(z) — X (z)) (6. 22a) 
Walz) = 27! (Wo(z) + X (z)) (6. 22b) 
Y (z) = Walz) + W42) (6. 22c) 
由 式 (6. 22a) Fo X,(6. 22b) THE W,(z) Fo W,(z) A 
eae! 
Wr(z) = Oe Ny (6. 23a) 
1—az—! 
ee 
wig 7 YOO ey (6. 23b) 
1— az-! 
将 式 (6.23a) 和 式 (6.23b) 代 入 式 (6. 22c), 得 出 
a ola = gal 
ya= | = mack ESN X(z) 一 | 一 £ X (2) (6.24) 
1—az-! 1 一 wz 一 ! 


因此 ,图 6.12 所 示 流 图 的 系统 函数 为 


= -4 


ré l_a o- > > >» » 
H= T (6.25) x[n] ya 
] 一 wz gat g 
系统 的 单位 脉冲 响应 就 为 


Ain} =a" un — 1] a" ulal 图 6.13 与 图 6.12 等 效 的 直接 | 型 流 图 
该 系统 函 数 所 对 应 的 直接 | 型 流 图 如 图 6. 13 所 示 。 
例 6.3 说 明 z 变换 如 何 将 涉及 反馈 并 由 此 而 求解 困难 的 一 组 时 域 方 程 转换 为 能 用 代数 方法 求 
解 的 一 组 线性 方程 。 这 个 例子 也 说 明 不 同 的 流 图 表示 确定 了 不 同 的 计算 算法 ,这 些 算法 有 具有 不 同 
的 计算 资源 需求 量 。 比 较 图 6. 12 和 图 6. 13 可 见 , 原 来 的 实现 仅 需要 一 个 乘法 和 一 个 延迟 (存储 ) 
单元 ,而 直接 工 型 实现 则 需要 两 个 乘法 和 两 个 延迟 单元 ,直接 开 型 实现 也 只 能 减少 一 个 延迟 单元 ， 
而 仍然 需要 两 个 乘法 单元 
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6.3 IIR 系统 的 基本 结构 


6. 1 节 介 绍 了 两 种 不 同 的 结构 来 实现 具有 式 (6.8) 所 示 系 统 函数 的 LTI 系统 。 本 节 将 介绍 这 
些 系 统 的 信号 流 图 表示 ,并 将 建立 其 余 几 个 常用 的 等 效 信号 流 图 网 络 结构 。 在 讨论 中 将 会 更 加 清 
楚 : 对 于 任何 给 定 的 有 理 系统 函数 ,有 各 种 各 样 的 等 效 差分 方程 或 网 络 结构 存在 。 在 这 些 众多 的 不 
同 结构 中 进行 选择 的 一 种 考虑 是 计算 的 复杂 性 。 例 如 ,在 一 些 数字 实现 中 ,最 少 个 数 的 党 数 乘法 天 
和 最 少 个 数 的 延迟 支 路 往往 是 最 受 欢 迎 的 。 这 是 因为 乘法 一 般 在 数字 硬件 中 是 耗 时 和 耗资 的 运 
算 ,而 每 个 延迟 单元 都 相应 于 一 个 存储 寄存 器 。 结 果 , 常 数 乘法 器 的 减少 就 意味 着 速度 的 提高 ,而 
延迟 单元 数量 的 减少 就 意味 着 要 求 的 存储 器 减少 。 

其 他 的 更 为 巧妙 的 一 些 权衡 在 VLSI 实现 中 会 遇 到 ,在 那里 芯片 尺寸 往往 是 一 项 重要 的 指标 。 
在 这 种 实现 中 ,芯片 中 数据 传送 模式 化 和 简单 性 也 常常 是 所 追求 的 。 在 多 处 理 器 实现 中 ,最 重要 的 
考虑 往往 是 关于 算法 的 可 分 割 性 和 处 理 器 之 间 的 通信 要 求 。 其 他 主要 的 考虑 是 有 限 寄存 带 长 度 和 
有 限 精 度 运 算 的 影响 。 这 些 影响 取决 于 运算 是 以 何 种 方式 组 织 的 ,也 即 取决 于 信号 流 图 的 结构 。 
有 时 又 希望 利用 某 种 结构 ,这 种 结构 虽 不 具有 最 少 个 数 的 乘法 右 和 延迟 单元 ,但 这 种 结构 对 有 限 寄 
存 器 长 度 的 影响 有 较 低 的 灵敏 度 。 

本 节 将 建立 最 常用 的 实现 一 个 LTI OR 系统 的 几 种 形式 并 得 出 它们 的 流 图 表示 。 


6. 3.1 直接 型 


在 6.1 节 中 曾经 得 到 一 个 LTI 系统 的 直接 了 型 ( 见 图 6.3) 和 直接 卫 型 或 规范 直接 型 ( 见 
图 6.5) 结 构 的 方 框图 表示 ,系统 的 输入 和 输出 满足 如 下 差分 方程 : 


N M 
yla] 一 So ayin —k|= So bextn — k] (6.26) 
k=1 k=0 
IPA Un PAT HEA SE PA RL 
M 
> bee * 
oN k=0 
H(z) = —— (6. 27) 
] 一 So age 
k=1 


在 图 6. 14 中 ,图 6. 3 所 示 的 直接 [型 结构 是 用 信号 流 图 的 约定 来 给 出 的 。 而 图 6. 15 所 示 的 
则 是 图 6.5 所 给 的 直接 开 型 结构 的 信号 流 图 表示 。 为 了 方便 起 见 , 再 次 设 V =M, 应 该 注意 ,已 经 











bo vfr] 

他 一 一 和 > > 一 和 一 人 
x[n] yin] 
ely ry g1 
bi a, 
x[n-1]¢ > © y[n-1] 
gly, 4 ye" 

b 
x[n-2 J a: | n-2 
| A 
| 
| 





pw-1 ay- | 
x[n -N + 1]4-—————»—_4 下 
gly Ye! 
by a 
x[n - N] = + © y[n- N] 








图 6.14 N 阶 系 统 直 接 工 型 结构 的 信号 流 图 
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面 出 的 信号 流 图 都 是 每 个 节点 不 多 于 两 个 输入 。 在 信号 流 图 中 一 个 节点 本 可 以 有 任意 多 的 输入 ， 
但 是 正如 早先 已 指出 的 ,两 个 输入 的 约定 对 于 用 流 图 实现 差分 方程 的 计算 是 与 编程 和 硬件 结构 更 
加 密切 联系 的 。 

















C >—o— > | > > © 
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图 6.15 N 阶 系统 直接 下 型 结构 的 信号 流 图 
例 6.4 举例 说 明 直 接 | 型 和 直接 儿 型 结构 
考虑 一 系统 函数 为 
_ 1422-14272 
Ma) = 0752-1 + 0.12522 (6. 28) 
因为 在 直接 型 结构 中 的 系数 直接 对 应 于 分 子 和 分 母 多 项 式 中 的 系数 | 考虑 式 (6.27) 分母 中 的 
负 号 ] ,所 以 就 能 直接 参照 图 6. 14 和 图 6.15 画 出 这 些 结构 ,本 例 中 两 种 直接 型 结构 分 别 如 
图 6. 16 和 图 6.17 T, 








xz 四 








图 6.16 例 6.4 直接 1 型 结构 图 6.17 例 6.4 直接 下 型 结构 
6.3.2 级 联 型 


直接 型 结构 可 以 将 系统 函数 A(z) 写成 形 如 式 (6. 27) 那 样 以 变量 z ”的 多 项 式 之 比 直接 求 得 。 
如 果 将 分 子 和 分 母 多 项 式 因 式 分 解 ,就 可 以 将 H(z) 表 示 为 


Mı M3 
[Ja = fz TIa=-sz DA = ate) 
H(z) = A E k=l 





= a (6. 29) 
[ [dq = exe“) Pd -dA = az!) 
k=] k=l 


式 中 ,W =M, +2M,,N=N,+2N,, CEPA, HAF RAKE AE S, 和 实 极点 在 c, i 
阶 因 子 表示 复数 共 轰 零点 在 g& 和 gx , AETR ATE d, 和 di 。 当 式 (6. 27) 的 全 部 系数 都 为 实数 
时 ,就 代表 了 最 一 般 的 零 .极点 分 布 情 况 。 式 (6. 29) 提出 了 由 一 阶 和 二 阶 系统 级 联 组 成 的 一 种 结 
构 。 这 种 结构 在 子 系统 组 成 的 选择 .上 和 子 系统 级 联 的 先后 次 序 上 有 很 大 的 自由 度 。 然 而 ,实际 上 
往往 追求 的 是 利用 最 小 存储 和 计算 的 级 联 实现 。 对 许多 实现 形式 都 有 利 的 一 种 标准 结构 是 将 一 对 
实 因子 和 一 对 复数 共 斩 对 都 配 成 二 阶 因子 ,这 样式 (6. 29) 就 能 表示 为 
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box + bigz! + boyz? (6. 30) 


H(z) = 5 





1 — ayyz—! 一 02kz 一 
eA Ik 2k 


式 中 ,N, =LCV+1)Z2 | 是 不 大 于 (NW+1)72 的 最 大 整数 。 在 将 H) 写成 上 述 形式 时 ,已 经 假定 内 和 
N, 并 且 实 极点 和 实 零点 均 已 组 合成 对 。 如 果 有 奇数 个 实 零点 , 则 系数 ba A EEA TD i 
果 有 奇数 的 实 极点 ,系数 by 其 中 之 一 将 为 零 。 这 些 单个 的 二 阶 节 可 以 用 任意 一 种 直接 型 结构 来 实 
现 ;然而 ,先前 的 讨论 指出 ,要 用 最 少 乘法 次 数 和 最 少 延迟 单元 个 数 来 实现 一 个 级 联结 构 , 就 应 在 每 个 
二 阶 节 采 用 直接 I 型 结构 ,图 6. 18 示 出 一 个 六 阶 系统 应 用 3 个 直接 IT 型 二 阶 节 的 级 联结 构 。 按 直接 工 
型 二 阶 节 级 联 表 示 的 差分 方程 具有 如 下 形式 : 





yola] = xln] (6. 31a) 
wln] = GTA — 1] + azrwgln 一 2] 十 yl k=1,2,.….N, (6. 31b) 
vln] = box weln| + bp wel — 1] + bopweln 一 2| k=1.2..…,N, (6. 3l1e) 
yla] = yy, ln] (6. 31d) 
win] yiln] waln] y2ln] waln] y3ln] 
xia 








图 6.18 每 个 二 阶 子 系统 用 直接 下 型 实现 的 一 个 六 阶 系统 的 级 联结 构 
很 容易 看 到 , 仅 就 以 不 同方 式 将 零点 和 极点 配对 ,以 及 以 不 同方 式 将 这 些 二 阶 节 排序 ,理论 上 
就 能 得 出 许多 种 等 效 的 系统 。 确 实 如 此 ,如 果 有 N, 个 二 阶 节 ,那么 就 有 NS CN, 阶乘 ) 种 极点 与 堆 
点 的 配对 可 能 ,并 且 有 N! 种 所 得 二 阶 节 因 子 的 级 联 次 序 ,或 者 总 共有 (N,1) 个 不 同 配对 和 排序 
可 能 。 当 用 无 限 精 度 运算 时 ,这些 虽 都 具有 相同 的 总 的 系统 函数 和 相应 的 输入 /输出 关系 ,但 是 在 
用 有 限 精 度 运算 时 ,它们 的 特性 可 能 很 不 一 样 ,这 点 将 在 6. 8 节 至 6. 10 WP AB. 


例 6.5 举例 说 明 级 联 型 结构 
再 次 考虑 式 (6.28) 所 给 出 的 系统 函数 ,因为 这 是 一 个 二 阶 系统 ,所 以 一 个 县 有 直接 工 型 
二 阶 节 的 级 联结 构 就 简化 到 图 6. 17 所 示 的 结构 。 另 外 ,为 了 说 明 级 联结 构 , 也 可 把 H(z) 表 示 
为 一 阶 因子 的 乘积 而 采用 一 阶 系统 ,如 下 式 : 

1422-14 7-2 +270 +274) 
1—0.75z-1 +.0.1252-2, (1 — 0.5z-!) (1 — 0.25z-1) 
因为 全 部 零 、 极 点 都 是 实 的 ,所 以 用 一 阶 节 的 级 联结 构 具 有 实 系 数 。 如 果 极 点 和 /或 零点 是 复 
数 , 那 么 仅 二 阶 节 才 有 实 系 数 。 图 6. 19 示 出 两 种 等 效 的 级 联结 构 , 两 者 都 有 式 (6.32) 所 给 出 
的 系统 函数 。 图 6. 19 所 示 的 信号 流 图 代表 的 差分 方程 能 够 很 容易 地 写 出 米 。 习题 6.22 ZK 
于 求 其 他 等 效 系 统 结构 的 例子 。 


œ = “4 > > > >_> > o > pý 
x[n] y(n] 
zl z! zi zl 





H(z) = (6. 32) 























0.5 0.25 
(a) 
o > 和 oO- > > > oS -0 o 
x[n] yia] 
to?! yz” 
~— > < D= 
0.5 0.25 
(b) 


图 6.19 例 6.5 的 级 联结 构 。(a) 直接 了 型 子 系统 ;(b) 直接 卫 型 子 系统 
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关于 级 联 型 中 系统 函数 的 定义 做 一 点 最 后 的 注释 。 按 式 (6.30) 的 定义 ,每 一 个 二 阶 节 都 有 
5 个 系数 乘法 器 。 为 方便 比较 . 设 式 (6.27) 的 刀 (z) 中 内 =N, 再 假设 N 为 偶数 ,这 样 Y = N/2. HR 
么 ,直接 了 工 型 .了 [型 结构 都 有 2N+1 个 系数 乘法 器 ,而 由 式 (6.30) 所 建议 的 级 联 型 结构 有 5N/2 个 
系数 乘法 器 。 对 于 图 6. 18 所 示 的 六 阶 系统 而 言 ,要 求 总 共有 15 个 乘法 器 ,而 等 效 的 直接 型 则 要 求 
乘法 器 总 数 为 13 个 。 级 联 型 的 另 一 AEE 


1 + biez! + barz” 
= a 





z (6.33) 


1 = ajz“! — azz” 


式 中 ,bo 是 式 (6. 27) 分 子 多 项 式 的 首 项 系数 ， ‘tb, =b,/by,,i=1,2 和 =1,2,…,N,。H(z) 的 这 种 

形式 提出 了 一 种 四 乘法 器 二 阶 节 的 级 联结 构 , 外 加 一 个 总 增益 常数 和 。 这 种 级 联 形 式 与 直接 型 结 

REAREA IA te TA 在 6. 9 节 中 将 指出 , 当 用 定点 运算 实现 时 ,常常 采用 五 乘法 器 的 二 阶 
节 , 这 样 有 可 能 分 配 系统 的 整体 增益 , 借 此 可 以 控制 在 系统 中 各 关键 点 上 信号 的 天 小 。 当 用 浮 点 运 

算 ,并 且 动 态 范围 不 会 成 为 一 个 问题 时 ,用 四 乘法 顺 的 二 阶 节 可 以 减少 计算 量 。 对 于 单位 圆 上 的 零 
点 可 以 获得 进一步 简化 。 在 这 种 情况 下 ba = 1 每 个 二 阶 节 仅 要 求 三 个 乘法 器 。 


6.3.3 并 联 型 


将 H(z) 的 分 子 和 分 母 多 项 式 做 男 一 种 因 式 分 解 ,可 将 有 理 系统 函数 式 (6. 27) 或 式 (6.29) 表 
示 为 如 下 部 分 分 式 展开 的 形式 : 


Np N 
A(z) = Ge 十 


k=0 
式 中 ,V=N +2N,, WR MSN, IRA N, =M—N; BEA HGS (6. 34) PAIS —PAISK. A 
式 (6. 27) 中 的 系数 a Ril b, 都 为 实数 ,那么 4 ,Bi,Ci,c, 和 e 这 些 量 都 为 实数 。 在 这 种 形式 中 , 系 
统 函 数 可 以 看 作 是 由 一 阶 和 二 阶 THR 系统 并 联 的 组 合 , 可 能 还 有 N, 个 简单 幅度 加 权 的 延迟 通道 
人 
一 | 


Np 
+ 
H(z) = Cz aÈ 2 (6. 35) 


/0 1 一 CIKZ l — azz = 


式 中 ,与 级 联 型 一 样 ,N, =L(N +1 JERKE N +1)/2 的 最 大 整数 ,并 且 如 果 N, =M-N 是 负 
的 , 则 式 (6.35 ) 中 的 第 一 个 和 式 就 不 存在 。 图 6. 20 示 出 N=M=6 时 的 一 个 由 型 例子 。 采 用 直接 
下 型 二 阶 节 并 联 型 的 一 般 差 分 方程 为 





N> 
= Br(l — erz-!) 
-CG i 
go! reser ea KO. 38) 








wln] = awla — 1] + aopuy[n — 2] + xla] 大 三 1.2 ,AN (6. 36a) 
Yala] = eogwkln] + errweln — 1] k=] 2,025 Ns (6. 36b) 
Np N, 
yin] = $ Cr 一 如 二 >》 vole (6. 36¢) 
k=0 k=1 


如 果 M<AN, 那 么 式 (6.30c) 中 的 第 一 个 和 式 就 不 存在 。 


例 6.6 举例 说 明 并 联 型 结构 
还 是 考虑 例 6.4 和 例 6.5 中 的 系统 函数 。 对 于 并 联 型 ,必须 将 刀 (z) 表 示 为 式 (6.34) 或 
式 (6.35 ) 的 形式 。 如果 用 二 阶 节 , 刀 (z) 就 是 
1422714 2-2 = z7! 
: Moe TE a Ce pa av) 
本 例 用 二 阶 节 的 并 联 型 实现 示 于 图 6. 21 . 
由 于 全 部 极点 都 是 实数 ,将 局 (z) 展 开 成 如 下 形式 : 
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18 25 
1—0.5z-! 1—0.25z-! 
就 能 得 到 另外 一 种 并 联 型 实现 。 这 种 用 一 阶 节 的 并 联 型 实现 如 图 6.22 所 示 。 与 一 般 情况 相 
同 ,由 图 6.21 和 图 6.22 所 表示 的 差分 方程 都 能 直接 写 出 。 


C 
> 





H(z) =8+ (6. 38) 





wila] eol yiln] 

















Oo >_> > > > >—o 
x[n] F yin] 
LN z 
ays e12 
< 
PE 
z 
an 








wf] e03 ylz] 








图 6.20 将 实 极点 和 复数 极点 成 对 组 合 的 6 阶 系统 (M=N=6) 的 并 联 型 结构 


8 














zinl : Zi vin 
z 
0.25 
图 6.21 利用 一 个 二 阶 系统 的 图 6. 22 ”用 一 阶 系统 的 例 6.6 
例 6.6 的 并 联 型 结构 的 并 联 型 结构 


6.3.4 IR 系统 中 的 反馈 
本 节 中 全 部 流 图 都 有 反馈 回路 ;也 就 是 说 ,它们 都 有 一 个 闭合 的 路 径 , 该 路 径 从 某 一 节点 出 发 ， 
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以 箭头 方向 穿 过 革 些 支 路 又 回 到 该 节点 。 在 流 图 中 这 样 的 结构 意味 着 在 回路 内 某 一 节点 变量 直接 
或 间接 地 取决 于 它 自己 。 图 6.23(a) 示 出 一 个 简单 的 例子 , 它 表 示 如 下 差分 方程 : 
yla] = ayin — 1] + x[n] (6.39) 











sh ‘a E 
a z 


(a) 





(c) 





图 6.23 (a) 具 有 反馈 回路 的 系统 ;(b) 具 有 反馈 回路 的 FIR 系统 ;(c) 不 可 计算 系统 








为 了 产生 无 限 长 脉冲 响应 ,这 类 回路 是 必需 的 (但 不 充分 ) 。 如 果 考 虑 一 个 没有 反馈 回路 的 网 
络 就 能 看 出 这 一 点 。 这 时 从 输入 到 输出 的 任何 路 径 仅 能 通过 每 个 延迟 单元 一 次 。 因 此 ,输入 和 输 
出 间 最 长 延迟 一 定 发 生 在 网 络 中 通过 全 部 延迟 单元 的 那 条 路 径 上 。 这 样 , 对 于 一 个 没有 回路 的 网 
络 ,其 脉冲 响应 不 会 比 网 络 中 延迟 单元 的 总 数 还 要 长 。 由 此 可 以 得 出 :如 果 网 络 没 有 回路 ,那么 系 
统 函 数 仅 有 和 零点 (z=0 的 极点 除外 ) ,并 且 零 点 的 个 数 不 会 多 于 网 络 中 延迟 单元 的 个 数 ， 

再 回 到 图 6. 23(a) 所 示 的 简单 例子 上 ,可 以 看 到 , 当 输 入 为 单位 脉冲 序列 5L nj] 时 ,这 个 单一 
输入 样本 在 反馈 回路 中 由 于 乘 了 一 个 常数 a, 要 么 以 增长 幅度 ( |a| >1) 或 以 衰减 幅度 ( |a| <1) 持 续 
不 断 地 循环 ,所 以 脉冲 响应 就 是 ALzj =a"u[n]。 这 就 说 明了 反馈 是 如 何 能 产生 无 限 长 脉冲 响 
应 的 。 

如 果 一 个 系统 有 极点 ,那么 对 应 的 方 框图 或 信号 流 图 就 一 定 有 反馈 回路 。 男 一 方面 , 脉 
冲 响应 为 有 限 长 的 充分 条 件 是 系统 函数 无 极点 且 网 络 无 回路 。 图 6.23(b) 所 示 的 网 络 具 有 
一 个 反馈 回路 ,但 脉冲 响应 却 是 有 限 长 的 。 这 是 由 于 系统 函数 的 极点 与 一 个 零点 相抵 消 的 缘 
故 ;对 图 6.23(b) , 即 





1 一 a2z 一 加 (L =az "(l +.az7!) 
l—az-) 1 —az7! 


H(z) = 三 1 十 cz-1 (6. 40) 


ASA bk Me Wy AL nn] =ôln] +oa6[z-1 -这 个 系统 就 是 属于 通常 称 为 频率 采样 系统 的 FIR 
系统 的 一 个 简单 例子 。 习 题 6. 39 和 习题 6. 51 将 更 详细 地 考虑 这 类 系统 。 

网 络 中 的 回路 在 实现 由 网 络 所 表示 的 计算 中 提出 了 某 些 特殊 问题 。 正 如 已 经 讨论 过 的 , 必 
须 有 可 能 依次 计算 出 网 络 中 的 节点 变量 ,以 便 需 要 时 全 部 必要 的 值 都 可 用 。 在 某 些 情况 下 , 没 
有 办 法 去 安排 这 些 计 算 ,以 使 得 信号 流 图 中 的 节点 变量 都 能 依次 计算 出 来 。 这 样 的 网 络 是 不 可 
计算 的 (Crochiere and Oppenheim, 1975)。 图 6.23(c) 示 出 一 个 简单 的 不 可 计算 网 络 。 该 网 络 的 差 
分 方程 为 

yla] = ay[a] + x[n] (6.41) 

在 这 种 形式 中 ,无 法 计算 yLn] ,因为 式 子 右 边 涉及 想 要 计算 的 量 。 信 号 流 图 是 不 可 计算 的 这 一 点 
并 不 意味 着 由 流 图 代表 的 方程 是 不 能 解 的 ;事实 上 , 式 (6.41) 的 解 就 是 yLn] =x[nj/(1 -a)。 它 
只 是 指 该 流 图 不 代表 一 组 差分 方程 ,而 这 组 差分 方程 是 可 以 逐次 求 出 节点 变量 的 。 一 个 流 图 的 可 
计算 性 的 关键 是 全 部 回路 都 必须 至 少 包含 一 个 单位 延迟 单元 。 因 此 ,在 处 兽 用 流 图 表示 LTT 系统 
实现 时 ,必须 特别 小 心 不 要 造成 无 延迟 的 回路 。 习题 6. 37 将 讨论 含有 一 个 无 延迟 回路 的 系统 。 习 
题 7.51 将 说 明 如 何 会 引入 一 个 无 延迟 回路 . 
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6.4 转 置 形式 


线性 信号 流 图 理论 为 将 信号 流 图 变换 成 不 同 的 形式 ,而 保持 输入 和 输出 间 总 的 系统 函数 不 变 
给 出 了 各 种 方法 。 其 中 一 种 称 为 流 图 倒置 (flow grapb reversal ) 或 转 置 (transposition ) ,用 它 可 以 推 
导出 一 组 转 置 系统 结构 ,这些 结 构 为 6. 3 节 所 讨论 的 结构 提供 了 某 些 有 用 的 补充 。 

将 网 络 中 所 有 支 路 的 方向 颠倒 ,但 保持 支 路 增益 不 变 ,并 将 输入 和 输出 也 颠倒 过 来 ,以 使 得 源 
节点 变 成 汇 节点 , 汇 节点 变 成 源 节点 ,这 样 就 完成 了 一 个 流 图 的 转 置 。 对 于 单 输入 / 单 输出 系统 , 若 
输入 和 输出 节点 也 互 换 ,那么 所 得 流 图 与 原 流 图 具有 相同 的 系统 函数 。 这 里 就 不 详细 证 明 这 一 结 
果 工 ,用 两 个 例子 来 说 明 
例 6.7 没有 零点 的 一 阶 系统 的 转 置 型 

对 应 于 图 6.24(a) 中 的 流 图 的 一 阶 系统 有 系统 函数 


H(z) = (6. 42) 


1 一 wz 一 ! 
为 了 得 到 该 系统 的 转 置 形式 ,将 全 部 支 路 往 头 方向 颠倒 ,将 原 输入 现 取 为 输出 ,原来 的 输出 现 
取 为 输入 ,就 得 到 图 6.24(b)- 通常 总 是 习惯 将 输入 放 在 图 的 左边 ,输出 放 在 右边 ,这 样 转 置 
网 络 就 如 图 6.24(c) 所 示 。 比较 图 6.24(a) 和 图 6.24(c) 就 可 以 注意 到 ,唯一 的 差别 在 于 : 
图 6.24(a) 中 是 将 延迟 给 出 序列 y[ 呈 -1] 乘 以 系数 w, 而 在 图 6.24(c) 中 则 是 将 y[z] 乘 以 系数 
qa, 然后 再 延迟 。 因 为 这 两 种 运算 是 可 以 交换 的 ,所 以 赁 直观 就 能 看 出 :图 6. 24(a) 所 示 的 原 系 
统 与 其 相应 的 转 置 系统 [ 见 图 6.24(c) ] 有 相同 的 系统 函数 。 


O——« < < o > > >— o 
xla] : vIn] yla] ， xfa] x[n] y[n] 
g z z 


a a a 


(a) (b) (c) 








图 6.24 〈a) 简 单一 阶 系统 流 图 ;(b) Ca) 的 转 置 形 式 ;(c) 将 输入 放 在 左边 重 画 (pb) 的 结构 
在 例 6. 7 中 ,直接 就 能 看 出 原 系统 与 它 的 转 置 有 相同 的 系统 函数 。 然 而 ,对 于 更 为 复杂 的 图 ， 
这 一 结论 往往 不 是 显而易见 的 。 现 用 下 例 给 予 说 明 。 


例 6.8 基本 二 阶 节 的 转 置 型 
考虑 图 6.25 所 示 的 基本 二 阶 节 , 该 系统 的 差分 方程 为 





w[n| = aywln — 1] + agwi[n — 2] + xla] (6. 43a) 
yin] = bowl[n| + bpwin — 1] + bwin — 2| (6. 43b) 
其 转 置 流 图 如 图 6.26 所 示 , 它 的 差分 方程 为 
volal = boxtnl + viin — 1] (6. 44a) 
yin] = vola] (6. 44b ) 
vila] = ayin] + byxtn| + vln — 1] (6. 44c) 
vain] = agyin| + baxlnl (6. 44d) 


式 (6.43a) 一 式 (6.43b) fo X (6. 44a) 一 式 (6.44d) 是 从 输入 样本 x[n] 构 成 输出 样本 





O ”该 定理 可 以 直接 由 信和 号 流 图 理论 中 的 梅森 增益 公式 得 出 ( Mason and Zimmermann, 1960; Chow and Cassignol，1962 ; 或 
Phillips and Nagle, 1995 ) 
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y[n] 的 不 同方 法 。 这 两 组 差分 方程 是 等 效 的 ,这 一 点 不 是 显而易见 的 。 证 明 这 种 等 效 的 一 种 
方法 是 在 两 组 方程 的 两 边 用 z 变换 表示 ,在 两 种 情况 下 求 出 比值 Y(z)/X(z) = 有 H(z) ,再 比较 结 
果 。 另 一 种 方法 是 将 式 (6. 44d) 代 入 式 (6.44c) ,再 将 所 得 结果 代入 式 (6. 44a) ,最 后 将 结果 代 
入 式 (6.44b)。 最 终结 果 为 

















ylnl=atyln m1)+ayln — 21+ boxln| + bixln — 1] + bzxln — 2] (6.45) 
因为 图 6.25 ary MAR E, SH Ah, A 6.25 所 示 系 统 的 输入 和 输出 也 满足 
式 (6.45) 的 差分 方程 ， 因 此 ,在 初始 松弛 条 件 下 ,图 6.25 和 图 6. 26 所 示 的 系统 是 等 效 的 。 

Co = bo voln] > > o 
Aas, p= x(n] yin] 
x[n] yla] 
vifa] 
Az 
ay 
vala] 
图 6.25 例 6.8 的 直接 卫 型 结构 Al6.26 例 6.8 的 转 置 直接 T 型 结构 


转 置 定理 能 用 于 目前 已 经 讨论 过 的 任何 结构 。 例 如 ,将 它 用 于 图 6. 14 中 的 直接 工 型 结构 就 是 
图 6.27; 类 似 地 ,图 6. 15 中 的 直接 开 型 结构 的 转 置 结构 就 是 图 6. 28。 如 果 一 个 信号 流 图 被 转 置 ， 
延迟 支 路 数 和 系数 的 个 数 都 保持 原样 ,因此 转 置 后 的 直接 下 型 结构 也 是 一 种 规范 型 结构 。 从 直接 
形式 导出 的 转 置 后 结构 ,由 于 它们 可 以 通过 对 系统 函数 分 子 和 分 母 的 观察 来 构造 得 到 ,从 这 一 点 看 
它们 也 是 “直接 "的 。 
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图 6.27 将 转 蔷 定理 应 用 于 图 6. 14 中 的 直接 工 型 结构 得 到 的 一 般 流 图 


通过 比较 图 6. 15 与 图 6. 28 ,可 以 看 出 一 个 重要 的 差别 。 直 接 开 型 结构 首先 实现 极点 ,然后 实 
现 零点 ,而 转 置 的 直接 开 型 结构 先 实 现 零 点 ,再 实现 极点 。 当 在 有 限 精 度数 字 实 现 系统 中 存在 量化 
时 ,或 在 离散 时 间 模 拟 实现 系统 中 存在 噪声 时 ,这 些 差 别 就 显得 更 为 重要 了 。 

当 将 转 镍 定理 应 用 于 级 联 或 并 联 型 结构 时 ,单个 的 二 阶 系统 可 以 用 其 转 署 结构 代替 。 例 如 ,将 
转 置 定理 应 用 于 图 6. 18 就 得 出 3 个 转 置 直接 下 型 节 ( 如 例 6.8) 的 级 联 , 其 系数 与 图 6. 18 中 的 相 
同 ,但 颠倒 了 级 联 的 次 序 ,类似 的 结论 对 于 图 6. 20 的 转 署 也 是 一 样 的 。 

转 置 定 理 进 一 步 强调 了 对 于 任何 给 定 的 有 理 系 统 函 数 而 言 , 存 在 着 无 数 种 实现 结构 。 转 置 定 
理 为 产生 新 的 结构 给 出 了 一 种 简便 的 方法 。6. 6 节 将 讨论 另外 几 种 IIR 结构 ,但 是 ,用 有 限 精度 运 
算 实现 系统 的 问题 已 经 促使 多 种 等 效 结构 出 现 , 因 此 ,本 节 仅 集中 在 最 常用 的 一 些 结构 上 ， 
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图 6.28 将 转 置 定理 应 用 于 图 6.15S 的 直接 下地 结构 得 到 的 一 般 流 因 
6.5 FIR 系统 的 基本 网 络 结构 


6.3 节 和 6.4 节 讨 论 的 直接 型 .级 联 型 和 并 联 型 结构 是 IIR 系统 最 一 般 的 基本 结构 。 这 些 结构 
是 建立 在 系统 函数 既 有 极点 又 有 零点 的 假定 前 提 之 上 的 。 虽然 IIR 系统 的 直接 型 和 级 联 型 也 包括 
了 FIR 系统 (作为 一 种 特例 ) ,但 是 对 于 FIR 系统 还 有 另外 一 些 特殊 形式 。 


6.5.1 直接 型 


对 于 因果 的 FIR 系统 ,其 系统 函数 仅 有 零点 ( 除 z=0 的 极点 外 ) ,并 且 因为 系数 a 全 为 零 , 所 
以 式 (6.9) 的 差分 方程 就 简化 为 


M 
ylal = 》 brexln —K] (6. 46) 
k=0 


该 式 可 以 认为 是 x[n | 与 单位 脉冲 响应 的 直接 卷 积 ,其 单位 脉冲 响应 为 
bas n=0,1,°°*..M 
mint = | 其 他 (6. 47) 

这 样 图 6. 14 和 图 6. 15 的 直接 工 型 和 直接 工 型 结构 就 都 变 成 图 ©. 29 中 的 直接 型 FIR 结构 。 由 于 
延迟 单元 链 跨 接 图 的 顶部 ,这 种 结构 也 称 为 抽 头 延迟 线 结 构 (tapped delay line) ,或 称 横向 滤波 器 结 
构 (transversal filter) 。 由 图 6. 29 可 见 , 沿 着 这 条 链 每 一 抽 头 的 信号 被 适当 的 系数 (脉冲 响应 值 ) 加 
权 ,然后 将 所 得 乘积 相 加 就 得 到 输出 y[ nj] 。 

将 转 置 定理 应 用 于 图 6. 29 ,或 等 效 地 将 图 6. 27 或 图 6. 28 的 系数 w 都 置 为 零 ,就 可 以 得 出 FIR 
的 转 置 直接 型 ,其 结果 如 图 6. 30 所 示 。 








z 1 z! zl 
x[n] 
AJO] All] h[2] hI[M-1] Yh[M] 





图 6.29 FIR 系统 的 直接 型 实现 


z! z! sA z! 


> > aya > > > P 
h[M] AlM=-1i Ah|M-2] h[2] hji] A[0| 


x[n] 








图 6.30 ”图 6.29 网络 的 转 置 
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6.5.2 级 联 型 
ETL RRA SHO LAGE! FIR He EGU RINE a) 表示 为 


=F hink” = Tio + byez! + bz) (6. 48) 
n=0 k=1 


这 里 ,M, =| (M +1)/2 1 是 不 大 于 (M+1)Z2 的 最 大 整数 。 如 果 M NAT, Ab, HEP SH 
零 ,因为 H(z) 在 这 种 情况 下 会 有 奇数 实 零 点 。 式 (6.48 ) 表示 的 流 图 如 图 6.31 所 示 。 在 形式 上 它 
与 图 6. 18 是 一 致 的 ,只 是 系数 of 和 ax 全 为 零 。 图 6. 31 中 每 个 二 阶 节 用 的 都 是 图 6. 29 所 示 的 直 
接 型 。 另 一 种 选择 是 用 转 置 直接 型 的 二 阶 节 ,或 者 等 效 为 对 图 6. 31 应 用 转 置 定 理 ， 


boy boz boms 
> © 














图 6.31 FIR 系统 的 级 联 型 实现 


6.5.3 线性 相位 FIR 系统 的 结构 
第 5 章 已 证 明 如 果 单 位 脉冲 响应 满足 如 下 对 称 条 件 : 


h[M—n]=A[n], n=O0,1,---.M (6. 49a) 
或 
h[M—n]=—h[n], n=0.1,.…,M (6. 49b) 
则 因果 FIR 系统 就 有 广义 线性 相位 特性 。 
有 了 这 两 个 条 件 中 的 任何 一 个 ,系数 乘法 器 的 数目 都 能 基本 上 减 半 。 为 了 看 出 这 一 点 ,考虑 如 


下 离散 卷 积 方程 的 运算 ,假定 W 为 偶 整 数 , 即 对 应 于 工 类 和 亚 类 系统 : 
M 


y[n] = So AT — k] 
k=0 


M/2-1 i 
= 》 Alkixin-—k1+A[M/21xIn— M/21+ >》 Alkixin —k] 
is k=M/2+1 
M/2-1 M/2-1 
= DO Alkixin—k)+A[M/2]x[n— M/21+ J` AIM —klxIn— M +k] 
k=0 i 
对 于 工 类 系统 ,用 式 (6. 49a) 可 得 
M/2-1 
yin] = > h[k](x[n — k] + x[n — M + k]) + A[M/2]x[n 一 M/2] (6.50) 
k=0 


对 于 了 严 类 系统 ,用 式 (6.49b ) 可 得 
M/2-1 
yin] = JO Alain — k] xin M +41) (6.51) 
k=0 
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对 于 M 为 奇 整数 的 情况 , 上 类 系统 对 应 的 方程 为 


(M—1)/2 
y= JO AlkI[n —k] + xn — M +k) (6. 52) 
k=0 
而 对 于 IV 类 系统 则 为 
(M—1)/2 
yink= So Alki ln — k] xln— M +k) (6. 53) 
k=0 


式 (6. 50) ~ 30 (6. 53) 意味 着 这 些 结构 只 有 M/2 +1,M/2 (M +1) /2 个 系数 乘法 器 ,而 不 是 
像 图 6. 29 所 示 的 一 般 直 接 型 结构 需要 M 个 系数 乘法 器 。 图 6.32 所 示 的 结构 即 式 (6.50) ,而 
图 6.33 所 示 的 结构 即 式 (6. 52) 。 





= 








z 1 
h[M/2—1] Ya[M/2| 








[16.32 4 M 为 偶 整 数 时 FIR 线性 相位 系统 的 直接 型 结构 


z! z! ol 

o— ~~ a 一 二 s 

x[n] C 
-i 
{ z 
e zi 7 i 
n[0] nll] h[2] 

a < < 一 : 


图 6.33 当 风 为 奇 整数 时 FIR 线性 相位 系统 的 直接 型 结构 


5.7.3 节 有 关 线 性 相位 系统 的 讨论 已 指出 , 式 (6. 49a) 和 式 (6.49b) 的 对 称 条 件 导 致 H(z) 的 零 
点 以 镜像 成 对 方式 出 现 。 就 是 说 , 若 z HE A(z) 的 一 个 零点 ,那么 1/a 也 是 H(z) 的 一 个 零点 。 青 
者 ,如 果 hl n | SEGA H(z) 的 零点 应 以 复数 共生 成 对 形式 出 现 。 结 果 就 是 ,不 在 单位 圆 上 的 
实 零点 就 以 倒数 对 形式 出 现 。 不 在 单位 圆 上 的 复数 零点 以 4 个 为 一 组 的 形式 出 现 , 它 们 对 应 于 复 
数 共 箔 及 其 倒数 。 如 果 有 一 个 零点 在 单位 圆 上 , 它 的 倒数 也 就 是 它 的 共 斩 。 这 样 ,在 单位 圆 上 的 复 
数 零点 就 可 以 很 方便 地 成 对 分 组 。 在 z= El 处 的 零点 ,其 倒数 和 复数 共 思 e 都 是 它们 自己 。 图 6. 34 








z 
h[(M -3)/2] Yh [(M — 1)/2| 














综合 了 这 4 种 情况 ,其 中 在 z,z? 1/2, W1 的 零点 就 是 作为 = al 
4 个 一 组 。 在 和 1/z, 的 零点 就 是 2 AA, REEE 2, Fil z 3 k 
的 零点 也 是 成 对 的 一 组 。 在 za 的 零点 就 是 单个 的 。 如 果 H(z) < 平面 
有 如 图 6. 34 所 示 的 零点 ,那么 它 就 能 分 解 成 一 阶 . 二 阶 和 四 阶 = aT 


因子 的 乘积 。 这 些 因子 中 每 一 个 都 是 一 个 多 项 式 , 其 系数 都 具 
有 与 H( 2) 的 系数 相同 的 对 称 性 ;也 就 是 说 ,每 个 因子 都 是 一 个 
Dz 为 变量 的 线性 相位 多 项 式 。 因 此 ,该 系统 就 能 够 实现 为 oz, 
一 阶 . 二 阶 和 四 阶 系统 的 级 联 。 例 如 ,对 应 于 图 6. 34 RES 。 ”图 6.34 线性 相位 FIR 滤波 
的 系统 数 可 以 表示 为 器 的 零点 对 称 性 
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0 
H(z) = hA(O] +27). +z! +. 2-2) + bz! +277) 
x (1 十 czr-l 十 dz 二 cz- 十 z-4) 
式 中 
a = (za 十 1/z) 也 =2Relzj e = -2Relzi 二 1/a] .也 =2 十 2 十 1/zi 

这 种 表示 给 出 了 一 种 由 线性 相位 基本 单元 组 成 的 级 联结 构 。 能 够 看 出 ,该 系统 函数 多 项 式 的 阶 为 
M =9 ,而 不 同系 数 乘法 器 的 数目 是 5。 这 就 与 图 6. 32 实现 的 线性 相位 直接 型 系统 所 要 求 的 系数 乘 
法 器 数目 ( (M+1)/2 =5) 相 同 。 因 此 ,不 用 增加 乘法 器 就 得 到 了 一 个 利用 短 的 线性 相位 FIR 系统 
级 联 的 标准 结构 。 


6.6 格 型 滤波 器 


6.3.2 节 和 6.5.2 节 讨 论 了 将 UR Al FIR 系统 的 系统 函数 因 式 分 解 为 一 阶 和 二 阶 后 得 到 的 级 
联 形式 。 另 外 一 种 有 趣 而 有 用 的 级 联结 构 是 基于 图 6. 35(a) 所 示 的 基本 结构 级 联 ( 输 出 到 输入 ) 连 
接 的 。 如 图 6.35(a) 所 示 , 基 本 的 构造 模块 系统 具有 两 个 输入 和 两 个 输出 ,被 称 为 一 个 双 端 口 流 
图 。 图 6.35(b) 给 出 了 等 效 的 流 图 表示 。 图 6. 36 给 出 了 一 个 由 M 个 这 种 基本 单元 级 联 而 成 的 系 
统 , 其 中 每 个 级 联 节 的 末端 都 有 一 个 “终端 口 " ,于 是 整个 系统 是 一 个 单 输入 单 输出 系统 ,输入 x[ n] 
提供 了 双 端 口 构造 模块 (1 ) 的 两 个 输入 ,并 定义 输出 y[nj 为 a”[n], 它 是 最 后 一 个 双 端 口 构 造 模 
块 M 的 上 分 支 输出 。( 通 常 忽略 第 M 节 的 下 分 支 输出 ) 虽 然 取 决 于 基本 构造 模块 定义 的 不 同 ,这 
种 结构 可 有 许多 不 同 的 形式 ,本 节 讨 论 仅 局 限于 图 6. 35(b) 所 示 的 特定 选择 ,这 就 得 到 了 一 类 应 用 
广泛 的 FIR 和 IIR 滤波 器 结构 , 即 著名 的 格 型 滤波 器 。 


an] an] alin] a In] 
o o 





bey] b In] ben] bO[n] 


(a) (b) 
图 6.35 FIR 格 型 滤波 器 格 型 结构 的 一 节 。(a) 双 端 口 构造 模块 的 框图 表示 ;(b) 等 效 流 图 
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图 6.36 M 个 基本 构造 模块 节 的 级 联 连接 


6.6.1 FIR 格 型 滤波 器 


在 图 6. 36 所 示 的 级 联 连接 中 使 用 图 6.35(b) 给 出 的 基本 蝶 型 双 端 口 构造 模块 , 即 得 到 类 似 
图 6.37 所 示 的 流 图 形式 ,这 种 格 型 形状 正 是 格 型 滤波 器 (lattice filter) 名 称 的 由 来 。 系 数 三 ,hh ,…， 
ky 通常 称 为 格 型 结构 的 参数。 在 第 11 章 中 会 看 到 ,这 组 参数 在 信号 全 极点 建 模 过 程 中 将 具有 
特殊 的 意义 ,图 6. 37 所 示 的 格 型 滤波 器 就 是 信号 样本 线性 预测 的 一 种 实现 结构 。 而 本 章 只 关注 利 


282 离散 时 间 信 号 处 理 (第 三 版 ) 





用 格 型 滤波 器 来 实现 FIR 和 全 极点 IIR 传递 函数 。 
图 6.37 中 的 节点 变量 a” [an] 和 4b"[n] 是 中 间 序 列 ,通过 下 面 一 组 差分 等 式 与 输入 x[n] 
关联 : 


ain] = bin] = x[n] (6. 55a) 

a tn] =at} in] — kb in 一 1 i =1,2, .AM (6. 55b) 

b(n] =b in — 1] — kiat in] i=1,2, M (6. 55¢) 

yin] =a [n] (6. 55d) 

可 以 看 出 ,k 参数 就 是 由 图 6. 37 和 式 (6. 55a) ~sk (6. 55d) 表示 的 M 个 耦合 差分 方程 集合 的 系数 。 

MA A Sls a), HS Hy Ws FER A R UE G =O 1 MEAT EE DO G -1) 节 的 输出 需 
BEE (i) WRA SEE 

x[n] an} an} a la] yla] 











bn) bn] bn] bin] 
图 6.37 ”一 个 基于 M 个 图 6.35(b) 的 双 端 口 构造 模块 级 联 的 FIR 系统 的 格 型 流 图 


显然 图 6. 37 中 的 格 型 结构 是 一 个 LTI 系统 ,因为 它 是 一 个 只 包含 延迟 和 常数 支 路 系数 的 线性 
信和 号 流 图 。 进 一 步 注 意 到 这 里 不 含 反 馈 环 ,意味 着 系统 具有 有 限 长 单位 脉冲 响应 。 事实 上 ,通过 直 
接 论证 足以 充分 地 说 明 从 输入 端 到 任意 中 间 节 点 之 间 的 单位 脉冲 响应 都 是 有 限 长 的 。 具 体 地 , 考 
虑 从 x[n] 到 节点 变量 a [之 间 的 单位 脉冲 响应 , 即 从 输入 到 第 ;个 上 分 支 节点 。 很 明显 ,如 果 
x[n] =d[n] ,那么 对 于 每 个 ;都 有 ao [0] =1, 因 为 脉冲 通过 各 节 的 上 支 路 进行 传播 是 没有 延迟 
的 。 而 所 有 其 他 支 路 到 任意 节点 变量 a"? [on Rb [m] 需 要 经 历 至 少 一 个 单位 的 延迟 ,延迟 最 大 
的 是 沿 着 下 面 支 路 ,然后 再 通过 系数 -上行 到 节点 a [nj ,这 个 脉冲 将 是 到 达 节 点 a" [n | 的 最 
后 一 个 脉冲 ,因此 单位 脉冲 响应 长 度 将 有 i+1 个 样本 。 其 他 所 有 到 达 某 一 内 部 节点 的 支 路 在 图 中 
的 上 、 下 支 路 之 间 呈 之 字形 曲折 ,因此 至 少 要 经 历 第 (站 节 输 出 之 前 延迟 处 理 中 的 一 次 而 不 是 全 部 

在 介绍 格 型 滤波 器 时 ,图 6. 37 和 式 (6. 55a) 一 式 (6. 55d) PRH a” [n] Mb [n] RRRA E 
意 输 入 x[ nj] 的 构造 模块 (i) 的 节点 变量 。 而 在 后 续 介 绍 中 为 方便 起 见 , 具 体 假 设 xL nj] =la], WY 
a” [n] AO [nj] 是 在 相关 节点 处 得 到 的 单位 脉冲 响应 ,对 应 的 z 变换 4"”(z) 和 B'"(z) 则 为 输入 
到 第 i 个 节点 之 间 的 传递 函数 。 因 而 ,输入 到 上 支 路 第 i 个 节点 之 间 的 传递 函数 为 


i i 
AD(z) = Yi a[aje = 5 ali) zm (6.56) 


n=0 m=) 
其 中 在 第 二 项 ,系数 an (msi) EH AR k (Sm) 的 乘积 之 和 构成 的 。 正 如 之 前 给 出 的 ,从 输入 到 
上 支 路 节点 i 的 最 长 延迟 的 系数 为 w”= 上 大。 利用 该 符号 表示 ,从 xf[m] 到 节点 变量 c [n] 的 单位 
脉冲 响应 为 


| l, n=0 
ain] = { -a i<axi (6. 57) 
0, 其 他 


类 似 地 ,用 B”(z) 表 示 从 输入 到 下 支 路 节点 i 的 传递 函数 。 进 而 ,由 图 6.35(b) 或 式 (6. 55b) 
和 式 (6. 55c) 可 以 看 出 
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A(z) = AUD (2) — kız! BY) (2) (6. 58a) 
B®(z) = —k; A-D (z) +z BE D(z) (6. 58b) 

同时 ,注意 到 在 输入 端 (i=0) 
Ao(z) = Bo(z) = 1 (6.59) 


根据 式 (6. 58a) 和 式 (6. 58b) ,并 从 式 (6.59) 出 发 ,可 以 递归 地 计算 出 到 任意 值 i 的 4"”(z) 和 
B"(z)。 继 续 计 算 , 则 B"(z) 和 4"(z) 之 间 的 关系 将 显示 为 


BO (z) = z“ AÙ (1/z) (6. 60a) 
或 者 用 1/z 替换 式 (6. 60a) PAY z, 得 到 等 价 关系 
A(z) = 21 B® (1/2) (6. 60b) 


可 以 利用 数学 归纳 法 正式 地 证 明 这 些 等 价 关系 成 立 , 即 证 明 如 果 它 们 对 某 个 值 i-1 成 立 , 那 么 对 i 
也 成 立 。 具 体 地 ,从 式 (6.59) 可 以 直接 看 出 式 (6. 60a) 一 式 (6.60b) 对 于 i=0 成 立 。 现 在 来 考察 
i=l, 
AM (2) = A(z) — k T BO (zy) =1 — ye! 
BO) = -k A(z) + 27) BO (z) = —ky +z! 
一 xz 1! — kız) 
= za (1/z) 
Bat fis2, 
A(z) = AQ (z) — koz7! BO (zy = 1 — kız7! — kz (1 — kz) 
=1— k (1 —ky)z7) — kz? 
B(z) = =k AV (2) +27! BM (2) = —ka(1 — yz!) + z7? (1 — kiz) 
= z 2 — ki (1 — ka)z — kaz?) 
= z7? AO (1/2) 
通过 假设 式 (6. 60a) FAISE (6. 60b) X} i -1 成 立 , 可 以 证 明 得 到 一 般 性 结论 ,然后 代入 式 (6. 58b) 
得 到 








BOD(z) = —kjz~"—) BY-Y (1/2) 4 zlz (TD) 4 l-D (1 /z) 
= zi [aaz _ kz (1/2)| 
由 式 (6. 58a) 得 到 上 式 中 括号 内 的 项 为 4"(1/z) ,因此 一 般 情况 下 为 
BO(z) = zt AM (1/2) 

与 式 (6. 60a) 相同 。 从 而 证 明 式 (6. 60a) 和 式 (6. 60b) 对 任意 iSO 都 成 立 。 

正如 之 前 所 指出 的 ,传递 函数 4 (2) AB“? (z) 可 以 利用 式 (6.58a) 和 式 (6.58b) 递 归 地 计算 
得 到 。 这 些 传递 函数 是 i 阶 多 项 式 , 它 们 在 获得 多 项 式 系数 之 间 的 直接 关系 中 非常 有 用 。 为 此 ， 
式 (6.57) 的 右边 定义 了 4"”(z) 的 系数 为 -a ,m=1,2,…,i, 首 项 系数 等 于 1, 即 如 式 (6. 56) 中 


A=) =1- Doe (6.61) 
m=1 
类 似 地 ， 
1 一 | 
AND) =t 2 ai Dg papa 


m=1 
为 了 得 到 用 a, | Mk 来 表达 系数 oh? 的 直接 递归 关系 ,可 以 把 式 (6. 60a) 和 式 (6. 62 ) 结 合 起 来 ， 
从 而 得 到 
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1 一 1 
B0-D(z) = z-4@-Dal-D (4/2) = z 一 人 (一品 | atte (6. 63) 


m=1 


fest (6. 62) 和 式 (6. nie 58a) 中 ,得 到 4" (2) AT IKRA 


1 一 | 
AO(z) -f _ Fol qli sa) = kjz7! oe | = a re) (6. 64) 
=| m=\ 


对 第 二 个 求 和 项 重新 排序 PG 2 UL BAC 即 用 i- m ARE m, 并 重新 求 和 ) ,再 合并 式 (6.64) 中 
的 同类 项 得 到 


i-l 


A(z) soft pD [ag-» - ki 0 z — kiz (6.65) 
m=! 
其 中 可 以 看 到 ,正如 之 前 所 指出 的 ,z “的 系数 为 -k。 比 较 式 (6. 65) 和 式 (6. 61) 得 到 
aw =e [aw-? - kia 加 m=1,-,i-1 (6. 66a ) 
al”? = ki (6. 66b) 


xt (6. 66) BL A" (2) RAIA (z) 系 数 之 间 的 直接 递归 关系 式 。 这 些 等 式 和 式 (6. 60a) 也 一 起 
Wine Fei PAR B (2) 。 

FL (6. 66 ) FY) 338 VE 25 Pay i YL A SS Sh A PI IA. H w KIRA (2) KER BR 
数 向 量 ,用 w, ,表示 这 些 系 数 翻转 顺序 后 的 向 量 , 即 有 


(i—1) _(i—1) (i—1) 
aji = [a x3 aee | | 


且 


e T 
x (i—1)  i-l) (i—1) 
Mi) = jat ig TE 


于 是 式 (6. 66 ) 可 以 表示 为 矩阵 方程 


Qj-l &i-1 
Qi =] vv。 — ki eres (6. 67) 
0 一 1 


式 (6.66) 或 式 (6.67) 中 的 递归 形式 是 对 一 个 FIR 格 型 结构 进行 分 析 得 到 其 传递 函数 的 算法 
的 基础 。 从 图 6. 37 中 指出 的 参数 集合 为 1, ，…,kw| 的 流 图 入 手 ,然后 利用 式 (6.66) 递 归 地 
计算 出 连续 更 高 阶 的 FIR 滤波 器 的 传递 函数 ， HSN 类 到 级 联结 构 的 未 端 ,1 可 得 到 





A =1- Sane We (6. 68a) 
m=! 
式 中 ， 
om 一 ca) m=1,2,---,M (6.68b) 由 人 参数 计算 系数 的 算法 

该 算法 的 步骤 如 图 6. 38 所 示 。 Given kı, k2,- , km 

获得 可 实现 指定 的 从 输入 x[n] 到 输出 | FOr = MM 
yin] =a” [n] Z] AEREA RE FIR 格 型 | ie is i7 1 then for E EE Eq. (6:560) 
结构 中 的 参数 也 是 值得 关注 的 , 即 用 由 = al! ali- Eq. (6.66a) 
式 (6.68a) 和 式 (6. 68b) 的 多 项 式 所 定义 的 A(z) 
来 确定 图 6.37 所 示 的 格 型 结构 的 参数 集合 。 j= OG pHa, Eq. (6.68b) 





要 做 到 这 一 点 可 以 颠倒 式 (6. 66) mea (6. 67) AY 
递归 形式 ,进而 贯 序 地 得 到 用 A (2) 表达 的 传 “图 6 到 ”从 参数 转换 成 PIR 滤波 器 系数 的 算法 
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ih pa A (2) HP i = MM -1 ,2。 大 参数 则 作为 该 递归 处 理 的 附带 产品 而 得 到 。 
具体 地 ,假设 指定 系数 aw =a ,其 中 避 =1,2,… ,MM, 要 求 得 到 用 格 型 结构 实现 该 传递 隐 数 的 
k BBR EG ky kyo M FIR 格 型 的 最 后 一 厄 出 发 , 即 i= 导 。 由 式 (6. 66b) 可 得 
oe oi = (6. 69) 
其 中 ,4 ”(z) 采 用 指定 的 系数 定义 为 


M M 
AMM hes Dl one (6.70) 
太一 | m=1 
对 式 (6. 66 ) 或 等 效 地 对 式 (6. 67) HEA Rw, Hep i=M A ky =a” ATE aui BEAS i = 
M -1 到 最 后 一 节 的 传递 系数 向 量 。 该 过 程 不 断 重复 直到 到 达 4 …(z) 。 
为 了 得 到 用 a, 表达 a, ”的 一 般 递 归公 式 ,由 式 (6.66a) 看 出 必须 将 a 消 掉 。 为 此 ,在 
IX (6. 66a) HHH i -m (REF m, 并 让 所 得 等 式 的 两 边 同 时 乘 以 ,从 而 得 到 
kor = Kif m — po? 


将 该 等 式 加 到 式 (6. 66a) 上 得 到 








从 该 式 又 得 到 
(i) (i) 
; n + kia; 
i (6. 71a) 
1—k; 
根据 计算 出 的 a* ,其 中 于 =1,2,… 光 -1 ,由 式 (6.66b) 可 看 出 
ki = 005” (6. 71b) 


于 是 ,从 af” = an 5m = 12,00 M HI, TT ELAYHL EC (6. Tla) ARK (6. 71b) HH al? (m=1,2,…， 
MV) AI kui ,该 过 程 递归 重复 可 得 到 所 有 的 传递 函数 4"”(z) ,作为 附带 产品 还 可 以 获得 格 型 结 
构 所 需要 的 全 部 参数 。 图 6. 39 再 次 给 出 该 算法 的 执行 步 又 。 

从 系数 计算 k 参 数 的 算法 


Eq. (6.69) 


Eq. (6.71a) 


Eq. (6.71b) 





图 6.39 MA FIR 滤波 器 系数 转换 成 参数 的 算法 


例 6.9 三 阶 FIR 系统 的 k 参 数 
考察 图 6. 40(a) 所 示 的 FIR 系统 ,其 系统 函数 为 
A(z) = 1 = 0.927! + 0.6477? — 0.576273 
HI, A(6. 70) P M=3 且 系 数 aG) 为 
a? =0.9 a$ 


观察 到 上 =a =0.576, 并 由 此 开始 。 


) = 0.64 af) =0.576 
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用 式 (6.71a) 计 算出 传递 函数 42 (z) 的 系数 。 具 体 地 ,利用 式 (6.71a) 得 到 (四 舍 五 入 
到 小 数 点 后 三 位 ) 


oP). L tka _ 0795 
1 一 局 
(3) ~ (3) 
+k 
WN a EE RD 
1 一 全 


然后 由 式 (6.71b) 得 到 有, =a = -0.182。 
为 得 到 A? (z) ,再 次 利用 式 (6.71a) 可 得 





x[n] y[r] 











(b) 


图 6.40 fl 6.9 的 流 图 。(a) 直 接 形式 ;(b) 格 型 形式 ( 系数 进行 了 四 舍 五 人) 


6. 6.2 全 极点 格 型 结构 


实现 全 极点 系统 函数 有 H(z) =1/4(z) 的 格 型 结构 可 以 通过 将 H(z) 看 作 是 FIR 系统 函数 A(z) 
的 逆 滤 波 器 而 从 前 一 节 的 FIR 格 型 结构 建立 得 到 。 为 了 推导 全 极点 格 型 结构 ,假设 已 经 给 定 y[ mn] 
=a [n], REAA a [n] =x[n]。 为 了 完成 该 工作 ,对 图 6. 37 中 的 计算 进行 逆 处 理 , 即 从 
右 向 左 算 。 更 为 具体 地 ,如 果 对 式 (6. 58a) 中 的 A“ ?(z) 求 解 ,将 其 用 4"(z) 和 B""(z) 表 示 , 而 
保持 式 (6. 58b) 不 变 , 可 得 到 如 下 方程 对 : 


A D(z) = AO (æ) + hz ! BOYZ) (6. 72a) 
BO(z) = kA DN)(z) + 27 BEY) (z) (6. 72b) 
它们 的 流 图 表示 如 图 6.41 OR AS, TEE ES PRL F, MA iE an] atin] 


i 一 1 的 信号 流 沿 着 图 形 的 上 支 路 ,而 从 i-1 到 i 的 信号 流 则 走 下 
支 路 。 将 村 个 图 6.41 所 示 的 处 理 节 顺 序 连 接 起 来 ,每 个 节 带 有 
合适 的 大 参数 ,从 输入 a [Tn] 到 输出 a [n] 的 流 图 如 图 6. 42 





所 示 。 最 终 , 图 6. 42 最 后 一 节 终 端 处 的 条 件 x(n] =a [n] = sii i 
bo [mn] 产生 了 一 个 反馈 连接 , 它 提供 了 反 向 传播 的 序列 69[n] 。 。 图 6 41 ARARA 


然 ， 个 j NYA + 
当然 ,这 种 反馈 对 于 一 IR 系统 来 说 是 必要 的 。 系统 计算 的 一 节 
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图 6. 42 给 出 的 差分 方程 集合 为 了 


a) [n] = yin] (6. 73a) 

a" in} = a [n] + kb"? [n - 1), i= MLM -1.77.1 (6. 73b) 
bin] = bi Dano 1] — ka’ [n], i=M.M-1..….1 (6. 73c) 
x[n] =a [n] = b© [n] (6. 73d) 


由 于 图 6. 42 固有 的 反馈 特性 及 其 对 应 的 这 组 方程 ,使 得 与 延迟 关联 的 所 有 节点 变量 的 初始 条 件 必 
须 提 前 指定 。 典 型 地 ,在 初始 松弛 条 件 下 ,指定 六 "[ -1] =0。 随 后 ,如 果 先 计算 式 (6.73b) ,那么 
在 计算 式 (6.73c) 时 对 于 n SO 的 时 刻 e [将 是 可 获得 的 ,这 里 入 [aa -1] 的 值 已 经 在 前 一 
次 迭代 中 得 到 了 

现在 来 说 明 将 6.6. 1 节 的 全 部 分 析 应 用 于 图 6. 42 所 示 的 全 极点 格 型 系统 。 如 果 想 要 由 系统 
因数 H(z) =1/4(z) 来 得 到 一 个 全 极点 系统 的 格 型 实现 ,可 以 简单 地 使 用 图 6. 39 和 图 6. 38 中 的 算 
法 ,根据 分 母 多 项 式 的 系数 来 获得 上 参数 ,反之 亦 然 。 





yfa] =a [n] a™-Din] a™M-»in] ain] x{n] 
-km 二 -kı 
hí Mijn] pm In] oe py[n] bO[n] 


图 6.42 全 极点 格 型 系统 


例 6.10 IR 系统 的 格 型 实现 
作为 IR 系统 的 一 个 例子 ,考虑 系统 函数 
1 
M2) = 709-1 4 0642 — 057623 (6 74a) 
1 

(1 一 0.8jz-DUl +0.8jz-1(l — 0.9271) 

它 是 例 6.9 中 系统 的 逆 系 统 。 图 6.43(a) 给 出 了 该 系统 的 直接 型 实现 ,而 图 6.43(b) 给 出 了 利 
用 例 6.9 计算 出 来 的 大 套数 表示 的 等 效 R 格 型 系统 。 注意 到 , 格 型 结构 和 直接 型 结构 有 相 

同 数 量 的 延迟 (存储 寄存 器 ) 。 然 而 ,其 乘法 器 数量 则 为 直接 型 的 两 倍 , 这 一 点 对 任意 阶 数 采 


x[n] 
o—> 














(6. 74b) 


yla] 





人 


4 Yz! 





0.576 














(a) 


图 6.43 IR 滤波 器 的 信号 流 图 。(a) 直接 型 ;(b) 格 型 





D 注意 到 ,基于 图 6.37 中 的 FIR 格 型 结构 来 推导 全 极点 格 型 结构 的 过 程 违反 了 常规 习惯 ,将 输入 用 y[n] 表 示 而 输出 为 
x[n]。 当 然 ,一 旦 完成 了 推导 ,这 种 标注 可 以 是 任意 的 。 
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既然 图 6. 42 的 格 型 结构 为 一 个 HR 系统 ,就 必须 关注 其 稳定 性 。 在 第 13 章 的 讨论 中 可 看 到 ， 
保证 一 个 多 项 式 4(z) 的 全 部 零点 都 位 于 单位 圆 内 的 必要 且 充 分 条 件 是 | |<1,i=1,2,…,M 
(参见 Markel and Gray, 1976.) 9) 6. 10 证 明了 这 个 事实 ,因为 如 式 (6.47b) 所 示 ,8(z) 的 极点 
[4(z) 的 零点 ] 位 于 = 平面 的 单位 圆 内 且 所 有 大 参数 具有 小 于 1 的 幅度 。 对 于 IIR 系统 ,条 件 | ,| < 
1 中 国有 的 稳定 性 保证 是 非常 重要 的 。 即 便 格 型 结构 每 个 输出 样本 所 需 的 乘法 器 个 数 是 直接 型 的 
两 倍 , 但 它 对 上 参数 的 量化 不 敏感 。 正 是 由 于 该 特性 ,使 得 格 型 滤波 器 在 语音 合成 应 用 中 颇 为 盛行 
(JL Quatieri ,2002 和 Rabiner and Schafer,1978)。 


6.6.3 格 型 系统 的 推广 


已 推导 出 FIR 系统 和 全 极点 UR 系统 可 用 格 型 结构 表示 。 当 系统 困 数 同时 具有 零点 和 极点 
时 ,仍然 有 可 能 找到 一 种 基于 对 图 ©. 42 所 示 全 极点 结构 进行 修正 的 格 型 结构 表示 。 有 具体 推导 过 程 
这 里 不 再 给 出 (参见 Gray and Markel,1973 ,1976 ) ,参见 习题 11. 27。 


6.7 有限 精度 数值 效应 概述 


已 经 看 到 ,一 个 特定 的 LTI 离散 时 间 系 统 可 以 用 各 种 不 同 的 运算 结构 来 实现 。 对 于 简单 的 直 
接 型 结构 可 供 考 虑 的 选择 之 一 就 是 在 采用 无 限 精度 算法 时 这 些 等 效 的 不 同 结构 ,而 当 用 有 限 数值 
精度 实现 时 ,其 特性 可 以 是 不 相同 的 。 本 节 将 对 实现 离散 时 间 系 统 中 主要 的 数值 问题 进行 简要 介 
绍 。 这些 有 限 字 长 效应 的 更 为 详细 的 分 析 将 在 6.8 节 至 6. 10 市 给 出 。 


6.7.1 数 的 表示 法 


在 离散 时 间 系 统 的 理论 分 析 中 ,一 般 都 假定 信号 值 和 系统 的 系数 是 用 真正 的 数 的 系统 来 表示 。 
然而 ,对 于 模拟 离散 时 间 系 统 , 电 路 元 件 的 有 限 精度 使 得 准确 地 实现 系数 很 困难 。 同 样 , 当 实现 数 
字 信 号 处 理 系统 时 ,必须 把 信号 和 系数 用 某 种 数字 式 的 数 制 来 表示 ,而 这 些 数 字 式 的 数 制 总 是 有 限 
精度 的 。 

有 限 数值 精度 问题 已 经 在 4. 8.2 节 关 于 A/D 转换 的 讨论 中 提 到 过 。 在 那里 已 经 指出 ,AZD 转 
换 器 的 输出 样本 是 被 量化 过 的 ,因此 可 以 用 定点 二 进 制 数 来 表示 。 为 了 在 运算 中 紧凑 和 简单 起 见 ， 
二 进 制 数位 中 的 一 位 设 为 该 数 的 代数 符号 位 。 诸 如 像 原 码 ` 反 码 和 补 码 这 些 形式 都 是 可 以 用 的 ,但 
补 码 最 常用 了 ?。 一 个 实数 用 无 限 精度 的 补 码 可 以 表示 为 如 下 形式 : 


Ac 
xX = Xm 区 十 Sea) (6: 75) 
i=l 


这 里 X, 是 任意 幅度 加 权 因 子 , 而 6b; HE O BL bp 称 为 符号 位 。 FF by =0,WO<x<X,,, # by =1, W 
~X,,<« <0, PAM, AEREE Ft SEP OX, 的 实数 都 能 用 式 (6. 75) 表示。 一 个 任意 实数 > 
要 能 准确 地 用 二 进 制 数 表示 都 要 求 有 无 限 位 数 。 正 如 在 A/D 转换 中 看 到 的 , 若 仅 用 (B+1) 位 的 
有 限 位 数 ,那么 式 (6.75 ) 的 表达 式 必须 修改 成 


B 
£ = Opl[x] = Xm 区 十 ya") = Xmkp (6. 76) 
i=l 
所 得 到 的 这 个 二 进 制 表示 的 数 已 被 量化 了 ,使 得 数 之 间 的 最 小 差 为 
A= > (6.77) 





D 有 关 二 进 制 数 制 及 其 相应 运算 的 详细 叙述 可 见 Knuth( 1997 ) 的 著作 。 
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在 这 种 情况 下 ,已 量化 的 数 就 在 -Xn <2 < Xn 范围 内 。 2 的 小 数 部 分 可 以 用 定位 符号 表示 为 
fp = bosbib2b3 DB (6. 78 ) 
这 里 仿 代 表 二 进 制 小 数 点 
将 一 个 数量 化 到 (B+1) 位 的 运算 可 以 按 舍 人 或 截 尾 来 完成 ,但 是 在 任 一 情况 下 ,量化 都 是 一 
种 非 线 性 无 记忆 运算 。 图 6.44(a) 和 图 6.44(b) 分 别 示 出 补 码 运算 的 舍 人 和 截 尾 的 输入 -输出 关 
系 ,图 中 对 应 的 B=2。 在 考虑 量化 效应 时 , 常 定义 量化 误差 为 
e = Qglx] -x (6.79) 
对 于 补 码 舍 入 的 情况 , - A/2 <e<A/2; RMS RÆ, - A <e<0.! 
Qlx] 







Bie mie Alw 





T 








iW Nj- ble 





1 
LA 
I 








(a) (b) 
16.44 ” 补 码 表示 的 非 线 性 关系 ,B=2。(a) 舍 人 ;(b) 截 尾 


如 果 一 个 数 大 于 XX, (溢出 ) ,就 必须 以 某 种 方法 确定 量化 结果 。 在 补 码 运算 系统 中 , 当 两 个 数 
相 加 ,其 和 大 于 X, 时 ,就 会 出 现 这 种 需要 。 例 如 ,考虑 4 位 的 补 码 数 0111. 它 的 十 进 制 数 是 7。 若 
将 该 数 加 上 数 0001 ,那么 进位 就 一 直 传 到 符号 位 ,结果 是 1000 ,以 十 进 制 表示 就 为 -8。 因 此 , 当 发 
生 溢出 时 ,所 得 误差 就 可 能 非常 大 - 图 6.45(a) 示 出 的 是 包括 正常 的 补 码 运算 洪 出 效果 的 补 码 售 
入 量化 器 。 男 一 种 方法 如 图 6.45(b) 所 示 , 称 之 为 饱和 洪 出 (saturation overflow ) 或 箱 位 (clipping ) 。 
这 种 处 理 洪 出 的 方法 一 般 应 用 在 A/D 转换 中 ,而且 有 时 是 用 专用 DSP fb A SEB KH 
加 的 。 采 用 饱和 洪 出 使 得 在 发 生 溢 出 时 ,误差 的 大 小 不 会 突然 增加 ;然而 ,这 种 处 理 溢出 的 方法 的 
缺点 是 没有 利用 补 码 运算 中 下 述 这 样 一 个 有 趣 而 有 用 的 特性 :如 果 几 个 其 和 不 会 溢出 的 补 码 数 相 
加 ,那么 即使 中 间 计 算 中 某 些 和 可 能 有 溢出 ,但 这 些 数 的 补 码 累 加 的 结果 仍 是 正确 的 

量化 和 溢出 都 在 数 的 数字 表示 中 引入 了 误差 。 不幸 的 是 要 减 小 溢出 而 保持 位 数 不 变 , 只 有 增 
KX, ,然而 这 样 就 正比 地 增 大 了 量化 误差 。 因 此 ,要 同时 达到 较 宽 的 动态 范围 和 较 低 的 量化 误差 ， 
在 二 进 制 数 的 表示 中 就 必须 增加 位 数 。 

目前 只 简单 提 到 了 量 Xn, 是 一 个 任意 的 幅度 加 权 因 子 ; 然 而 ,这 个 因子 有 几 种 有 用 的 解释 。 在 
A/D 转换 中 ,XX 是 作为 A/D 转换 器 的 满 量程 幅度 的 。 在 这 种 情况 下 ,X, 或许 代表 系统 的 模拟 部 
分 中 某 一 电压 的 一 个 实数 。 因 此 ,局 被 用 作 把 在 -1<*s <1 范围 内 的 二 进 制 数 与 模拟 信号 幅度 联 
系 起 来 的 一 个 定 标 常 数 。 





D 注意 式 (6. 76) 也 能 表示 伟人 或 截 尾 任何 (Bi +1) 位 二 进 制 数 表示 的 结果 ,这 里 B >B。 这 时 A 将 由 (A 一 ,2- 丘 ) 代 
蔡 作 为 量化 误差 大 小 的 界限 
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图 6.45 补 码 舍 人 。(a) 自然 溢出 ;(b) 饱 和 溢出 


在 数字 信和 号 处 理 实现 中 ,通常 假定 全 部 信号 变量 和 系数 都 是 二 进 制 小 数 。 因 此 ,如 果 将 一 个 
(B+1) 位 的 信号 变量 乘 以 (B+1) 位 的 系数 ,那么 其 结果 就 是 (28 +1) 位 的 小 数 , 而 这 个 (2B +1) 
位 的 小 数 又 能 很 方便 地 用 舍 入 或 截 尾 最 低 有 效 位 的 方法 减少 到 (B+1) 位 。 利 用 这 一 约定 , 量 X， 
就 能 认为 是 一 个 幅度 加 权 因 子 , 它 允许 在 数值 上 表示 大 于 1 的 数 。 例 如 ,在 定点 计算 中 ,通常 假设 
每 个 二 进 制 数 者 有 一 个 X, =2 的 幅度 加 权 因 子 。 因 此 ,一 个 c=2 的 值 就 意味 着 ,该 二 进 制 数 的 小 
数 点 是 真正 位 于 式 (6. 78) 中 的 二 进 制 字 的 5, Ab, 之 间 。 通 常 这 个 幅度 加 权 因 子 不 明显 地 表现 出 
来 ,而 是 隐 含 在 实现 的 程序 或 硬件 结构 中 。 

关于 幅度 加 权 因 子 X,, 的 男 一 种 考虑 方法 引出 了 浮 点 表示 法 ,这 时 幅度 加 权 因 子 的 指数 c 称 为 
阶 ,小 数 部 分 xn 称 为 尾数 。 在 浮 点 运算 系统 中 , 阶 和 尾数 都 表示 成 二 进 制 数 。 为 了 保持 宽 的 动态 
范围 以 及 小 的 量化 噪声 , 浮 点 表示 为 此 提供 了 一 种 方便 的 方法 。 然 而 ,量化 误差 却 以 稍 许 不 同 的 方 
式 出 现 。 


6.7.2 系统 实现 中 的 量化 
数值 量化 在 LTI 离散 时 间 系 统 的 实现 中 以 几 种 方式 对 其 产生 影响 。 作 为 一 个 简单 的 说 明 , 考 
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虑 图 6. 46(a) 所 示 的 方 框图 ,该 图 示 出 序列 x[n] 是 采样 一 个 带 限 连续 时 间 信 号 x, (0) 得 到 的 ,并 作 
为 一 个 LTI 系统 的 输入 。 该 系统 函数 为 
H(z) = zt (6. 80) 


1 一 az=1 
该 系统 的 输出 y[n] 又 经 理想 带 限 内 插 转 换 到 带 限 信号 y,(1)。 

图 6. 46(b) 是 一 个 更 加 实际 的 模型 。 在 实际 装置 中 ,采样 是 用 (B, +1) 位 有 限 精 度 的 A/D 转 
换 器 完成 的 。 系 统 用 (B+1) 位 二 进 制 运算 来 实现 。 在 图 6.46(a) 中 ,系数 a 用 (B+1) 位 精度 来 表 
Mo IRE dln -1] 也 是 用 (B+1) 位 寄存 器 存储 的 ,并 且 当 该 (8B+1) 位 数 z[a -1I] 乘 以 (B+1) 
位 数 a 时 ,其 乘积 将 有 (28 +1) 位 长 。 若 假设 用 的 是 (8B+1) 位 的 加 法 器 , 则 乘积 oz[m -1] 在 与 
(B;+1) 位 输入 样本 x[n] 相 加 之 前 必须 被 量化 (也 即 舍 入 或 截 尾 ) 到 (B+1) 位 。 当 B,<B 时 ， 
e FE a ES hae al ear a Ail te ment tag gh 
的 选取 对 应 于 输入 的 不 同 加 权 。 系 数 a 已 经 被 量化 了 ,因此 即使 撤 开 其 他 的 量化 误 个 系统 响 
oe ee e a 
位 样本 v[ nj] 是 按 (B,+1) 位 D/A 转换 器 转换 为 模拟 信号 的 , 当 B,<B 时 ,在 D/A 转换 之 前 该 输出 
样本 又 必须 被 进一步 量化 。 





ealn] 


(c) 
图 6. 46 ”一 个 模拟 信号 离散 时 间 滤 波 的 实现 。(a) 理想 系统 ;(b) 非 线性 模型 ;(c) 线 性 化 模型 
虽然 图 6.46(b) 所 示 的 模型 是 准确 的 ,但 分 析 困 难 。 BFR He Be AE LA De i 
出 的 可 能 ,所 以 图 6.46(b) 所 示 的 系统 是 非 线性 的 。 同 时 ,在 系统 中 许多 点 上 都 引入 了 量化 误差 


这 些 误差 的 影响 是 不 可 能 精确 分 析 的 ,因为 它们 与 输入 信号 有 关 ,而 一 般 认 为 输入 信和 号 是 未 知 的 。 
因此 ,不 得 不 采用 几 种 不 同 的 近似 方法 来 简化 这 类 系统 的 分 析 。 
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对 于 像 图 6. 46(a) 中 的 系数 a 这 样 的 系统 参数 量化 的 影响 一 般 是 由 在 数据 转换 或 在 实现 差分 
方程 时 的 量化 效应 单独 确定 的 。 也 就 是 说 ,一 个 系统 函数 的 理想 系数 先 用 它们 的 量化 值 来 代替 , 然 
后 测试 所 得 到 的 响应 函数 ,考虑 当 不 存在 其 他 算术 量化 时 ,滤波 器 系数 的 量化 是 否 已 经 将 系统 性 能 
破坏 到 了 不 能 接受 的 程度 。 对 于 图 6. 46 所 示 的 例子 , 若 将 实数 a 量化 到 (B+1) 位 ,就 必须 考虑 所 
得 到 的 系统 ,其 系统 函数 

1 
1 — âz 
是 否 足 够 接近 要 求 的 式 (6. 80) 所 给 出 的 系统 函数 H(z)。 因 为 只 有 2 个 不 同 的 (8+1) 位 二 进 制 数 ， 
所 以 H(z) 的 极点 只 能 出 现在 z 平 面 实 轴 上 2 个 不 同 的 位 置 上 ,虽然 有 可 能 出 现 4=a, 但 在 大 多 数 
情况 下 还 是 会 与 理想 响应 有 一 些 偏差 。 在 6. 8 节 将 以 更 一 般 的 项 来 讨论 这 种 分 析 方 法 

图 6.46(b) 所 示 系 统 的 非 线性 引起 了 在 线性 系统 中 不 可 能 发 生 的 现象 . 具体 地 说 ,譬如 这 样 
的 系统 可 能 呈现 零 输 入 极限 环 现象 , 即 在 输入 一 直 为 非 零 值 之 后 变 为 零 时 ,输出 将 周期 性 振荡 。 极 
限 环 既 可 由 量化 也 可 以 由 溢出 引起 。 虽然 这 类 现象 的 分 析 是 困难 的 ,但 是 某 些 有 用 的 近似 结果 已 
经 得 到 。 极 限 环 问题 将 在 6. 10 节 讨 论 

如 果 在 数字 实现 的 设计 中 谨慎 从 事 的 话 ,能 保证 溢出 很 少 出 现 ,而 量化 误差 也 是 小 的 。 在 这 个 
条 件 下 ,图 6.46(b) 所 示 的 系统 表现 得 很 像 一 个 线性 系统 ( 带 有 量化 系数 ) 。 在 该 系统 中 ,在 发 生 合 
人 或 截 尾 的 输入 点 .输出 点 和 结构 内 部 的 一 些 点 上 都 将 引入 量化 误差 。 因 此 ,就 能 以 图 6. 46(e ) 所 
示 的 线性 化 模型 来 代替 图 6.46(b) 中 的 模型 ,其 中 这 些 量 化 器 由 加 性 噪声 源 代替 (参见 Gold and 
Rader, 1969; Jackson ,1970a，1970b)。， 如 果 能 够 真正 知道 每 个 噪声 源 , 那 么 图 6. 46(c) 就 等 效 于 
图 6.46(b)。 然而 ,如 同 4.8.3 节 讨 论 过 的 ,如 果 假 定 在 A/D 转换 中 的 量化 噪声 是 一 个 随机 噪声 模 
型 ,那么 就 可 得 出 一 些 有 用 的 结果 。 这 种 方法 也 能 用 来 分 析 线 性 系统 数字 实现 中 的 运算 量化 效应 。 
如 同 图 6.46(c) 所 示 ,每 个 噪声 源 引 入 一 个 随机 信和 号 ,该 信号 被 系统 的 不 同 部 分 处 理 , 但 是 因为 已 
假定 系统 的 所 有 部 分 都 是 线性 的 ,所 以 可 以 用 苹 加 原理 来 计算 总 的 影响 。6.9 节 将 针对 几 种 重要 
系统 来 说 明 这 种 分 析 方 法 。 

对 于 图 6. 46 所 示 的 简单 的 例子 ,在 结构 的 选择 上 几乎 没有 什么 灵活 性 。 人 然而 ,对 于 高 阶 系 统 ， 
已 经 知道 有 很 大 的 结构 选择 余地 。 某 些 结构 对 系数 量化 的 灵敏 度 要 小 一 些 。 类 似 地 ,由 于 不 同 的 
结构 有 不 同 的 量化 噪声 源 ,并 且 由 于 这 些 噪 声 源 在 系统 中 又 以 不 同 的 方式 被 滤波 ,所 以 ,在 理论 上 
等 效 的 某 些 结构 , 当 用 有 限 精度 运算 实现 它们 时 ,有 时 会 有 很 大 的 特性 品质 差异 。 


6.8 系数 量化 效应 


LTI 离散 时 间 系 统一 般 是 用 来 实现 某 种 滤波 功能 的 。 有 关 FIR 和 JR 滤波 器 的 各 种 设计 方法 
将 在 第 7 章 讨论 ,一 般 都 将 其 假设 某 一 特定 形式 的 系统 函数 。 滤 波 器 设计 过 程 的 结果 是 某 一 个 系 
统 函 数 ,对 该 系统 函数 必须 要 从 无 穷 多 的 、 理 论 上 等 效 的 实现 中 选择 一 种 实现 结构 (一 组 差分 方 
程 ) 。 虽 然 ,在 实现 中 几乎 总 是 关心 要 求 最 少 的 硬件 或 最 低 的 软件 复杂 性 ,但 是 单独 根据 这 一 标准 
来 选择 实现 结构 通常 又 是 不 可 能 的 。 在 6. 9 节 将 会 看 到 ,实现 结构 决定 了 系统 内 部 产生 的 量化 品 
声 。 同 时 , 某 些 结构 对 于 系数 的 波动 要 更 为 灵敏 些 。 正 如 6.7 节 中 所 指出 的 ,研究 系数 量化 和 舍 入 
噪声 的 标准 途径 是 单独 考虑 它们 。 本 节 就 考虑 系统 参数 量化 所 产生 的 影响 。 


6.8.1 IR 系统 系数 量化 效应 
当 对 一 个 有 理 系统 函数 或 相应 的 差分 方程 的 系数 进行 量化 时 ,系统 函数 的 零 .极点 在 z 平 面 就 


H(z) = (6.81) 


=] 
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会 移动 到 新 的 位 置 上 去 .这 就 等 效 于 频率 响应 受到 扰动 而 偏离 原来 的 频率 响应 。 如 果 系统 实现 结 
构 对 系数 的 扰动 具有 高 的 灵敏 度 , 那 么 所 得 到 的 系统 可 能 就 不 再 满足 原 设计 指标 ,其 至 一 个 IIR 系 
统 都 可 能 变 成 是 不 稳定 的 。 

对 于 一 般 情 况 ,详细 的 灵敏 度 分 析 是 很 复杂 的 ,况且 在 数字 滤波 器 实现 的 具体 情况 下 ,通常 其 价 
值 也 很 有 限 。 利 用 手 富 的 仿真 工具 ,通常 很 容易 做 到 将 在 实现 系统 中 所 用 到 的 差分 方程 系数 量化 , 然 
后 计算 相应 的 频率 响应 ,并 将 它 与 期 望 的 频率 响应 函数 做 比较 。 然 而 ,即便 在 一 些 有 具体 情况 下 也 有 必 
要 进行 系统 仿真 ,但 是 一 般 来 说 ,人 研究 系统 函数 是 如 何 受 差分 方程 系数 量化 影响 的 仍 是 有 意义 的 。 例 
如 ,对 应 于 两 种 直接 型 结构 (及 其 相应 的 转 置 形式 ) 的 系统 函数 表达 式 是 两 个 多 项 式 之 比 
M 
ae 
k=0 

N 


1 一 y az" 


人 一 ] 
其 中 ,系数 iai| 和 1 人 在 两 种 直接 型 实现 结构 (及 其 相应 的 转 置 结构 ) 中 都 是 理想 的 无 限 精 度 系 
数 。 如 果 将 这 些 系数 量化 ,就 得 到 系统 函数 为 





H(z) = (6. 82) 


M 
X be 
k=0 

N 


1 一 > Arz« 
k=1 


IUP a, =a, + Aa, Alb, =b, + Ab, 都 是 量化 系数 ,它们 用 量化 误差 Aw 和 Ab, 代表 与 原 系 数 的 偏差 。 

现在 来 研究 系数 误差 是 如 何 影 响 分 母 和 分 子 多 项 式 的 根 LH(z) 的 极点 和 和 零点] 的。 多 项 式 中 
的 所 有 系数 误差 都 会 影响 多 项 式 的 每 一 个 根 ,因为 每 个 根 都 是 多 项 式 全 部 系数 的 一 个 函数 。 因 此 
每 个 极点 和 零点 都 分 别 受 分 母 和 分 子 多 项 式 中 所 有 量化 误差 的 影响 。 更 具体 一 点 说 , Kaiser 
(1966 ) 证 明 : 若 极点 (或 零点 ) 是 紧密 集束 在 一 起 ,那么 在 分 母 ( 分子 ) 系数 上 小 的 误差 对 直接 型 结 
构 就 可 能 会 引起 极点 ( 零点) 大 的 偏 移 。 因 此 ,如 果 这 些 极点 (零点 ) 是 紧密 集束 在 一 起 的 (这 就 对 
应 于 一 个 罕 带 带 通 滤波 需 ,或 者 窦 带 低 通 滤波 回 ) ,那么 就 能 估计 到 直接 型 结构 的 极点 对 系数 量化 
误差 是 非常 灵敏 的 。 男 外 ,Kaiser 的 分 析 还 指出 :密集 的 极点 (零点 ) 越 多 ,灵敏 度 就 越 高 。 

分 别 由 式 (6. 30) 和 式 (6.35) 给 出 的 级 联 型 和 并 联 型 系统 函数 是 由 二 阶 直 接 型 系统 的 组 合 组 
成 的 。 然 而 ,在 两 种 情况 中 每 对 复数 共 思 极 点 都 是 独立 于 其 他 极点 而 实现 的 。 因 此 ,在 一 对 特定 极 
点 上 的 误差 与 系统 函数 其 他 极点 到 该 极点 对 的 距离 无 关 。 在 级 联 型 结构 中 ,对 于 零点 也 可 以 得 到 
相同 的 结论 ,因为 零点 也 是 作为 独立 的 二 阶 因子 实现 的 。 因 此 ,级 联 型 对 系数 量化 灵敏 度 一 般 比 等 
效 的 直接 型 实现 要 小 得 多 。 

由 式 (6.35) 可 见 , 并 联 型 系统 函数 的 零点 是 隐 仿 实现 的 。 它 们 可 以 把 这 些 已 量化 的 二 阶 节 合 
并 起 来 以 得 到 一 个 公共 分 母 而 隐 含 地 得 到 。 因 此 ,一 个 特定 的 零点 受 全 部 二 阶 节 的 分 子 和 分 母系 
数 中 的 量化 误差 影响 。 然 而 ,对 于 大 多 数 实际 滤波 器 设计 来 说 ,也 发 现 并 联 型 对 系数 量化 的 灵敏 度 
比 等 效 的 直接 型 小 得 多 ,这 是 因为 二 阶 子 系统 对 量化 不 是 非常 灵敏 。 在 很 多 实际 滤波 器 中 ,零点 往 
往 较 宽 地 分 布 在 单位 圆周 围 , 或 者 在 某 些 情 况 下 它们 可 能 全 都 位 于 z = +1 处 。 对 于 后 者 的 情况 ， 
零点 在 频率 w =O 和 w= 附近 主要 给 出 比 要 求 更 大 的 衰减 ,因此 即使 零点 偏离 2= +1, 也 不 至 于 
使 系统 特征 明显 恶化 。 


6. 8.2 一 个 椭圆 滤波 器 系数 量化 的 例子 
作为 系数 量化 效应 说 明 实 例 ,考虑 一 个 利用 第 7 章 讨论 的 近似 技术 设计 的 带 通 IIR 椭圆 滤波 


H(z) = (6. 83) 
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器 的 例子 ,该 滤波 器 设计 成 满足 如 下 特性 : 
0.99 < |H(e!)| < 1.01. 
|H(e!)| < 0.017 (i.e., — 40 dB). 


0.3m <|w| < 0.40 
|o| < 0.297 
|H(e!@)| < 0.017 G.e., —40dB), 0.410 < lw| < 
EAEI, EM O. 37 < w| <0. 4r 内 滤波 器 应 R61 12 阶 椭圆 滤波 器 未 量化 的 直接 型 系数 


通 近 1 ,而 在 基本 区 间 0< |w|<7 的 其 他 区 域 应 
通 近 0。 为 了 追求 计算 上 的 可 实现 性 ,作为 让 步 ， 
人 允许 0.017 的 过 渡 区 (不 予 关注 ) 位 于 通 带 的 任 
何 一 边 。 第 7 章 将 说 明 频 率 选 择 性 滤波 器 设计 算 
法 的 设计 指标 通常 以 这 种 形式 给 出 。 对 于 
式 (6.82 ) 所 给 形式 的 系统 函数 ,用 椭圆 滤波 器 设计 
的 MATLAB 函数 来 生成 12 阶 直 接 型 表示 的 系数 ， 
jx, AM a, Fil b, FA 64 位 浮 点 运算 计算 得 到 ,其 完 
全 15 位 十 进 制 数字 精度 显示 的 结果 如 表 6.1 所 示 。 
把 滤波 器 的 这 种 表示 记 作 “未 量化 的 ”。 

未 量化 滤波 器 的 频率 响应 20log | H(e™) | 如 





b; 


ak 





0. 01075998066934 
— 0. 05308642937079 
0. 16220359377307 
- 0. 34568964826145 
0. 57751602647909 
- 0. 77113336470234 


0. 85093484466974 
—0. 77113336470234 
0. 57751602647909 
- 0. 34568964826145 
0. 16220359377307 
- 0. 05308642937079 
0. 01075998066934 


1. 00000000000000 
— 5, 22581881365349 
16. 78472670299535 
- 36. 88325765883139 
62. 39704677556246 
- 82. 65403268814103 
88. 67462886449437 
- 76. 47294840588104 
53. 41004513122380 
一 29. 20227549870331 
12. 290745635 12827 
- 3. 53766014466313 
0. 62628586102551 





A] 6. 47 (a) Bras, OI A EIE BH PS HE DE AR i E 
设计 指标 要 求 ( 至 少 有 40dB EI) 。 另 外 ,图 6.47(b) 中 的 实 线 , 它 是 未 量化 滤波 器 通 带 区 域 0.3r 
< |o | <0. 40 的 放大 显示 ,表明 在 通 带 内 滤波 器 也 满足 设计 指标 。 
| 
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0.1m 0.27 0.37 04n 0.5n 0.67 0.77 0.87 0.97 T 
角 频 率 (w) 


(a) 


一 -一 未 量化 与 16 位 量化 并 联 型 一 一 _16 位 量化 级 联 型 









































0.37 0.327 0.347 0.367 0.387 0.4n 0.427 
角 频 率 (w) 
(b) 
图 6.47 IR 系数 量化 例子 。(a) 示 量化 椭圆 带 通 滤波 器 的 对 数 幅度 ; 
(b) 未 量化 ( 实 线 ) 和 16 位 量化 级 联 型 (虚线 ) 通 带 内 幅度 
根据 表 6. 1 中 的 系数 ,对 式 (6. 82) 的 分 子 和 分 母 多 项 式 进 行 因 式 分 解 得 到 如 下 表达 式 ; 


12 


bo 一 ckz!) 
H(ż) = 
| H (1 — dxz-!) (6. 84) 
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用 零点 和 极点 表示 的 形式 在 表 6.2 中 给 出 。 
表 6.2 12 阶 椭圆 滤波 器 未 量化 的 零点 和 极点 
Ley, | d, | Ld 
+ 1. 65799617112574 0. 92299356261936 + 1. 15956955465354 
+0. 65411612347125 0. 92795010695052 + 1. 02603244134180 
+ 1. 33272553462313 0. 96600955362927 + 1. 23886921536789 
+0. 87998582176421 0. 97053510266510 +0. 95722682653782 


+ 1. 28973944928129 0. 99214245914242 + 1. 26048962626170 
+0. 91475122405407 0. 99333628602629 +0. 93918174153968 








k 
1 
2 
3 
4 
5 
6 


MEF 2 Fa EF A AS te a SE) 6.48 (a) TERPS eB 
于 单位 圆 上 ,它们 的 角度 位 置 与 图 6.47 PRESIM. UR ART TEA H Ho ee EE 
SOL TH FY) PM GD, DA PEE E KO BEL via ky GG ME ERE E kB ER Yi PY EP 
RY SEO NAR EK F 0.99。 这 样 精心 调整 的 零 .极点 分 布 是 用 来 生成 图 6. 47 (a) AS AE 
带 锐 截止 带 通 滤波 器 频率 啊 应 的 。 

观察 表 6. 1 中 的 系数 就 会 让 人 想到 直接 型 的 量化 可 能 产生 很 大 的 问题 。 回 想 一 个 固定 的 量化 
器 ,无 论 待 量 化 数字 的 大 小 ,量化 误差 的 大 小 是 相同 的 ; 即 车 对 两 个 系数 采用 相同 的 比特 数 和 相同 
的 尺度 因子 ,系数 an =0. 62628586102551 的 量化 误差 可 能 与 系数 a, = 88. 67462886449437 的 误差 
大 小 相同 。 正 是 由 于 这 个 原因 , 当 表 6. 1 中 的 直接 型 系数 用 16 位 精度 量化 时 ,每 个 系数 的 量化 独 
立 于 其 他 系数 便 可 以 最 大 化 各 系数 的 精度 ; 即 这 里 每 个 16 位 系数 需要 它 自己 的 尺度 因子 D。 采用 
这 种 保守 的 方法 所 得 到 的 极点 和 零点 如 图 6. 48(b) 所 示 , 可 以 注意 到 零点 发 生 了 较为 明显 的 移 位 
但 并 不 剧烈 。 上 有 具体 地 ,面向 单位 圆 项 端的 间距 很 近 的 零点 对 ,它们 仍然 保持 在 大 致 相同 的 角度 上 ,但 
它们 已 经 离开 了 单位 圆 ,成 为 四 个 复数 共 罗 倒 数 对 称 的 零点 群 的 成 员 , 而 其 他 堆 点 则 发 生 了 和 角度 偏 
移 , 但 仍然 保持 在 单位 圆 上 。 这 种 受 约束 的 移 位 是 分 子 多 项 式 系数 对 称 性 的 结果 ,这 种 对 称 性 在 量化 
时 被 保留 下 来 。 然 而 ,没有 对 称 性 约束 的 紧 致 集束 极点 已 经 移动 到 完全 不 同 的 位 置 上 ,容易 观察 到 ， 
一 些 极点 已 经 移动 到 单位 圆 外 面 。 因 此 ,直接 型 系统 不 能 用 16 位 系数 实现 ,因为 它 将 是 不 稳定 的 。 


Im 





Re 





Re 











(a) 


图 6.48 IR 系数 量化 例子 。(a) 未 量化 系数 时 H(z) 的 极点 
和 零点 ;(b) 直接 型 系数 16 位 量化 的 极点 和 零点 


另 一 方面 ,级 联 型 对 系数 量化 的 灵敏 度 低 得 多 。 该 例子 的 级 联 型 可 以 通过 对 式 (6.84) 和 
K 6.2 中 的 复数 共 轿 极点 和 和 零点 对 进行 分 组 来 得 到 ,形成 的 6 个 二 阶 因 式 如 下 : 


6 6 








pok(1 — cxrz 1)(1 一 c#z 1) bok + bigz ™! + baz? 
H(z) = = 一 
[I (1 — diz-1)(1 — diz-!) II 1 — az! — anz? (6. 85) 
级 联 型 的 零点 c, 和 极点 dy, WAR ARK b, All an AT LAA 64 位 浮 点 精度 来 计算 ,因此 这 些 系数 仍然 被 





中 为 了 简化 实现 ,如 果 每 个 系数 具有 相同 的 尺度 因子 将 是 理想 的 ,但 精度 却 差 很 多 。 
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看 作 是 未 量化 的 。 表 6.3 给 出 了 6 个 二 阶 节 的 系数 [ 如 式 (6. 85 ) 所 定义 ]。 极 点 和 零点 的 配对 以 
及 排序 方式 将 在 6. 9. 3 节 中 讨论 。 
表 6.3 12 阶 椭圆 滤波 器 未 量化 的 级 联 型 系数 


aik ak bor biy boy 





0. 737904 —0. 851917 0. 137493 0. 023948 0. 137493 
0. 961757 —0. 861091 0. 281558 一 0. 446881 0. 281558 
0. 629578 一 0.933174 0. 545323 一 0. 257205 0. 545323 
1. 117648 一 0. 941938 0. 706400 一 0. 900183 0. 706400 
0. 605903 一 0. 984347 0. 769509 一 0. 426879 0. 769509 
1. 173028 —0. 986717 0. 937657 ~ 1. 143918 0. 937657 





为 了 说 明 系 数 如 何 量化 并 如 何 用 定点 数 来 表示 , 现 将 表 6. 3 中 的 系数 量化 到 16 位 精度 。 所 得 
系数 如 表 6. 4 所 示 。 表 中 定点 系数 用 十 进 制 整数 乘 以 2 的 过 的 加 权 因 子 给 出 。 将 该 十 进 制 整数 转 
换 为 二 进 制 数 就 可 以 得 出 它 的 二 进 制 表示 。 在 定点 实现 中 ,加 权 因 子 是 以 数据 移 位 方式 仅 隐 含 地 
表示 的 ,对 于 这 种 数据 移 位 ,与 其 他 结果 相 加 以 前 须 把 结果 的 二 进 制 小 数 点 对 齐 。 注 意 ,这 些 系数 
二 进 制 表示 的 小 数 点 不 总 是 在 同一 个 位 置 上 。 例 如 , 凡 加 权 因 子 为 2 的 所 有 系数 其 二 进 制 小 数 
点 都 在 符号 位 bo 和 最 高 的 小 数位 b, 之 间 ,如 式 (6.78) 所 示 。 然 而 ,对 于 其 值 不 超过 0.5 的 数 ,如 
系数 bo ,就 可 以 向 左 移 一 位 或 更 多 位 。 因 此 ,bo 的 二 进 制 小 数 点 真正 是 在 符号 位 的 左边 ,就 好 像 
字 长 超过 17 位 。 男 一 方面 ,对 于 其 值 超过 1 ,但 小 于 2 的 数 ,如 ws, 必须 将 其 二 进 制 小 数 点 右 移 一 
fi, tH BN SK (6. 78) PAY bi Fb, ZM] 


表 6.4 12 阶 椭圆 滤波 器 16 位 量化 的 级 联 型 系数 


Gik ak box bi, bo, 





24196 x2 -5 -27880 x2 17805 x2- 3443 x27 !7 17805 x27 
31470 x27 — 28180 x2~" 18278 x27 —29131 x27" 18278 x27 
20626 x2 ~" — 30522 x2 ~" 17556 x27 -8167 x27" 17556 x27" 
18292 x2 -5 — 30816 x27" 22854 x27" -29214 x27" 22854 x2 
19831 x27 -32234 x27 25333 x27" ~ 13957 x27" 25333 x2 -5 
19220 x2- -32315 x2" 15039 x2 - =18387 x27" 15039 x2- 





图 6.47(b) 中 的 虚线 示 出 量化 后 的 级 联 型 实现 在 通 带 内 的 幅度 响应 。 该 频率 响应 在 通 带 内 仅 
有 了 略微 的 降低 ,而 在 阻 带 内 几乎 无 变化 。 

为 了 得 到 其 他 等 效 结构 ,级 联 型 系统 函数 必须 重新 安排 成 某 种 不 同 的 形式 。 例 如 , 若 确定 用 并 
联 型 结构 (未 量化 系统 函数 按 部 分 分 式 展开 ) ,所 得 系数 仍 按 前 述 量化 到 16 位 精度 ,其 在 通 带 内 的 
频率 啊 应 与 未 量化 频率 响应 如 此 接近 ,使 得 在 图 6.47(a) 中 观察 不 到 它们 的 区 别 ,而 只 能 在 
图 6.47(b) 中 观察 到 。 

上 上 述 例子 说 明了 级 联 型 和 并 联 型 对 系数 量化 效应 的 鲁 棒 性 ,也 说 明 直 接 型 高 阶 滤波 器 对 系数 
量化 效应 是 极为 灵敏 的 。 由 于 灵敏 度 的 关系 ,除了 二 阶 系统 以 外 ,直接 型 是 很 少 被 采用 的 名。 因为 
级 联 型 和 并 联 型 都 能 构成 与 规范 直接 型 要 求 相 同 的 存储 量 和 相同 的 .或 稍 多 一 点 的 计算 量 ,因此 这 
些 标 准 结构 使 用 最 为 广泛 。 更 为 复杂 的 结构 ,如 格 型 结构 ,对 于 很 短 字 长 可 能 更 加 鲁 棒 些 ,但 是 与 
同 阶 系统 相 比 它们 要 求 的 计算 量 显 著 增 加 。 





中 ”应 用 不 同 的 二 进 制 小 数 点 位 置 在 系数 上 可 保持 较 高 的 精度 ,但 使 得 编程 或 系统 结构 复杂 化 
D ”在 语音 合成 中 是 个 例外 ,在 那里 十 阶 和 更 高 阶 的 系统 照例 都 用 直接 型 实现 。 因 为 在 语音 合成 中 ,系统 函数 的 极点 分 
隔 得 比较 开 , 所 以 这 是 可 能 的 ( 见 Rabiner and Schafer, 1978 ) ,, 
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6.8.3 ”量化 的 二 阶 节 的 极点 "h 


甚至 对 用 于 实现 级 联 和 并 联 型 的 二 阶 系统 而 言 ,在 改进 
对 系数 量化 的 鲁 棒 性 上 仍 有 一 些 灵活 性 。 考 虑 用 直接 型 实 
现 的 一 对 共生 复 数 极点 ,如 图 6. 49 所 示 。 用 无 限 精 度 系数 ， ene 
ee tan 卜 。 然 而 ,如 果 系 数 2rcosb ee 
和 一 r 是 被 量化 ,那么 只 可 能 有 有 限 个 不 同 的 极点 位 置 。 这 
些 极点 必须 位 于 > ee 该 网 格 由 同心 圆 ( 相应 于 7 a te) 与 垂直 线 (相应 于 
2rcosé 的 量化 ) 的 交点 所 确定 。 图 6. 50(a) 示 出 一 个 4 位 量化 (3 位 加 符号 位 ) 的 这 样 一 个 网 格 ; 也 
就 是 说 ,r 是 限制 在 7 个 正 值 和 零 上 ,而 2reos9 则 限制 在 7 个 正 值 .8 个 负 值 和 零 上 .图 6.50(b) 示 
出 由 7 位 量化 (6 位 加 符号 位 ) 得 到 的 一 个 较为 密集 的 网 格 图 。 图 6. 50 所 示 的 图 自然 对 z 平 面 的 其 
他 每 个 象限 都 是 镜像 对 称 的。 需要 注意 的 是 ,对 直接 型 而 言 , 网 格 点 在 实 轴 附 近 要 更 稀 玖 一 些 。 因 
此 ,位 于 9=0 或 96=7 附近 的 极点 可 能 比 在 9==5/2 附近 的 极点 偏 移 要 多 一 些 。 当 然 ,无 限 精度 极 
点 的 位 置 非常 接近 于 某 个 允许 的 量化 极点 的 位 置 ,这 种 情况 是 有 可 能 的 。 在 这 种 情况 下 ,不 管 怎 
样 ,量化 不 会 引起 任何 问题 ,但 是 一 般 来 说 量化 总 会 使 系统 特性 变 坏 。 
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图 6.50 图 6.49 二 阶 IR 直接 型 系统 的 极点 位 置 。(a) 系 数 的 4 位 量化 ;(b)7 位 量化 





图 6. 51 示 出 实现 z=re* 和 z=re 疏 极点 的 男 一 种 Er > > 一 
二 阶 结构 。 这 种 结构 已 被 称 为 二 阶 系统 的 耦合 型 实现 rcos@h yz! 


( 见 Rader and Gold, 1967), #@ A iE HA, Kl 6.49 和 
图 6. 51 所 示 的 系统 对 无 限 精 度 系 数 而 言 具有 相同 的 
极点 。 为 了 实现 图 6.51 所 示 的 系统 ,必须 对 reosé 和 ee 
rsing 量化 。 因 为 这 两 个 量 分 别 是 极点 位 置 的 实 部 和 
虚 部 ,因此 量化 后 的 极点 位 置 就 是 在 z 平 面 内 均匀 相 
间 的 水 平和 垂直 线 的 交点 。 图 6. 52(a) 和 图 6. 52(b) 
分 别 示 出 对 于 4 位 量化 和 7 位 量化 可 能 的 极点 位 置 。 图 6.51 一 对 复数 共 恩 极 
在 这 种 情况 下 ,极点 位 置 的 密度 在 整个 单位 圆 内 都 是 点 的 耦合 型 实现 






yrsing 
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5 匀 分 布 的 。 为 获得 这 个 更 加 均匀 的 密度 所 付出 的 代价 是 需要 用 两 倍 的 常数 乘法 器 。 在 某 些 情况 
下 ,通过 减少 字 长 来 获取 更 准确 的 极点 位 置 ,这 个 额外 的 计算 量 可 以 认为 是 合理 的 。 
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图 6.52 图 6.51 的 耦合 型 二 阶 IIR 系统 的 极点 位 置 。(a) 系数 的 4 位 量化 ;(b)7 位 量化 


6.8.4 FIR 系统 系数 量化 效应 


对 于 FIR 系统 ,需要 考虑 的 仅仅 是 系统 了 清 数 零点 的 位 置 ,因为 因果 的 FIR 系统 的 全 部 极点 都 在 
z=0 处 。 虽然 前 面 已 经 看 到 高 阶 IR 系统 应 避免 采用 直接 型 结构 ,但 对 于 FIR 系统 ,直接 型 结构 则 
是 最 常用 的 。 为 了 说 明 原 因 , 现 将 直接 型 FIR 系统 的 系统 函数 表示 成 如 下 形式 : 


M 
H(z) = 》 hin ™” (6. 86) 
n= 
现在 假定 系数 1A[z]} 被 量化 ,得 到 一 组 新 的 系数 1A[n] =h[n] +Ah[n]|。 对 已 量化 系统 的 系统 
函数 就 是 
~ M a 
H(z) = 》 jnjz = H(z) + AHC) (6. 87) 
n=0 


式 中 ， 


M 
AH(z) = 》 Ahin” (6. 88) 
n=0 


据 此 ,该 量化 系统 的 系统 函数 ( 因此 也 就 是 频率 响应 ) 与 脉冲 响应 系数 的 量化 误差 是 线性 相关 的 。 
为 此 ,该 量化 系统 可 以 用 图 6. 53 来 表示 。 该 图 指出 ,未 量化 系统 与 一 个 误差 系统 并 联 , 该 误差 系统 
的 脉冲 响应 就 是 量化 误差 样本 | Ah[ nj] | 序列 ,而 其 系统 函数 就 是 相应 的 z 变换 AH(z)。 

研究 直接 型 FIR 结构 灵敏 度 的 另 一 种 方法 是 考查 零点 对 单 
位 脉冲 响应 系数 量化 误差 的 灵敏 度 , 当 然 ,也 就 是 对 多 项 式 H(z) 
的 系数 灵敏 度 。 如 果 H(z) 的 零点 是 密集 在 一 起 的 ,那么 它们 的 
位 置 对 单位 脉冲 响应 系数 的 量化 误差 就 有 高 的 灵敏 度 。 广 泛 采 
用 直接 型 FIR 系统 的 理由 是 :对 于 大 多 数 线性 相位 FIR 滤波 器 ， 


零点 在 :平面 内 或 多 或 少 是 均匀 铺 开 的 。 现 用 下 面 的 例子 来 说 图 6.53 FIR 系统 中 系 
明 这 一 点 。 数量 化 的 表示 
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6.8.5 一 个 最 优 FIR 滤波 器 量化 的 例子 


作为 在 FIR 系统 中 系数 量化 效应 的 一 个 例子 , 现 考虑 一 个 满足 下 列 指标 的 线性 相位 低 通 滤 

波 器 : 
0.99 < |H(e!)| < 1.01. 0 < Jowl < 0.40 
|H(e})| < 0.001 (i.e., —60 dB), 0.6m < | 中 | ST 

该 滤波 器 是 用 Parks-McClellan 设计 方法 设计 的 ,该 设计 方法 将 在 7.7.3 PiE. IPE ARS 
的 设计 细节 在 7. 8. 1 节 中 讨论 。 

表 6.5 给 出 该 系统 未 量化 的 脉冲 响应 系数 ,以 及 16 位 .44 位 .13 位 和 8 位 量化 的 量化 后 系数 。 
图 6.54 给 出 了 各 种 情况 下 系统 频率 响应 的 比较 。 图 6. 54(a) 是 未 量化 系数 频率 响应 以 dB 计 的 对 
数 幅度 特性 。 图 6. 54(b) 一 (f) 分 别 表示 在 未 量化 以 及 按 16 位 14 位、13 位 和 8 位 量化 情况 下 通 
带 和 阻 带 的 逼近 误差 。( 通 带 为 通 近 于 1 的 误差 , 阻 带 为 逼近 于 0 的 误差 。) 由 图 6. 54 可 见 , 对 于 未 
量化 情况 和 用 16 位 14 位 量化 的 情况 ,系统 都 能 满足 指标 要 求 。 然 而 ,用 13 位 量化 , 阻 带 逼 近 误 差 
大 于 0. 001 ;而 用 8 位 量化 , 阻 带 逼 近 误 差 超 过 指标 要 求 10 倍 。 因 此 ,该 系统 的 直接 型 实现 要 求 至 
少 有 14 位 的 系数 。 不 过 ,这 并 不 是 一 个 苛刻 的 限制 ,因为 16 位 或 14 位 系数 与 很 多 可 用 来 实现 这 
样 一 个 滤波 器 的 技术 工艺 是 恰好 匹配 的 。 

表 6.5 一 个 最 优 FIR 低 通 滤波 器 ( M=27) 的 未 量化 和 量化 系数 
系 数 未 量 化 16 位 14 位 13 位 
[0] =h[27 1. 359 657 x10 ~? 4 1 6x27" 
[1] =h[ 26 -1.616 993 x 10 =° EE e a -13 x27" i 
[2] =h[25] -7.738 032 x10-3 -254 x27" -63 x278 —32:%2-" 
=h[24 —2.686 841 x 10 ~? = -22x2-8 1x27"? 

4] =h[(23] 1,255 246 x107? 411x27" 103 x27" 51x26 
5] =A[22] 6. 591 530 x107? 216 x27" 54x2-8 27x2-" 
[6] ALA] -2.217 952 x10 ~? -PI x27'5 -182x2-" -91 x27! 
h[7] =h[20 - 1. 524 663 x10 `? -500 x27" -125 x27} -62 x27? 
h| 8] = 好 1 3. 720 668 x 10 一 1219 x27" 305 x27" 152x27" 
h{ 9] =h[18] 3. 233 332 x 10 ~? 1059 x2 -5 265 x3" 132x27"? 
h[10] =h[17 -6. 537 057 x 10-7 -2142 x2 -5 ~ 536 x27”? -268 x2 -上 

















h[ 12] = 
Al Sane 


1. 560 970 x 107! 5115 x27" 1279 x27" 639 x2 -2 
4. 394 094 x 107! 14399 x2 -5 3600 x27" 1800 x2-!? 


] 

ses be he -7. 528 754 x 10>? -2467 x2 -5 -617 x278 -308 x2 
15] 
] 
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幅度 





-0.02 = 一 | | | 
0 0.27 0.40 0.6% 0.87 K 


角 频 率 (w) 
() 
图 6.54 FIR 量化 的 例子 。(a) 未 量化 情况 的 对 数 幅 度 特性 ;(b) 未 量化 情况 的 
逼近 误差 ( 在 过 渡 带 中 不 定义 误差 ) ;(c)16 位 量化 的 逼近 误差 ;(d)14 位 
Ht (0 WY i UT TRE 5 (e) 13 位 量化 的 逼近 误差 ;(D) 8 位 量化 的 逼近 误差 





滤波 器 系数 在 滤波 需 零 点 位 置 上 的 量化 效应 如 图 6. 55 所 示 。 应 该 注意 到 ,在 未 量化 情况 下 ， 
如 图 6. 55(a) 所 示 ,虽然 零点 在 单位 圆 上 有 一 些 密集 ,但 零点 还 是 在 :平面 铺 开 的 。 在 单位 圆 上 的 
零点 主要 形成 阻 带 误 减 ,而 在 共 恩 倒数 位 置 上 的 零点 主要 形成 通 带 特性 。 注 意 到 ,对 于 16 位 量化 
的 示 于 图 6.55(b) 中 的 零点 位 置 几乎 看 不 出 差别 ,而 对 于 图 6.55(c) 所 示 的 13 位 量化 的 情况 ,在 单 
位 圆 上 的 零点 已 经 有 了 显著 的 移动 。 最 后 ,由 8 位 量化 [ 见 图 6.55(d) ] 的 零点 位 置 看 出 ,在 单位 圆 
上 有 几 个 零点 成 对 地 移出 单位 圆 到 共 斩 倒 数 的 位 置 上 。 零 点 的 这 种 特性 恰恰 说 明了 图 6. 54 所 示 
的 频率 响应 的 特性 。 





















































FIR 低 通 滤波 器 :未 量化 的 系数 FIR 低 通 滤波 器 : 16 位 系数 
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图 6.55 在 H(z) 零 点 单位 脉冲 响应 的 量化 效应 。(a) 示 量 
化 ;(b)16 位 量化 ;(c)13 位 量化 ; (d)8 位 量化 
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对 于 这 个 例子 最 后 值得 提 及 的 一 点 是 ,所 有 未 量化 的 系数 其 幅度 值 都 小 于 0.5。 因此 ,如 果 全 
部 系数 ( 从 而 有 冲 激 响 应 ) 在 量化 之 前 都 加 倍 , 那 么 就 能 更 有 效 地 利用 这 些 可 利用 的 位 数 以 实现 相 
当 于 8 增加 了 一 位 的 效果 。 表 6. 5 和 图 6. 54 没有 考虑 这 种 提高 精度 的 潜在 可 能 。 


6. 8.6 线性 相位 特性 的 保持 


到 目前 为 止 ,未 对 FIR 系统 相位 响应 做 任何 假设 。 然 而 ,有 可 能 具有 广义 线性 相位 的 特性 是 
FIR 系统 的 主要 优点 之 一 。 回 想 一 下 ,一 个 线性 相位 FIR 系统 其 脉冲 响应 若 不 是 对 称 的 (AL =n] 
=h[{ ) 就 是 反对 称 的 (LNM=-z] = -hh[n])。 这 些 线性 相位 条 件 对 于 直接 型 量化 系统 是 很 容易 
保持 住 的 。 因 此 ,6. 8.5 节 的 例子 中 所 讨论 的 全 部 系统 都 有 准确 的 线性 相位 ,而 不 管 量 化 的 粗糙 程 
度 如 何 。 这 一 点 可 从 图 6. 55 中 保持 的 共 思 倒 数位 置 的 零点 中 看 出 。 

由 图 6.55(d) 可 以 想到 ,在 某 些 量化 很 粗糙 的 情况 下 ,或 者 对 于 零点 紧 靠 在 一 起 的 高 阶 系统 ， 
用 级 联 型 FIR 系统 独立 实现 较 少 的 零点 组 或 许 是 值得 尝试 的 。 为 了 保持 线性 相位 ,级 联 中 每 一 节 
也 必须 有 线性 相位 。 回 想 一 下 ,一 个 线性 相位 系统 的 零点 必须 按 图 6. 34 所 示 的 方式 出 现 。 例 如 ， 
若 用 (1 +az +z) 的 二 阶 节 来 实现 单位 加 上 的 每 对 复数 共 罗 零点 ,那么 当 系 数 a 量化 时 ,该 零点 
仅 能 在 单位 圆 上 移动 。 这 就 避免 了 零点 从 单位 贺 上 移 开 ,从 而 减 小 在 衰减 上 的 影响 。 类 似 地 ,在 单 
位 圆 内 的 实 零点 和 在 单位 圆 外 倒数 位 置 上 的 零点 也 会 保持 为 实 的 。 在 z= +1 处 的 零点 也 能 准确 
地 由 一 阶 系统 实现 。 若 单位 圆 内 的 一 对 共 斩 复 数 零点 是 用 二 阶 系统 ,而 不 用 四 阶 系统 来 实现 ,那么 
必须 确保 对 每 个 单位 圆 内 的 复数 零点 也 有 一 个 单位 圆 外 的 共 罗 倒 数 零点 存在 。 这 可 以 用 对 应 于 在 
z=re* 和 z=r e 处 的 零点 的 四 阶 因子 表示 为 

L+ez14dz* +c2442-4 





(6. 89) 


一 2 


1 
= (1—2rcos@z7! +r?z =r? - 2rcoséz! + z?) 
F 


这 就 是 相应 于 图 6. 56 所 示 的 子 系统 。 该 系统 用 同样 的 两 个 系数 -2rcos9 Ar 既 实现 单位 辐 
内 的 零点 ,又 实现 单位 圆 外 的 共 斩 倒 数 零点 。 这样, 线性 相位 条 件 在 量化 情况 下 得 以 保持 。 注意 
到 ,因子 (1 -2recosbz ' +r) SRI 6.49 所 示 的 二 阶 直接 型 IIR 系统 的 分 母 是 一 致 的 ,因此 ,量化 
零点 的 集合 就 如 图 6. 50 所 示 。 有 关 FIR 系统 级 联 实现 的 更 为 详细 的 内 容 , 可 以 参阅 Herrmann and 
Schiissler( 1970b ) | 





~ 
ta l= ¥ 


zl zl 
< 四 -2r cos 0 | r? = A 
> 
fe g cos @ 
> -0 
yla] 


图 6.56 在 线性 相位 FIR 系统 中 实现 四 阶 因 子 的 子 系统 ,达到 保持 线性 相位 而 与 系数 量化 无 关 
6.9 数字 滤波 器 中 的 舍 入 噪声 效应 


用 有 限 精 度 运 算 实 现 的 差分 方程 对 应 的 系统 是 非 线性 系统 。 虽 然 一 般 来 说 了 解 这 个 非 线性 是 
如 何 影 响 离 散 时 间 系 统 的 特性 是 重要 的 ,但 是 在 关心 某 一 具体 系统 特性 的 实际 应 用 中 ,一 般 不 要 求 
对 运算 量化 效应 做 精确 分 析 。 的确, 就 像 系数 量化 一 样 ,最 有 效 的 途径 往往 是 对 系统 进行 仿真 ,并 
测量 它 的 特性 。 例 如 ,在 量化 误差 分 析 中 ,一 个 常见 的 目的 就 是 选择 数字 字 长 ,以 使 得 数字 系统 是 
目标 线性 系统 的 一 个 足够 准确 的 实现 ;与 此 同时 又 要 求 最 低 的 硬件 或 软件 复杂 性 。 当 然 , 数 字 字 长 
只 能 一 位 一 步 地 改变 ,并 且 正 如 在 4. 8.2 节 中 所 看 到 的 , 字 长 每 增加 一 位 ,量化 误差 减 小 一 半 。 因 
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此 ,数字 字 长 的 选择 对 量化 误差 分 析 的 不 准确 性 是 不 灵敏 的 ,通常 分 析 准 确 度 达到 30% 一 40% 就 
够 了 。 为 此 ,很 多 重要 的 量化 效应 都 能 用 线性 加 性 噪声 逼近 来 研究 。 本 节 将 建立 这 样 一 些 通 近 ,并 
用 几 个 例子 来 说 明 它们 的 应 用 ,唯一 的 例外 是 零 输 入 极限 环 现象 ,这 完全 是 非 线 性 现象 。 对 数字 滤 
波 器 的 非 线 性 研究 只 限于 6. 10 节 对 零 输 入 极限 环 做 简要 介绍 。 


6.9.1 直接 型 IR 结构 分 析 


为 了 介绍 基本 概念 , 现 考虑 一 个 LTI 离散 时 间 系 统 的 直接 型 结构 。 一 种 直接 [ 型 二 阶 系统 的 
流 图 如 图 6.57(a) 所 示 。 直 接 工 型 结构 的 一 般 N 阶 差分 方程 为 
M 


N 





yia] = Xayin 一 大] 十 So bexin — k] (6.90) 
k=l k=0 
FLA BE RCN 
M 
Dbrz 
o ka _ BK) 
H(z) 三 一 N ~ A(z) (6.91) 
] 一 Yo ae 
k=l 


现 假设 全 部 信号 值 和 系数 都 用 (8+1) 位 定点 二 进 制 数 表 示 。 那 么 ,在 用 (8+1) 位 加 法 器 实 
现 式 (6.90) 中 ,就 有 必要 将 两 个 LB +1) 位 数字 相 乘 得 到 的 (28 +1) 位 长 的 乘积 缩减 到 (B+1) 位 。 
因为 全 部 数 都 是 视 为 小 数 的 ,所 以 可 以 用 舍 人 或 截 尾 的 方法 除 掉 最 低 有 效 忆 位 。 这 就 可 以 用 一 个 
常数 乘法 器 跟着 一 个 量化 器 来 代替 图 6.57(a) 中 的 每 一 条 常数 乘法 器 支 路 ,正如 图 6. 57 (b) 所 示 
的 非 线性 模型 所 表示 。 对 应 于 图 6. 57(b) 的 差分 方程 是 非 线性 方程 ,为 


N M 
$in] = > Ola Stn — kN + 2 Oldextn — k] (6. 92) 


k=1 k=0 


bo 











e2|n] ealn] 
(c) 


图 6.57 直接 工 型 系统 模型 。(a) 无限 精度 模型 ;(b) 非 线 性 量化 模型 ;(c) 线 性 噪声 模型 
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图 6.57(¢<) 给 出 男 一 种 表示 ,这 里 量化 器 用 噪声 源 代替 ,该 噪声 源 等 于 每 个 量化 融 输 出 端的 量 
化 误差 。 例 如 ,乘积 x[m] 的 舍 人 或 截 尾 可 以 用 如 下 的 噪声 产 表 示 : 
eln] = O[bx[n]] — bx[n] (6. 93) 
如 果 这 些 噪 声 源 确实 为 已 知 ,那么 图 6. 57(¢c) 就 完全 等 效 于 图 6.57(b) 。 然 而 , 当 假设 每 个 量化 品 
声 源 具 有 下 列 性 质 时 ,图 6.57(c) 才 是 最 有 用 处 的 : 
(1) 每 个 量化 噪声 源 ef 中 都 是 广义 平稳 白 品 声 过 程 ; 
(2 ) 每 个 噪声 源 幅 度 在 一 个 量化 间隔 上 都 是 均匀 分 布 的 ; 
(3 ) 每 个 量化 噪声 源 都 与 相应 量化 需 的 输入 ,所 有 其 他 量化 噪声 源 ,以 及 系统 的 输入 不 相关 
这 些 假 设 与 4.8 节 A/D 转换 分 析 中 所 做 的 假设 是 一 致 的 。 严 格 来 说 ,这 些 假设 是 不 可 能 成 立 
的 ,因为 量化 误差 直接 与 量化 器 的 输入 有 关 。 对 于 和 常数 或 正弦 信号 来 说 ,这 点 是 显而易见 的 。 然 
而 ,实验 与 理论 分 析 都 证 明 (Bennett,1948; Widrow, 1956 ,1961;Widrow and Kollár ,2008 ) :在 很 多 情 
况 下 ,刚才 所 描述 的 逼近 都 给 出 了 像 均 值 .方差 和 相关 函数 等 测量 得 到 的 统计 平均 量 的 准确 结论 。 
当 输 入 信号 是 一 个 复杂 的 宽带 信号 时 确实 如 此 ,如 语音 这 类 信号 在 全 部 量化 电 平 之 间 急 剧 地 变化 ， 
并 从 一 个 样本 变 到 男 一 个 样本 时 越过 很 多 量化 电 平 (Gold and Rader, 1969)。 这 里 所 提出 的 简单 
线性 噪声 逼近 可 以 用 均值 和 方差 等 这 些 平 均 量 来 表征 系统 所 产生 的 噪声 ,并 确定 这 些 平 均 量 是 如 
何 被 系统 改变 的 。 
对 于 (B+1) 位 量化 ,6.7.1 节 已 证 明 , 对 伟人 有 
-52 < eln] < 32 (6. 94a) 


而 对 补 码 的 截 尾 有 

-2-2 < e[n] <0 (6. 94b) 
因此 ,根据 上 面 的 假设 (1) ,对 于 表示 量化 误差 的 随机 变量 , BE E eR Ot eA St UI] 6. 58 (a) 所 
示 的 均匀 概率 密度 ,而 对 截 尾 是 如 图 6. 58(b) 所 示 的 均匀 概率 密度 。 对 舍 人 的 均值 和 方差 为 





me =0 (6. 95a) 
TE 
0 = 3 (6.95b) 
对 补 码 截 尾 ,均值 和 方差 为 
Me = a (6. 96a) 
of = a (6. 96b) 
€ 12 
根据 假设 (2) ,一 般 来 说 ,一 个 量化 噪声 源 的 自 相 关 序 列 为 
deeln| = 02 5[n] + m? (6.97) 


在 舍 人 情况 下 ,为 了 方便 都 假设 m, =0, 所 以 自 相关 函数 为 $,.[n] = 028[ nr] ,而 功率 谱 为 @.(e") = 
Tol Sns 这 时 ,方差 和 平均 功率 是 相等 的 。 在 截 尾 情况 下 ,均值 不 为 去 ,所 以 必须 修正 由 会 
入 所 导出 的 平均 功率 结果 , 即 计 算出 信号 的 均值 ,再 将 均值 的 平方 加 到 舍 人 时 的 平均 功率 结果 
EZ, 
Fe] 6. 57(¢c) 中 的 每 个 量化 噪声 源 采 用 这 个 模型 之 后 ,就 能 着 手 确定 量化 噪声 对 系统 输出 的 效 
应 。 注意 到 这 一 点 有 助 于 问题 的 解决 , 即 图 6.57(c) 中 的 全 部 噪声 源 都 是 在 实现 零点 的 系统 部 分 
和 实现 极点 的 系统 部 分 之 间 有 效 地 引入 的 。 因 此 ,如 果 图 6. 59 中 的 el n] 为 
eln] = eola] + eiln] + ezln] + ezln] + eg[n] (6. 98 ) 
那么 图 6. 59 就 等 效 于 图 6.5700). PAAR ARE 4a PR E BS HAR, 9s 
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之 间 也 是 互相 独立 的 ,所 以 二 阶 直接 工 型 联合 噪声 源 的 方差 就 为 


—2B 








o? = 02, +02 +02 +02 +02, =5- 75 (6. 99) 
而 一 般 的 直接 工 型 的 联合 噪声 源 的 方差 为 
-2B 
o? =(M+1+N) (6. 100) 





现在 ,为 了 得 到 输出 噪声 的 表示 式 , 从 图 6. 59 中 注意 到 ,该 系统 有 两 个 输入 x[n] 和 eln], 因 为 
现 假 设 系统 是 线性 的 ,输出 7 了 [n] 就 能 表示 为 YLn] =y[n] + fin] ,其 中 yL nj 是 理想 未 量化 系统 对 
输入 序列 x[nj 的 响应 ,而 /[ nj] 是 系统 对 输入 e[ nj] 的 响应 。 输 出 yLn] 由 式 (6.90) 的 差分 方程 给 
出 ,但 因为 eL 四 是 在 零点 以 后 .极点 以 前 引入 的 ,所 以 输出 噪声 满足 如 下 差分 方程 : 








N 
fin] = afin — kl + eln] (6. 101) 
k=l 
也 就 是 说 ,在 直接 工 型 实现 中 ,输出 噪声 的 性 质 仅 与 该 系统 的 极点 有 关 。 
Pe(e) Pe(e) 
1 
à As27 1 
_A A e -A e 
2 2 
(a) (b) 


图 6.58 量化 误差 的 概率 密度 函数 。(a) 舍 人 ;(b) 截 尾 
efa] 





3 [n] 





图 6.59 具有 联合 噪声 源 的 直接 工 型 线性 噪声 模型 
为 了 确定 输出 噪声 序列 的 均值 和 方差 ,可 以 利用 2. 10 节 中 的 某 些 结果 。 考 虑 一 个 系统 函数 为 


Hj(z) 的 线性 系统 ,其 输入 为 白 噪声 eL nj] ,相应 输出 为 /Ln]。 那 么 ,根据 式 (2. 184) 和 式 (2. 185), 
痊 出 的 均值 为 


Ò 


oo 
my = Me > herln] = me Hef (eP) (6. 102) 


因为 对 于 舍 入 m, =0, 所 以 输出 的 均值 一 定 为 零 , 如 果 假 定 是 舍 入 的 话 就 不 必 关 心 噪声 的 均值 。 由 
式 (6.97) 和 式 (2.190) 可 得 :对 于 舍 人 ,由 于 el n] 是 零 均 值 的 白 噪声 序列 ,所 以 输出 噪声 的 功率 谱 
密度 就 只 是 


Prp(w) = Byr(el®) = 02 | Hey (ei)? (6. 103) 
利用 式 (2. 192) ,可 证 明 输 出 噪声 的 方差 为 
5 1 m 1 K > 
T= r 5 Prr(w)do = Ge | Herei”) Pdo (6. 104) 


对 式 (2. 162) 应 用 帆 斯 瓦尔 定理 ,cy 也 能 表示 为 
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of 一 oo >》 Ihefini? (6. 105) 


STI hyl n ] YAR BE PRE — A E R RT AST A RY) 2 TB ee), DA 
附录 A 中 的 式 (A. 66) 求 出 形 如 式 (6. 105 ) 的 无 限 平方 的 和 。 

式 (6. 102) 一 式 (6.105 ) 所 得 到 的 结果 会 经 常用 来 分 析 线 性 系统 的 量化 噪声 ,例如 ,对 于 
图 6. 59 所 示 的 直接 工 型 系统 ,Br(z) =1/4(z) ;也 就 是 说 ,从 引入 全 部 噪声 源 的 这 一 点 到 输出 的 系 
统 函 数 仅 由 式 (6. 91) 中 的 系统 函数 H(z) 的 极点 组 成 。 因 此 ,可 以 得 出 :由 于 内 部 舍 人 或 截 尾 造成 
的 总 输出 方差 一 般 就 是 





2-28 1 we dw 


=(M+14+N 
( Uy eye 


(6. 106) 





2B XC 
之 er 


IP hyl n) EAA H(z) =1/4(z) 的 脉冲 响应 。 下 面 的 例子 将 说 明 上 面 结果 的 应 用 。 
例 6. 11 一 阶 系统 的 舍 入 噪声 
假设 要 实现 具有 如 下 系统 函数 的 稳定 系统 : 


H(z) = : 
1 一 azr-l 


图 6. 60 示 出 实现 时 的 线性 噪声 模型 流 图 ,其 中 乘积 在 相 tin 
加 前 已 被 量化 。 每 个 噪声 源 都 被 脉冲 响应 为 hy[n] =a" 
uln |] AM(Aeln| Mh) BR, HAS PM =0 


elm] = ealn] + epin] 


lal < 1 (6. 107) 





a © 
Yia] = yin] + fin] 














N=1, 根 据 式 (6. 103) ,得 到 输出 噪声 的 功率 谱 为 图 6.60 ”一 阶 线性 噪声 模型 
一 2 有 8 1 
nega 12 recent. (6. 108) 
输出 端 总 噪声 方差 为 
2-28 & 2-28 1 
of = la)" = 12 (=) (6. 109) 


由 式 (6. 109) A E, Hr eh in ee EETA 因此 , 当 |a| 接 近 
1 时 ,为 了 保持 嗓 声 方差 低 于 某 一 给 定 值 ,必须 用 更 长 的 字 甘 。 下 面 的 例子 也 说 明了 这 一 点 。 


例 6.12 二 阶 系统 的 舍 入 噪声 
考虑 一 个 稳定 二 阶 直 接 工 型 系统 ,其 系统 函数 为 

bo +byz7! + bz? 
(1 — rei?z=1)(1 — re-itz-!) 
该 系统 的 线性 噪声 模型 如 图 6.57(c) 所 示 , 或 者 等 效 地 如 图 6.59 所 示 , 其 中 a, =2rcos@,a, = 
-rs PRIIT, Bh R EAR TARE 
52 2B 1 L dw 

12 2m Jon |Q =rejse-jo)(1 — re i#e—i@)|2 


利用 附录 A 中 的 式 ( A. 66) si BRA 


Bom 1+7? 1 
hl Cees eee a rc (6. 112) 
的 字 长 才 RRS AMEE —w i Ne 


A(z) = 





(6. 110) 








(6. 111) 
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到 目前 为 止 ,对 直接 [型 结构 所 建立 的 分 析 技术 也 能 应 用 到 直接 下 型 结构 上 去 。 直 接 下 型 结 
构 的 非 线性 差分 方程 为 


N 
ln] = So Qlakûln — k]] + xlna] (6. 113a) 
k=l 
M 
Sin] = >》 Oo — kl] (6. 113b) 
k=0 
图 6.61(a) 示 出 二 阶 直接 下 型 系统 的 线性 噪声 模型 。 每 次 相 乘 之 后 都 引入 了 一 个 噪声 源 ,以 指出 





乘积 在 相 加 之 前 已 被 量化 到 (B+1) 位 。 图 6.61(b) 示 出 了 一 个 等 效 的 线性 模型 ,这 里 已 经 把 由 于 
极点 的 实现 所 形成 的 噪声 源 移 去 ,并 把 它们 合并 为 在 输入 端 单一 的 噪声 源 e,ln| =esln] +elnj。 
同样 ,由 于 零点 的 实现 所 形成 的 噪声 源 也 合并 为 单一 的 噪声 源 e,[n] =elnj+eiln]+esLnj], 即 
在 输出 端 直接 相 加 。 对 于 具有 M 个 零点 和 NN 个 极点 的 系统 ,在 舍 入 的 情况 下 (m=0), 由 该 等 效 
模型 直接 可 得 输出 噪声 的 功率 谱 为 

















—2B Ss 3—2B 
Pre =N jw) 12 J= 6. 114 
pp) 12 |Het”) + (M + 1) D ( ) 
输出 噪声 方差 为 
2-28 1 n said 9—2B 
2 oe jo 
oF EET | me l dw + (M +1) D 
22B =% 5-28 (6. 115) 
=N hin]? + (M +1 
= 2. Intl +(M +5 


也 就 是 说 ,在 极点 的 实现 中 所 产生 的 白 噪 声 被 整个 系统 过 滤 ,而 在 零点 的 实现 中 所 产生 的 白 噪 声 被 
直接 加 在 系统 的 输出 端 。 在 写 出 式 (6. 115 ) 时 ,已 经 假设 在 输入 端的 V 个 噪声 源 都 是 独立 的 ,所 以 
它们 的 和 是 单个 量化 噪声 源 方差 的 V 倍 。 对 (M +1) 个 输出 端的 噪声 源 也 做 同样 的 假设 。 这 些 结 
果 是 很 容易 修正 到 补 码 时 堆 尾 情况 的 。 由 式 (6.95a) 一 式 (6.95b) 和 式 (6.96a) 一 式 (6.96b) 可 以 
想到 ,一 个 截 尾 噪声 源 的 方差 和 舍 人 噪声 源 的 方差 是 相等 的 ,但 是 截 尾 噪声 源 的 均值 不 为 零 ， 这 
样 ,表示 总 的 输出 噪声 方差 的 式 (6. 106) 和 式 (6. 115 ) 同样 适用 于 截 尾 情况 。 然 而 ,输出 噪声 会 有 
一 个 非 零 的 平均 值 ,这 个 值 可 用 式 (6. 102) 计算 出。 


bo 














(a) (b) 
图 6.61 Ey fe TD YZ HEM rs fA. (a) 表示 单个 乘积 的 量化 ;(b) 用 联合 噪声 源 
将 式 (6. 106) 与 式 (6. 115) 比较 可 知 ,直接 工 型 和 直接 开 型 结构 在 实现 相应 的 差分 方程 中 乘积 
量化 的 影响 是 不 同 的 。 一 般 来 说 ,其 他 等 效 结构 ,如 级 联 型 .并联 型 . 转 管 型 等 与 直接 型 结构 的 任 一 
种 相 比 都 有 不 同 的 总 输出 噪声 方差 。 然 而 ,即使 式 (6. 106) 和 式 (6. 115) 是 不 同 的 ,也 不 能 说 哪个 
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系统 一 定 有 最 小 的 输出 噪声 方差 ,除非 已 知 系统 系数 的 具体 值 。 换 名 话说 ,要 说 某 一 种 特定 的 结构 
形式 一 定 总 是 产生 最 小 的 输出 噪声 ,这 是 不 可 能 的 。 

用 (28 +1) 位 加 法 器 去 累加 在 两 个 直接 型 系统 中 所 要 求 的 乘积 的 和 来 改善 直接 型 系统 (因此 也 
包括 级 联 型 和 并 联 型 ) 的 噪声 性 能 是 可 能 的 。 例 如 ,对 于 直接 型 实现 ,可 以 用 如 下 形式 的 差分 方程 : 


N M 
ŝin] = Q bs a Sin 一 如 十 》 brxln — J (6.116) 

k=l k=0 
也 就 是 说 ,乘积 的 和 是 用 (28 +1) 位 或 (2B +2) 位 精度 累加 的 ,并 将 输出 结果 和 延迟 存储 器 的 存储 
内 容 均 量 化 到 (B+1) 位 。 在 直接 I 型 情况 下 ,这 就 意味 着 量化 噪声 仍然 被 极点 过 滤 , 但 式 (6. 106 ) 


中 的 因子 (MY+1+N) 被 1 代替 。 类 伏地 ,对 于 直接 开 型 实现 , 式 (6. 113a) 一 式 (6.113b) 的 差分 方 
程 可 分 别 用 下 式 代 蔡 : 


N 
w[n| =O bs apto[n —k| + x[n | (6. 117a) 
kal 
M 
ŝin] =O È byin 一 J (6. 117b) 
k=0 


这 就 隐 含 着 在 输入 端 和 输出 端 是 一 个 单一 的 噪声 源 ,所 以 式 (6. 115) 中 的 因子 N AICM +1) ABR I 
代 蔡 。 因 此 ,使 用 双 倍 长度 的 累加 器 字 ( 大 多 数 能 用 的 DSP 芯片 都 能 提供 ) 能 明显 减 小 直接 型 系统 
中 的 量化 噪声 。 
6.9.2 IIR 系统 定点 实现 中 的 幅度 加 权 

在 IR 系统 实现 中 利用 定点 运算 的 另 一 个 重要 考虑 是 可 能 有 溢出 。 如 果 遵 循 每 个 定点 数 都 表 
示 一 个 小 数 的 约定 (可 能 乘 以 一 个 已 知 加 权 因子 ) ,那么 在 结构 中 每 个 节点 必须 限制 其 值 小 于 1 以 


HE Seta th. A wiLn] 记 作 第 个 节点 变量 的 值 ,h.[ nj] 记 作 从 输入 x[n] 到 节点 变量 wi[n] 的 脉冲 
响应 ,那么 


lwxln]l = > x[n — ml]Aax[m] (6. 118) 
界限 
[weal] < xmax D> Ihelm]] (6. 119) 


可 用 最 大 值 dma FRE oe [re = ome], HR HE A G EL FREF ERRE Ae, 8 
[win] | <1 的 充分 条 件 是 





Xmax < —> : 
XO Iim (6. 120) 
该 条 件 对流 图 中 的 全 部 节点 都 要 成 立 。 若 x 不 满足 式 (6.120) ,那么 可 在 系统 的 输入 端 将 Ln] 
乘 以 标量 因子 *, 以 使 得 sx 在 流 图 的 全 部 节点 上 都 满足 式 (6. 120) , 即 
SXmax < E 
max | 2 wo (6. 121) 
以 这 种 方式 给 输入 幅度 加 权 可 保证 流 图 中 的 任何 节点 绝 不 会 出 现 溢出 。 式 (6. 120) 既是 必要 条 件 


也 是 充分 条 件 , 因 为 总 是 存在 一 个 输入 使 得 式 (6. 119 ) 以 等 号 满足 [参见 2.4 节 讨论 稳定 性 的 
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式 (2.70) ] 。 然 而 ,对 于 大 多 数 信号 来 说 式 (6. 120) 给 出 的 是 一 个 非常 有 富裕 的 输入 加 权 因 了 于: 


另 一 种 加 权 方 法 是 假设 输入 是 一 个 罕 带 信号 ,如 模型 为 x[m] = xwscoswonm。 这 时 ,节点 变量 将 
具有 如 下 形式 : 
welt] = |H (el )|xmax Cos(won + ZH g(e!")) (6. 122) 
因此 ,如 果 
pmax |Hxle!) |xmax < 1 (6. 123) 
或 者 如 果 输 入 受 如 下 幅度 加 权 因 子 加 权 : 
1 
SXmax < max He] (6.124) 
那么 对 全 部 正弦 信和 号 溢出 都 可 避免 。 


还 有 另外 的 加 权 办 法 是 基于 输入 信号 能 量 上 = ,|x[n]1 的。 此 时 可 以 利用 施 瓦 兹 不 等 式 
(UL Bartle ,2000) 推 必得 到 加 权 因 子 ,将 得 到 下 列 建立 起 节点 信号 平方 与 输入 信号 能 量 和 节点 单位 
脉冲 响应 之 间 的 不 等 式 : 








元 Z 
|w,[n]/? = 5 | Hye!) Xle”) ei” dw 
pa E (6. 125) 
< (= | [Hx(ei®) Pao) (= | |X(ei®) Paw) 
进而 ,如 果 用 s 对 输入 序列 值 进行 加 权 并 利用 由 斯 瓦 尔 定理 ,可 以 看 到 ,如果 
7 = 2 2 1 
s? 2) =s E 
s (Fm ) SE < = EN 
max pas \hy[n]| 
那么 对 于 所 有 节点 都 有 |w[nj| <1. 
既然 能 够 证 明 对 于 第 上 个 节点 有 
dà 1/2 æ 
Ss mime] <max|Hi(e!)|< > lhxlnl (6. 127) 


那么 (对 于 大 多 数 输入 信和 号 而 言 ) 式 (6. 121) ` 式 (6. 124) 和 式 (6. 126 ) 给 出 了 对 于 一 个 数字 滤波 器 
的 输入 进行 加 权 的 3 种 递减 的 保守 方式 。 在 这 3 种 方式 中 , 式 (6. 126 ) 一 般 是 最 容易 用 解析 求 值 
的 ,因为 可 用 附录 A 中 给 出 的 部 分 分 式 法 求 值 。 然 而 利用 式 (6. 126 ) 则 需要 用 到 对 信号 均 方 值 已 
的 假设 。 另 一 方面 , 式 (6. 121) 用 解析 求 值 是 困难 的 ,除非 系统 很 简单 。 当 然 ,如 果 滤 波 器 系数 是 
固定 数值 时 ,幅度 加 权 因 子 可 以 用 数值 计算 脉冲 响应 或 频率 响应 来 估算 出 。 

如 果 输 入 必须 向 下 加 权 (s<1) ,那么 系统 输出 端的 信 噪 比 将 会 降低 ,因为 信号 能 量 下 降 了 ,但 
噪声 能 量 只 与 舍 入 操作 有 关 。 图 6. 62 示 出 标量 因子 在 输入 端的 二 阶 直接 工 型 和 直接 开 型 系统 。 
对 这 些 系 统 在 确定 标量 因子 时 ,不 必 检 查 流 图 中 的 每 个 节点 。 某 些 节 点 不 代表 相 加 ,因此 不 可 能 浇 
出 。 另 一 些 节 点 代表 部 分 和 。 如 果 用 不 饱和 的 补 码 运算 ,这样 一 些 节 点 就 能 允许 溢出 ,只 要 某 些 关 
键 节点 不 溢出。 例如 ,在 图 6.62(a) 中 ,可 把 注意 力 集中 在 用 虚线 圈 住 的 节点 上 。 图 6. 62( a) 示 出 
的 标量 因子 是 与 系数 六 结合 在 一 起 的 ,以 使 得 该 噪声 源 与 图 6. 59 中 的 是 相同 的 ,也 就 是 说 , 它 具 有 
单个 量化 噪声 源 S 倍 的 功率 上 。 因 为 该 噪声 源 还 是 仅 由 极点 过 滤 , 所 以 输出 噪声 功率 在 图 6. 39 和 





D ”这 里 排除 单独 的 加 权 相 乘 和 量化 虞 声 源 。 然 而 ,加 权 ( 和 量化 ) 包 能 改变 该 系统 的 频率 响应 。 如 果 一 个 单独 的 输入 标 
量 央 子 是 放 在 图 6. 62(a) 中 的 零点 实现 的 前 面 ,那么 附加 量化 噪声 源 将 会 通过 整个 系统 H(z) 加 到 和 输出 端 ， 
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图 6. 62(a) 中 是 相同 的 。 然 而 ,图 6.62(a) 所 示 系 统 的 总 的 系统 函数 是 sH (2) 而 不 是 HC) ,所 以 输 
出 了 [nj] 的 未 量化 分 量 是 sy[ nj] 而 不 是 yLn] 。 因 为 噪声 是 在 幅度 加 权 之 后 引入 的 ,所 以 在 已 加 权 的 
系统 中 信和 号 功率 对 噪声 功率 的 比 是 图 6. 59 所 示 信 品 比 的 倍 。 如 果 幅 度 加 权 是 为 了 避免 洪 出 ， 
因为 s<1, 则 SNR 就 因 加 权 而 下 降 


e'|n] ealn] ebin] 














(a) 


图 6. 62 直接 型 系统 加 权 。(a) Atk IA (b) 直接 卫 型 


对 图 6. 62(b) 所 示 的 直接 开 型 系统 而 言 ,同样 是 正确 的 。 在 这 种 情况 下 ,必须 确定 出 标量 
因子 以 避免 图 6.62(b) 中 两 个 虚线 圈 内 的 节点 产生 溢出 。 该 系统 总 增益 仍 为 图 6. 61(b) 系统 增 
益 的 s 倍 ,但 是 在 这 种 情况 下 ,可 能 有 必要 直接 实现 标量 因子 以 避免 左边 节点 的 溢出 。 这 个 标量 
因子 将 一 个 附加 噪声 分 量 加 到 e,[nz] 上 ,所 以 输入 端的 噪声 功率 一 般 就 是 (VW+1)2 712, E 
则 ,该 噪声 源 以 和 图 6.61(b) 及 图 6.62(b) 中 完全 相同 的 方法 被 系统 过 滤 。 因 此 ,信号 功率 乘 以 
,而 输出 端 噪声 功率 仍 由 式 (6. 115 ) 给 出 ,不 过 ww 由 (N+1) 代 奉 。 如 果 加 权 是 为 了 避免 江 出 ， 
则 SNR 还 是 要 下 降 。 


例 6. 13 幅度 加 权 与 舍 入 噪声 之 间 的 相互 影响 
为 了 说 明 幅 度 加 权 与 使 入 噪声 之 间 的 相互 影响 ,考虑 例 6.11 中 的 系统 ,其 系统 函数 由 
式 (6.107) 给 出 。 如 果 标 量 因 子 与 系数 4b 合并 在 一 起 ,可 得 加 权 系 统 的 流 图 如 图 6.63 所 示 。 
假设 输入 是 在 -1 和 +1 之 间 均 匀 分 布 的 白 噪声 ， 那 么 总 的 信号 方差 就 是 0 =1/3。 ATH 
证 在 计算 Y[n] 时 没有 溢出 ,可 用 式 (6. 121) 计 算 幅 度 标量 因子 为 
1 1 — jal e'[n] 





S 







= bl (6.128) 
Ibl lal” : 
2 Sir] = sy[n] + In 
例 6. 11 PUR RE AEA 
a See 
of=2 1 129) 图 6.63 ”幅度 加 权 的 一 阶 系统 


因为 又 进行 两 次 (B+1) 位 合 入 操作 ,所 有 输出 端的 噪声 功率 相同 , 即 oj}, =o7?。 由 加 权 输 入 
sx[n] 引 起 的 输出 y'[n] 的 方差 为 











1\ s2p2 
(3) E a? = stay (6. 130) 
因此 ,输出 端的 SNR 为 
人 
ot, : ot ( |b] ) a? (6. 131) 


随 着 系统 的 极点 趋 近 单位 圆 ,SNR 下 降 。 这 是 因为 量化 噪声 被 系统 放大 ,而 又 因为 系统 的 高 
增益 迫使 输入 向 下 加 权 以 避免 溢出 。 再 次 看 到 ,溢出 和 量化 噪声 以 相反 的 方式 恶化 系统 性 能 。 
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6.9.3 一 个 级 联 IIR 结构 的 分 析 例 子 


本 节 前 面 的 结果 能 直接 用 到 由 二 阶 直接 型 子 系统 组 成 的 并 联 或 级 联结 构 的 分 析 中 。 在 级 联结 
构 中 ,加 权 和 量化 的 相互 影响 是 特别 令 人 感 兴趣 的 。 关 于 级 联系 统 的 一 般 讨 论 将 紧密 结合 具体 例 


子 来 进行 。 
某 一 椭圆 低 通 滤波 器 设计 成 满足 以 下 指标 : 


0.99 < |H(ei®)| < 1.01, |w| < 0.5n 
\H(e!”)|< 0.01,  0.56T< lal<nx 
所 得 系统 的 系统 函数 是 


3 3 
- 1+ bruz-! +274 - 
H(z) = 0.079 459 = | = 0.079 459 Hi(z 6. 132 
; M) I = 
其 中 , 式 (6. 132) 的 系数 由 表 6. 6 给 出 。 注 意 到 ,在 这 个 例子 中 H(z) 的 全 部 零点 都 在 单位 贺 上 , 然 
而 对 于 一 般 情 况 不 是 必须 的 。 
表 6.6 级 联 型 椭圆 低 通 滤波 器 的 系数 


0. 478 882 -0, 172 150 1. 719 454 








0. 137 787 —0. 610 077 0. 781 109 
一 0. 054 779 一 0. 902 374 0. 411 452 





图 6. 64(a) 示 出 用 二 阶 转 置 直接 开 型 子 系统 级 联 的 该 系统 一 种 可 能 实现 的 流 图 。 增 益 常 数 
0. 079459 用 于 使 系统 的 总 增益 在 通 带 内 近似 为 1, 并 且 假 定 这 就 保证 了 系统 的 输出 不 会 洲 出 。 
图 6.64(a) 示 出 的 增益 常数 是 放 在 系统 的 输入 端的 。 这 种 方法 立即 减 小 了 信号 幅度 ,其 后 果 就 是 
后 续 的 滤波 器 节 必 须 有 高 的 增益 以 产生 总 增益 为 1。 虽然 量化 噪声 源 是 在 0.079 459 增益 后 引入 
的 ,但 还 是 被 系统 的 其 余部 分 同样 放大 ,所 以 这 不 是 一 个 好 的 方案 。 理 想 地 ,小 于 1 的 总 增益 常数 
应 该 放 在 级 联 中 偏 后 的 位 置 ,以 使 得 信号 和 噪声 都 同时 受到 衰减 。 然 而 ,这 就 有 可 能 沿 级 联 产生 洪 
出 。 因 此 ,一 种 较 好 的 方法 是 将 增益 在 系统 的 3 个 部 分 之 间 分 配 , 使 得 级 联 中 每 一 级 都 正好 避免 溢 
出 。 这 种 分 配 可 以 表示 为 
H(z) = s1 Hı (z)s2H2(2)s3H3(2) (6. 133) 
SUP 5,828; =0. 079 459 ,标量 因子 可 以 吸收 到 单个 系统 函数 H(z) =s, H, (2) AT RA E , OO 
下 式 : 





3 一 1 pay 3 
by, 十 DZ + biz 
z | | Ok lk 2k 3 
H(z) = KA ( 1 — akz! — az? N H; (2) (6. 134) 


TU by = b'a =s MO), sibo 所 得 加 权 系 统 如 图 6.64(b) 所 示 。 

图 6. 64(b) 示 出 代表 乘积 量化 的 量化 噪声 源 也 位 于 相 加 之 前 。 图 6. 64(c ) 示 出 一 个 等 效 的 噪 
声 模型 ,其 中 认为 在 某 一 特定 节 中 的 噪声 源 仅 被 该 节 ( 及 其 后 面 的 子 系统 ) 的 极点 过 滤 。 
图 6.64(c) 也 利用 了 这 个 事实 :延迟 的 白 品 声 源 仍 是 白 噪 声 , 并 且 与 所 有 其 他 的 噪声 源 无 关 , 这 样 
在 一 个 子 节 中 全 部 5 个 噪声 源 才 能 合并 为 一 个 噪声 源 ,该 噪声 源 具 有 单个 量化 噪声 源 5 倍 的 方差 
量 D。 因 为 假定 噪声 源 都 是 独立 的 ,所 以 输出 噪声 方差 就 为 图 6.64(c) 中 3 个 噪声 源 的 方差 之 和 。 
因此 ,对 舍 和 人 来 说 ,输出 噪声 功率 谱 为 





© 这 个 讨论 可 以 推广 到 证 明 转 壮 直 接 下 型 具有 与 直接 型 系统 相同 的 噪声 特性 。 
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-2B | 2| 瑟 2(ejow) 2521 (e!) /2 s2|H3(e!”)/? 1 
heas sz|H2(e | 3l 3 3 —— ana (6. 135) 
oe 12 |A (ce!) | |A2(el)|* JA3(e!)|- 
总 输出 噪声 方差 为 
PY Sia 1 i 31HaAe I PsA 
| Ae!) 


(6. 136) 








1 f7 51H30) fE i 
t r j FE | aimee] 

如 果 可 以 利用 双 倍 字 长 累加 器 ,那么 可 能 只 需要 量化 作为 图 6.64(b) 中 延迟 单元 输入 的 那些 
和 值 。 在 这 种 情况 下 , 式 (6. 135) 和 式 (6. 136) 的 因子 5 就 变 为 3。 青 者 ,如 果 青 用 双 售 字 长 的 寄存 
器 来 实现 图 6. 64(b) 中 的 延迟 单元 ,那么 仅 有 变量 wo, [nj 需要 量化 ,这 样 每 个 子 系统 就 仪 有 一 个 量 
化 噪声 源 。 这 时 , 式 (6. 135) 和 式 (6. 136) 的 因子 5 就 变 为 1 


0.079 459 
o > 





x[n] 




















图 6. 64 子 系统 为 转 置 接 芽 型 的 六 阶级 联系 统 的 模型 。(a) 无 限 精 度 模型 ;(b) 表示 
单个 乘法 量化 的 加 权 系 统 的 线性 噪声 模型 ;(c) 联合 噪声 源 的 线性 噪声 模型 


对 这 些 标量 因 了 于 % 进 行 选择 ,以 避免 在 治 级 联系 统 的 各 节点 处 发 生 溢出 。 在 这 种 情况 下 ,将 采 
用 式 (6. 124) 的 加 权 约 定 。 因 此 ,加 权 常 数 的 选择 满足 


S| max |H (e®)| < 1 (6. 137a) 


$152 gos |H\(e)”) H2 (e”)| < 1 (6. 137b) 
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518283 = 0.079459 (6. 137c ) 

最 后 一 个 条 件 保证 了 在 单位 幅度 正弦 输入 时 系统 输出 没有 洲 出 ,因为 该 滤波 器 的 最 大 总 增益 
为 1。 对 于 表 6.6 中 的 系数 ,所 得 加 权 因 子 为 s, =0. 186 447 ,s, =0. 529 236 Fil s, =0. 805 267. 

式 (6. 135) 和 式 (6. 136) 指 出 ,输出 噪声 功率 谱 的 形状 和 总 输出 噪声 方差 取决 于 构成 二 阶 节 零 
点 与 极点 的 配对 方式 ,以 及 在 级 联 实现 中 各 二 阶 节 的 先后 次 序 。 很 容易 看 出 ,对 于 V 个 节 , 有 
NI PE .极点 配对 方式 和 NI 种 二 阶 节 的 级 联 次 序 , 总 共有 (N1) "种 不 同 的 系统 。 并 且 既 能 选择 
直接 了 型 也 能 选择 直接 卫 型 (或 它们 的 转 置 ) 来 实现 这 些 二 阶 节 。 本 例 中 ,如 果 想 确定 具有 最 低 输 
出 噪声 方差 系统 ,就 意味 着 有 144 种 不 同 的 级 联系 统 可 供 考虑 。 对 于 5 个 级 联 季 ,就 有 57 600 种 不 
同 的 系统 ! 很 明显 ,即使 对 一 个 低 阶 系统 的 完全 分 析 都 是 一 件 邻 人 头痛 的 事 , 因 为 像 式 (6. 136 ) 这 
样 的 表达 式 必 须 对 每 种 配对 和 级 联 次 序 一 一 求 值 。Hwang(1974 ) 用 了 动态 规划 法 ,而 Liu and Peled 
(1975 ) 用 了 一 种 直接 推断 的 方法 来 降低 计算 量 

尽管 求 最 佳 配 对 和 级 联 次 序 可 能 需要 计算 器 优化 ,Jackson (1970a, 1970b, 1996 ) 还 是 发 现 ,应 
用 下 面 的 简单 规则 几乎 总 是 能 得 到 好 的 结果 


(1) 在 = 平面 内 ,最 靠近 单位 圆 的 极点 应 该 与 紧 靠 它 的 零点 配对 ; 
(2) 重复 应 用 规则 (1 ) 直到 全 部 零点 和 极点 都 配对 完 ; 
(3) 所 求 得 的 二 阶 节 应 该 按 极 点 靠近 单位 圆 的 程度 级 联 , 要 么 以 靠近 单位 圆 递 增 程度 为 次 序 ,或 者 

以 靠近 单位 圆 递 减 程度 为 次 序 。 

这 种 配对 规则 是 基于 如 下 考虑 的 :具有 高 的 峰值 增益 的 子 系统 是 不 希望 得 到 的 ,因为 它们 可 能 会 
引起 溢出 ,并 且 它 们 还 将 量化 噪声 放大 。 把 一 个 靠近 单位 圆 的 极点 与 其 邻近 的 零点 配对 就 可 降低 这 
个 节 的 峰值 增益 。 这 些 启发 性 规则 可 以 用 类 似 MALTAB 函数 zp2sos 等 的 设计 和 分 析 工 具 来 实现 

规则 (3) 的 一 种 考虑 是 由 式 (6. 135 ) 想 到 的 。 可 以 看 到 , 某 些 子 系统 的 频率 响应 在 输出 噪声 功 
率 谱 的 式 子 中 出 现 多 于 一 次 。 如 果 不 想 要 输出 噪声 方差 谱 在 靠近 单位 圆 的 极点 附近 有 高 的 峰值 ， 
那么 让 该 极点 的 频率 响应 分 量 在 式 (6. 135 ) 中 不 多 次 出 现 就 是 有 利 的 。 这 就 建议 将 这 样 一 些 “ 高 
@Q ”极点 移 到 级 联 中 开始 的 地 方 。 另 一 方面 ,从 输入 到 网 络 中 某 一 特殊 点 的 频率 响应 将 涉及 在 这 个 
节点 之 前 的 子 系统 频率 响应 的 乘积 。 因 此 ,为 避免 在 级 联 的 早期 阶段 过 分 降低 信号 电 和 平 ,应 该 把 靠 
近 单 位 圆 的 极点 依次 放 在 最 后 。 因 此 ,级 联 次 序 问题 是 根据 各 种 考虑 而 改变 的 ,其 中 包括 总 输出 品 
声 方差 和 输出 噪声 谱 的 形状 。Jackson(1970a.1970b ) 
用 天 范 数 对 配对 和 级 联 次 序 问题 做 了 定量 分 析 ,并 给 
出 了 一 套 非常 详细 的 “经 验 法 则 ” ,不 用 详尽 地 计算 全 
部 可 能 而 得 到 了 好 的 结果 。 

本 例 系 统 的 零 .极点 图 如 图 6.65 所 示 。 配 对 的 
零 .极点 也 已 圈 出 。 在 这 种 情况 下 ,已 选择 各 节 的 级 
联 次 序 是 从 最 小 峰值 频率 响应 到 最 大 峰值 频率 响应 。 
图 6. 66 说 明了 单个 节 的 频率 响应 是 如 何 组 合成 总 频 
率 响 应 的 。 图 6. 66(a) 一 (c) 示 出 单个 未 加 权 子 系统 
的 频率 响应 。 图 6. 66(d) 一 (f) 示 出 总 频率 响应 是 如 
何 构成 的 。 应 该 注意 到 ,图 6.66(d) 一 (f) 表 明 : 
式 (6. 137a) 一 式 (6. 137c ) 的 幅度 加 权 保 证 了 从 输入 
到 任意 子 系统 输出 的 最 大 增益 都 小 于 1。 图 6.67 中 


的 实 线 指出 按 123 次 序 (最 小 峰值 到 最 大 峰值 ) 级 联 FESS 各 时 二, 位 点 配对 的 图 6 64 
的 六 阶 系统 的 零 -极点 图 
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时 输出 噪声 的 功率 谱 ( 该 图 已 假设 B+1=16)。 注 意 ,功率 谱 的 峰值 位 于 最 靠近 单位 圆 的 极点 附 
近 。 虚 线 指出 的 是 当 级 联 节 的 次 序 相反 ( 即 321 ) 时 ,输出 噪声 的 功率 谱 。 因 为 在 第 1 节 在 低频 区 
域 具有 高 的 增益 ,所 以 噪声 谱 在 低频 区 域 适当 地 变 大 ,而 在 峰值 周围 略微 降低 。 高 Q 极点 仍然 对 

















级 联 中 第 1 节 的 噪声 源 进行 过 滤 ,所 以 它 仍然 趋向 于 控制 着 噪声 谱 。 在 这 种 情况 下 ,这 两 种 级 联 次 
序 的 总 噪声 功率 却 几乎 是 相同 的 。 
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(e)20logio | H’, (e ) H4(e™) |; (£)20log,, | H',(e”) H', (e ) H^, (e) | =20log,, | H’(e”) | 


刚才 讨论 的 例子 表明 在 级 联 IIR 系统 定点 实现 中 所 引起 的 问题 的 复杂 性 。 并 联 型 结构 相对 要 
简单 些 ,因为 不 发 生 配 对 和 排序 的 问题 。 然 而 ,幅度 加 权 仍 然 是 需要 的 ,以 避免 单个 二 阶 子 系统 以 
及 当 各 子 系统 的 输出 相 加 产生 总 输出 时 出 现 溢出 。 因 此 ,已 经 获得 的 方法 也 一 定 适 用 于 并 联 型 结 
构 。jJackson(1996 ) 详细 地 讨论 了 并 联 型 结构 ,并 得 出 并 联 型 总 输出 噪声 功率 一 般 可 与 级 联 型 最 好 
的 配对 和 级 联 次 序 结果 相 媲 美 。 即 便 如 此 ,级 联 型 还 是 更 为 常用 ,因为 常用 的 IIR 滤波 器 其 系统 函 
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数 的 零点 在 单位 圆 上 ,级 联 型 可 用 较 少 的 乘法 器 实现 ,并 对 零点 位 置 有 更 好 的 控制 。 
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图 6.67 对 按 123 次 序 级 联 ( 实 线 ) 和 321 次 序 级 联 (虚线 ) 时 的 输出 噪声 功率 谱 


6.9.4 直接 型 FIR 系统 分 析 


因为 作为 直接 工 型 和 直接 开 型 IIR 系统 的 一 种 特殊 情况 , 它 包 括 了 直接 型 FIR 系统 ( 即 图 6. 14 
和 图 6. 15 中 全 部 系数 a, 为 0)。 因 此 如 果 将 系统 函数 的 全 部 极点 除 掉 , 并 将 全 部 信号 流 图 中 的 反 
馈 路 径 都 除 掉 , 那 么 6.9. 1 节 和 6.9.2 节 的 结果 和 分 析 方 法 都 适用 于 FIR 系统 。 

直接 型 FIR 系统 就 是 如 下 离散 卷 积 : 


M 
y[n] = 》 hlk xin 一 大 ] (6. 138) 


k=0 
图 6. 68(a) 示 出 该 理想 未 量化 的 直接 型 FIR 系统 。 图 6. 68 (b) 所 示 为 该 系统 的 线性 噪声 模型 , 假 
定 全 部 乘积 都 在 相 加 前 量化 。 这 个 效果 就 是 要 直接 在 系统 的 输出 端 引 入 (CM +1) 个 白 噪声 源 , 这 样 
总 输出 噪声 方差 就 是 
2-28 

i =M +D (6. 139) 
这 就 是 在 式 (6. 106) 和 式 (6. 115) PRE N =0 和 hy[Ln] =6Ln] 所 得 到 的 结果 。 当 用 双 售 长 度 累 加 
带 时 ,就 仅 需要 量化 输出 。 因 此 , 式 (6. 139) 的 因子 (M+1) 被 1 代 蔡 。 这 就 使 得 双 倍 长 度 累 加 器 对 
实现 FIR 系统 来 说 具有 一 a 
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图 6.68 FIR 系统 的 直接 型 。(a) 无 限 精度 模型 ;(b) 线 性 噪声 模型 
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在 定点 FIR 系统 直接 型 实现 中 ,溢出 也 是 一 个 问题 。 对 于 补 码 运算 ,只 需要 关心 输出 的 大 小 ， 
因为 图 6.68(b) 中 所 有 其 他 和 都 是 部 分 和 。 因 此 ,可 将 脉冲 响应 系数 加 权 以 减 小 溢出 的 可 能 性 。 
6.9.2 节 讨 论 的 任何 一 种 方法 都 可 用 来 确定 各 标量 因子 。 当 然 , 脉 冲 响应 加 权 减 小 了 系统 增益 , 因 
此 输出 SNR 如 6.9. 2 节 中 讨论 的 那样 也 随 之 下 降 。 


例 6. 14 对 于 6. 8.5 WHA FIR 系统 的 幅度 加 权 考 虑 
考虑 6. 8.5 节 中 讨论 的 系统 。 该 系统 的 脉冲 响应 系数 由 表 6.5 给 出 ,经 简单 运算 可 证 明 ， 


以 及 由 图 6.54(b) 可 见 
27 
F Ihlnl| = 1.751352 
n=0 


2 


27 1/2 
(3mm = 0.679 442 


n=() 


max |H(e!®)| ~ 1.009 


\w|<7 


论 上 对 幅度 大 于 1/1. 009 =0. 9911 的 正弦 信号 是 有 可 能 溢出 的 ;但 即便 如 此 ,对 大 多 数 信号 溢 
出 都 不 大 可 能 。 确 实 如 此 ,因为 该 滤波 器 有 线性 相位 ,可 以 证 明 对 于 宽带 信号 ,因为 在 通 带 内 
增益 近似 为 1 ,而 在 其 余地 方 增益 都 小 于 1, 所 以 输出 信号 应 该 小 于 输入 信号 


在 6.5.3 节 中 已 指出 , 像 例 6. 14 这 种 线性 相位 系统 能 用 一 般 FIR 系统 大 约 一 半 的 乘法 次 数 来 
实现 。 由 图 6. 32 和 图 6. 33 所 示 的 信号 流 图 ,这 点 是 显而易见 的 。 在 这 些 情况 下 应 该 明白 ,如 果 乘 
积 是 在 相 加 之 前 量化 的 ,那么 输出 噪声 方差 也 减少 一 半 。 然 而 ,利用 这 样 一 些 结构 与 直接 型 比较 会 
涉及 较 复 杂 的 变 址 算法 。 大 多 数 DSP 芯片 的 结构 都 把 双 倍 字 长 的 累加 器 与 高 效 流水 线 式 乘法 累 
加 运算 和 简单 的 回路 控制 结合 在 一 起 ,用 于 优化 直接 型 FIR 系统 。 由 于 这 个 原因 ,即使 与 能 用 较 少 
的 乘法 次 数 满足 频率 啊 应 特性 指标 的 IR 滤波 器 相 比 ,直接 型 FIR 实现 往往 还 是 最 有 吸引 力 的 , 因 
为 级 联 或 并 联结 构 不 允许 进行 长 序列 的 乘法 累加 运算 。 

6.5.3 节 讨 论 了 FIR 系统 的 级 联 实现 。6. 9.3 节 的 结果 和 分 析 方 法 也 适用 于 FIR 系统 的 级 联 
实现 ,但 是 FIR 系统 没有 极点 ,配对 和 级 联 次 序 问题 简化 到 只 有 级 联 次 序 问题 。 与 IIR 级 联系 统 的 
情况 相同 ,如 果 系 统 是 由 很 多 子 系统 组 成 的 ,全 部 可 能 的 级 联 次 序 分 析 是 非常 困难 的 。Chan and 
Rabiner (1973a,1973b ) 研究 过 这 个 问题 ,并 由 实验 发 现 噪声 性 能 对 于 级 联 次 序 来 说 是 相对 不 灵敏 
的 。 他 们 的 结果 建议 :一 个 好 的 级 联 次 序 就 是 从 每 个 噪声 源 到 输出 的 频率 响应 是 相对 平坦 的 ,并 且 
峰值 增益 是 小 的 这 样 一 种 级 联 次 序 。 


6. 9.5 离散 时 间 系 统 的 浮 点 实现 


由 前 面 的 讨论 很 清楚 地 知道 ,定点 运算 的 有 限 动态 范围 使 得 在 离散 时 间 系 统 定 点 数字 实现 中 
有 必要 仔细 地 给 输入 和 中 间 信 和 号 电 平 进行 幅度 加 权 。 利 用 浮 点 数值 表示 和 浮 点 运算 可 以 基本 不 需 
要 这 种 加 权 。 

在 浮 点 表示 中 ,一 个 实数 x 是 用 二 进 制 数 2xvw 表示 的 ,其 中 加 权 因 子 的 指数 部 分 c 称 为 阶 , 而 
xy 是 称 为 尾数 的 小 数 部 分 。 在 浮 点 运算 系统 中 , 阶 和 尾数 都 是 明确 表示 成 定点 二 进 制 数 的 。 浮 点 
表示 法 为 保持 既 有 宽 的 动态 范围 ,又 有 小 的 量化 噪声 提供 了 一 种 方便 的 方法 ;然而 ,量化 误差 表现 
出 些许 不 同 。 浮 点 运算 用 调整 阶 和 归 一 化 尾数 的 方法 使 得 其 一 般 能 保持 高 的 精度 和 宽 的 动态 范 
围 , 即 0.5<xw<1。 当 浮 点 数 相 乘 时 ,其 阶 相 加 ,而 尾数 相 乘 。 因 此 ,尾数 必须 量化 。 当 两 个 浮 点 
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数 相 加 ,它们 的 阶 必须 调整 为 相同 ,这 用 移动 较 小 数 的 尾数 二 进 制 小 数 点 的 方法 来 实现 。 因 此 相 加 
结果 也 要 量化 。 如 果 假 设 阶 的 范围 是 足够 的 ,以 致 于 没有 比 2 更 大 的 数 ,那么 量化 仅 影响 尾数 ,但 
是 尾数 误差 也 受到 了 2 的 加 权 。 因 此 ,一 个 量化 的 浮 点 数 很 方便 地 表示 为 

k=x(lt+e)=x+ex (6. 140) 
通过 将 量化 误差 表示 成 的 一 部 分 e, 这 就 自动 地 表示 了 这 个 事实 , 即 量化 误差 随 信号 电 平 大 小 起 
伏 而 加 权 。 

前 面 提 到 的 浮 点 运算 性 质 使 离散 时 间 系 统 浮 点 实现 的 量化 误差 分 析 复 杂 化 了 。 首 先 ,噪声 源 
必须 既 要 在 每 次 相 乘 之 后 ,又 要 在 每 次 相 加 之 后 插入 。 相 比 于 定点 运算 ,一 个 重要 的 结果 是 执行 相 
乘 和 相 加 的 次 序 有 时 会 造成 很 大 的 差异 。 对 于 分 析 来 说 ,更 为 重要 的 是 不 能 再 认为 量化 噪声 源 是 
白 噪声 , 且 与 信号 无 关 这 些 假定 是 合理 的 了 。 事 实 上 ,在 式 (6. 140) 中 ,噪声 是 明确 地 用 信和 号 表示 
出 来 的 。 因 此 ,如 果 没 有 对 输入 信号 的 性 质 做 出 假设 ,就 不 能 对 噪声 进行 分 析 。 若 假设 输入 是 已 知 
的 (如 白 品 声 ) ,一 种 合理 的 假设 是 ,相对 误差 e 是 与 x 无 关 且 均匀 分 布 的 白 品 声 。 

利用 这 些 假设 ,Sandberg(1967) ,Liu and Kaneko( 1969) ,Weinstein and Oppenheim ( 1969 ) 以 及 
Kan and Aggarwal( 1971 ) 等 都 得 出 了 一 些 有 用 的 结果 。 特 别 是 Weinstein and Oppenheim 比较 了 一 
阶 和 二 阶 HR 系统 的 浮 点 和 定点 实现 。 他 们 指出 ,如 果 代 表 浮 点 尾数 的 位 数 等 于 定点 的 字 长 ,那么 
浮 点 运算 在 输出 端 将 得 到 较 高 的 SNR。 对 于 接近 单位 圆 的 极点 ,差别 要 大 一 些 。 这 一 点 不 奇怪 ! 
不 过 ,要 用 额外 的 位 数 来 表示 阶 , 并 且 所 期 望 的 动态 范围 越 大 ,对 阶 所 要 求 的 位 数 就 武 多 。 实 现 浮 
点 运算 的 硬件 比 定点 运算 也 要 复杂 得 多 。 因 此 ,利用 浮 点 运算 必须 增加 运算 单元 的 字 长 和 复杂 性 .。 
它 的 主要 优点 是 基本 上 消除 了 洲 出 问题 ,并 且 如 果 尾 数 也 足够 长 的 话 , 量 化 也 不 会 成 为 一 个 问题 。 
这 就 使 系统 设计 和 实现 大 为 简化 了 。 

如 今 ,多 媒体 信号 的 数字 滤波 通常 在 具有 高 精度 浮 点 数字 表示 和 高 速 运算 单元 的 个 人 计算 机 
或 工作 站 上 实现 。 在 这 些 情 况 下 ,6.7 节 至 6.9 节 讨 论 的 量化 问题 通常 很 少 被 关注 甚至 不 被 关注 。 
然而 在 高 容量 系统 中 ,通常 需要 利用 定点 运算 来 获得 低 成 本 。 


6.10 IIR 数字 滤波 器 定点 实现 中 的 零 输入 极限 环 


对 于 用 无 限 精度 运算 实现 的 稳定 的 HR 离散 时 间 系 统 , 若 对 大 于 某 个 ng 值 的 ”激励 变 成 零 且 
一 直 保 持 为 零 ,那么 在 >mm 时 的 输出 一 定 渐 近 地 衰减 到 零 。 对 同一 个 系统 ,用 有 限 寄 存 器 长 度 运 
算 实 现 则 输出 可 能 会 产生 周期 性 持续 无 限 的 振荡 , 而 输入 仍 保持 为 零 。 这 种 效应 常 称 为 零 输 入 极 
限 环 现象 , 它 就 是 系统 反馈 回路 中 非 线 性 量化 或 相 加 溢出 所 造成 的 结果 。 数 字 滤 波 器 的 这 种 极限 
环 现象 是 很 复杂 且 难 以 分 析 的 , 故 不 在 任何 一 般 意 义 下 处 理 这 一 论题 。 然 而 ,为 了 说 明 这 个 问题 ， 
将 用 两 个 简单 的 例子 说 明 这 样 的 极限 环 是 如 何 发 生 的 。 
6.10.1 由 于 舍 入 和 截 尾 引 起 的 极限 环 
在 一 个 迭代 差分 方程 中 连续 地 将 乘积 舍 人 或 截 尾 可 能 产生 重复 性 的 输出 模式 ,下 面 的 例子 说 
明 这 一 点 。 
例 6. 15 在 一 阶 系统 中 的 极限 环 现象 
考虑 由 如 下 差分 方程 表征 的 一 阶 系统 : 
yal=ayln—1l+xlnl, lal<1 (6. 141) 
该 系统 的 信号 流 图 如 图 6.69(a) 所 示 , 假 定 对 于 储存 系数 a 输入 x[n] 和 滤波 器 节点 变量 
y[n 一 1] 的 寄存 器 长 度 是 4 位 ( 即 二 进 制 小 数 点 左边 一 个 符号 位 和 右边 的 3 位 )。 由 于 有 限 长 
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度 寄 存 器 的 关系 ,乘积 ay[ 球 -1 在 与 x[z] 相 加 之 前 必须 舍 入 或 截断 到 4 位 。 基 于 式 (6. 141) 
的 代表 真正 实现 的 流 图 如 图 6.69(b) 所 示 。 假 设 乘 积 为 含 入 ,真正 的 输出 7y[] 满足 如 下 非 线 
性 差分 方程 : 

şia] = Qla$ln 一 1 十 xlml ` (6. 142) 
式 中 lL ] 代 表 合 入 运算 。 ME a =1/2 =0。100, 并 且 输 入 为 x[n] =(7/8)8[n] = (0,111) 
6[n]。 利 用 式 (6.142) 可 以 看 出 ,对 n=0,7[0] =7/8 =0。111。 为 了 求 y[1], 将 7[0] 乘 以 a， 
得 到 结果 为 ay[0] =0。011100, 是 一 个 7 位 数 , 它 必须 要 舍 入 到 4 位 。 这 个 数 是 7/16, 正 好 在 
两 个 4 位 数量 化 电 平 4/8 和 3/8 中 间 的 地 方 。 如 果 在 这 样 的 情况 下 总 是 选择 向 上 会 入 ,那么 
0,011100 舍 入 到 4 位 即 0.100 =1/2。 因 为 x[1] =0, 那 么 7[1] =0,100=1/2, 继续 迭代 这 
个 差分 方程 ,就 给 出 y[2] =Q[ay[1]] =0,010 =1/4 和 7[3] =0,001 =1/8。 在 这 两 种 情况 下 
都 不 必 会 入 。 然 而 ,为 了 得 到 7y[4] ,必须 将 7 位 数 ay[3] =0,000100 A 4] 0,001, RG, 
n 宇 3 的 全 部 值 都 得 出 相同 的 结果 。 这 个 例子 的 输出 序列 如 图 6.70(a) 所 示 。 若 a= -1/2, 
能 完成 前 面 的 计算 ,并 再 次 表明 输出 如 图 6.70(b) 所 示 。 因 此 ,由 于 乘积 a7[n 一 1 | HAA, MH 
出 在 a=1/2 时 达到 一 个 恒定 值 1/8, 以 及 在 a= -1/2 时 ,输出 是 在 +1/8 和 一 1/8 之 间 的 一 个 
周期 稳 态 振荡 。 这 些 是 一 个 类 似 于 极点 在 z= l 而 不 是 在 z= 土 1/2 的 一 阶 系统 所 得 出 的 周 
期 输出 。 


oh = yin xia] ra Si 
z! Ol") zl R 
a 


(a) (b) 








图 6.69 — OR 系统 。(a) 无 限 精 度 线性 系统 ;(b) 由 量化 造成 的 非 线 性 系统 


SIN 


Stn] (a= 5) 








图 6.70 图 6.69 一 阶 系统 的 单位 脉冲 响应 。(a)a =; (b)a= oh 


当 w= +1/2 时 ,振荡 周期 为 1, 而 当 w= -1/2 时 ,振荡 周期 为 2。 这样 的 稳 态 周期 输出 称 
为 极限 环 ,并 且 首 先 被 Blackman(1965 ) 发 现 , 他 称 这 个 限制 极限 环 的 幅度 区 间 为 死 区 。 在 本 
Sl P, ik NR RR -2-"<y[n] < +27 ,B=3, 
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上 述 例子 已 经 说 明了 在 一 阶 IR 系统 中 ,由 于 舍 入 是 有 可 能 产生 零 输入 极限 环 的 。 对 于 截 尾 
情况 也 能 呈现 类 似 的 结果 。 二 阶 系统 也 能 呈现 出 极限 环 现象 。 在 高 阶 系统 并 联 实现 的 情况 下 , 
输入 为 零 时 ,单个 二 阶 系统 的 输出 是 独立 的 。 在 这 种 情况 下 ,一 个 或 多 个 二 阶 节 都 能 够 对 输出 求 和 
点 提供 一 个 极限 环 。 在 级 联 实现 的 情况 下 , 仅 在 第 1 节 有 零 输 入 ,后续 各 节 可 以 呈现 它们 自己 特性 
的 极限 环行 为 ,或 者 只 表现 为 对 前 面 各 节 极 限 环 输出 的 过 滤 。 对 于 用 其 他 滤波 器 结构 实现 的 高 阶 
系统 ,极限 环 现象 变 得 更 为 复杂 ,对 它 的 分 析 也 非常 复杂 。 

除了 给 出 在 数字 滤波 器 中 极限 环 效 应 的 一 种 解释 外 , 当 一 个 系统 的 零 输 入 极限 环 响应 是 所 期 
望 的 输出 时 ,前述 结果 也 是 有 用 的 。 例 如 , 当 关 注 的 是 信号 产生 的 数字 正弦 波 发 生 顺 ,或 离散 傅 里 
叶 变 换 计 算 中 系数 的 产生 时 就 属于 这 种 情况 。 


6.10.2 由 于 溢出 而 出 现 的 极限 环 


除了 前 一 节 讨 论 的 一 类 极限 环 外 ,由 于 溢出 能 产生 一 种 更 为 严重 的 极限 环形 式 。 洲 出 的 效果 
是 在 输出 端 插 进 了 很 大 的 误差 ,并 且 在 某 些 情况 下 ,滤波 器 输出 就 在 大 幅度 的 极限 值 间 振荡 。 这 样 
的 极限 环 称 为 洪 出 振荡 。Ebert( 1969 ) 等 人 曾 详细 讨论 过 由 溢出 引起 的 振荡 问题 。 现 用 下 面 例子 
来 说 明 溢出 振荡 。 
例 6. 16 二 阶 系统 中 的 溢出 振荡 

考虑 由 下 面 差分 方程 实现 的 二 阶 系统 : 
$in] = x[n] + Qla; $in — 11] + Qlaz$ln — 211 (6. 143) 

式 中 OL |RAF KI 位 加 符号 位 的 补 码 舍 入 。 洪 出 可 以 因 舍 入 乘积 的 补 码 相 加 而 发 生 。 假 

Z a, =3/4=0,110,a, = -3/4=1,010, FR x[n] Æ n=0 H- ARHAR, BHR 

yl -1] =3/4=06110 和 7[ -2] = -3/4=1,010, 现在 ,在 n=0 时 的 输出 为 

$10] = 05110 x 05110 + 1,010 x 1,010 
如 果 用 补 码 运算 求 该 乘积 ,可 得 
¥{O] = 0.100100 + 0.100100 
并 且 , 如 果 当 一 个 数 是 在 两 个 量化 电 平 之 间 一 半 的 地 方 时 选用 向 上 量化 的 方法 ,该 补 码 相 加 的 
30] = 05101 + 05101 = 1,010 = 一 3 
这 时 ,二 进 制 进 位 溢出 到 符号 位 ,因此 ,把 这 个 正 数 的 和 改变 成 一 个 负数 。 重 复 这 一 过 程 就 得 出 
S11] = 16011 + 16011 = 05110 = 3 

这 时 ,由 符号 位 之 和 所 产生 的 二 进 制 进 位 就 竺 失 了 。 负 数 的 和 又 映射 为 一 个 正 数 。 很 明显 ， 

y[n] 将 一 直 在 +3/4 fo -3/4 之 间 振 荡 直 到 输入 被 加 上 为 止 。 这 样 ,?[n] 就 进入 到 一 个 周期 

的 极限 环 ,其 周期 为 2, 而 幅度 几乎 是 实现 的 满 量程 幅度 。 


这 个 例子 说 明 溢出 振荡 是 怎样 发 生 的 。 高 阶 系统 能 呈现 出 非常 复杂 的 特性 ,并 出 现 其 他 一 些 
频率 。 对 于 估计 在 什么 样 的 差分 方程 情况 下 能 产生 溢出 振荡 的 一 些 结果 也 是 有 的 ( 见 Ebert et al., 
1969 ) 。 利 用 图 6. 45(b ) 所 示 的 饱和 溢出 特性 可 以 避免 溢出 振荡 ( 见 Ebert et al., 1969) 。 


6. 10.3 消除 极限 环 

当 一 个 数字 滤波 器 处 于 连续 运行 的 应 用 时 , 零 输 入 极限 环 的 可 能 存在 是 重要 的 ,因为 当 输 入 为 
零 时 ,一 般 总 希望 输出 趋 近 到 零 。 例 如 ,假设 采样 一 个 语音 信号 ,用 某 一 数字 滤波 器 滤波 ,然后 利用 
D/A 转换 器 又 转换 回 到 声音 信和 号。 在 这 样 的 情形 下 ,只 要 输入 为 零 ,该 滤波 器 就 进入 周期 的 极限 
环 状态 是 很 不 希望 有 的 ,因为 极限 环 将 会 产生 一 个 可 以 听 得 见 的 单 音 。 
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研究 极限 环 一 般 问 题 的 一 条 途径 是 寻求 不 支持 极限 环 振荡 的 各 种 结构 。 利 用 状态 空间 表示 法 
( 见 Barnes and Fam, 1977; Mills, Mullis and Roberts , 1978 ) 和 模拟 系统 中 与 无 源 性 类 似 的 概念 ( 见 
Rao and Kailath, 1984; Fettweis, 1986) ,这 样 的 结构 已 经 得 到 。 然 而 ,这 些 结构 一 般 都 比 等 效 的 级 
联 或 并 联 型 实现 要 求 更 多 的 计算 。 用 增加 运算 字 长 ,一 般 能 避免 溢出 。 相 类 似 , 因 为 舍 人 极限 环 通 
常 是 限制 在 二 进 制 字 的 最 低 有 效 位 上 ,所 以 增加 位 数 可 以 用 来 减 小 极限 环 的 有 效 幅 度 。Claasen 
(1973 ) 等 人 也 指出 ,如 果 用 双 倍 长 度 累 加 器 ,使 得 量化 发 生 在 乘积 的 累加 之 后 ,那么 在 二 阶 系统 中 
由 于 舍 人 而 发 生 极 限 环 的 可 能 很 小 。 因 此 ,对 于 极限 环 问题 就 要 在 字 长 和 计算 算法 复杂 性 之 间 异 
求 折 中 ,这 就 好 比 在 系数 量化 和 伟人 噪声 之 间 所 做 的 事情 一 样 。 

最 后 ,要 指出 溢出 和 舍 人 所 产生 的 零 输 入 极限 环 是 仅 存在 于 R 系统 中 的 一 种 现象 。FIR 系 
统 不 可 能 支持 零 输 入 极限 环 ,因为 它们 没有 反馈 路 径 。FIR 系统 的 输出 在 输入 变 成 零 且 一 直 保 持 
为 零 后 不 会 迟 于 (W +1) 个 样本 也 一 定 为 零 。 在 不 能 容许 极限 环 振荡 的 应 用 场合 ,这 是 FIR 系统 的 
一 个 主要 优点 。 


6.11 小 结 


本 童 讨论 了 实现 LTI 离散 时 间 系 统 的 很 多 方面 的 问题 。 本 章 的 前 半 部 分 的 讨论 主要 集中 在 基 
本 实现 结构 上 。 在 介绍 方 框图 和 信号 流 图 作为 差分 方程 的 图 形 表示 法 以 后 ,讨论 了 IR 和 FIR 离 
散 时 间 系 统 的 几 种 基本 结构 。 这 些 结构 包括 直接 工 型 .直接 开 型 级 联 型 并联 型 格 型 和 所 有 基本 
型 的 转 置 型 。 正 如 所 表明 的 ,这 些 类 型 当 用 无 限 精 度 运算 实 现时 全 都 是 等 效 的 。 然 而 ,不 同 的 结构 
在 有 限 精度 实现 范畴 内 则 有 很 大 的 差别 。 因 此 ,本章 剩 余部 分 就 放 在 这 些 基本 结构 的 数字 实现 与 
有 限 精度 或 量化 有 关 的 一 些 问题 上 。 

对 于 有 限 精 度 效应 的 讨论 ,我 们 从 简单 地 论述 数字 数 的 表示 入 手 , 并 纵 观 了 量化 效应 在 采样 
(第 4 章 已 讨论 ) 离散 时 间 系 统 系数 的 表示 以 及 用 有 限 精 度 算法 实现 系统 中 都 是 重要 的 这 个 事 
实 。 通 过 几 个 例子 说 明了 差分 方程 系数 量化 效应 。 该 问题 的 论述 是 独立 于 有 限 精 度 运算 效应 的 ， 
已 表明 有 限 精 度 运算 效应 在 系统 中 引入 了 非 线性 。 说 明了 在 某 些 情况 下 ,这 个 非 线性 就 是 使 得 系 
统 的 输入 变 为 零 以 后 ,系统 仍 可 能 有 持续 的 极限 环 振 荡 的 原因 。 也 说 明了 量化 效应 可 以 用 独立 的 
随机 白 噪 声 源 构成 的 模型 来 表示 ,这些 噪 声 源 都 是 从 流 图 内 部 引入 的 。 对 直接 型 和 级 联 型 结构 建 
立 了 这 样 的 线性 噪声 模型 。 在 量化 效应 的 全 部 讨论 中 最 根本 的 问题 就 是 高 的 量化 精度 要 求 和 保持 
尽 可 能 大 的 信号 幅度 范围 之 间 的 矛盾 。 可 以 看 到 ,在 定点 实现 中 ,可 以 牺牲 一 个 而 改善 另 一 个 ,但 
是 为 了 改善 一 个 而 不 影响 男 一 个 就 要 求 增加 用 来 表示 系数 和 信号 幅度 的 位 数 。 这 可 以 用 增加 定点 
字 长 或 者 采用 浮 点 表示 的 方法 来 实现 。 

讨论 量化 效应 有 两 个 目的 。 首 先 , 已 经 得 到 的 几 个 结果 可 用 于 指导 实际 系统 的 设计 。 不 难 发 现 ， 
量化 效应 在 很 大 程度 上 取决 于 所 采用 的 结构 和 要 实现 系统 的 具体 参数 ;并 且 即 使 一 般 需 要 由 系统 仿 
真 来 求 出 系统 的 特性 ,但 在 设计 过 程 中 ,很 多 已 讨论 出 的 结果 在 做 出 明智 的 决策 上 仍 是 有 用 的 。 其 
次 ,本 童 这 部 分 内 容 男 一 个 重要 的 作用 是 要 说 明 一 种 分 析 的 思路 ,这 种 分 析 方 法 可 用 于 各 种 数字 信号 
处 理 算法 中 研究 量化 效应 。 本 章 的 各 个 例子 指出 ,在 研究 量化 效应 时 ,一 般 都 是 可 以 采用 这 样 的 假设 和 
近似 的 形式 。 本 章 所 建立 的 分 析 方法 还 将 用 于 第 9 章 研 究 离散 傅 里 叶 变换 计算 中 的 量化 效应 分 析 。 


习题 
基本 题 ( 附 答案 ) 
6.1 求 如 图 P6. 1 所 示 的 两 个 网 络 的 系统 函数 ,并 证 明 它们 有 相同 的 极点 。 
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o- > = 
x[n] 

r cos @ vet 
cin) > re S Yrsing 
< zi yin] -r sin 6 

2r cos @ 
z7! 
3 
网 络 1 网 络 2 
(a) (b) 
图 P6.1 


6.2 图 P6.2 代表 一 个 线性 常 系数 差分 方程 的 信号 流 图 , 求 出 yLn] 关 于 输入 x[n] 的 差分 方程 。 











图 P6. 2 


6.3 图 P6.3 示 出 6 个 系统 。 试 确定 (b) 一 (f)5 个 系统 中 的 哪 一 个 与 (a) 有 相同 的 系统 函数 。 应 该 
赁 观察 就 能 排除 某 些 可 能 。 








x[n] 














(9) 





图 P6.3 
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o> >—o o 
x[n] yin] x[n] yin] 
图 P6.3( 续 ) 


6.4 考虑 图 P6.3(d) 所 示 的 系统 。 
(a) 求 关联 输入 和 输出 z 的 变换 的 系统 函数 。 
(b) 写 出 输入 序列 x[n] 和 输出 序列 y[ nj] 满足 的 差分 方程 。 
6.5 — LTI 系统 用 如 图 P6.5 所 示 的 流 图 实现 。 
(a) 写 出 该 流 图 所 代表 的 差分 方程 。 
(b) 该 系统 的 系统 函数 是 什么 ? 
(c) 在 图 P6.5 的 实现 中 ,计算 每 个 输出 样本 需要 
多 少 次 实数 乘法 和 实数 加 法 ? (假设 x[n |] 为 
实数 , 且 假 设 乘 以 1 不 计 在 乘法 总 次 数 中 ,) 
(d) 图 P6.5 的 实现 要 求 4 个 存储 寄存 器 (延迟 单 
JÈ) ,用 另 一 种 不 同 的 结构 ,有 可 能 减少 存储 寄存 器 个 数 吗 ? 若 可 以 , 画 出 其 流 图 , 若 不 行 ， 
请 解释 为 什么 不 能 再 减少 。 
6.6 求 图 P6. 6 所 示 各 系统 的 单位 脉冲 响应 。 





w 





图 P6. 5 
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6.7 设 x[n] 和 y[n] 是 用 如 下 差分 方程 关联 的 序列 : 
yin] yin 2| = x[n- 2] T 


试 画 出 对 应 于 该 差分 方程 的 因果 LTI 系统 的 直接 开 型 信号 流 图 ， 

6.8 图 P6.8 所 示 的 信号 流 图 代表 某 一 LTI 系统 , 求 表 示 该 系统 输入 x[n] 和 输出 yL nj] 之 间 关 系 的 
差分 方程 。 按 惯例 ,图 中 未 特别 予以 标记 的 支 路 增益 均 为 1. 

6.9 图 P6.9 所 示 为 某 一 因果 离散 时 间 LTI 系统 的 信号 流 图 ,未 给 予 明确 标注 的 支 路 增益 均 为 1。 
(a) 通过 追踪 一 单位 脉冲 穿越 流 图 的 支 路 , 求 单位 脉冲 响应 在 n=1 EA ALD J {EL 
(b) 求 关联 x[n] 和 y[n] 的 差分 方程 。 


-1 Ei 
s[n] Š £ yin] 
3 z 


2 





图 P6.8 


6. 10 考虑 图 P6. 10 所 示 的 信号 流 图 。 
(a) 利用 图 中 给 出 的 节点 变量 , 写 出 由 该 网 络 所 代表 的 一 组 差分 方程 。 
(b) 画 出 由 两 个 一 阶 系统 级 联 的 等 效 系统 的 流 图 。 
(c) 这 个 系统 稳定 吗 ? 为 什么 ? 
6. 11 考虑 一 因果 LTI 系统 ,其 单位 脉冲 响应 是 h[n] ,系统 函数 为 
(1 —227)a — 4271) 


z(1 = l7!) 





H(z) = 





(a) mh ARRE A Se BAY Tit A. 
(b) 面 出 (a) 中 流 图 的 转 置 型 。 
6.12 对 由 图 P6. 12 所 示 的 流 图 所 描述 的 LTI 系统 , 求 关 联 输入 x[n] 和 输出 y[n] 的 差分 方程 。 





i 9 9 o > a 





6.13 mith ABE ew BLN 








H(z) B as 
] 一 42-1 一 2-2 
的 LTI 系统 的 直接 I 型 实现 的 信号 流 图 。 
6.14 mh AZ ARH 
S = z 1-2 
H(z) = dd A 
1 一 527! 一 5272 
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的 LTI 系统 的 直接 开 型 实现 的 信和 号 流 图 。 
6.15 夯 出 系统 函数 为 
Te Ze _-l + bz 2 
1 十 rm 
的 LTI 系统 的 转 置 的 直接 Mf SMA. 
6. 16 考虑 图 P6. 16 所 示 的 信和 号 流 图 。 
(a) 画 出 将 转 置 定理 应 用 于 该 信号 流 图 所 得 结果 的 信号 流 图 。 
(b) 确认 在 (a) 中 所 求 得 的 转 置信 号 流 图 与 图 P6. 16 所 示 的 原 系统 有 相同 的 系统 函数 H(z) 。 
6. 17 考虑 一 因果 LTI 系统 ,其 系统 函数 为 


T 4 2 f 
HO=1— 3 +" +2 


6 
(a) 画 出 该 系统 直接 型 实现 的 信号 流 图 。 
(b) 画 出 该 系统 转 置 直接 型 实现 的 信号 流 图 。 
6.18 对 于 网 P6. 18 所 示 的 信号 流 图 中 的 参数 a 进行 选择 (a 不 可 取 为 0) ,该 流 图 能 用 一 个 二 阶 直 
接 开 型 信号 流 图 所 代替 而 实现 同一 个 系统 函数 ,请 给 出 这 样 一 种 a 的 选择 ,以 及 所 得 到 的 系 
统 函 数 A(z) 。 


H(z) = 








.16 图 P6. 18 








的 因果 LTI 系统 。 画 出 由 一 阶 转 置 直 接 开 型 节 的 并 联 组 合 实现 该 系统 的 信和 号 流 图 。 
6.20 有 系统 函数 为 
G+- j/227d + a + 5/2274) 
1+ G/22-Hd = G/D) — (1/2)z-1(G = 227!) 
画 出 用 实 系数 的 二 阶 转 置 直 接 开 型 节 的 级 联 实现 该 系统 函数 的 信号 流 图 。 








6.21 在 很 多 应 用 中 ,能 产生 正弦 序列 的 系统 是 有 用 的 。 一 种 方法 是 用 单位 脉冲 响应 为 产 [z] 
=e" ul nj] 的 系统 来 实现 ,因此 ,h[ nj] 的 实 部 和 虚 部 就 是 h[n] = (cos wn) ul n] Ail h, 
[n] =(sinwyn)u [n lig 

在 实现 具有 复 脉冲 响应 的 系统 时 ， 实 部 和 虚 部 是 作为 单独 的 输出 分 开 的 。 首先 写 出 产生 

所 要 求 脉冲 响应 的 复数 差分 方程 ,然后 把 它 分 为 实 部 和 虚 部 , 画 出 实现 该 系统 的 流 图 。 所 画 
的 流 图 中 仅 能 有 实 系数 。 这 种 实现 有 时 称 为 看 合 型 振荡 器 ,因为 当 输 入 由 单位 样本 序列 激 
励 时 输出 就 为 正弦 序列 。 

6.22 ”对 于 系统 函数 
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_ 1p 92-1 4 2? 
~ 10.752! 十 0.12Sz 一 
作为 一 阶 系统 的 级 联 对 该 系统 画 出 所 有 可 能 实现 的 流 图 。 
6. 23” 想 要 实现 一 个 具有 如 图 PO. 23 所 示 的 零 - 极 点 图 的 因果 系统 的 Im 
(z). CERI MMA BLA P, zzp 和 ps 都 为 实数 , 且 与 
频率 无 关 的 常数 增益 包含 在 各 流 图 输出 分 支 的 增益 系数 中 。 
(a) 夯 出 直接 五 型 实现 的 流 图 。 确 定 各 支 路 增益 用 变量 z , 
zpi 和 ps, 表示 的 表达 式 。 

(b) 面 出 用 二 阶 直接 卫 型 节 的 级 联 实现 的 流 图 。 确 定 各 支 路 
增益 用 变量 z ,z, ,pl Al py 表示 的 表达 式 。 

Ce) 面 出 用 一 阶 直接 五 型 节 的 并 联 实现 的 流 图 。 请 指出 通过 


H(z) 








Re 





ae BR btn f 图 P6. 23 
将 支 路 增益 表达 成 变量 z zpi 和 p, 的 形式 进行 求解 的 
线性 方程 所 对 应 的 系统 。 
6.24 考虑 一 因果 LTI 系统 ,其 系统 函数 为 
1 一 3 gal 十 了 1 1 
Hiz) = i0* 3 = _——— ee: 
(1 — $27! + 32-2) (14 te!) 1— $271 + $272 14327! 


(a) 对 下 列 每 种 形式 画 出 系统 实现 的 信号 流 图 : 
(i) 直接 工 型 。 
(ii) EFA I a. 
Gii) 用 一 阶 和 二 阶 直 接 开 型 节 的 级 联 型 。 
Civ) 用 一 阶 和 二 阶 直接 工 型 节 的 并 联 型 。 
(v) 转 置 直 接 开 型 。 
(b) 对 于 (a) 中 (v) 的 流 图 , 写 出 差分 方程 ,并 证 明 该 系统 有 正确 的 系统 函数 。 
6. 25 一 因果 LIT 系统 用 如 图 P6.25 所 示 的 信号 流 图 进行 定义 , 它 表 示 用 一 个 二 阶 系统 和 一 个 一 
阶 系统 级 联 实现 的 系统 。 


x [n] y [n] 








图 P6. 25 
(a) 整个 级 联系 统 的 系统 函数 是 什么 ? 
(b) 整个 系统 是 稳定 的 吗 ? 请 简单 解释 。 
(c) 整个 系统 是 最 小 相位 系统 吗 ? 请 简单 解释 。 
(d) 画 出 用 转 置 直接 工 型 实现 该 系统 的 信号 流 图 。 
6. 26 一 因果 LIT 系 统 具 有 如 下 式 所 示 的 系统 函数 : 
1 =g! 








H(z) = 
1—z7! 1—z-l+0.8z-2 


(a) 系统 是 稳定 的 吗 ? 请 简单 解释 。 
(b) 夯 出 用 并 联 型 实现 该 系统 的 信号 流 图 。 
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(ce) 画 出 用 一 阶 系统 和 二 阶 系统 级 联 实现 该 系统 的 信号 流 图 。 利用 二 阶 系统 的 转 置 直接 
TT 型 实现 。 
6.27 — LTI 系统 ,其 系统 函数 为 


H(z) = 





(1 -= 27! + Jz?) (1 +z! +52 


现在 要 用 图 P6. 27 所 示 形 式 的 流 图 实现 。 


> 








x[n] 











图 P6. 27 


(a) 将 图 PO. 27 中 的 全 部 系数 填 人 ,你 的 答案 是 唯一 的 吗 ? 
(b) 在 图 P6. 27 中 选 定 合适 的 节点 变量 ,并 写 出 由 该 图 所 代表 的 一 组 差分 方程 。 
6.28 (a) 确定 图 P6.28-1 PTRA REIPA x[n] Eyl n] ARR H) (注意 对 角 线 交叉 位 置 
处 不 是 一 个 单 节点 )。 
(b) 夯 出 系统 函数 为 H(z) 的 系统 的 直接 型 (1 和) 流 图 。 
(c) 对 及,(z) 进 行 设计 ,使 得 图 P6. 28-2 中 的 刀 (z) 具 有 因果 稳定 的 逆 系 统 且 |H(e*)|= 
|H(e") |, 注意 :允许 零 .极点 抵消 。 





ge -1/4 


x[n] Hz) yln] 


z H(z) 
图 P6. 28-1 图 P6. 28-2 
(d) 画 出 下 (z) 的 转 置 直接 I ht 
6.29 (a) 对 于 图 P6. 29 所 示 的 FIR 格 型 滤波 器 ,确定 关联 输入 x[zn] 和 输出 y[z] 的 系统 函数 太 (z) 。 


xin] o> Q O Q O Q O yin] 





图 P6. 29 


(b) 画 出 全 极点 滤波 带 1/H (z) 的 格 型 滤波 器 结构 。 
6. 30 ”确定 并 画 出 如 下 因果 全 极点 系统 郴 数 的 格 型 滤波 器 实现 : 


H(z) = 








系统 稳定 吗 ? 


第 6 章 离散 时 间 系 统 结构 327 





6. 31 一 个 IIR 格 型 滤波 器 如 图 P6. 31 所 示 。 
(a) 通过 跟踪 单位 脉冲 穿越 流 图 的 路 径 ,确定 输入 x[zj] =6[Lz] 时 的 输出 y[1]。 
(b) 确定 相应 道 滤波 器 的 流 图 。 
(c) 确定 图 P6. 31 所 示 的 IR 滤波 器 的 传递 函数 。 

6.32 图 P6. 32 所 示 的 信号 流 图 是 某 一 因果 LTI 系统 的 一 种 实现 。 


四 














rn] yin 
图 P6. 32 


(a) 画 出 该 信号 流 图 的 转 置 。 

(b) 对 原 系 统 或 它 的 转 置 中 的 任意 一 种 求 关联 输入 x[L nj] 和 输出 y[L oj 的 差分 方程 。( 注意: 
这 两 种 结构 有 相同 的 差分 方程 。) 

(c) 该 系统 是 BIBO 稳定 吗 ? 

(d) 若 x[m =(1/2)"u[n] R y[2]. 


深入 题 
6. 33 考虑 由 图 P6. 33-1 所 示 的 FIR 格 型 结构 表示 的 LTI 系统 。 
(a) Ware RTA x[n] BT oln] (ANKE yla] ) 的 系统 函数 。 
(b) $ H(z) dean aA xinal BURT yin] AY ARSE BRK, H gln] AAA ka hn | D 
展 两 倍 的 结果 ,如 图 P6. 33-2 所 示 。 


vIn] 


x[n] 





Ne NI 








_、 sm Late 
zo z% z 


图 P6. 33-1 图 P6. 33-2 


单位 脉冲 响应 gz 定义 了 一 个 系统 图 数 为 C(z) 的 新 系统 。 要 求 用 一 个 FIR 格 型 结构 来 实现 
G(z)。 请 确定 C(z) 的 FIR 格 型 实现 所 必需 的 不 参数。 注意 :在 投入 元 长 的 计算 之 前 应 该 仔 
细 思 考 。 

6. 34 图 P6.34-1 所 示 的 单位 脉冲 响应 h[Lnj ,由 下 式 给 出 


n/4 
hln] = (3) ulnl, n 为 4 的 整数 倍 
h 


(a) 选取 有 [nj] 和 h,Lnj] 使 得 
hin] = hiin] * halan] 


其 中 ,加 [oa 是 一 个 FIR 滤波 需 , 且 当 n4 不 为 整数 时 ,h,[n] =0。 请 问 h[n] 是 一 个 FIR 
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滤波 器 ,还 是 一 个 IIR WEAR? 
(b) 将 单位 脉冲 响应 由 用 于 一 个 减 采样 系统 中 ,如 图 PO. 34-2 所 示 。 
Aln] 








ane pa w 


图 P6. 34-1 图 P6. 34-2 


请 画 出 非 零 系数 和 非 1 系数 乘法 器 需要 得 最 少 的 情况 下 ,图 P6. 34-2 中 系统 的 流 图 实 
现 。 你 可 以 采用 单位 延迟 单元 .系数 乘法 器 .加 法 器 和 压缩 器 。( 与 0 或 1 相 乘 不 需要 乘 
法 器 。) 
(c) 对 你 所 设计 的 系统 ,说 明 其 每 个 输入 和 每 个 输出 样本 所 需 的 乘法 运算 次 数 , 给 出 简要 解释 。 
6.35 考虑 如 图 P6. 35-1 所 示 的 系统 。 
要 求 采用 图 Po. 35-2 所 示 的 多 相 结 构 来 实现 该 系统 。 





x[n] hin) yln] 


图 P6. 35-1 图 P6.35-2 系统 的 多 相 结 构 

仅 在 问题 (a) 和 (b) 中 假设 h[n] 的 定义 如 图 P6. 35-3 所 示 。 

(对 于 所 有 的 n<0 且 n=12 有 hln]=0)， 

(a) 给 出 可 得 到 正确 实现 的 序列 elnj,ei[nl],esln] 和 es[nj]。 

(b) 对 于 图 P6. 35-2 中 的 结构 实现 ,希望 每 输出 样本 所 需 的 全 部 乘法 器 数量 最 少 。 通 过 合理 
选择 问题 (a) 中 的 eolnj,ei[nj],esLn|] 和 esLn| ,确定 整个 系统 每 输出 样本 的 最 少 乘法 器 
数量 。 同 时 ,给 出 整个 系统 每 输入 样本 的 最 少 乘法 器 数量 。 请 给 出 解释 。 

(co) 不 同 于 利用 问题 Ca) FAHY eln] e[n], eln] A e[n], WEE E (e) Al E, (e) 
分 别 为 eof[n] 和 e,[n] 的 DTFT, 如 图 P6. 35-4 tas, H. E, (e) =E, (e) =0。 


1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 











hin} Eole) 
V4 1⁄4 V4 1 
| i ki 18 +] 
Ol2 345 é 7 8 9 111 “ee tr =o. Ü g S 
图 P6. 35-3 图 P6. 35-4 


请 画 出 并 标注 ( -7,7) 区 间 上 的 H(e”*)。 
6.36 考虑 某 一 由 系数 乘法 器 和 延迟 单元 组 成 的 一 般 信号 流 图 ( 记 作 网 络 A) ,如 图 PO. 36-1 所 示 。 
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如 果 系统 是 初始 松弛 的 ,其 特性 完全 由 它 的 脉冲 响应 h[n] 所 表征 。 现 在 要 将 该 系统 做 一 些 
变化 以 得 到 一 个 新 的 流 图 ( 记 作 网 络 4 ) ,其 脉冲 响应 为 hh[n] =( -1)"h[n]。 
(a) 车 (er*) 如 图 P6.36-2 PAR RT H, (e). 








网 络 4 
图 P6. 36-1 图 P6. 36-2 


(b) 说 明 如 何 用 网 络 4 的 系数 乘法 器 和 /或 延迟 支 路 的 简单 变化 由 网 络 4 形成 一 个 新 的 网 络 
A, A, 的 脉冲 响应 就 是 hiLnj]。 
Co) 若 网 络 4 如 图 PO. 36-3 所 示 , 说 明 如 何 仅 用 系统 乘法 器 的 简单 变化 把 网 络 4 变化 为 肪 
冲 啊 应 为 hy [nj 的 网 络 A, 。 
6. 37 图 P6.37 所 示 的 流 图 是 不 可 计算 的 ;也 就 是 说 ,用 该 流 图 所 表示 的 差分 方程 不 能 计算 出 输 
出 ,因为 流 图 中 包含 了 一 个 没有 延迟 单元 的 闭合 回路 。 





xja] yia] 
A yer 人 
人 
1 -2 
4 yz! A 














图 P6. 36-3 图 P6. 37 
(a) 写 出 图 P6. 37 所 示 的 差分 方程 ,并 由 差分 方程 求 流 图 的 系统 函数 。 


(b) 由 系统 函数 求 一 个 可 计算 的 流 图 。 
6.38 — LTI 系统 的 单位 脉冲 响应 为 





0. 
(a) 画 出 该 系统 的 一 种 直接 型 非 递 推 实现 流 图 。 
(b) 证 明 其 对 应 的 系统 函数 为 


a", QO<n<7 
hin] = + 





1 — a83 
H(z) = i lz| > lal 


Zaga 

(c) 画 出 实现 问题 (b) 中 系统 函数 A(z) 的 流 图 ,该 流 图 由 FIR 系统 (分 子 ) 与 JIR 系统 (分 
母 ) 级 联 所 组 成 ( 设 a<1)。 

(d) (ce) 中 的 实现 是 弟 推 的 还 是 非 递 推 的 ? 整个 系统 是 FIR 还 是 IR? 

Ce) 系统 的 哪 一 种 实现 要 求 : 


330 离散 时 间 信 号 处 理 ( 第 三 版 ) 





(i) 最 多 存储 器 (延迟 单元 )? 
Gi) 最 多 的 运算 次 数 (每 输出 样本 的 乘法 和 加 法 次 数 )? 
6. 39 考虑 一 FTR 系统 ,其 单位 脉冲 响应 为 
Aint = | 5a + cos|(27/15)(n —ng)), O<n< 14 
0, 其 他 

该 系统 是 一 类 称 之 为 频率 采样 滤波 器 的 一 个 例子 。 习 题 6. 51 将 详细 讨论 这 类 滤波 器 ,本 题 . 
只 考虑 一 个 特例 。 
(a) 对 于 no =0 Fil ny =1572 , 画 出 该 系统 的 单位 脉冲 响应 。 
(b) 证 明 该 系统 的 系统 函数 为 





1 1 Je™ j2xno/l5 Sej2rno/l5 
`). + 一 一 + 
15 f 一 z 一 ! 1 =e j27/15;—1 ES J2n/15,-1 
(ce) 证 明 , 若 no=1572 ,系统 的 频率 响应 可 以 表示 为 
Heie) = Leio? { sin@15/2) _ 1 sin{(@ — 2n/15)15/2) 
15 sin(@/2) 2 sin[(w — 2m/15)/2] 


1 sin| (w + 22/15)15/2] 
2 sin[(w + 22/15)/2] 


利用 该 表达 式 画 出 m = 15/2 时 系统 频率 响应 的 幅度 。 对 m = 0 求 得 一 个 类 似 的 表示 
式 , 画 出 no =0 时 的 幅度 响应 。 哪 一 种 m 的 选取 使 系统 具有 广义 线性 相位 ? 

(d) 画 出 该 系统 作为 系统 函数 为 (1 -z ") W FIR 系统 和 一 阶 及 二 阶 IIR 系统 的 并 联 组 合 
的 级 联 实现 的 信号 流 图 。 

6. 40 ”考虑 如 图 P6. 40-1 所 示 的 离散 时 间 系 统 。 

(a) 写 出 由 图 P6. 40-1 所 示 流 图 所 代表 的 一 组 差分 方程 。 

(b) 求 如 图 P6. 40-1 所 示 系 统 的 系统 函数 H(z) =Y(z)AX(z) 作 为 + 的 函数 , -1<r<1， 
并 求 H(z) 的 极点 的 模 和 相 角 。 

(c) 将 图 P6. 40-1 所 示 流 图 中 的 延迟 单元 移 到 顶部 支 路 并 改变 流 问 而 得 到 图 P6. 40-2 所 
ARATE. KAGE PA H (z) = 六 (z)AX(z) ,与 Hi(z) 是 什么 关系 ? 

















图 P6. 40-1 图 P6. 40-2 


6.41 图 P6.41 所 示 的 3 种 网 络 全 是 同一 个 两 输入 /两 输出 LTI 系统 的 等 效 实 现 。 











ltr 
oO > > z oO 
xfa] yiia] 
一 7 r 
yaln] hay x[n] 
网 络 A 网 络 C 
(a) (c) 
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6. 42 


6. 43 


(a) 写 出 网 络 A 的 差分 方程 。 

(b) 利用 网 络 A 中 的 确定 网 络 B 的 a,b,c 和 4 值 ,以 使 两 者 等 效 。 

(c) 利用 网 络 A 中 的 r+ 确定 网 络 C 的 e。 和 J/ 值 ,以 使 两 者 等 效 。 

(d) 网 络 B 或 网 络 C 为 什么 可 能 比 网 络 A 更 为 可 取 , 相 比 网 络 B 或 网 络 C ,网 络 A 有 什么 
可 能 的 长 处 ? 

考虑 一 全 通 系 统 ,其 系统 函数 为 














H(z) = P = ~ p yp 
该 系统 的 一 种 实现 流 图 如 图 P6. 42 所 示 。 b * 
(a) 求 系统 的 b,c Al d 值 ,以 使 得 图 P6. 42 的 流 图 是 i 
H(z) 的 一 种 直接 实现 。 SAN 


(b) 在 图 P6. 42 所 示 网 络 的 实际 实现 中 ,系数 b,c 和 4d 可 能 用 舍 入 将 真正 的 值 量化 到 最 靠 

近 的 1/10 的 值 (例如 ,0. 54 4 AB 0.5 和 1.851 8 舍 和 人 到 1.9)。 所 得 系统 仍 为 一 个 全 

通 系统 四? 

(c) 具有 系统 函数 为 H(z) 的 全 通 系统 ,联系 输入 和 输出 的 差分 方程 可 以 表示 为 
yla] = 0.54(y|n — 1] — x[n) + xin — 1] 

画 出 一 种 网 络 的 流 图 ,该 流 图 用 两 个 延迟 单元 ,但 仅 有 一 次 乘 以 常数 (不 计 +1) 的 乘法 。 
(d) 利用 已 量化 的 系数 ,(e) 的 网 络 是 一 个 全 通 系统 四? 

(ec) 的 实现 与 (a) 的 实现 相 比较 ,其 主要 缺点 是 要 求 两 个 延迟 单元 。 然 而 ,对 于 高 阶 系 
统 有 必要 实现 全 通 系 统 的 级 联 。 对 于 N 个 全 通 节 的 级 联 , 有 可 能 利用 由 (e ) 确 定 的 全 通 节 ， 
而 只 要 求 (N+1) 个 延迟 单元 。 这 可 以 在 两 节 之 间 共 用 一 个 延迟 单元 来 完成 。 

(e) 考虑 系统 函数 为 下 式 的 全 通 系 统 : 


H(z) z! —a z7! —h 
Na az A1 =bg! 


画 出 “级 联 " 实现 的 流 图 ,该 流 图 中 由 两 节 (e) 全 通 节 组 成 。 在 两 节 之 间 共 用 一 个 延迟 
单元 。 所 得 流 图 应 该 仅 有 3 个 延迟 单元 。 

(O 利用 量化 系数 a 和 64,(e) 中 的 网 络 还 是 一 个 全 通 系统 吗 ? 

本 题 中 信号 流 图 的 全 部 支 路 除 专门 标注 外 增益 均 为 1。 

(a) 示 于 图 P6. 43-1 的 系统 4 的 信号 流 图 代表 一 因果 LTI 系统 。 有 可 能 用 更 少 的 延迟 单元 
实现 同一 个 输入 /输出 关系 吗 ? 如 果 可 能 ,实现 一 等 效 系统 所 需 的 最 少 延 迟 单元 数 是 
多 少 ? 如 果 不 可 能 ,请 解释 为 什么 。 

(b) 图 P6.43-2 所 示 的 系统 8 与 图 6.43-1 所 示 的 系统 有 相同 的 输入 /输出 关系 吗 ? 给 出 
明确 的 解释 。 








à yia 





6. 44 


图 P6. 43-1 








二 上 
H(z) = 一 3 
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(a) 夯 出 该 系统 直接 ] 型 实现 的 信号 流 图 。 需 要 多 少 延迟 单元 和 乘法 器 ? (AIT +1 的 相 乘 ) 。 
(b) 画 出 该 系统 只 用 一 个 乘法 器 的 信号 流 图 ,使 延迟 单元 数 最 少 。 
(ce) 现 考虑 男 一 个 全 通 系统 ,其 系统 函数 为 
‘ita = (z= PET! = 2) 
© d= 4271) = 2271) 
确定 并 画 出 用 2 个 乘法 器 和 3 个 延迟 单元 的 系统 信号 流 图 。 
6.45 在 无 限 精度 运算 下 ,图 P6. 45 给 出 的 两 个 流 图 有 相同 的 系统 函数 ,但 在 量化 定点 运算 实现 
时 它们 的 特性 不 同 。 假设 a 和 6， 为 实数 且 0 <a<1。 
ge ; pag g a 
图 P6. 45 
(a) 确定 输入 样本 的 最 大 幅度 ayia ,以 保证 两 个 系统 输出 y[z] 的 最 大 值 小 于 1。 
(b) 假设 上 述 系统 用 2 的 补 码 定点 运算 来 实现 ,上 且 在 两 种 情况 下 所 有 的 乘积 都 被 立即 伟人 
到 B+1 位 (在 做 任何 加 法 运算 之 前 ) 。 在 以 上 图 形 的 适当 位 置 插入 舍 人 噪声 源 以 建 模 
舍 人 误差 。 假 设 插入 的 每 个 噪声 源 具 有 等 于 op =2 “7/12 的 平均 功率 。 
(c) 如 果 乘 积 按 照 问题 (b) 的 描述 进行 舍 入 ,两 个 系统 的 输出 将 不 同 , 即 第 一 个 系统 的 输出 
为 yyLn]=yLn]+fiLnj 且 第 二 个 系统 的 输出 为 yy[n] =y[n] +fp[Ln], 其 中 /ln] 和 
万 [由 是 由 噪声 源 引 起 的 输出 。 试 确定 两 个 系统 输出 噪声 的 功率 谱 密度 Bj Ce) 
和 By (e) 5 
(d) 试 确定 两 个 系统 输出 端的 全 部 噪声 功率 oj 和 ex 。 
6. 46 ”一 个 全 通 系 统 用 定点 运算 实现 ,其 系统 函数 为 
z7! —a* (z! —a 
TS 7 -az yd are 
其 中 ,a =re”, 
(a) 试 画 出 该 系统 仅 使 用 实 系 数 的 二 阶 系统 的 直接 I 型 和 直接 工 型 实现 的 信和 号 流 图 。 
(b) 假设 在 执行 加 法 运算 之 前 对 每 个 乘积 结果 进行 舍 入 ,请 在 (a) 所 画 网 络 中 插入 合适 的 
噪声 源 ,在 可 能 的 地 方 对 噪声 源 进 行 组 合 ,请 用 单一 含 人 噪声 源 的 功率 oz 的 形式 给 出 
各 噪声 源 的 功率 。 
Co) 在 你 的 网 络 图 中 轿 出 可 能 发 生 洪 出 的 节点 。 
(d) 请 指出 当 直接 工 型 系统 的 输出 噪声 功率 随 一 *1 增 大 时 ,直接 工 型 系统 的 输出 噪声 功率 
是 否 与 上 有 关 。 请 给 出 有 力 的 论据 支持 你 的 结论 ,并 在 不 对 各 系统 的 输出 噪声 功率 进 
行 计算 的 情况 下 来 尝试 回答 该 问题 。 当 然 ,通过 计算 可 以 回答 这 个 问题 ,但 你 应 该 可 
以 在 不 计算 噪声 功率 的 条 件 下 找到 答案 。 
(e) 确定 两 个 系统 的 输出 噪声 功率 。 
6. 47 ”假设 图 P6. 47 所 给 流 图 中 的 a 为 一 个 实数 且 0 <a <1。 注 意 ,在 无 限 精 度 运算 下 两 个 系统 


是 等 价 的 。 
(a) 假设 用 2 的 补 码 定点 运算 来 实现 两 个 系统 且 在 两 种 情况 下 所 有 的 乘积 都 立即 进行 舍 入 
(执行 任何 加 法 运算 之 前 )。 请 在 两 个 流 图 的 合适 位 置 插入 舍 入 噪声 源 以 建 模 舍 入 误 
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差 (与 1 相 乘 不 引入 噪声 ) 。 假 设 插 和 人 的 每 个 噪声 源 的 平均 功率 为 wx =2 /12。 





xin] yin] xia] yin] 
fos = > > — O Cr 一 一 一 
| ri : zl zt zl 
流 图 提 流 图 松 
图 P6. 47 


(b) 如 果 乘 积 按照 (a) 中 描述 进行 舍 入 ,两 个 系统 的 输出 将 不 同 , 即 第 一 个 系统 的 输出 为 
y(n] =y[n] +fln] ,第 二 个 系统 的 输出 为 jy[n] =y[n] +/[n], 其 中 y[n] 是 在 只 有 
x[n] 作 用 时 的 输出 ,而 /i[n] 和 所 [nj] 是 由 噪声 源 引起 的 输出 。 试 确定 输出 噪声 的 功率 
谱 密度 Bj (e) ,同时 给 出 流 图 相 输出 的 总 噪声 功率 , 即 给 出 or 。 

Ce) 不 必 实 际 计 算出 流 图 要 的 输出 噪声 功率 ,你 应 该 能 够 确定 哪个 系统 的 输出 具有 最 大 的 
总 噪声 功率 。 请 简单 解释 你 的 答案 。 

6. 48 考虑 图 P6. 48 给 出 的 并 联 形式 的 流 图 。 

(a) 假设 用 2 的 补 码 定点 运算 来 实现 系统 且 所 
有 的 乘积 ( 乘 以 1 不 引入 噪声 ) 都 立即 进行 
舍 人 (执行 任何 加 法 运算 之 前 ) 。 请 在 流 图 ,mm 
的 合适 位 置 插入 舍 人 噪声 源 以 建 模仿 人 误 OF 
差 。 请 用 一 次 (B+1) 位 使 入 操作 的 平均 
功率 or 的 形式 给 出 各 噪声 源 的 大 小 (平均 
功率 ) 。 

(b) 如 果 乘 积 按 照 (a) 中 描述 进行 舍 人 ,输出 可 
URRH ln] =y[n] +fln] ,其 中 7[m] 
是 在 只 有 x[ 四 作用 时 的 输出 ,而 元 中] 是 由 aie 
所 有 噪声 源 独立 作用 时 引起 的 总 输出 。 试 确定 输出 噪声 的 功率 谱 密度 By(e”)。 

(c) 同时 确定 输出 中 噪声 分 量 的 总 噪声 功率 er 。 

6. 49 ”考虑 图 PO. 49 给 出 的 系统 , 它 包 含 一 个 16 位 A/D 转换 器 ,其 输出 作为 一 个 FIR 数字 滤波 器 


的 输入 ,该 滤波 器 用 16 位 定点 运算 来 实现 。 
LTI 系 统 
A[n], H(e) 

















16 位 A/D 转 换 器 


xce(D 理想 C/D x 
i = 最 iati 


图 P6. 49 





数字 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 为 

h|n| =—0.3758[n] +0.753[n — 1] —0.3755|n — 2| 
用 2 的 补 码 定点 运算 来 实现 该 系统 。 乘 积 在 进行 累加 求 和 得 到 输出 之 前 被 伟人 成 16 位 。 
要 求 能 够 利用 线性 噪声 模型 来 分 析 该 系统 ,定义 *[n] =x[n] +eln] A fln] =y[n] + 
/Lnj ,其 中 ,elL nj 是 由 A/D 转换 器 引起 的 量化 误差 , /[n] 是 滤波 器 输出 端的 总 量化 噪声 。 
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扩充 题 


(a) 确定 *[n] 的 最 大 幅度 ,以 保证 在 实现 数字 滤波 器 时 不 可 能 发 生 溢出 , 即 确定 xw ,使 得 
对 于 全 部 -um <n<%, 当 x[n] <x, HA y[n] <1(-% <n<%)。 

(b) 试 画 出 完整 系统 (包括 A/D 的 线性 噪声 模型 ) 的 线性 噪声 模型 ,其 中 包含 一 个 详细 的 
包含 了 由 量化 引起 的 全 部 噪声 源 的 数字 滤波 器 的 流 图 。 

Co) 确定 输出 端的 总 噪声 功率 , 记 为 ur。 

(d) 确定 滤波 器 输出 端的 噪声 功率 谱 , 即 确定 By(e”) ,并 画图 。 


6. 50 考虑 一 个 具有 如 下 系统 函数 的 因果 滤波 融 的 实现 : 


6. 51 


1 1 
(1 — 0.63z-1)(1 —0.83z-1) 1 二 1.46z-T 十 0.5229z-7 
用 (B+1) 位 2 的 补 码 舍 人 运算 实现 该 系统 ,乘积 在 执行 加 法 运算 前 进行 伟人 。 系 统 输入 为 一 
个 零 均值 白 的 广义 平稳 随机 过 程 ,其 取 值 在 -x. 和 +xw 之 间 旺 均匀 分 布 。 
(a) 试 画 出 滤波 器 的 直接 型 流 图 实现 ,所 有 的 系数 乘法 器 舍 人 到 小 数 点 后 一 位 。 
(b) 试 画 出 用 两 个 一 阶 系 统 级 联 构 成 的 该 系统 的 流 图 实现 ,所 有 的 系数 乘法 器 舍 人 到 小 数 点 
后 一 位 。 
(c) 上 述 (a) 和 (b) 中 的 实现 只 有 一 个 可 用 ,请 问 是 哪 一 个 ?给 出 解释 。 
(d) 为 了 避免 输出 节点 发 生 溢出 ,必须 仔细 选取 参数 x,,,。 对 于 (c) 中 所 选 的 实现 ,确定 x, 
的 值 以 保证 输出 将 位 于 -1 到 1 之 间 。( 忽 略 在 非 输 出 节点 上 的 任何 潜在 溢出 ,) 
(e) 重 画 (c) 中 所 选 的 流 图 ,这 次 包含 表征 量化 舍 入 误差 的 线性 化 噪声 模型 。 
(A) 无 论 在 (c) 中 你 选择 的 是 直接 型 实现 还 是 级 联 型 实现 ,都 至 少 还 有 一 种 设计 选项 : 
(i) 如 果 选 择 直接 型 实现 ,还 可 以 使 用 转 置 的 直接 型 。 
Cii) 如 果 选 择 级 联 型 实现 ,可 以 先 实现 较 小 的 极点 ,或 者 先 实 现 较 大 的 极点 。 
对 于 (ec) 中 所 选 的 系统 , 哪 一 种 (如 果 存 在 ) 具 有 较 低 的 输出 量化 噪声 功率 ”提示 ,不必 精 
确 地 计算 出 总 的 输出 量化 噪声 功率 ,但 必须 通过 一 定 的 分 析 来 证 明 你 的 结论 。 
本 题 将 建立 一 类 称 为 频率 采样 滤波 器 的 离散 时 间 系 统 的 某 些 性 质 。 这 类 滤波 器 具有 如 下 形 
式 的 系统 函数 : 





H(z) = 





~ Hik i 
H(z) =(1—z > A HIRIN 
k20 ZkZ 


step yz, =ei kk =0,1,°--,N-1, 

(a) 该 系统 函数 H(z) 可 用 系统 函数 为 (1 -z“ ) 的 FIR 系统 与 一 阶 IIR 系统 的 并 联 组 合 的 级 
联 来 实现 。 画 出 这 种 实现 的 信号 流 图 。 

(b) 证 明 如 上 所 定义 的 H(z) 是 一 个 (N-1) 阶 的 z 多 项 式 。 为 此 需要 证 明 H(z) BR z =0 外 
没有 任何 极点 ,也 没有 高 于 (NW-1) 次 的 z 项。 这 些 条 件 对 于 该 系统 单位 脉冲 响应 的 长 
度 意 味 着 什么 ? 

(c) 证 明 单位 脉冲 响应 由 下 式 给 


AN 一 1 

1 ~ ; ; 

hln| = (3 > au (u[n] — ulna — NJ) 
k=0 


[提示 : 求 出 该 系统 FIR 和 IIR 部 分 的 脉冲 响应 ,然后 将 它们 卷 积 以 得 到 总 单位 脉冲 
响应 。] 
(d) 利用 罗 必 塔 (1’ Hopital ) 法 则 证 明 
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H (zm) = H(ei2z/N)ymy = Him]. m=0,1.°°°,N-1 


是 说 ,证 明 常数 有 [m] 就 是 系统 频 响应 在 等 间隔 频率 on = (20/N)m,m=0,1,--, 
N=] eee 这 类 FIR 系统 的 名 称 就 来 自 这 一 性 质 。 


(e) 一 般 IIR 部 分 的 极点 和 频率 响应 的 样本 六 [有 都 为 复数 。 然 而 ,车 hl nj 为 实数 ,就 能 找 
到 一 种 仅 涉及 实数 量 的 实现 。 证 明 : 若 h[ nj 为 实数 且 WN 为 偶数 ,那么 H(z) 可 以 表示 为 

HO)/N  H(-ID/N 

1—z-! 1+z-! 





H(z) = T 


(N/2)—1 
+ 
k=l 


式 中 ,H(e*) = He")le%”, 当 W=16 和 He")=0=3,4,…,14 时 , 画 出 该 系统 的 
信和 号 流 图 。 

6. 52 在 第 4 章 已 证 明 离 散 时 间 信 和 号 的 采样 率 一 般 能 用 线性 滤波 和 时 间 压 缩 的 组 合 来 降低 。 
图 P6. 52 示 出 一 个 六 到 1 的 抽取 器 的 方 框图 , 它 能 将 采样 率 降 低 履 倍 。 按照 这 个 模型 ,线性 
滤波 器 工作 在 高 的 采样 率 下 。 然 而 ,车 M 较 大 ,滤波 器 的 大 部 分 输出 样本 将 被 该 压缩 器 丢弃 
掉 。 在 某 些 情况 下 ,有 可 能 采用 更 为 有 效 的 实现 。 


H(z) 
za Li rer e 


2H (eİCT/N)k)]  cos|a(2k/N)}| — z7! cos[6(2k/N) — 2nk/N| 
N 1 — 2cos(2mk/N)z7! +22 





图 P6. 52 
(a) 假设 该 滤波 需 是 一 个 FIR 系统 ,其 单位 脉冲 响应 h[n] =0,n <0 Filn>10,, mi Hi Æl P6. 52 


所 示 的 系统 ,但 是 要 在 已 给 信息 的 基础 上 用 一 个 等 效 的 信号 流 图 代替 滤波 器 h[n]。 注 
意 :用 信号 流 图 来 实现 MM 到 1 的 压缩 器 是 不 可 能 的 ,所 以 必须 像 图 PO. 52 那样 用 一 个 方 
框 来 表示 这 个 压缩 需 。 

(b) 注意 到 某 些 支 路 运算 可 与 压缩 运算 交换 ,利用 这 一 点 , 画 出 (a) 中 系统 更 为 有 效 的 实现 流 
图 。 求 取得 输出 yLnj] 时 所 要 求 的 总 计算 量 降低 了 几 分 之 几 ? 


(ce) 现 假设 图 P6. 52 所 示 滤 波 器 有 如 下 系统 函数 : 
1 
Ne lel > 4 


画 出 图 PO. 52 中 整个 系统 的 直接 型 实现 的 流 图 。 用 该 系统 做 线性 滤波 器 ,每 输出 样本 的 
总 计算 量 能 减少 吗 ? 若 能 ,减少 几 分 之 几 ? 
(d) 最 后 ,假设 图 P6. 52 所 示 的 滤波 器 具有 系统 函数 为 


7,-1 
1+ gz 

A(z) = + lel > 4 
1-527 





对 该 线性 滤波 器 利用 下 列 每 一 种 实现 , 画 出 图 P6. 52 所 示 整 个 系统 的 流 图 : 
(i) EF I 
(ii) 直接 开 型 。 
(iii) 转 置 直接 工 型 。 
(iv) 转 置 直 接 开 型 。 
用 与 压缩 器 交换 运算 的 方法 ,4 种 形式 中 哪 一 种 能 更 有 效 地 实现 图 Po. 52 中 的 系统 ? 
6. 53 语音 的 产生 可 以 用 代表 声腔 的 线性 系统 模型 来 表示 ,该 声腔 由 声带 振动 释放 的 一 股 气流 来 激 
励 。 语 音 合 成 的 一 种 方法 涉及 把 声腔 表示 为 等 长 度 而 有 不 同 横 截 面 的 圆柱 体 声 道 的 连接 ,如 
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图 P6. 53 所 示 。 假 设想 要 用 代表 气流 的 体积 速度 仿真 该 系统 。 输 入 经 一 小 阻碍 物 声带 
耦合 到 声 道 。 假 设 输 入 由 左 端 体积 速度 的 变化 来 表示 ,但 在 左 端 行 波 的 边界 条 件 必须 是 净 体 
积 速度 为 零 。 这 就 类 似 于 在 一 端 由 电流 源 驱 动 而 在 远 端 则 是 开路 的 电气 传输 线 ,那么 传输 线 
中 的 电流 就 类 似 于 声 道 的 体积 速度 ,而 电压 就 类 似 于 声 压 。 输 出 是 右 端的 音量 速度 。 假 设 每 
一 节 都 是 无 耗 声波 传输 线 。 

e 节 与 节 之 间 每 个 界面 上 ,人 射 波 广 以 一 种 系数 传 到 
下 一 节 , 而 反射 波 广 以 不 同 的 系数 被 反射 回来 。 同 理 , 反 
射 波 广 在 到 达 某 一 界面 时 也 是 以 一 种 系数 继续 向 前 传 ,而 
以 另 一 不 同系 数 被 反射 回来 。 具 体 地 说 ,如 果 考 虑 在 横 截 
面 为 4, 的 声 道 内 某 一 人 射 波 . 广 到 达 横 截面 为 4, 的 声 道 界 
面 ,那么 人 射流 以 (1 + 站 ) 广 传播 ,而 以 号 反 射 回去 ,其 中 

42 一 41 图 P6. 53 

A42 十 41 
现 考虑 每 节 长 为 3.4cm, 在 空气 中 声音 速度 等 于 34000cm/s。 试 画 出 实现 图 P6. 53 中 的 4 节 
模型 的 流 图 ,输出 以 20 000 样本 / 秒 采样 。 

尽管 给 出 了 完 长 的 介绍 ,这 仍 是 一 个 比较 直接 的 问题 。 如 果 你 觉得 用 声 道 来 思考 比较 困 
难 , 可 以 把 它 当 成 具有 不 同 特 性 阻抗 的 几 节 传输 线 。 与 传输 线 一 样 ,将 这 个 aaee 
表示 为 财 式 是 困难 的 。 因 此 ,可 以 根据 实际 考虑 ,在 每 节 利 用 入射 和 反射 波 脉 冲 ,直接 画 出 
网 络 。 

6.54 ”在 数字 滤波 器 实现 中 仿真 舍 入 和 截 尾 效 应 是 将 量化 变量 表示 为 
ia] = QlxInl| = xin] + eln] 
式 中 ,Q[， ] 记 作 舍 入 或 截 尾 到 (B8+1) 位 ,而 eLn|] 是 量化 误差 。 假设 量化 噪声 序列 是 一 个 平 
稳 白 噪声 序列 ,使 有 





Ef(eln] — meveln +m} — me)} = a2 d[m| 
并 假设 噪声 序列 值 的 幅度 在 量化 阶 A =2 -内 均匀 分 布 。 舍 人 和 截 尾 的 一 阶 概率 密度 分 别 如 
图 P6. 54(a) 和 图 P6. 54(b) 所 示 。 
(a) 求 伟人 噪声 的 均值 m, 和 方差 o. 
(b) 求 截 尾 噪声 的 均值 m, 和 方差 o 。 
6.55 ”考虑 一 个 具有 两 个 输入 的 LTI 系统 ,如 图 P6.55 所 示 。 令 hh[n] 和 如 [n] 分 别 是 从 节点 1 和 
节点 2 到 输出 节点 3 的 单位 脉冲 响应 。 证明 :车 x,[n] 和 x,[n] 不 相关 ,那么 相应 的 输出 


Yı [n] 和 Ya [nl 也 不 相关 。 
a 





了 







yin] = yy Ln] + y2ln] 





(a) (b) 


图 P6. 54 图 P6. 55 


6.56 图 P6.56 中 的 网 络 全 都 有 相同 的 系统 函数 。 假 设 在 全 部 计算 中 都 采用 定点 (B+1) 位 运算 来 
实现 图 P6. 56 中 的 系统 ,全 部 乘积 在 执行 相 加 以 前 都 假设 已 伟人 到 (B+1) 位 。 


第 6 章 离散 时 间 系 统 结构 337 


(a) 对 图 P6. 56 中 的 每 一 系统 画 出 线性 噪声 模型 。 


bo bo 


= > > >—o 
x[n] via] x[n] yin] 
z`! zl 


(a) (b) 








(c) 
图 P6. 56 


(b) 图 P6. 56 所 示 系 统 中 有 两 个 网 络 具 有 相同 的 由 于 运算 舍 人 而 产生 的 总 输出 噪声 功率 。 
不 用 明确 地 计算 输出 噪声 功率 ,确定 哪 两 个 网 络 具 有 相同 的 输出 噪声 功率 。 
(e) 求 图 P6. 56 中 每 个 网 络 的 输出 噪声 功率 ,并 将 结果 用 单一 伟人 噪声 源 功率 o 表示 。 
6.57 图 P6.57-1 示 出 某 一 阶 系统 的 流 图 。 
(a) 假设 为 无 限 精度 运算 , 求 系统 对 如 下 输入 的 响应 : 


L, n>=0 
0 n<0 


xin] = 

IFA n E, RREA? 

现在 假设 系统 用 定点 运算 实现 。 流 图 中 系数 和 全 部 变量 都 用 5 位 寄存 器 的 原 码 表示 。 
也 就 是 说 ,全 部 数 都 是 带 符号 的 小 数 ,表示 为 

bobıb2b3b4 
其 中 ,加 ,2 AI b, PÆ O 就 是 1, 并 且 
| 寄存 器 值 | = b127} + b227? + b327 + b424 

£7 by =0, 小 数 是 正 的 ; 若 铝 =1 ,小数 是 负 的 。 序 列 值 用 某 一 系数 相 箭 的 结果 在 相 加 前 截断 ， 
也 即 仅 保 留 符 号 位 和 4 位 最 高 有 效 位 。 
(b) 计算 该 量化 系统 对 (a) 所 给 输入 的 响应 ,并 画 出 对 应 于 0 大 2 和 5 ,量化 和 未 量化 系统 的 响 

应 。 对 于 大 的 值 ,比较 这 两 个 响应 。 
(c) 现在 考虑 图 P6. 57-2 所 示 的 系统 ,其 中 


1 

x(-1)", n=O 
c = 2 
tia] {3 n<0 





对 该 系统 和 输入 重 做 (a) 和 (b)。 


la ea xin] l yin] 
z = 
a es a 
4 4 


图 P6. 57-1 图 P6. 57-2 


6.58 一 因果 LTI 系统 具有 系统 函数 为 


A(z) 三 





1 
1 —1.042-! + 0.98z—2 





(a) 该 系统 稳定 吗 ? 
(b) 若 系数 按 “四 售 五 人 " 舍 人 到 小 数 点 后 一 位 ,所 得 到 的 系统 是 稳定 的 吗 ? 
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6.59 ” 当 用 无 限 精 度 运算 时 ,图 P6. 59 所 示 的 两 个 流 图 有 相同 的 系统 函数 。 


O- = > >— 
x[n] yin] 
-8 -1 
z z 
-aÊ a 


网 络 1 











网 络 2 


图 P6. 59 


(a) 证 明 ; 从 输入 xL nj] 到 输出 yL nj] 两 个 系统 有 相同 的 总 系统 函数 。 

(b) 假设 上 面 两 个 系统 是 用 补 码 定 点 运算 实现 ,并 且 乘 积 是 在 相 加 完成 前 被 舍 人 。 画 出 相应 
的 信号 流 图 ,它们 需要 在 图 P6. 59 流 图 中 的 合适 位 置 上 插 进 伟人 噪声 源 。 

(c) 在 (b) 中 的 流 图 上 圈 出 会 产生 溢出 的 节点 。 

(d) 求 在 两 个 系统 中 的 任何 一 个 都 不 能 产生 溢出 的 输入 样本 的 最 大 范围 。 

(e) 假设 la| <1, 求 每 个 系统 输出 总 噪声 功率 ,并 确定 |a| 的 最 大 值 以 使 网 络 1 比 网 络 2 有 
较 低 的 输出 噪声 功率 。 


第 7 章 UBD A Be WE 


7.0 引言 


滤波 器 是 一 种 特别 重要 的 线性 时 不 变 系统 。 严 格 地 讲 , 选 频 滤 波 器 这 一 术语 表示 一 个 能 让 输 
入 信和 号 中 的 某 些 频率 分 量 通 过 而 完全 拒绝 其 他 频率 分 量 的 系统 。 但 是 从 广义 上 讲 ,任何 能 对 某 些 

频率 (相对 于 其 他 频率 来 说 ) 进行 修正 的 系统 也 称 为 滤波 器 。 虽 然 在 本 章 的 开头 着 重 讨论 选 频 滤 
波 器 的 设计 ,但 是 其 中 的 一 些 方法 是 有 广泛 应 用 价值 的 。 尽 管 在 许多 场合 并 不 限制 设计 的 滤波 器 
一 定 为 因果 的 ,但 本 章 还 是 着 重 讨论 因果 滤波 器 的 设计 。 一般 来 说 ,对 因果 滤波 器 做 一 些 修正 就 可 
以 设计 和 实现 非 因 果 滤 波 器 。 

离散 时 间 滤 波 器 的 设计 是 要 确定 一 个 传递 函数 或 差分 方程 的 参数 ,使 其 在 给 定 的 容 限 内 荧 近 
所 希望 的 冲 激 啊 应 或 频率 响应 。 正 如 第 2 章 所 讨论 的 ,用 差分 方程 描述 的 离散 时 间 系 统 基本 上 可 
分 为 两 类 :无 限 脉冲 响应 (TIR) 系统 和 有 限 脉 冲 响应 (FIR ) 系统 。 设 计 IIR 滤波 器 就 是 要 得 出 一 个 = 
的 近似 有 理 传递 旺 数 ,而 设计 FIR 滤波 咒 则 是 进行 多 项 式 逼 近 。 这 两 类 滤波 器 通常 采用 的 设计 方 
法 具有 不 同 的 形式 。 当 离散 时 间 滤 波 需 最 初 被 广泛 使 用 时 ,所 采用 的 设计 方法 是 基于 将 可 用 公 于 
完整 表述 的 便于 理解 的 连续 时 间 滤 波 器 设计 方法 映射 为 离散 时 间 滤 波 器 设计 方法 来 实现 的 ,正如 
将 在 7.2.1 节 和 7.2.2 节 讨 论 的 脉冲 响应 不 变法 和 双 线 性 变换 法 。 这 些 方法 经 常用 于 IR 滤波 器 
设计 ,并 且 也 是 选 频 离 散 时 间 IIR 滤波 器 设计 的 核心 方法 。 相 较 之 下 ,还 有 没有 一 种 连续 时 间 FIR 
滤波 器 设计 技术 可 以 调整 用 于 离散 时 间 的 情况 ,只 有 当 这 类 滤波 器 的 设计 技术 在 实际 系统 中 变 得 
非常 重要 之 后 ,它们 才 会 出 现 。 设 计 FIR 滤波 器 最 常用 的 方法 是 窗 函 数 法 ,将 在 7.5 节 中 讨论 ,和 迭 
代 算法 将 在 7.7 节 中 讨论 ,统称 为 Parks-McClellan 算法 。 

滤波 器 的 设计 涉及 以 下 步骤 :(1) 给 出 系统 所 要 求 特 性 的 技术 指标 ;(2) 用 因果 离散 时 间 系 统 通 
近 这 些 技术 指标 ;(3) 实 现 该 系统 。 虽 然 这 3 个 步骤 不 是 完全 独立 的 ,但 重点 关注 步骤 (2) ,步骤 (1) 主 
ee oe apg ap 在 实际 应 用 中 ,所 需要 的 滤波 器 
往往 通过 数字 硬件 来 实现 ,并 用 于 对 由 连续 信号 经 周期 采样 并 接着 A/D 转换 而 得 到 的 信号 进行 滤 
波 。 正 是 由 于 这 个 原因 ,尽管 基本 的 设计 方法 往往 都 只 与 信号 和 系统 的 离散 时 间 特 性 有 关 , 但 是 人 们 
仍 常 营 把 离散 时 间 滤 波 器 称 为 数字 滤波 器 。 正 如 第 6 章 中 已 讨论 过 的 ,数字 表示 中 所 隐 含 的 滤波 器 
系数 量化 和 与 信号 量化 相关 的 问题 将 分 别处 理 。 

本 章 将 讨论 用 于 设计 IR 和 FIR 滤波 器 的 多 种 方法 。 在 任何 实际 情况 下 ,这 两 类 滤波 器 之 
间 的 选择 有 许多 折 中 ,在 选择 滤波 器 的 类 型 和 具体 设计 方法 时 需要 考虑 许多 因素 。 本 章 的 目的 
是 讨论 和 阐明 一 些 最 常用 的 设计 技术 ,并 给 出 一 些 相关 的 折 中 建议 。 在 相应 网 站 上 给 出 的 作业 
和 习题 为 读者 提供 了 更 深入 研究 不 同形 式 和 类 别 滤波 器 的 特性 以 及 相关 问题 和 折 中 考虑 的 
机 会 。 


7.1 滤波 器 技术 指标 


在 对 滤波 融 设 计 技术 的 讨论 中 ,重点 讨论 选 频 低 通 滤波 器 ,因为 许多 技术 和 示例 可 以 推广 到 其 
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他 类 型 的 滤波 器 上 。 另 外 ,正如 7.4 节 所 讨论 的 , 低 通 滤波 器 设计 很 容易 转化 为 其 他 类 型 的 选 频 滤 
波 器 的 设计 。 

图 7.1 给 出 了 以 一 定 容 限 盘 近 具有 理想 
单位 通 带 增 益 和 零 阻 带 增益 的 离散 时 间 低 通 
滤波 器 的 典型 表示 。 图 7.1 所 示 的 图 形 称 为 
“ 容 限 图 ”。 

由 于 通 近 从 通 带 到 阻 带 不 能 有 一 个 突变 
过 渡 ,但 从 通 带 的 边界 频率 ww 到 阻 带 的 起 始 
频率 w, 人 允许 有 一 个 过 渡 区 域 , 在 此 区 域内 的 滤 
波 器 增益 没有 限定 。 

滤波 器 设计 技术 在 一 定 程 度 上 取决 于 实 图 7.1 低 通 滤波 器 容 限 图 
际 应 用 和 传统 方法 , 当 6,, =6,, 时 通 带 的 容 限 可 在 单位 增益 上 下 对 称 变化 ,或 者 当 6, =0 时 , 则 限制 
通 带 的 最 大 增益 为 单位 增益 。 

实际 中 所 使 用 的 大 部 分 滤波 器 的 特性 都 用 类 似 于 例 7. 1 中 的 容 限 图 来 说 明 ,而 且 对 于 相位 响 
应 ,除了 隐 含 的 通过 稳定 性 和 因果 性 的 要 求 加 以 限制 外 ,没有 其 他 限制 。 例 如 ,因果 和 稳定 的 IIR 
滤波 器 系统 函数 的 极点 必须 在 单位 圆 内 。 同 样 ,在 设计 FIR 滤波 器 时 ,往往 要 加 上 线性 相位 的 限 
制 。 但 在 设计 过 程 中 仍 不 考虑 信号 的 相位 。 

















例 7.1 离散 时 间 滤波 器 指标 的 确定 
考虑 一 个 根据 图 7.2 所 示 的 基本 框图 并 用 于 
对 连续 时 间 信 号 进行 低 通 滤波 的 离散 时 间 滤 波 
器 。 正 如 在 4.4 节 所 述 , 如 果 图 7.2 中 采用 一 个 线 





性 时 不 变 离散 时 间 系 统 ,输入 信号 是 带 限 的 且 采 ee 
样 频率 足够 高 以 避免 混合 ,那么 整个 系统 表现 为 RTA MERRIE DATAR 
具有 如 下 频率 响应 的 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 : ii 


Bigg = | Fee osmy 
在 这 种 情况 下 ,通过 关系 式 w = OT 可 直接 将 有 效 连续 时 间 滤 波 器 的 指标 转化 为 离散 时 间 滤 波 
器 的 指标 , 即 H) 在 一 个 周期 内 可 表示 为 
H(e!*)= Hep (i=). lol <a (7. 1b) 
在 本 例 中 ,图 7.2 表示 的 整个 系统 当 采 样 率 为 10* 样 本 /s(T=10“s) 时 具有 以 下 特性 : 
(1) 在 频带 0<Q<2w(2000) 上 增益 1Hi(jQ) 1 应 当 在 单位 幅度 土 0. 01 之 内 ; 
(2) 在 频带 2m(3000) <Q 上 增益 应 当 不 大 于 0.001, 
A(T. la) 为 连续 时 间 频 率 和 离散 时 间 频 率 之 间 的 映射 , 它 只 影响 通 带 和 阻 带 的 边界 频率 ,而 
不 影响 频率 响应 幅 值 的 容 限 。 对 这 个 具体 的 例子 ,参数 为 
Sp, = 8p) = 0.01 

s = 0,001 

wp = 0.40 弧度 

ws = 0.67 弧度 
因此 本 例 中 ,理想 的 通 带 增益 是 单位 1, 通 带 增益 在 1+6pi 和 1-8p) 之 间 变 化 而 阻 带 增益 范围 
则 为 0 到 8,, 单 位 为 分 贝 。 


(7. la) 
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理想 通 带 增益 (分 贝 ) =20log,,(1) =0dB 
最 大 通 带 增益 (分 贝 ) =20log,u(1.01) =0. 086 dB 

通 带 边界 处 的 最 小 通 带 增益 (分 贝 ) =20logio(0.99) = -0.873 dB 
最 大 阻 带 增益 (分 贝 ) =20logio(0.001) = -60 dB 


例 7. 1 表明 ,采用 离散 时 间 滤 波 器 可 以 处 理 周期 采样 后 的 连续 时 间 信 号 。 在 许多 应 用 中 要 过 
滤 的 离散 时 间 信 号 并 不 是 由 连续 时 间 信 号 得 到 的 ,除了 周期 采样 之 外 还 有 许多 其 他 方法 来 描述 用 
序列 表示 的 连续 时 间 信和 号。 而且, 在 所 讨论 的 大 部 分 设计 方法 中 ,采样 周期 对 于 通 近 方法 没有 什么 
影响 。 由 于 这 些 原 因 ,滤波 器 设计 问题 应 当 从 一 组 用 离散 时 间 频 率 变量 w 表示 的 所 需 技术 指标 开 
始 。 因 为 这 些 技术 指标 往往 取决 于 具体 的 应 用 或 相互 间 的 关系 ,所 以 它们 可 按照 图 7.2 所 示 框 图 
所 考虑 的 滤波 特性 给 出 ,也 可 不 按 此 给 出 。 


7.2 由 连续 时 间 滤 波 器 设计 离散 时 间 IIR 滤波 器 


历史 上 , 随 着 数字 信号 处 理 领域 的 兴起 ,离散 时 间 IR 滤波 器 的 设计 依赖 于 将 连续 时 间 滤 波 器 
变换 成 满足 预定 指标 的 离散 时 间 滤 波 器 的 方法 。 该 方法 过 去 是 ,并 且 现 在 仍然 是 一 种 合理 的 方法 ， 
其 理由 如 下 : 
e 连续 时 间 IIR 滤波 器 的 设计 技巧 十 分 成 熟 ,并 已 取得 许多 有 用 的 成 果 , 因 此 可 以 方便 地 利用 
这 些 为 连续 时 间 滤 波 器 推导 出 的 设计 方法 。 

e 许多 有 用 的 连续 时 间 IIR 滤波 峰 设 计 方 法 有 比较 简单 的 完整 设计 公式 。 因 此 ,以 这 种 标准 
的 连续 时 间 IIR 滤波 器 设计 公式 为 基础 的 离散 时 间 IIR 滤波 器 的 设计 方法 实现 起 来 十 分 
简单 。 

o 当 把 完全 适用 于 连续 时 间 IIR 滤波 器 的 标准 通 近 方法 直接 用 于 离散 时 间 IIR 滤波 器 时 ,并 不 

能 得 出 简单 的 完整 充 计 公式 ,因为 离散 时 间 滤 波 器 的 频率 啊 应 是 周期 的 ,而 连续 时 间 滤 波 器 
则 不 然 。 

连续 时 间 滤 波 器 设计 可 以 映射 成 离散 时 间 滤 波 器 的 设计 ,这 种 方法 与 离散 时 间 滤 波 器 是 否 用 
于 处 理 图 7. 2 所 示 的 连续 时 间 信 号 的 系统 完全 无 关 。 再 次 强调 指出 ,离散 时 间 系 统 的 设计 方法 应 
首先 给 出 一 组 离散 时 间 技 术 指标 。 因 此 ,假设 这 些 技 术 指 标 事先 已 近似 确定 。 为 了 使 确定 满足 给 
定 技术 指标 的 离散 时 间 滤 波 器 时 更 方便 一 些 ,将 利用 连续 时 间 滤 波 器 的 鼻 近 方法 。 的 确 , 当 离散 时 
间 滤 波 器 用 于 图 7. 2 所 示 的 框图 中 时 ,作为 到 近 法 基础 的 连续 信号 时 间 滤 波 器 的 频率 响应 与 有 效 
频率 响应 之 间 有 很 大 差别 。 

利用 对 原型 连续 时 间 滤 波 器 进行 变换 来 设计 离散 时 间 滤 波 器 时 ,连续 时 间 滤 波 器 的 技术 指标 
是 通过 对 给 定 的 离散 时 间 滤 波 器 的 技术 指标 加 以 变换 而 得 到 的 。 连 续 时 间 滤 波 器 的 系统 函数 
H, (s) pkupita ni 六 [可 可 以 用 某 一 种 已 有 的 用 于 连续 时 间 滤 波 器 设计 的 逼近 方法 得 出 ,如 附录 B 
中 所 讨论 的 一 些 例子 。 另 外 ,把 本 节 所 讨论 的 变换 方法 用 于 及.(s) 或 (1) 可 以 得 出 离散 时 间 滤 波 
Ally Ase PRA H(z) 或 脉冲 响应 hn]。 

在 这 些 变换 中 ,通常 要 求 所 得 到 的 离散 时 间 滤 波 器 在 频率 响应 中 应 保留 连续 时 间 频 率 响应 的 
基本 特性 。 具 体 地 ,这 意味 着 应 将 * 平面 的 虚 轴 映射 成 > 平面 的 单位 圆 。 第 二 个 条 件 是 ,应 当 将 一 
个 稳定 的 连续 时 间 滤 波 器 变换 成 一 个 稳定 的 离散 时 间 滤 波 器 。 这 表明 , 若 连 续 时 间 系 统 只 有 位 于 
s 平面 左 半 平 面 的 极点 , 则 离散 时 间 滤 波 器 应 当 只 有 位 于 z 平 面 单位 圆 内 的 极点 。 这 些 限 制 对 本 节 
所 讨论 的 所 有 方法 都 是 需要 的 ， 


342 离散 时 间 信 号 处 理 (第 三 版 ) 





7.2.1 滤波 器 设计 的 脉冲 响应 不 变法 


4. 4. 2 节 中 曾 讨论 过 脉冲 响应 不 变 的 概念 ,其 中 离散 时 间 系 统 是 用 连续 时 间 系 统 脉冲 响 
应 的 采样 来 定义 的 。 曾 指出 ,脉冲 响应 不 变法 提供 了 一 种 当 输 入 为 带 限 信号 时 计算 带 限 连续 
时 间 系 统 之 输出 样本 的 直接 方法 。 在 某 些 情况 下 ,通过 对 连续 时 间 滤 波 器 的 脉冲 响应 采样 来 
设计 离散 时 间 滤 波 器 是 一 种 十 分 恰当 和 方便 的 方法 。 例 如 ,如 果 总 的 目标 是 在 离散 时 间 条 件 
下 模拟 一 个 连续 时 间 系 统 ,通常 采用 图 7. 2 所 示 结 构 表示 的 离散 时 间 系 统 设计 方法 来 进行 模 
拟 ,使 得 离散 时 间 系统 的 脉冲 响应 逼近 于 被 模拟 的 连续 时 间 滤波 器 脉冲 响应 的 采样 。 在 其 他 
情况 下 ,理想 的 做 法 是 在 离散 时 间 条 件 下 维持 良好 的 连续 时 间 滤 波 器 的 某 些 时 域 性 能 ,如 理 
想 的 时 域 超 调 .能 量 压缩 .可 控 的 时 域 波纹 等 。 另 外 ,在 滤波 器 设计 技术 中 可 以 把 脉冲 响应 不 
变法 视 为 得 到 离散 时 间 系 统 的 一 种 方法 ,该 离散 时 间 系统 的 频率 响应 由 连续 时 间 系 统 的 频率 
响应 来 确定 。 

在 把 连续 时 间 滤 波 器 变换 成 离散 时 间 滤 波 器 的 脉 串 响应 不 变 设计 法 中 ,选取 与 连续 时 间 滤波 
器 脉冲 响应 成 正比 的 等 间隔 样本 作为 离散 时 间 滤 波 器 的 脉冲 响应 , 即 

hin] = Tahe(nTu) (7.2) 
式 中 7, 表示 采样 间隔 。 下 面 将 会 看 到 ,因为 滤波 器 的 设计 首先 用 到 离散 时 间 滤波 器 的 技术 指标 ,所 以 
无 论 在 设计 过 程 还 是 所 得 出 的 离散 时 间 滤 波 器 中 , 式 (7.2) 中 的 参数 7, 事 实 上 都 不 起 作用 。 但 是 , 因 
为 在 规定 的 步骤 中 按 惯例 包括 这 个 参数 ,所 以 在 以 下 的 讨论 中 仍 用 到 该 参数 。 即 便 将 滤波 器 用 在 图 
7.2 所 示 的 基本 框图 中 ,采样 周期 7 也 不 必 设计 得 与 采样 周期 了 相同 ,后 者 与 C/D 和 D/C RRAK. 

当 使 用 脉冲 响应 不 变法 作为 设计 具有 给 定 频率 响应 的 离散 时 间 滤 波 器 的 方法 时 ,应 特别 注意 离 
散 时 间 滤波 器 的 频率 响应 和 连续 时 间 滤 波 器 的 频率 响应 之 间 的 联系 。 从 第 4 章 中 有 关 采 样 的 讨论 可 
知 ,通过 式 (7.2) 得 出 的 离散 时 间 滤波 器 的 频率 响应 与 连续 时 间 滤波 器 的 频率 响应 有 如 下 关系 ; 


Ce 
w 2n 
Hei) = 》 A. (j—+ijiTk 
(e1®) +i ) (7-3) 


k=—00 
URE SERT E TB aie eS BAY , DU 
H(j&2) = 0, |2| > x/Ta (7.4) 





而 且 
jw . @ 
H(e! =H. (i), lol <n CAED, 


也 就 是 说 ,离散 时 间 频 率 响 应 和 连续 时 
间 频 率 响 应 之 间 由 一 个 频率 轴 的 线性 














比例 因子 联系 在 一 起 , 即 |w | < 时 ， 

co = 07,。 可 惜 任何 实际 的 连续 时 间 滤 o 
波 器 都 不 能 是 完全 带 限 的 ,因此 就 会 发 Peer ae 2. a 

生 式 (7.3) 中 相 邻 项 之 间 的 干扰 ,引起 a. te a 
混 奏 ,如 图 7. 3 所 示 。 但 是 ,如 果 连 续 ee 


时 间 滤 波 需 在 高 频 部 分 趋 近 于 零 , 则 混 noe 
Be WAR , AI DA, IF ELET A ae a Xt 
连续 时 间 滤 波 器 脉冲 响应 的 采样 得 到 有 用 的 离散 时 间 滤 波 器 。 


脉冲 响应 不 变 设 计 法 中 混 释 现象 的 说 明 
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当 利用 基于 连续 时 间 滤 波 器 设计 方法 的 脉冲 响应 不 变法 来 设计 给 定 频率 响应 技术 指标 的 离散 
时 间 滤 波 器 时 ,首先 通过 式 (7.5) 将 离散 时 间 滤 波 顺 的 技术 指标 变换 成 连续 时 间 滤 波 器 的 技术 指 
标 。 若 假设 由 8.(jQ) 到 5(e”) 的 变换 中 所 产生 的 混 全 可 以 忽略 , 则 利用 关系 式 
= w/ Ty (7.6) 
可 以 求 出 HGO) WR ARTS be, Moai FAC e ) 的 技术 指标 得 到 连续 时 间 滤 波 器 的 技术 指标 。 
得 出 适合 于 这 些 技术 指标 的 连续 时 间 滤 波 器 之 后 ,就 把 系统 函数 为 8,(s) 的 连续 时 间 滤 波 带 
变换 为 所 需要 的 系统 函数 为 H(z) 的 离散 时 间 滤 波 右 。 下 面 给 出 从 及.(s) 到 五 (z) 变换 的 代数 
运算 细节 。 但 是 应 当 注 意 , 当 变 换 回 到 离散 时 间 频 率 时 ,H(e”*) 将 通过 式 (7.3) 与 H.(jQ) 联 
系 在 一 起 , 式 (7.6) 的 变换 还 是 频率 轴 之 间 的 变换 。 因 此 ,“ 采 样 " 的 参数 7, 不 能 用 来 控制 混 
和 车 。 因 为 基本 的 技术 指标 均 使 用 离散 时 间 频 率 , 若 采样 率 增 加 (7T 减 小 ) , 则 连续 时 间 滤 波 器 
的 截止 频率 必须 成 比例 地 增高 。 在 实际 中 ,为 了 补偿 掉 从 H G) 变换 到 8(e”*) 时 可 能 产生 
的 混 径 ,有 可 能 会 超标 设计 连续 时 间 滤 波 器 , 即 所 设计 的 滤波 器 超过 技术 指标 ,尤其 在 阻 带 中 
更 为 突出 
虽然 在 脉冲 响应 中 从 连续 时 间 到 离散 时 间 的 变换 是 用 时 域 采样 来 定义 的 ,但 是 对 系统 函数 的 
变换 也 很 容易 实现 。 为 了 推导 出 这 种 研究 用 部 分 分 式 展开 表示 的 连续 时 间 滤 波 器 的 系统 函 
数 , 有 了 





N 4 
He(s) = 》. z = (7.7) 
k=] 
所 对 应 的 脉冲 响应 为 
N 
5 Skt >0 
h= ate aes (7.8) 
0, t<0 


对 Tih. CE) PE A BM AY A CAT Ti) DS ate S Dk ao i NZ 
N 


hin] = Tahe(nTa) = 》 Ta Age” ™u{n] 
k=1 


(7.9) 
N 
SNN Tı Ax (e*™)" ulin] 
k=1 
因此 ,离散 时 间 滤 波 器 的 系统 函数 为 
A 
Bn = Ta (7. 10) 
比较 式 (7.7) 和 式 (7. 10) 可 以 看 出 ,* 平面 中 在 s=s, 处 的 极点 变换 成 z 平 面 中 在 z=e™' 处 的 极点 ， 


并 且 ,H.(s) 和 H(z) 的 部 分 分 式 展开 式 中 的 系数 除了 相差 一 个 比例 系数 7, 外 完全 相同 。 如 果 连 续 
时 间 滤 波 器 是 稳定 的 ,相当 于 s, 的 实 部 小 于 零 , 则 e™ 的 幅度 将 小 于 1, 因 此 在 离散 时 间 滤 波 器 中 对 
应 的 极点 位 于 单位 圆 内 。 这 样 ,因果 离散 时 间 滤 波 器 也 是 稳定 的 。 虽 然 按 照 关系 式 z, =e s Æ 
面 的 极点 映射 成 > 平面 的 极点 ,但 是 应 该 清楚 地 认识 到 ,脉冲 响应 不 变 设计 法 并 不 相当 于 按照 该 关 
系 式 进行 * 平 面 到 = 平面 的 简单 映射 。 特 别 是 离散 时 间 系 统 函 数 中 的 零点 是 部 分 分 式 展开 式 中 的 





© 为 了 简化 起 见 , 在 讨论 中 假设 Cs) 的 所 有 极点 都 是 一 阶 的 。 习 题 7.41 中 考虑 到 对 于 高 阶 极点 所 需要 的 修正 
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和 系数 7.4, 的 函数 ,通常 它们 并 不 按照 与 极点 映射 相同 的 方式 进行 映射 。 用 下 面 的 例子 说 明 
响应 不 变 设计 法 。 


2 用 脉冲 响应 不 变法 设计 巴特 沃 思 滤 波 器 
本 例 研 究 低 通 离 散 时 间 滤 波 器 的 设计 ,将 脉冲 响应 不 变法 用 于 一 个 合适 的 连续 时 间 
滤 疲 器 。 本 例 中 选择 的 滤波 器 是 巴特 沃 思 滤波 器 ,详细 内 容 将 在 7.3 节 和 附录 B 中介 
0 通 带 增益 在 0dB 到 一 1dB 之 间 , 阻 带 误 减 至 少 为 -15dB 的 离散 时 间 滤 波 器 的 技术 
指标 为 
0.89125 <|H(e!”)\ <1, 0glwl<0.2n (7. 11a) 
|H(e!”)| < 0.17783, 0.37 < lol <n (7. 11b) 
因为 在 脉冲 响应 不 变法 的 设计 过 程 中 可 将 参数 7T, 抵 消 掉 ,所 以 可 以 选取 T=1, 因 此 w=0。 
在 习题 7.2 中 研究 包含 有 参数 7 的 相同 例子 ,以 说 明 T, 是 如 何 且 在 何 处 被 抵消 掉 的 ，。 
设计 滤波 器 时 若 将 脉冲 响应 不 变法 用 于 连续 时 间 巴 特 沃 思 滤 波 器 , 则 首先 必须 将 离 
散 时 间 滤 波 器 的 技术 指标 变换 成 连续 时 间 滤 波 器 的 技术 指标 。 回 顾 一 下 ,脉冲 响应 不 变 
法 相当 于 在 没有 混 司 情况 下 Q 和 ww 之 间 的 线性 映射 。 对 于 本 例 ,假设 如 式 (7.3) 所 示 的 
混合 的 影响 可 以 忽略 。 当 设计 完成 后 ,可 以 根据 式 (7.11a) 和 式 (7. 11b) 的 技术 指标 ,对 
所 得 频率 响应 进行 评估 。 
鉴于 以 上 的 考虑 ,希望 设计 一 个 连续 时 间 巴 特 沃 思 滤 波 器 ,其 幅度 函数 HG) | 满足 


0.89125 < |H jD < 1, 0 <|Q| < 0.27 (7. 12a) 
|H-(j2)| < 0.177 83, 0.3% < |Q <n (7. 12b) 
因为 模拟 巴特 沃 思 滤 波 器 的 幅度 响应 是 频率 的 单调 函数 ,如 果 H.(j0) =1, 
|H-(j0.2m)| > 0.891 25 (7. 13a) 
且 
|H,(j0.3%)| < 0.177 83 (7. 13b) 


则 式 (7. 12a) fe A (7. 12b) 成 立 。 
巴特 沃 思 滤 波 器 的 幅度 平方 函数 为 


| 1 
IHD = 


1+ (2/Q.2N (7. 14) 
因此 滤波 器 的 设计 过 程 包括 确定 满足 所 需 技术 指标 的 参数 fo O,, 将 式 (7.14) 代 入 
式 (7. 13 ) 并 取 等 号 ,可 得 方程 式 


人 j = ( 1. a 
Qe ~ (0.891 5) (7. 15a) 
2 


t 2N 1 2 
1+ = 二 
Qe ) rer z) (7. 15b) 


这 两 个 方程 的 解 是 W=5.8858 Fo N, =0.704 74。 但 是 参数 N 必须 为 整数 ,因此 为 满足 
和 超过 该 技术 指标 将 N 近似 取 为 整数 , 取 人 N=6。 由 于 将 N 取 整 为 相 邻 的 最 大 整数 , 则 滤波 











关于 连续 时 间 巴 特 沃 思 和 切 比 雪夫 滤波 器 的 讨论 见 附录 B。 
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器 不 能 同时 完全 的 满足 式 (7.15a) 和 式 (7.15b)。 i p 
N=6 时 ,可 以 选择 滤波 器 的 参数 Q,, 使 通 带 或 阻 带 或 i 

者 两 者 的 指标 都 超过 所 预定 的 要 求 ( 即 具有 较 小 的 | Psy, 
逼近 误差 ) 。 若 改变 Q, 值 , 则 应 在 超过 阻 带 指标 和 通 iat 
带 指标 的 数量 之 间 折 中 选取 。 如 果 将 N=6 RAR r UZ 
(7. 15a), 2) Q, =0.7032。 若 取 此 值 , 则 完全 可 满足 i i 
(连续 时 间 滤 波 器 的 ) 通 带 指标 并 超过 (连续 时 间 沈 talla 





WBA) MAT, A R a t E a BRE 


留 有 一 些 余地 。 取 0, =072FN=6 META W74 对 于 例 7.2 中 的 天界 巴特 放电 


HH, (s)H.( =s) =1/[1 + (s/jO,)™ | #5 12 个 极点 均匀 滤波 器 ,H.(s)H(-s) 
分 布 在 半径 0. =0.7032 的 圆周 上 ,如 图 7.4 所 示 。 因 此 的 极点 在 * 平 面 中 的 位 置 


HH,(s) 的 极点 是 s 平 面 左 半 部 分 上 的 三 对 极点 ,其 坐标 为 
第 一 对 极点 : -0. 182 +j(0. 679) 
第 二 对 极点 : -0.497 +j(0. 497) 
第 三 对 极点 : -0.679 +j(0. 182) 


0.120 93 
(s2 二 0.3640s 十 0.4945)(s2 十 0.9945s + 0.4945)(s2 + 1.3585y + 0.4945) 
如 果 把 轧 (s) 表 示 成 一 个 部 分 分 式 展 开 式 并 进行 式 (7. 10 ) 的 变换 ,然后 将 诸 共 力 对 结合 
在 一 起 , 则 得 出 离散 时 间 滤 波 器 的 系统 函数 为 
0.2871 — 0.4466z7! 一 2.1428 + 1.145527! 
1 — 1.29712-! 十 0.6949z-2 1 — 1.0691z~! + 0.36992 ~2 





He(s) = (7. 16) 





A(z) = 


(7.17) 
1.8557 — 0.6303z-! 


1 — 0,9972z—! + 0.257022 

由 式 (7.17) 显 而 易 见 ,用 脉冲 响应 不 变 设计 法 得 到 的 系统 函数 可 以 直接 用 并 联 形 式 实现 ， 如 
果 需 要 用 串联 形式 或 直接 形式 , 则 应 当 用 适当 的 方法 将 分 散 的 各 个 二 阶 项 组 合 起 来 ， 

离散 时 间 系 统 的 频率 响应 函数 示 于 图 7.5 中 。 回 顾 一 下 ,设计 得 到 的 原型 连续 时 间 
滤波 器 在 通 带 的 边缘 处 完全 满足 指标 ,并 且 在 阻 带 的 边缘 处 超过 指标 ,对 于 所 得 到 的 离 
散 时 间 滤 波 器 也 是 如 此 。 这 表明 ,连续 时 间 滤 波 器 是 充分 带 限 的 ,因此 已 有 的 混 登 不 成 
问题 。 的 确 ,20logis | H(e”) | 和 20log |H.(j0) | 之 间 除 了 在 w =m 附近 有 轻微 的 差别 
外 ,在 画图 所 用 的 比例 尺 下 看 不 出 它们 之 间 的 差别 。( 请 记 住 ,7 =1, 因 此 QQ =w。) 有 时 
混 党 是 一 个 突出 的 问题 ,如 果 由 于 混合 使 所 得 出 的 离散 时 间 滤 疲 器 不 能 满足 技术 指标 ， 
则 对 于 脉冲 响应 不 变法 可 再 次 试用 较 高 阶 的 滤波 器 ,或 者 保持 阶 次 不 变 而 调整 滤波 器 的 
— Hb RAK 





脉冲 响应 不 变法 的 基本 点 是 ,选取 在 某 种 意义 上 与 连续 时 间 滤 波 器 的 脉冲 响应 相似 的 离散 时 
间 滤 波 器 的 脉冲 响应 。 为 了 保持 脉冲 响应 的 形状 ,人 们 一 般 不 太 愿意 使 用 这 种 方法 。 前 面 已 经 知 
道 , 硅 连续 时 间 滤 波 右 是 带 限 的 , 则 离散 时 间 滤 波 器 的 频率 响应 将 非常 接近 于 连续 时 间 频 率 响应 ， 
但 是 人 们 使 用 这 种 方法 的 出 发 点 往往 并 不 是 希望 保持 脉冲 响应 的 形状 不 变 。 然 而 在 一 些 滤波 器 设 
计 问 题 中 ,主要 的 目的 可 能 是 控制 如 像 脉冲 响应 或 阶 路 响应 之 类 的 时 间 响 应 的 某 些 方面 。 一 种 很 
自然 的 方法 是 用 脉冲 响应 不 变法 或 阶 跃 响应 不 变法 来 设计 离散 时 间 滤 波 器 。 在 阶 牙 响应 不 变法 
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中 ,滤波 器 对 一 个 采样 后 的 单位 阶 跃 函数 的 响应 被 定义 为 对 连续 时 间 阶 路 响应 进行 采样 后 得 到 的 序列 。 
如 果 连 续 时 间 滤 波 器 具有 良好 的 阶 牙 响应 特性 ,如 小 的 上 升 时 间 和 低 的 过 冲 峰 值 等 , 则 这 些 特性 将 会 在 
离散 时 间 滤 波 器 中 保留 下 来 。 显 然 ,这 种 波形 不 变 的 概念 可 以 推广 到 对 于 各 种 输入 信和 号 保持 输出 波形 形 
状 不 变 , 正 如 习题 7. 1 中 所 表明 的 那样 。 习 题 7. 1 说 明 , 用 脉冲 响应 不 变法 ,同时 也 用 阶 路 响应 不 变法 
(或 其 他 波形 不 变 准则 ) 对 同一 连续 时 间 滤 波 器 进行 变换 ,并 不 能 得 到 相同 的 离散 时 间 滤 波 髓 。 


20 
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图 7.5 用 脉冲 响应 不 变法 变换 得 出 的 6 阶 巴特 沃 思 滤 波 器 的 频率 
响应 -(a) 对 数 幅度 (dB);(b) 幅 度 (dB);(e) 和 群 延迟 


在 脉冲 响应 不 变 设 计 法 中 ,连续 时 间 频 率 和 离散 时 间 频 率 之 间 的 变换 是 线性 的 ,因此 ,除了 混 


全 之 外 ,频率 响应 的 形状 应 保持 不 变 。 这 一 点 与 下 面 要 讨论 的 以 代数 变换 为 基础 的 方法 不 同 。 最 
后 ,作为 本 市 总 结 需 要 指出 的 是 ,脉冲 响应 不 变法 只 适用 于 带 限 滤 波 嚣 。 如 果 要 使 用 脉冲 响应 不 变 
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设计 方法 , 则 需要 对 如 像 高 通 和 带 阻 之 类 的 连续 时 间 滤 波 器 提出 附加 的 带 限 要 求 ,以 避免 严重 的 混 
ARH. 
7.2.2 双 线 性 变换 法 

本 节 所 讨论 的 方法 避免 了 当 使 用 双 线 性 变换 法 时 引起 的 混 秋 问题 ,这 种 变换 是 变量 s 和 变量 
之 间 的 代数 变换 , 它 将 平面 的 整个 jQ 轴 映 射 成 z 平 面 的 整个 单位 圆周 。 因 为 - %w <0. < oe 映射 
成 -7<w<"7, 所 以 连续 时 间 频 率 变 量 和 离散 时 间 频 率 变量 的 变换 必定 是 非 线性 的 。 因 此 ,这 种 方 
法 只 能 用 于 相应 的 频率 轴 的 非 线性 畸变 在 允许 范围 之 内 的 情况 。 

He H.(s) 表 示 连 续 时间 系 统 函 数 ,H(z) 表示 离散 时 间 系 统 函数 , 则 双 线性 变换 法 相当 于 用 如 下 


2 f1—<"! 
ere ee (7. 18) 


2 fi=2z7! 
H(z) = He T; Iari (7.19) 


如 同 脉冲 响应 不 变法 一 样 , “采样 "参数 7, 也 包括 在 双 线 性 变换 法 的 定义 中 。 从 历史 过 程 看 ,该 方 
法 也 包括 了 这 一 参数 ,因为 可 以 将 梯形 积分 法 则 用 于 对 应 于 及.(;) 的 微分 方程 ,并 用 7, 代表 数值 积 
分 的 步 长 ,从 而 得 到 对 应 于 H(z) 的 差分 方程 ( 见 Kaiser,1996 和 习题 7. 49 ) 。 但 是 在 滤波 器 设计 
中 ,使 用 双 线 性 变换 法 是 以 式 (7. 18 ) 代数 变换 的 特性 为 基础 的 。 与 使 用 脉冲 响应 不 变法 一 样 , 在 
设计 方法 中 参数 7, 并 不 重要 ,因为 假设 设计 问题 总 是 首先 从 离散 时 间 滤 波 器 H(e”) 的 技术 指标 开 
台 。 在 这 些 技术 指标 首先 映射 成 连续 时 间 滤 波 器 的 技术 指标 ,然后 又 将 连续 时 间 滤 波 器 反 过 来 映 
射 成 离散 时 间 滤 波 器 的 过 程 中 ,7, 的 作用 将 被 抵消 掉 。 基 于 过 去 的 惯例 ,在 讨论 中 仍然 维持 7, 的 

参数 ,但 是 在 具体 问题 和 举例 中 可 选取 任何 方便 的 7, 值 。 
为 了 推导 式 (7. 18) 代 数 变换 的 性 质 , 对 z 求 解 该 方程 ,得 到 

1+ (Ta4/2)s 

~ T= (7/2)s 





因此 ， 


(7.20) 


N 


es =o +jQ {RAZK(7. 20) ,得 

Ll+oTy/2+ jQTy/2 

一 jata ee 
4 o <0, 则 由 式 (7.21) 可 得 ,对 于 任意 Q 值 , |z | <1. RL, Ao >0, 则 对 所 有 @ 值 , | z| > 1. 
也 就 是 说 ,如 果 及 .(s) 的 极点 在 s 平 面 的 左 半 部 分 , 则 它 在 z 平 面 的 映像 将 在 单位 圆 内 。 所 以 因果 
稳定 的 连续 时 间 滤 波 器 将 映射 成 因果 稳定 的 离散 时 间 滤 波 器 。 
其 次 ,为 了 证 明 * PHH jO 轴 会 映射 成 单位 圆 ,将 *=jgQ 代 人 式 (7.20) ,得 
1+ jQTa/2 

t= 7 _ jan 2 (7. 22) 
由 式 (7.22) 可 以 清楚 地 看 出 ,对 于 jQ 轴 上 的 所 有 ; 值 , |z| =1。 也 就 是 说 ,jQ 轴 映 射 成 单位 圆 ， 
所 以 式 (7. 22 ) 成 为 





_ 1+ jQT4/2 
~ 1 = jQTy/2 
为 了 推导 出 变量 o 和 0 之 间 的 关系 式 ,返回 到 式 (7.18) 并 将 z=e* 代 入 , 则 


2/t=c" 


jo 


(7. 23) 
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或 等 效 地 有 





2 | 2e-i%/2(jsin w/2) 2j 
s =0 + j2 = AE G ay = i 


- t 2 23 
2e—J+/2(cos w/2) T mera Lea 


d 
令 式 (7. 25) 等 号 两 边 的 实 部 和 虚 部 分 别 相等 ,得 出 关系 式 o =0 和 
Q= 二 tan(w/2) (7. 26) 
Ta 


或 
w = 2arctan(Q7y/2) (727) 
双 线 性 变换 法 从 * 平面 映射 到 > 平面 的 这 些 性 质 汇 总 在 图 7.6 和 图 7.7 中 。 从 式 (7.27) 和 
图 7.7 中 可 以 看 出 ,0 和 0 < oo 的 频率 范围 映射 成 0<w<"7, 而 -% Qs0 的 频率 范围 映射 成 - 开 
夺 w 夺 0。 双 线性 变换 法 避免 了 使 用 脉冲 响应 不 变法 所 直到 的 混 闪 问题 ,因为 它 将 ;平面 的 整个 虚 
轴 映 射 成 z 平 面 的 单位 圆周 。 但 是 ,为 此 所 付出 的 代价 是 ,引入 了 图 7.7 所 示 的 频率 轴 非 线性 压 
缩 。 所 以 ,只 有 当 这 种 压缩 在 允许 范围 之 内 能 加 以 补偿 时 ,如 在 滤波 器 有 具有 近似 理想 的 分 段 恒 定 幅 
度 响 应 特性 的 情况 下 ,使 用 双 线 性 变换 法 设计 离散 时 间 滤 波 器 才 是 有 效 的 。 图 7.8 绘 出 了 通过 
式 (7.26) 和 式 (7. 27) 的 频率 畸变 将 连续 时 间 频 率 响应 和 它 的 容 限 图 映射 成 相应 的 离散 时 间 频 率 
响应 及 其 容 限 图 的 过 程 。 如 果 根 据 式 (7. 26) 对 连续 时 间 滤 波 器 的 临界 频率 ( 如 通 带 和 阻 带 的 边缘 
频率 ) 进 行 预 畸变 , 则 用 式 (7. 19) 把 连续 时 间 滤 波 器 变换 成 离散 时 间 滤 波 咒 时 ,该 离散 时 间 滤 波 器 
将 会 满足 所 给 定 的 技术 指标 。 









o 平面 Im 《平面 
图 像 w 
s=jQ (单位 圆 ) w= 2 arctan (2%) 











左 半 平面 图 像 











到 7.6 用 双 线 性 变换 法 由 * 平面 到 = 平面 的 映射 图 7.7 用 双 线 性 变换 法 由 连续 时 间 
频率 轴 到 单位 圆 上 的 上 映射 

虽然 双 线 性 变换 有 效 地 用 于 将 分 段 恒 定 的 幅度 响应 特性 从 s 平面 映射 到 z 平 面 ,但 是 频率 轴 
的 失真 表现 为 滤波 器 相位 响应 的 畸变 。 例 如 ,图 7.9 表示 将 双 线 性 变换 法 用 于 一 个 理想 线性 相位 
因子 e “的 结果 。 如 果 用 式 (7.18) 代 替 s 并 且 计 算 在 单位 贺 上 的 结果 , 则 可 以 得 出 相位 角 为 
- (2a/T,)tan(@/2). B7. 9 中 , 实 线 表示 函数 - (2a/T,) tan(w/2) ,虚线 表示 周期 线性 相位 函数 
- (wo/T,) , 它 是 利用 小 角度 逼近 w/2 tan(w/2) 得 到 的 。 由 此 显然 可 见 , 如 果 希 望 得 到 有 具有 线性 
相位 特性 的 离散 时 间 低 通 滤波 器 ,那么 车 将 双 线 性 变换 法 用 于 具有 线性 相位 特性 的 连续 时 间 低 通 
滤波 器 ,就 不 会 得 到 这 种 特性 的 滤波 器 。 

正如 前 面 所 提 到 的 ,由 于 频率 畸变 , 双 线 性 变换 的 应 用 限于 设计 具有 分 段 恒定 幅 频 特 性 ,如 高 
通 、 低 通 和 带 通 滤波 器 通 近 。 如 例 7. 2 所 示 , 脉 冲 响应 不 变法 也 可 用 于 设计 低 通 滤波 器 。 然 而 ,由 
于 高 通 连续 时 间 滤 波 器 不 是 带 限 的 ,所 以 脉冲 响应 不 变法 不 能 将 高 通 连续 时 间 滤 波 器 的 设计 映射 
为 高 通 离散 时 间 滤 波 器 的 设计 。 

例 4.4 曾 讨论 了 对 一 类 通常 被 称 为 离散 时 间 微 分 器 的 滤波 器 。 这 类 滤波 器 的 频率 响应 有 一 
重要 的 特性 ,就 是 它 与 频率 呈 线 性 的 关系 。 可 是 , 双 线 性 变换 法 所 引入 的 频率 轴 的 非 线性 畸变 则 不 
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会 保留 这 一 特性 。 因 此 , 双 线 性 变换 法 用 于 连续 时 间 微 分 器 时 ,并 不 能 产生 离散 时 间 微 分 器 。 然 
而 , 若 将 脉冲 响应 不 变法 用 于 合适 的 带 限 连续 时 间 微 分 器 则 可 得 到 离散 时 间 微 分 器 。 


n 


= mn mm 
= 
[e] 























E 
E 
Ji 
ad 
4 H 
0, = 2 tan (2) |i 
- 2 tan(%) | 
Q, = 元 tan (2) A 
小 
kK 
| 
Ca 
se 9s 
IHLOW 一 一 ----|9 
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图 7.8 连续 时 间 低 通 滤波 器 经 双 线 性 变换 成 离散 时 间 低 通 滤波 器 时 固有 的 频率 畸变 。 为 了 
得 到 要 求 的 离散 时 间 截 止 频率 ,连续 时 间 截 止 频率 必须 做 如 图 所 示 的 预 畸 变 





H(e!) 











图 7.9 双 线 性 变换 对 线性 相位 特性 的 影响 ( 虚线 表示 线 
性 相位 , 实 线 表示 由 双 线 性 变换 得 到 的 相位 ) 
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7.3 离散 时 间 巴 特 沃 思 、 切 比 雪夫 和 椭圆 滤波 器 


历史 上 ,使 用 最 广泛 的 连续 时 间 选 频 滤波 器 为 巴特 沃 思 . 切 比 雪夫 和 椭圆 滤波 器 。 附 录 B 中 
简要 归纳 了 这 3 种 连续 时 间 滤 波 器 的 特性 。 基 于 闭 式 的 设计 公式 使 得 设计 方法 相对 简单 。 正 如 附 
录 B 中 所 讨论 的 ,巴特 沃 思 连 续 时 间 滤 波 器 的 频率 响应 幅度 在 通 带 和 阻 带 内 是 单调 的 。I 型 切 比 
雪夫 滤波 器 的 频率 响应 在 通 带 内 具有 等 波纹 性 ,而 在 阻 带 内 单调 变化 。II 型 切 比 雪夫 滤波 器 的 频 
率 响应 在 阻 带 内 单调 变化 ,而 在 通 带 内 具有 等 波纹 性 。 椭 圆 滤波 器 的 频率 响应 在 通 带 和 阻 带 内 都 
具有 等 波纹 性 。 显 然 , 当 模 拟 滤 波 器 通过 双 线 性 变换 映射 为 数字 滤波 器 时 ,这 些 特性 将 被 保留 。 
图 7.8 中 虚线 表示 的 逼近 说 明了 这 些 特 性 。 将 双 线 性 变换 法 用 于 连续 时 间 滤 波 器 而 得 到 的 离散 时 
HERRE . 切 比 雪夫 和 椭圆 滤波 器 被 广泛 用 作 离 散 时 间 选 频 滤 波 器 。 

设计 这 类 滤波 器 的 第 一 步 ,必须 根据 式 (7. 26) 对 离散 时 间 滤 波 器 的 临界 频率 即 频 带 边界 频率 
进行 预 畸变 处 理 ,使 其 对 应 于 连续 时 间 滤 波 器 的 临界 频率 ,这样 双 线 性 变换 中 加 有 的 频率 失真 就 可 
将 预 畸 变 后 的 连续 时 间 频 率 映 射 回 到 正确 的 离散 时 间 频 率 位 置 上 。 这 种 预 畸 变 方法 将 在 例 7.3 中 
详细 介绍 。 离 散 时 间 和 连续 时 间 滤 波 器 在 通 带 和 阻 带 内 所 人 允许 的 容 限 是 一 样 的 ,因为 双 线 性 映射 
仅 产 生 频 率 轴 失 真 ,而 不 是 幅度 比例 失真 。 当 使 用 MATLAB 和 LabVIEW 中 的 离散 时 间 滤 波 器 设 
计 程 序 包 时 ,通常 的 输入 应 为 理想 的 容 限 和 离散 时 间 临 界 频率 。 设 计 程 序 都 清楚 地 或 隐 含 地 做 了 
必要 的 频率 预 畸变 处 理 。 

在 举例 说 明 这 些 滤波 器 之 前 ,对 所 关心 的 一 般 特 性 进行 讨论 是 很 有 意义 的 。 根 据 以 上 内 容 可 
注意 到 ,人 们 和 希望 离散 时 间 巴 特 沃 思 、 切 比 雪 夫 和 椭圆 滤波 器 的 频率 响应 保持 对 应 的 连续 时 间 滤 波 
器 的 单调 性 和 波纹 特性 。N 阶 连续 时 间 低 通 巴 特 沃 思 滤 波 器 在 Q = o 时 有 个 零点 。 因 为 双 线 性 
变换 将 ;= 00 映射 为 z= -1 ,所 以 希望 任何 采用 双 线 性 变换 设计 的 巴特 沃 思 滤波 器 在 z= -1 时 有 
NN 个 零点 。 这 对 I 型 切 比 雪夫 低 通 滤波 器 也 是 一 样 的 。 


7.3.1 IR 滤波 器 设计 举例 


以 下 的 讨论 给 出 了 IIR 滤波 器 设计 的 例子 。 例 7.3 的 目的 是 为 了 说 明 用 双 线 性 变换 法 设计 巴 
特 沃 思 滤 波 器 的 步骤 ,并 与 使 用 脉冲 响应 不 变法 进行 对 比 。 例 7.4 给 出 了 多 个 示例 比较 巴特 沃 思 
滤波 带 、I 型 切 比 雪夫 滤波 器 II 型 切 比 雪夫 滤波 融和 椭圆 滤波 器 的 设计 。 例 7.5 给 出 了 在 不 同 技 
术 指 标 要 求 下 巴特 沃 思 滤 波 器 I 型 切 比 雪夫 滤波 器 II 型 切 比 雪夫 滤波 器 和 椭圆 滤波 器 的 设计 。 
7. 8. 1 节 将 这 些 设计 与 FIR 滤波 器 设计 进行 了 比较 。 例 7.4 和 例 7.5 都 用 到 了 MATLAB 信和 号 处 理 
工具 箱 中 的 滤波 器 设计 程序 包 。 

例 7.3 用 双 线 性 变换 法 设计 巴特 沃 思 滤 波 器 
例 7.2 说 明了 设计 离散 时 间 滤 波 器 所 用 的 脉冲 响应 不 变法 ,现在 继续 采用 例 7.2 中 离散 

时 间 滤 波 器 的 技术 指标 。 该 技术 指标 是 
0.891 25 < |H (e®)| < 1, 0<w<0.2n (7. 28a) 








|H(e}”)| < 0.177 83. 0.3n<w0<n (7. 28b) 
为 了 使 用 已 用 于 连续 时 间 滤 波 器 设计 的 双 线 性 变换 法 进行 设计 ,必须 根据 式 (7.26) 对 离散 时 
间 滤 波 器 的 临界 频率 做 预 畸 变 处 理 , 使 其 对 应 于 连续 时 间 滤 波 器 的 临界 频率 ,这样 双 线性 变换 
中 国有 的 频率 失真 就 可 将 预 畸 变 后 的 连续 时 间 临 界 频率 映射 回 到 正确 的 离散 时 间 临 界 频率 位 
置 上 。 对 于 本 例 中 的 滤波 器 ,用 |H,(jQ) | 表示 连续 时 间 滤 波 器 的 幅度 响应 函数 , 则 要 求 
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2 0.27 
0.89125 < |H jI S1. O<Q< = tan (255) (7.29a) 
d 
2 0.37 
IH] < 0.177 83. = tan (25 ) <Q <æ (7. 29b) 
d 一 


为 了 方便 起 见 ART, =1, 与 例 7.2 一 样 ,因为 连续 时 间 巴 特 沃 思 滤波 器 具有 单调 的 幅度 响 
应 ,可 同样 地 要 求 


|H,.(j2 tan(0.12))| > 0.891 25 (7. 30a) 
fo 
|H,(j2 tan(0.152))| < 0.177 83 (7. 30b) 
巴特 沃 思 滤波 器 的 幅度 平方 函数 为 
IHD? = ae! (7.31) 


~ THQ) 
JE K(7. 30a) Fo X,(7. 30b) 中 取 等 号 解 出 N Fo @, ,得 





2tan(0.1r)N2N 1 \2 
ee Paes 7. 32% 
+( Q ) (sas) (7-32a) 
和 
2 tan(0.157) 2N 1 2 
一 一 一 一 ———— 7A l 
+( Q. ) (are) (432b) 


利用 式 (7.32a) 和 式 (7.32b) 解 出 N 为 








2 T 
e f( (ar) -1)/ (abs) -| ay TR 
N = —~"Ftogitan(0.15m)/tan@.1n)] (7:39) edo 
= 5.305 x NOX 
因为 NN 必须 是 整数 ,所 以 选取 N=6. 将 N=6 代 x \ si" 
入 式 (7.32b) ,得 Q, = 0.766, BA Q, 的 这 个 值 , 则 可 Se 
超过 通 带 指标 并 完全 满足 阻 带 指标 ， 对 于 双 线 性 变换 ha | r: 
HARAR, AARCPORSMM, AH, Bitié ee 
当 的 预 时 变 处 理 后 可 以 肯定 ,所 得 出 的 离散 时 间 滤 波 
器 在 要 求 的 阻 带 边缘 处 将 完全 满足 技术 指标 图 7.10 ”对 于 例 7.3 中 的 6 阶 巴 特 沃 思 
在 平面 中 ,幅度 平方 函数 的 12 个 极点 ,均匀 分 We DEBE H, (s) H.C -s) É 
布 在 半径 为 0.766 的 一 个 圆周 上 ,如 图 7.10 所 示 。 先 极点 在 * 平 面 上 的 位 置 
取 左 半 平 面 的 极点 得 到 的 连续 时 间 滤 波 器 的 系统 函 
数 为 


0.202 38 








(s2 + 0.3996s + 0.5871) (s2 + 1.0836y + 0.5871) (s2 + 1.4802s + 0.5871) (1.34) 
BREER AA nAaR RMA T H, s), FRT, =1 所 得 到 的 
üne 0.000 737 811 + z7 1)° 
(1 = 1.268627! + 0.7051z72)(1 — 1.010677! + 0.358327?) (7.35) 


1 
”( 二 0.9044z-T 二 02155z 一 2 

离散 时 间 频 率 响 应 的 幅度 、 对 数 幅度 和 和 群 延 迟 示 于 图 7.11 中 ,在 w=0.27 处 的 对 数 幅 度 为 

-0. 56 dB, Æ w =0. 3m 处 的 对 数 幅度 恰好 为 -15 dB 
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图 7.11 用 双 线 性 变换 法 得 出 的 6 阶 巴特 沃 思 滤 波 器 的 频率 
响应 ,(a) 对 数 幅度 (dB) ;(b) 幅 度 (dB);(e) 和 群 延迟 


因为 双 线 性 变换 将 平面 的 整个 O 轴 上 映射 成 z 平 面 的 单位 圆 ,所 以 离散 时 间 滤 波 器 的 幅 
度 响应 要 比 原始 连续 时 间 滤 波 器 的 幅度 响应 下 降 快 得 多 。 特 别 是 Ae) Bw = 处 的 特性 对 
应 于 HH.(jQ2) 在 人 =%w 处 的 特性 。 因 此 ,由 于 连续 时 间 巴 特 沃 思 滤 波 器 在 s=% 处 有 一 个 6 阶 
零点 ,所 以 得 出 的 离散 时 间 滤 波 器 在 z= -1 处 也 有 一 个 6 阶 零 点 。 


由 于 N 阶 巴 特 沃 思 连 续 时 间 滤 波 器 幅度 平方 的 一 般 形 式 由 式 (7.31) 给 出 ,并 且 因 为 w 5 Q 
由 式 (7.26) 联 系 在 一 起 ,所 以 可 以 得 出 一 般 的 N 阶 巴 特 沃 思 离 散 时 间 滤 波 器 有 如 下 形式 的 幅度 平 
Ti PRR: 
1 


= (7. 36) 
tan(w,/2) 


|H(ei”)|* = 
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式 中 tan(@,/2) =Q, T,/2; 式 (7.36) 给 出 的 频率 响应 函数 具有 与 巴特 沃 思 连续 时 间 滤 波 器 的 频率 
响应 相同 的 特性 ' , 即 具有 最 平 特性 且 | H(e*) 上 1 =0.5. 但 是 , 式 (7.36) 的 函数 是 周期 为 2r 的 周 
期 也 数 ,并 且 它 要 比 巴 特 沃 思 和 连续 时 间 滤 波 融 的 频率 响应 下 降 快 得 多 

不 要 先 用 式 (7. 38) 直接 设计 离散 时 间 巴 特 沃 思 滤 波 器 ,因为 它 并 不 能 直接 确定 式 (7.36 ) 的 幅 
度 平 方 函 数 的 极点 在 z 平 面 的 位 置 (所 有 的 零点 均 在 z= -1 处 ), 为 了 求 出 极点 ,有 必要 将 幅度 平 
Ti PRR Sh oy H) (27!) ,从 而 求 出 有 H(z) 比较 容易 的 做 法 是 , 先 求 出 :平面 中 的 极点 位 置 
(所 有 零点 均 在 无 限 大 处 ) ,并 对 连续 时 间 系 统 函 数 进行 因 式 分 解 , 然 后 用 双 线 性 变换 法 对 ; 左 半 平 
面 上 的 极点 进行 变换 ,正如 例 7.3 中 所 做 的 一 样 - 

对 离散 时 间 切 比 雪 夫 滤 波 器 和 椭圆 滤波 器 也 可 以 得 到 类 似 于 式 (7. 36) 的 方程 ,但 是 对 于 这 些 
广泛 使 用 的 滤波 咒 , 最 好 根据 所 得 到 的 恰当 闭 式 设计 方程 .利用 计算 机 编程 来 进行 详细 的 设计 
计算 

下 面 的 例子 将 基于 巴特 沃 思 .[ 型 切 比 雪夫 .I 型 切 比 省 夫 和 椭 同 滤波 器 的 低 通 滤波 器 的 设计 
进行 了 比较 。 这 4 种 离散 时 间 低 通 滤波 器 的 频率 响应 幅度 和 零 - 极 点 图 都 有 某 些 特性 ,这些 特 性 在 
例 7.4 和 例 7.5 的 设计 过 程 中 可 明显 看 到 

对 于 巴特 沃 思 低 通 滤 波 融 ,频率 响应 幅度 在 通 带 和 阻 带 中 部 单调 下 降 , 并 且 所 有 传递 函数 的 零 
点 都 在 z= -1 4b. 工 型 切 比 雪夫 低 通 滤波 器 , 通 带 内 的 频率 响应 幅度 总 是 等 波纹 的 , 即 在 所 要 求 的 
增益 两 边 以 相等 的 最 大 误差 振 涉 ,而 在 阻 带 内 是 单调 的 ， 所 对 应 的 传递 中 数 的 所 有 零点 都 在 
z= 一 1 人 处 ,了 [型 切 比 雪夫 低 通 滤波 器 的 频率 响应 幅度 在 通 带 内 是 单调 的 ,在 阻 带 内 是 等 波纹 的 . 即 
在 要 求 的 增益 两 边 以 相等 的 最 大 误差 振荡 。 由 于 这 一 阻 带 内 的 等 波纹 特性 ,传递 号 数 的 零点 都 相 
应 地 分 布 在 单位 加 上 

在 切 比 雪夫 逼近 的 两 种 情况 下 , 阻 带 或 通 带 的 单调 性 表明 ,如果 在 通 带 和 阻 带 内 都 使 用 等 波纹 
通 近 , 则 有 可 能 得 到 较 低 阶 的 系统 。 的 确 可 以 证 明 ( 见 Papoulis,1957) ,对 于 图 7.1 给 出 的 容 限 图 中 
Ôn 020. 和 .的 固定 值 ,存盘 近 误差 分 别 在 两 个 台 近 频带 中 的 极限 值 之 间 呈 等 波纹 变化 . 则 可 
以 得 到 最 低 阶 的 滤波 器 ， 这 种 等 波纹 性 可 以 通过 一 类 称 为 椭圆 滤波 器 的 滤波 器 来 得 到 ， 椭圆 滤 波 
融 类 似 于 芽 型 切 比 雪夫 滤波 器 ,零点 排列 在 单位 圆 的 阻 带 区 域 上 巴特 沃 思 . 切 比 雪 夫 和 椭圆 滤 
波 融 的 这 些 特性 将 在 下 面 的 例子 中 进行 说 明 
, 例 7.4 设计 对 比 

下 列 4 种 滤波 器 的 设计 中 采用 了 MATLAB 中 的 信号 处 理工 具 箱 ”设计 IIR 低 通 滤波 器 的 
此 种 和 其 他 种 类 的 设计 程序 ,假设 容 限 技术 指标 如 图 7.1 所 给 出 的 6 =0 虽然 所 得 到 的 设 
计 与 将 双 线 性 变换 法 用 于 适当 的 连续 时 间 滤 波 器 而 得 到 的 滤波 器 设计 相对 应 ,但 是 对 任何 要 
求 的 频率 做 预 畸变 处 理 以 及 与 双 线 性 变换 法 相 结 合 的 步骤 ,都 包含 在 设计 程序 中 ,并 且 对 用 户 
是 透明 的 ”因此 设计 程序 的 技术 指标 直接 用 离散 时 间 参 数 给 出 ”本 例 中 ,滤波 器 设计 将 满足 
或 超过 以 下 指标 : 

通 带 边沿 频率 w, =0. Sor 

阻 带 边沿 频率 w, =0. OT 

最 大 通 带 增益 =0 dB 
最 小 通 带 增益 = - 0.3dB 
最 大 阻 带 增益 = - 30dB 





D |H) | 在 w=0 处 的 前 (2N -1) 次 导数 均 为 零 
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根据 图 7.1, 相 应 的 通 带 和 阻 带 容 限 为 

20log,)(1+6,,) =0 RF AA ôn =0 

20logy (1 -6,.) = -0.3 或 等 效 为 8。=0. 0339 

20log,,(5,) = -30 RFRA 6, =0. 0316 

请 注意 ,技术 指标 仅仅 涉及 频率 响应 的 幅度 。 相 位 隐 含 地 由 通 近 函数 的 特性 决定 。 

采用 滤波 器 设计 程序 时 ,对 于 巴特 沃 思 滤 波 器 满足 或 超过 给 定 技术 指标 的 最 小 (整数 ) 滤 
波 器 阶 数 为 15 阶 。 所 得 到 的 频率 响应 幅度 , 群 延迟 和 零 - 极 点 图 如 图 7.12 所 示 。 正 如 所 期 望 
的 ,巴特 沃 思 滤 波 器 的 所 有 零点 均 位 于 z= -1 处 。 




















0 m4 ni2 3n/4 n 
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图 7.12 15 阶 巴特 沃 思 滤波 器 
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对 于 工 型 切 比 雪夫 滤波 器 ,最 小 阶 数 为 7。 所 得 到 的 频率 响应 幅度 , 群 延迟 和 零 - 极 点 图 如 
图 7. 13 所 示 。 正 如 所 期 望 的 ,传递 函数 的 所 有 零点 都 位 于 z= -1 处 , 且 频 率 响 应 幅度 在 通 带 
内 是 等 波纹 的 ,在 阻 带 内 是 单调 的 。 
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7 阶 零 点 











(d) 
图 7.13 7 阶 I 型 切 比 雪夫 滤波 器 . 
开 型 切 引 雪夫 滤波 器 ,最 小 阶 数 也 为 7， 所 得 到 的 频率 响应 幅度 , 群 延 迟 和 零 - 极 点 图 如 图 


7.14 所 示 。 与 期 望 的 一 样 , 频 率 响应 幅度 在 通 带 内 是 单调 的 ,在 阻 带 内 是 等 波纹 的 .传递 函 
数 的 零点 排列 在 阻 带 的 单位 贺 上 . 
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比较 1 型 切 比 雪夫 和 [型 切 比 雪夫 滤波 器 的 设计 ,值得 注意 的 是 ,分 母 多 项 式 的 阶 数 即 相 
应 传递 函数 的 极点 数 为 7, 分 子 多 项 式 的 阶 数 同样 是 7 在 实现 1 型 切 比 雪夫 和 巴特 沃 思 滤 波 
器 的 差分 方程 时 ,突出 的 优点 是 所 有 的 零点 都 位 于 z= -| 处 而 Il 型 切 比 雪 夫 滤 波 器 则 不 
同 ， 因 此 ,在 滤波 器 实现 时 ,II 型 切 比 雪夫 滤波 器 要 比 工 型 切 比 雪夫 滤波 器 用 到 更 多 的 乘法 运 
算 ， 对 于 巴特 沃 思 滤波 器 ,尽管 具有 所 有 零点 均 位 于 z = -1 处 的 优点 ,但 是 滤波 器 的 阶 数 却 
是 切 比 雪夫 滤波 器 的 两 倍 , 因 此 需要 更 多 的 乘法 运算 
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图 7.14 7 阶 本 型 切 比 雪夫 滤波 器 
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设计 满足 上 述 给 定 技术 指标 的 椭圆 滤波 器 至 多 只 需 5 阶 。 图 7.15 给 出 了 设计 结果 。 正 
如 先前 的 例子 ,在 设计 一 个 给 定 技术 指标 的 滤波 器 时 很 有 可 能 会 超出 最 低 指标 ,因为 滤波 器 阶 
数 必须 是 整数 。 根 据 实际 应 用 ,设计 者 可 以 选择 刚好 满足 或 者 超出 给 定 的 技术 指标 。 例 如 ,在 
设计 椭圆 滤波 器 时 ,选择 刚好 满足 通 带 和 阻 带 边沿 频率 及 通 带 变化 范围 ,并 且 使 阻 带 增益 最 
小 。 得 出 的 滤波 器 如 图 7.16 所 示 , 其 阻 带 衰减 达到 43dB。 或 者 更 加 灵活 地 ,可 以 使 过 渡 带 变 
得 更 窜 或 减少 通 带 中 0dB 增益 的 偏离 值 。 这 正 是 所 期 望 的 ,椭圆 滤波 器 在 通 带 和 阻 带 内 的 频 
率 响应 都 是 等 波纹 的 。 
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图 7.15 超过 设计 技术 指标 的 5 阶 椭圆 滤波 器 
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图 7.16 通 带 波纹 最 小 的 SBT AE IBA UE DE A 


例 7.5 与 FIR 滤波 器 对 比 的 设计 实例 , 

本 例 采 用 例 7.1 中 的 技术 指标 ,说 明 巴 特 沃 思 、[ 型 切 比 雪夫 II 型 切 比 雪夫 和 椭圆 滤波 器 技术 
指标 的 实现 过 程 ， 设 计 仍 采用 MATLAB 信号 处 理工 具 箱 中 的 滤波 器 设计 程序 .7.8.1 节 将 对 相同 
技术 指标 的 IIR Fo FIR 滤波 器 的 设计 进行 对 比 。FIR 滤波 器 典型 的 设计 程序 要 求 图 7.1 中 的 通 带 容 
限 满足 6 =6,, ,而 对 于 IIR 滤波 器 则 通常 假设 6 =0。 因 此 为 了 对 比 OR 和 FIR 滤波 器 的 设计 , 需 
要 对 通 带 和 阻 带 的 一 些 技术 指标 进行 再 归 一 化 ( 参 习 见 题 7.3) ,正如 例 7.5 中 所 要 做 的 

本 例 中 用 到 的 低 通 离散 时 间 滤 波 器 的 技术 指标 为 

0.99 < |H(e!”)| < 1.01. low| < 0.410 (7. 37a) 
和 
jH(e!”)) <0.001, 0.6r <|w|<x (7. 37b) 

根据 图 7.1 所 示 的 容 限 图 ,6,, =6,, =0.01,6, =0. 001 ,w, =0. 4r 和 w,=0.6m。 可 通过 改变 这 
些 技术 指标 的 比例 因子 使 得 5, =0, 即 可 对 滤波 器 的 技术 指标 乘 以 1/(1+6 ) ,从 而 得 到 5 = 
0,8, =0. 0198 ,5. =0. 000 99 。 

首先 针对 这 些 技术 指标 采用 滤波 器 设计 程序 设计 滤波 器 ,然后 用 1.01 的 比例 因子 对 技术 
指标 重新 定 标 , 以 满足 式 (7.37a) 和 式 (7.37b) 的 技术 指标 要 求 ,再 用 滤波 器 设计 程序 进行 滤 
波 器 设计 ， l 

对 于 本 例 中 的 技术 指标 ,巴特 沃 思 通 近 法 要 求 一 个 14 阶 系统 。 离 散 时 间 滤 波 器 的 频率 响 
应 如 图 7.17 所 示 , 该 滤波 器 是 由 合适 的 预 畸 变 巴 特 沃 思 滤 波 器 经 双 线 性 变换 后 得 到 的 。 
图 7.17(a) 表 示 对 数 幅度 (dB) ,图 7.17(b) 表 示 | H(e”) | 只 在 通 带 内 的 幅度 ,图 7.17(c) 表 
示 滤 波 器 的 群 延迟 。 从 这 些 图 中 可 以 看 出 ,正如 所 预期 的 ,巴特 沃 思 滤 波 器 的 频率 响应 随 频 率 
单调 减 小 ,而 滤波 器 的 增益 在 w=0.77 以 上 则 非常 小 ， 
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(dB);(b) 通 带 内 幅度 的 详 图 ;(c) 群 延迟 ;(d) 零 -极点 图 


对 于 给 定 的 一 组 技术 指标 , 工 型 切 比 雪夫 和 开 型 切 比 雪夫 滤波 器 采用 的 阶 次 相同 。 对 于 
技术 指标 , 切 比 雪夫 通 近 要 求 8 阶 ,而 不 像 巴 特 沃 思 逼近 那样 要 求 14 阶 。 图 7.18 表示 当 满 足 
式 (7.37a) 和 式 (7.37b) 的 技术 指标 要 求 时 , 工 型 切 比 雪夫 通 近 的 对 数 幅 度 , 通 带 幅 度 和 和 群 延 
迟 。 请 注意 , 通 带 中 的 频率 响应 在 要 求 的 单位 增益 两 边 以 相等 的 最 大 误差 振荡 ， 

图 7. 19 给 出 了 开 型 切 比 雪夫 逼近 的 频率 响应 函数 。 在 这 种 情况 下 , 阻 带 内 呈现 等 波 
纹 逼 近 特 性 。 切 比 雪夫 滤波 器 的 零 - 极 点 图 示 于 图 7.20 中 。 应 注意 , [型 切 比 雪夫 滤波 器 
与 巴特 沃 思 滤波 器 相似 ,全 部 8 个 零点 均 在 z= -1 处 。 另 外 , 开 型 切 比 雪夫 滤波 器 的 零点 
排列 在 单位 圆 上 。 这 些 零点 的 位 置 由 设计 方程 决定 ,以 便 得 出 阻 带 的 等 波纹 特性 。 
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图 7.18 例 7.5 中 8 阶 I 型 切 比 雪夫 滤波 器 的 频率 响应 。(a) 对 
数 幅度 (dB);(b) 通 带 内 幅度 的 详 图 ;(e) 群 延迟 


用 一 个 6 阶 椭圆 滤波 器 就 可 满足 式 (7.37a) 和 式 (7.37b) 给 出 的 技术 指标 。 这 是 可 满 
足 该 技术 指标 的 最 低 阶 次 有 理 函 数 逼 近 。 图 7.21 清楚 地 表示 出 在 两 个 逼近 频带 中 的 等 波 
纹 特 性 。 图 7. 22 表明 椭圆 滤波 器 与 开 型 切 比 雪夫 逼近 类 似 ,其 零点 排列 在 单位 圆 的 阻 带 
区 域内 。 
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19 例 7.5 中 8 阶 卫 型 切 比 雪夫 滤波 器 的 频率 响应 。(a) 对 
数 幅 度 ( dB);(b) 通 带 内 幅度 的 详 图 ;(c) 群 延迟 
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例 7.5 中 8 阶 切 比 雪夫 滤波 器 的 零 - 极 点 图 。(a) 工 型 ;(b) IA 
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图 7.21 例 7.5 中 6 阶 椭 圆 滤波 器 的 频率 响应 。(a) 对 数 图 7.22 例 7.5 中 6 阶 椭圆 
幅度 (dB);(b) 通 带 中 幅度 的 详 图 ;(c) 群 延迟 滤波 器 的 零 -极点 图 


7.4 (Kis IIR 滤波 器 的 频率 变换 
对 于 IIR 滤波 器 设计 的 讨论 和 举例 主 





要 集中 在 选 频 低 通 滤波 器 的 设计 上 。 其 他 À ea 
类 型 的 选 频 滤波 器 ,如 高 通 . 带 通 . 带 阻 多 AAA 
频带 滤波 器 也 是 同等 重要 的 。 与 低 通 滤波 PORR} 

4 类 似 , 其 他 种 类 的 滤波 器 的 特点 是 具有 i 
一 个 或 几 个 用 边沿 频率 规定 的 通 带 和 阻 n os ipii i 
带 ， 通 常理 想 的 滤波 器 增益 在 通 带 内 为 1， 图 7.23 多 频带 滤波 器 的 容 限 网 


在 阻 带 内 为 0, 但 是 低 通 滤波 器 设计 技术 指标 的 容 限 可 能 会 超出 通 带 和 阻 带 内 的 理想 增益 和 衰减 。 


具有 两 个 通 带 和 一 个 阻 带 的 多 频带 滤波 器 由 型 容 限 图 如 图 7. 23 所 示 。 
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许多 连续 时 间 选 频 滤 波 器 的 传统 设计 方法 是 ,首先 设计 一 个 频率 归 一 化 的 原型 低 通 滤波 需 , 然 后 
通过 代数 变换 从 原型 低 通 滤波 器 得 到 所 要 求 的 滤波 器 ( 见 Guillemin,1957 和 Daniels ,1974 ) 。 对 于 离 
散 时 间 选 频 滤波 器 ,可 首先 设计 一 个 所 需 类 型 的 连续 时 间 选 频 滤波 器 ,然后 将 其 变换 为 离散 时 间 滤 波 
器 。 可 以 通过 双 线 性 变换 法 来 实现 这 一 过 程 ,但 是 由 于 采样 导致 的 混 钱 ,显然 脉冲 响应 不 变法 不 能 将 
高 通 和 带 通 连续 时 间 滤 波 器 变换 为 相应 的 离散 时 间 滤 波 器 。 但 是 采用 双 线 性 变换 法 或 者 脉冲 响应 不 
变法 先 设计 一 个 离散 时 间 低 通 滤波 胡 , 人 然后 经 过 代数 变换 , 便 可 得 到 所 要 求 的 离散 时 间 选 频 滤波 器 。 

通过 采用 与 将 连续 时 间 系 统 函 数 变换 为 离散 时 间 系 统 函 数 的 双 线 性 变换 法 十 分 类 似 的 变换 方 
法 ,可 由 低 通 离散 时 间 滤 波 器 得 到 低 通 .高通 、 带 通 和 带 阻 类 型 的 选 频 滤 波 器 。 下 面 来 说 明 如 何 完 
成 这 一 过 程 。 假 设 给 定 的 低 通 滤波 器 的 系统 函数 为 Hi,(2Z) ,希望 变换 成 一 个 新 的 系统 范 数 H(z)， 
它 可 具有 低 通 ,高通 . 带 通 或 者 带 阻 特性 ,可 用 单位 圆 上 的 特性 来 描述 。 注意 , 复 变量 Z 与 原型 低 
通 滤 波 器 有 关 , 复 变量 z 与 变换 后 的 滤波 器 有 关 。 然 后 定义 一 个 从 Z 平面 到 = 平面 的 映射 ,表示 为 

z! = G(z-!) (7.38) 
使 得 
H(z) = Mip(Z)|7 16-1) (7.39) 


不 是 将 Z 的 函数 表示 成 z 的 函数 ,而 是 在 式 (7.38 ) 中 将 2 的 函数 表示 为 z 的 函数 。 这 样 ,根据 
式 (7.39) ,为 了 从 有 Hi,(z) 得 到 H(z) ,将 加 (2Z) 中 的 全 部 2 用 函数 C(z 一) 替换 。 这 是 一 种 十 分 方 
便 的 表示 ,因为 Hi,(2Z) 通 常 可 表示 为 2 的 有 理 函 数 。 

如 果 有 ,(Z) 是 一 个 因果 稳定 系统 的 有 理 系统 函数 ,自然 要 求 变换 后 的 系统 函数 7(z) 应 当 是 
z 的 有 理 函 数 , 并 且 系 统 也 是 因果 和 稳定 的 。 对 变换 Z = C(z-) 附 加 以 下 限制 : 

(1) G(z ) 必 须 是 z 的 有 理 函 数 。 

(2) Z 平面 的 单位 圆 内 必须 映射 到 = 平面 的 单位 圆 内 。 

(3) Z 平面 的 单位 圆 必须 映射 到 = 平面 的 单位 圆 上 。 





令 9 和 ww 分 别 为 Z 平面 和 := 平面 内 的 频率 变量 ( 角度 ) , 即 , 在 各 自 的 单位 圆 上 Z = ez e, 
其 次 ,为 了 满足 条 件 (3) ,它们 还 必须 满足 
gait IG(e~ J) ei ZG w) (7.40) 
因此 ， 
IG(e P) = 1 (7.41) 
所 以 频率 变量 之 间 的 关系 为 
-6b = LG(e~”) (7.42) 
Constantinides(1970 ) 证 明了 满足 以 上 人 laa C(z ”) 的 最 通用 的 形式 为 
"seeni =R 
(7.43) 


从 第 5 章 全 通 系统 的 讨论 中 可 以 清楚 地 看 出 , 式 (7. 43) 4h G( 27!) ASE (7. 41) ,并且 清楚 地 
RH, HAL |a| <1 时 式 (7.43) 将 = 平面 的 单位 圆 内 映射 到 = 平面 的 单位 圆 内 。 通 过 选择 合 
RAK) N 值 和 常数 ,可 以 得 到 许多 映射 。 最 简单 的 一 种 映射 是 将 一 个 低 通 滤波 器 变换 为 具有 不 同 
通 带 和 阻 带 边沿 频率 的 另 一 个 低 通 滤波 器 。 在 这 种 情况 下 ， 

z!—a 


一 1 
ee = 1 —az-! (7.44) 





如 果 将 Z=e* 和 z=e* 代 入 , 则 有 
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-jp e Je — gQ 
e — 1—ae-Je (7.45) 
由 此 可 得 





| (1 — oa?)sing | 
w = arctan 


2a + (1 + a2) cos 4 


NIA 


(7. 46) 
当 a 取 不 同 值 时 ,这 一 关系 绘 于 图 7.24 中 (除了 a =0 的 情况 , 相 
当 于 2Z =z  ) ,如 果 原 先 的 系统 具有 一 个 分 段 恒 定 的 低 通 频率 
响应 , 且 截 止 频 率 为 9,, 则 转换 后 的 系统 将 同样 具有 一 个 相似 的 ”。 














| 
pP T T 0 

低 通 响应 ,其 截止 频率 为 w, ,由 a 的 取 值 决定 。 2 
H 9, 和 ww, 解 出 a, 可 得 图 7.24” 低 通 到 低 通 的 变换 中 
sin[(9, — wp)/2] 频率 比例 尺 的 畏 变 





sin|(@, + @p)/2] (7.47) 
因此 ,利用 这 些 结果 可 以 从 一 个 已 有 的 截止 频率 为 9, 的 低 通 滤 波 器 Hi,(2Z) 得 到 一 个 截止 频率 为 w 
的 低 通 滤波 器 H(z) 。 采 用 式 (7.47) 可 以 从 下 式 中 求 出 a: 
H(z) = Hip(Z)|, b=(z-!—e)/(1—wz!) (7. 48) 
(习题 7.51 说 明 如 何 应 用 低 通 - 低 通 变换 来 得 出 一 个 可 变 截 止 频率 滤波 器 的 网 络 结构 ,该 截止 频率 
由 单个 参数 a 决定 。) 
由 低 通 滤波 器 到 高 通 、 带 通 \、 带 阻 滤波 器 的 变换 可 以 通过 类 似 的 方式 得 到 。 这 些 变换 汇总 于 
表 7.1 中 。 在 设计 公式 中 ,所 有 的 截止 频率 取 值 范围 均 假定 为 由 0 到 ~" 弧度, 下面 的 例子 说 明 这 
些 变 换 的 用 法 ， 
表 7.1 由 截止 频率 为 9, 的 低 通 数字 滤波 器 原型 到 高 通 、 带 通 、 带 阻 滤波 器 的 变换 
滤波 器 类 型 相关 的 设计 公式 


8 = 
sin( 一 一 一 上 
_\ 2 7/ 
sin( 25 *e) 

2 


w, = 所 要求 的 截止 频率 
cos( Wi = =e 
p 


0, -w 
cos ~ 
2 


w, = 所 要 求 的 截止 频率 


On + w, 
Cos ET 
2 
5 





低 通 滤波 器 及 = a= 


高 通 滤波 器 z= - ed 


a= 





_=2 cos( 
带 通 滤波 器 Z- wp -w 0 
k= al -各 5 th Jiao 2 


ai 所 要 求 的 下 限 截 止 频率 
wp 所 要 求 的 上 限 截 止 频 率 


oa 22221) 
z 7 : cos oe 
带 阻 滤波 器 GS ; 


k= tan( 22 tad | +) 
wp = 所 要 求 的 下 限 截止 频率 
wp = 所 要 求 的 上 限 截 止 频 率 


a= 
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例 7.6 低 通 滤波 器 到 高 通 滤波 器 的 变换 
考虑 一 个 1 型 切 比 雪夫 滤波 器 具有 系统 函数 
0.001 836(1 + 271 
Mp2) = 7 ssagz-! + 0.6493Z-2)(1 — 1.49962 | + 0.848222) (7.49) 
设计 一 个 4 阶 系统 满足 以 下 指标 : 
0.891 25 <|Hjp(e!”)| <1. O<# <0.2n (7. 50a) 
|Hip(e!”)| <0.177 83, 0.3n<4 <n (7. 50b) 


该 滤波 器 的 频率 响应 如 图 7.25 所 示 。 


20 

















EE 


fi 


























0 0.27 04n 0.67 0.87 T 
角 频 率 
(b) 
16 
12} 
4 
0 上 | 
0 0.2% 0.41 0.6% 0.87 x 
(c) 


图 7.25 4 阶 切 比 雪夫 低 通 滤波 器 的 频率 响应 。 
(a) 对 数 幅度 (dB) ;(b) 幅 度 ;(e) 和 群 延 迟 
将 这 个 滤波 器 变换 为 通 带 截止 频率 w, =0.6T 的 高 通 滤波 器 ,由 表 7.1 得 到 
cos [(0.27 + 0.67)/2] 
cos [(0.2% — 0.67)/2] 





—0.381 97 


(7.51) 
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因此 ,采用 表 7.1 中 给 出 的 低 通 - 高 通 变换 可 得 


A(z) = 所 (ZI . 
ad Ip! Z=! =—| (z !—0.381 97)/(1—0.381 97z L) 


0.024 261 — z~!)4 
~ (1 +1.0416z7! 十 0.4019z-2)(1 + 0.566127! + 0.765727?) 
此 系统 的 频率 响应 如 图 7.26 所 示 。 注 意 ,除了 频率 比例 尺 有 些 畸 变 外 ,如 果 将 低 通 频率 响应 
沿 频 率 平 移 ,显然 可 以 得 到 高 通 频 率 响 应 。 另 外 应 注意 , 低 通 滤波 器 在 Z= -1 处 的 第 四 阶 
零点 在 高 通 滤波 器 中 出 现在 z=1 处 。 这 个 例子 也 证 明了 这 类 频率 变换 保留 了 等 波纹 通 带 和 
阻 带 特性 。 还 应 注意 ,图 7.26(c) 中 的 群 延迟 不 是 图 7.25(c) 形 式 的 简单 伸缩 和 平移 。 这 是 
因为 相位 有 伸缩 和 平移 的 变化 ,使 得 高 通 滤波 器 相位 的 导数 较 小 。 


20 


(7.52) 
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图 7.26 通过 频率 变换 得 到 的 4 阶 切 比 雪夫 高 通 滤波 器 的 频率 
响应 。(a) 对 数 幅 度 (dB);(b) 幅 度 ;(c) 群 延迟 
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7.5 用 窗 函 数 法 设计 FIR 滤波 器 


正如 7.2 节 所 讨论 的 ,通常 设计 IR 滤波 器 采用 的 方法 都 是 由 连续 时 间 IIR 系统 到 离散 时 间 
IIR 系统 的 变换 演变 而 来 的 。 与 之 对 应 ,FIR 滤波 器 的 设计 方法 以 直接 逼近 所 需 离 散 时 间 系 统 的 频 
率 响 应 或 脉冲 响应 为 基础 

设计 FIR 滤波 器 最 简单 的 方法 称 为 窗 函 数 法 。 这 种 方法 一 般 均 由 一 个 理想 的 所 需 频率 响应 开 
台 , 该 频率 响应 可 表示 为 


CC 


Haley = halnle os 
2 (7.53) 
式 中 [nj] 是 对 应 的 脉冲 响应 序列 , 它 可 以 借助 Hu(e”) 表 示 为 


halin] = 之 L Hu(el®)el dw (7.54) 
由 于 在 两 个 频带 间 交 界 处 的 不 连续 性 ,所 以 许多 理想 化 的 系统 均 用 分 段 恒 定 或 分 段 光 滑 的 频 
率 啊 应 来 定义 。 因 此 这 种 系统 具有 非 因 果 和 无 限 长 的 脉冲 啊 应 。 得 到 通 近 这 种 系统 的 FIR 滤波 器 
的 最 直接 方法 是 截 短 该 理想 脉冲 响应 。 式 (7. 53 ) 可 以 看 成 周期 频率 响应 及 (e”) 的 傅 里 叶 级 数 表 
示 , 其 中 序列 [nj] 起 着 傅 里 叶 系 数 的 作用 。 因 此 ,用 截 短 理想 脉冲 响应 的 办 法 来 通 近 理想 滤波 器 
的 问题 等 同 于 侍 里 叶 级 数 的 收敛 问题 ,这 是 一 个 人 们 已 经 进行 了 大 量 研 究 的 课题 。 在 这 一 理论 中 ， 
一 个 非常 重要 的 概念 是 吉 布 斯 现象 , 曾 在 例 2. 18 中 讨论 过 。 从 下 面 的 讨论 中 将 会 看 到 ,FIR 滤波 
器 设计 中 的 这 种 非 一 致 收敛 现象 是 如 何 得 到 的 ， 
由 Ay Ln FEKRR FIR 滤波 絮 的 一 种 特别 简单 的 方法 是 截取 及 [nj], 即 定义 一 个 其 脉冲 响应 
hlinj] 为 如 下 形式 的 新 系统 了 : 
ii a 0<n<M Saks 
0, 其 他 
通过 ,可 以 把 [7z 表 示 为 所 需 脉 冲 响应 与 一 个 有 限 长 “ 窗 函 数 "w[z] 的 乘积 , 即 
| hin] = hylnlwlnl (7.56) 
式 中 由 于 采用 如 式 (7.55 ) KO f PEI JOT LA PA RRO EJE BA ， 
1. O<n<M 
TE 其 他 
由 调制 定理 或 加 窗 定 理 ( 见 2.9.7 节 ) 可 得 
Hel”) = 元 | Hale!) Wei?) da (7.58) 


因此 ,H(e*) 是 所 需 理 想 频 率 响应 与 窗 函 数 侍 里 叶 变 换 的 周期 卷 积 。 所 以 ,频率 响应 H e) 
将 是 所 需 频率 响应 H,(e*)“ 模 糊 了 ”的 形式 。 图 7.27(a) 绘 出 了 如 式 (7. 58) 所 要 求 的 典型 函数 
Hi(e") Wel"), 

如 果 对 全 部 的 n 有 wlnj = 工 即 完全 不 截断 ) , 则 WW(e”*) 是 周期 为 2 的 周期 脉冲 串 , 因 此 AH(e*) 
=H(e*)。 这 种 解释 表明 , 千 选 择 wln] 使 得 WW(e*) 集 中 在 w=0 附近 的 一 个 狭窄 频带 范围 内 , 则 除 





D 第 5 章 已 经 给 出 MIR 系统 的 记号 , 即 W 为 系统 函数 多 项 式 的 阶 次 。 因 此 (M+1) 是 脉冲 响应 的 长 度 或 时 宽 。 在 文献 
中 常用 N 表示 FIR 滤波 器 的 脉冲 响应 的 长 度 , 但 已 经 用 NN 来 表示 IR 滤波 器 系统 函数 中 分 母 多 项 式 的 阶 次 ,所 以 为 了 避免 混 
消 并 保证 全 书 的 一 致 性 ,始终 用 (W+1) 表 示 FIR 滤波 器 脉冲 响应 的 长 度 
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去 HL(e”) 变 化 很 突然 的 地 方 外 ,H(e*) 将 与 H(e”) 很 “相像 "， 所 以 , 窗 也 数 选择 的 原则 是 ,所 用 窗 
函数 在 长 度 上 越 短 越 好 ,以 使 在 滤波 器 的 实现 中 有 最 小 的 计算 量 ,同时 使 WF(e*) 接 近 于 一 个 脉冲 孙 
数 ;也 就 是 说 ,希望 W(e”) 在 频率 上 是 高 度 集中 的 ,以 使 式 (7. 58) 的 卷 积 正确 地 重 现 所 要 求 的 频率 啊 
应 ”如 在 式 (7.57) 和 矩形 窗 函 数 的 情况 下 所 能 看 到 的 ,在 要 求 上 也 有 了 矛盾 之 处 ,此 时 
M > š 
PN amn le joMtd) jmpsinlo(M + 1)/2] 
me ee oe ~~ sin(w/2) (7.59) 


n=0 














(b) 
图 7.27 (a) 截断 理想 脉冲 响应 所 包含 的 卷 积 过 程 ; 
(b) 对 理想 脉冲 响应 加 窗 后 得 到 的 典型 逼近 
图 7.28 Pik T M =7 it eh RK 
sin[ o@( M+1)/2)/sin(w/2) 的 幅度 。 应 
当 注 意 , 和 矩形 窗 的 频率 啊 应 We” ) 有 广 
义 的 线性 相位 , 当 WM 增加 时 , “主办”" 的 宽 
度 减 小 通常 “主办 "定义 为 原点 两 侧 第 
一 个 过 零点 之 间 的 区 域 。 对 于 和 矩形 窗 , 主 
WAJEN Aw, =4n/(M +1). (ASE, HÉ 
PAA oF WE ERA FEL, MIÑAK 
EF, EARE AG E E tL HS K, E SR EA ES 
宽度 随 W HAA m ke , (E E 4g: AE AS TT 图 7.28 矩形 窗 傅 里 叶 变 换 的 幅度 (W =7) 
积 却 是 常量 . 因此 ,由 于 随 着 o 的 增 大 ， 
W(e'”") 滑 过 H(e”) 的 不 连续 点 ,所 以 , 当 WW(e*““” ) 的 每 个 旁 匆 通过 不 连续 点 时 ,W(e'*“") 
H(e”) 的 积分 将 振荡 。 这 一 结果 绘 于 图 7.27(b) 中 。 因 为 随 着 M 的 增 大 在 每 个 六 下 的 面积 维持 
不 变 , 所 以 出 现 的 振荡 将 加 快 , 但 是 其 幅度 并 不 随 的 增 大 而 减 小 
在 侍 里 叶 级 数理 论 中 ,这 种 非 一 致 收敛 就 是 著名 的 吉 布 斯 现象 ,使 用 不 会 这 样 突然 截断 的 傅 里 
叶 级 数 可 减轻 这 种 现象 。 把 窗 函 数 的 两 端 平滑 地 减 小 至 零 , 可 减 小 旁 匆 的 高 度 ,但 是 所 付出 的 代价 
是 主 久 要 加 宽 , 并 且 在 不 连续 处 过 渡 带 的 宽度 也 增 大 ， 


7.5.1 常用 窗 函 数 的 性 质 
一 些 常用 的 窗 丙 数 示 于 图 7.29。 这 些 窗 函 数 用 下 列 方程 定义 : 


sin (anf M+ 1/2) 
sin (w/2) 






(M =7) 


ie (EL HME 
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l. O<n<M 
win] = | 0 其 他 (7. 60a) 
2n/M. O<n< M/2. M 为 偶数 
win] = {2—2n/M. M/2<n<M. 
0, 其 他 (7. 60b) 
0.5 —O.Scos(2nn/M). O<n<M 
eS | 0, 其 他 (7. 60c) 
Hamming fa 
0.54 — 0.46cos(2nn/M). O<n<M 
oo 其 他 (7. 60d) 
Blackman 窗 
0.42 — 0.Scos(2mn/M)+0.08cos(4nn/M). O<n <M 
wln| = ‘A 
i 其 他 (7. 60e) 


为 了 方便 起 见 .图 7. 29 把 这 些 窗 绘 成 连续 变量 明 数 的 图 形 ,但 是 如 式 (7.60 ) 所 示 ,这些 窗 序 列 
只 限定 为 n AJR KUE AY PR 
wr] acl 












Hamming 
一 一 一 一 _ Hann 

—-— Blackman 
一 -一 -一 Bartlett 











图 7.29  % JHAJ pK Ri 


Bartlett 窗 , Hann # , Hamming 窗 和 Blackman 窗 均 用 首创 者 的 名 字 来 命名 Hann 窗 与 奥地利 
气象 学 家 Julius von Hann H É. “hanning" 这 一 术语 曾 被 Blackman and Turkey ( 1958 ) 用 来 描述 将 这 
种 窗 加 到 某 一 信号 上 的 操作 ,后 来 随 着 人 们 逐渐 喜欢 选用 " Hanning” u“ hanning” 一 记 , 它 才 普 遍地 
被 用 作 窗 函数 的 名 字 。Bartlett 窗 和 Hann 窗 在 定义 时 有 一 些微 小 的 区 别 。 正 如 定义 wl O] =w[M] 
=0, 上 因此 根据 这 个 定义 有 理由 推断 窗 的 长 度 实际 上 只 有 -1 个 样本 点 ”Bartlett 窗 和 Hann 窗 的 
其 他 定义 是 在 定义 的 基础 上 进行 了 一 个 样本 的 平移 .并 重新 给 定 了 窗 的 长 度 

正如 第 10 童 中 所 讨论 的 , 式 (7.60) 定 义 的 窗 函 数 通常 用 于 谱 分 析 和 FIR 滤波 器 的 设计 .它们 
有 具有 人 们 所 希望 的 特性 ,其 全 里 叶 变 换 集中 在 w=0 附近 ,并 且 具 有 简单 的 函数 形式 ,容易 计算 
Bartlett 窗 傅 里 叶 变 换 可 表示 成 两 个 矩形 窗 的 仁 里 叶 变 换 的 乘积 ,而 且 其 他 窗 的 傅 里 叶 变 换 也 可 以 
表示 成 式 (7. 59) 给 出 的 矩形 传 里 叶 变换 经 不 同 频 移 后 的 和 ( 见习 题 7. 34) 。 

图 7. 30 绘 出 每 个 窗 均 到 M = 50 时 函数 20logio | W(e™) | 的 图 形 。， 显 然 ,矩形 窗 的 主 涂 最 罕 ， 
因为 当 长 度 一 定时 , 它 能 使 H(e*) 在 H(e”*) 的 间断 点 处 有 最 陡 的 过 渡 带 特性 。 但 是 , 它 的 第 一 个 
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FRR ERMEZ 13 dB ,并 且 使 得 He) 在 Hy Ce”) 的 间断 点 处 有 大 幅度 振荡 。 表 7.2 比较 了 
式 (7. 60 ) 中 的 各 种 窗 函 数 。 从 表 7.2 中 可 以 清楚 地 看 出 ,使 用 如 Hamming H , Hann 窗 和 Blackman 
窗 之 类 的 使 窗 的 两 端 平滑 减 小 至 零 的 窗 函 数 , 可 以 使 旁 久 ( 表 7.2 中 第 二 列 ) 大 幅度 下 降 。 但 是 所 
付出 的 代价 是 ,主办 宽度 (第 三 列 ) 增 加 很 多 ,因此 在 及 (e”) 的 间断 点 处 的 过 小 区 也 加 宽 了 
表 7.2 中 其 他 各 列 的 特点 将 在 后 面 章 节 讨 论 。 

















0 
二 =20 
T 
= -40 
2 -60 
~ =80 
100 | | | | 
0 0.27 0.4x 0.67% 0.87 n 
HHE (w) 
(a) 
0 





20 logy) (We)! 
& 

















—60 
-80 
-100 - 
0 0.2 工 0.4% 0.61 0.87 n 
角 频 率 (w) 
(b) 
0 
-20 — 




















80 
-100 | 
( 0.2% 04r 0.67 0.87 n 
HE (w) 
(c) 
0 
= 20 
T 
X -40r 
= 
T -60 
N -80 
100 | | l | 
0 0.2 工 O4n 0.67 0.87 T 
FR HAE (w) 
(d) 


图 7.30 MM=50 时 图 7.29 AP Pf PR ACY fe Ee (PCE). (a) 和 矩 
We fal ; (b) Bartlett #7 ; (c) Hann #q ; (d) Hamming ; (e) Blackman ff 
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0 
— -20 
= 
2 -60 
-80 

_100 | | | | 
0 0.21 04n 0.6% 0.87 n 
角 频 率 (w) 
(d) 


图 7.30 M=50 时 图 7.29 中 各 种 窗 冰 数 的 傅 里 叶 变 换 ( 对 数 幅度 ) Ca) RE 
fal; (b) Bartlett ff ; (e) Hann 窗 ;(d)Hamming 窗 ;(e)Blackman 窗 ( 续 ) 
表 7.2 常用 窗 函 数 的 比较 


最 大 逼近 误差 | 


窗 的 类 型 


RAF RIE 
(相对 值 ) 


主办 近似 宽度 


2010g106( dB) 


E Kaiser Ë B 


等 效 Kaiser 窗 的 
过 湾 带 宽度 





定形 
Bartlett 
Hanning 
Hamming 


Blackman 


=13 


4n(M+1) 
8n/M 
3837/M 
8a/M 


127/M 


0 


1. 81a/M 
2. 370/M 
5. O0la/M 


6.27 7%/M 





9. 197/M 














7.5.2 广义 线性 相位 的 合并 

在 设计 各 地 FIR 滤波 器 时 ,总 是 硕 望 能 得 到 具有 广义 线性 相位 特性 的 因果 系统 
所 有 窗 消 数 就 是 为 满足 这 一 要 求 而 定义 的 。 特 别 应 注意 ,全 部 窗 函 数 均 有 性 质 
w[M—n|, O<n <M 


xt(7. 60) HY 


win] = 0, 其 他 (7. 61) 
即 它们 对 于 点 M/2 为 对 称 的 。 所 以 ,它们 的 傅 里 叶 变 换 为 
W(e!) = Weio)e 10M /2 (7. 62) 


sth W,(e”) wo 的 实 偶 函 数 。 这 由 式 (7. 59 ) 就 可 以 证 明 。 3007. 61) 的 约定 一 般 导致 因果 滤波 
需 , 并 且 若 所 需 的 脉冲 响应 也 是 对 点 M/2 对 称 的 , 即 记 [LV — | = hy] , 则 加 窗 后 的 脉冲 响应 将 也 
是 对 点 M/2 呈 反 对 称 的 ,而 且 所 得 出 的 频率 响应 将 有 附带 90° 常 数 相 移 的 广义 线性 相位 ,也 就 是 
H(el’)=A (ei) e~ jo /2 (7.63) 
其 中 4.(e”) 是 实数 的 ,并 且 是 o 的 偶 函 数 。 同样. 若 所 需 的 冲 激 响 应 是 对 点 M/2 呈 反 对 称 的 , 即 
hi[ M-n] = -h| nj, 则 加 窗 后 的 冲 激 响 应 将 也 是 对 点 M/2 呈 反 对 称 的 ,而 且 所 得 出 的 频率 响应 
将 有 附带 90° 常 数 相 移 的 广义 线性 相位 , 即 
H(e!@) = jA,(e!@)e 30M /2 
AP A, (e) WSR IF AE w AT eR RC. 
BIA GE FER FR a RK ROCS AP ERE) (nk I AR ES) Ar Ta Ao ae ey Jy) HAL A EARO m aT OL 
但 是 ,人 研究 它们 的 频 域 表示 也 十 分 有 益 。 IRE A, M-n] =h, in| RG 
Hales”) = H,(ei®)e eM /2 


(7. 64) 


(7. 65) 
式 中 H,(e") 是 实 的 偶 函 数 。 
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如 果 窗 丙 数 是 对 称 的 , 则 可 将 式 (7. 62) 和 式 (7.65) 代 入 式 (7.58) ,得 


1 k 4, —j#M/ 一 — j (w—h /2 
H (el®) = 云 | H Ae! Jews M/2W (eile “ye 1( M = dH (7. 66) 
T Jen 
化 简 相 位 因子 得 到 
Hie!®) = A (ele eM /2 (7.67) 
式 中 ， 
l 7 fl fy 
A (et?) = =| Hele!) Wel" de (7.68) 
= -T 


EUA res BUA ASE A CAR AERA AZ m H. EAE A, Ce!) E ERR H, e) AWe) 
的 周期 卷 舱 
式 (7.68) 卷 积 的 具体 特性 决定 着 由 窗 咕 数 所 得 滤波 器 的 幅度 响应 。 下 而 的 例 于 说 明了 线性 
相位 低 通 滤波 融 的 这 一 特点 
例 7.7 线性 相位 低 通 滤波 器 
将 所 要 求 的 频率 响应 定义 为 


yM /2 
所 (ed = | 


e i . lwl < ax 
0. we < |w| ST 


(7.69) 


式 中 广义 相位 因子 已 经 合并 到 理想 低 通 滤波 器 的 定义 中 . 对 于 -ae <n< % ,相应 的 理想 脉冲 
响应 为 


tier T sinlwe (tn — M/2)] 
nplnl= 元 | e] M/2ol "dw = tin = M2) (7. 70) 
很 容易 证 明 H, [M-n] =H, [1] ,因此 若 在 方程 
hln| = Sifilweln = M2 in) (7.71) 


nin — M/2) 
中 使 用 对 称 窗 , 则 可 以 得 到 一 个 线性 相位 系统 . 
图 7.31 的 上 半 部 分 绘 出 了 适用 于 
式 (7.60) 所 有 窗 函 数 的 幅度 响应 的 特 
性 ,但 Bartlett 窗 除 外 ,因为 在 滤波 器 设 
计 中 很 少 用 到 它 (1 为 偶数 时 ,Bartlett 
窗 应 产生 一 个 单调 函数 4.(e”) ,因为 
W (e) ZER) 图 7.31 表现 出 窗 
函数 法 通 近 具有 阶 跃 间断 点 的 所 需 频 
率 响 应 时 的 重要 特性 。 当 mw, 不 靠近 零 
A n LEREZ hT 2w, 时 ,这 种 方法 
可 以 得 到 精确 的 结果 。 图 7.31 的 下 半 
部 分 是 对 称 窗 的 典型 埔里 时 变换 (线性 
相位 除外 )。 从 图 中 可 以 清楚 地 看 出 窗 
函数 在 不 同位 置 时 的 作用 ,以 帮助 理解 
在 由 ,附近 逼近 函数 4.(e”) 为 什么 会 有 
这 种 形状 
当 w =w, 时, 对称 函 数 Waea 
的 中 心 位 于 间断 点 处 ,并 且 约 有 一 半 的 
DRAA (e) 中 起 作用 .还 可 以 看 出 ， 图 7.31 理想 频率 响应 间断 点 处 得 到 的 通 近 形式 的 说 明 








Wei 9)) 
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We’? ) 平 移 到 其 右边 的 第 一 个 负 这 办 正好 位 于 ww 右边 时 ,会 出 现 峰 的 上 冲 ， 同样 , 当 
左边 的 第 一 个 负 帝 关 正 好 位 于 ww, 的 左边 时 ,会 出 现 峰 的 下 冲 ( 为 负 值 ) .这 表明 间断 点 两 边 最 
大 波峰 之 间 的 距离 约 等 于 主 辩 宽 度 Aw, ,如 图 7.31 所 示 因此 ,图 7.31 所 定义 的 过 渡 带 宽度 
Aw 略 小 于 主 辨 宽度” 最 后 ,由 于 WW.(e”*“”) 的 对 称 性 , 通 近 的 结果 会 在 w, 附 近 也 趋向 于 是 对 
称 的 ”这 就 是 说 ,在 通 带 中 有 65 的 上 冲 , 而 在 阻 带 中 也 有 同样 大 小 的 下 冲 


表 7. 2 的 第 四 列表 示 对 于 式 (7. 60) 中 的 窗 函 数 的 峰值 台 近 误差 (dB)。 显 然 , 窗 苑 数 的 旁 激 越 
低 , 则 在 理想 啊 应 的 间断 点 处 所 得 到 的 逼近 越 好 。 第 三 列表 示 主 瓣 宽度 , 它 说 明知 增 大 凡 , 则 可 以 
使 过 渡 区 域 变 窗 ， 所 以 ,通过 选择 窗 的 形状 和 长 度 就 能 控制 所 得 FIR 滤波 器 的 特性 - 但 是 ,反复 试 
用 不 同 的 窗 蚂 数 并 调整 窗 的 长 度 和 明 近 误差 ,并 不 是 一 种 很 简单 的 滤波 需 设 计 方 法 .幸运 的 是 ， 
Kaiser( 1974) 已 推导 出 一 种 窗 明 数 法 的 简单 公式 


7.5.3 Kaiser 窗 滤波 器 设计 法 


在 频 域 寻找 最 大 限度 地 集中 在 w =O 附近 的 窗 师 数 ,可 以 定量 地 在 主 为 宽度 和 旁 次 面积 之 间 进 行 
权衡 选择 。Slepian 等 人 (1961 ) 的 一 系列 经 典 论文 深入 地 研究 了 这 个 问题 ,论文 中 所 求 出 的 解 涉及 很 
难 计算 的 扇 球 体 波 驮 数 , 因 此 也 很 难 用 于 滤波 器 的 设计 中 .但 是 ,Kaiser( 1966 ,1974 ) 发 现 , 利 用 十 分 
容易 的 第 一 类 零 阶 修正 Bessel 因数 可 构成 一 种 近似 最 佳 的 窗 珊 数 ，Kaiser 窗 定义 为 

Higa = a 2,1/2 

win] = Me “ee MT 0<n<m (7.72) 

0, 其 他 
IP a =M/2,1,( + ) 表 示 第 一 类 零 阶 修正 Bessel 函数 。 与 式 (7. 60) 中 其 他 窗 函 数 相反 ,Kaiser 窗 
有 两 个 参数 :长 度 参数 (W +1) 和 形状 参数 B。 若 改变 (M+1) 和 有 就 可 以 调整 窗 的 长 度 和 形状 ,以 
便 达 到 窗 的 旁 流 幅度 和 主流 宽度 之 间 的 某 种 折 中 。 图 7. 32(a) 所 示 为 B=0.3 和 6 时 ,长 度 M+1 
=21 的 Kaiser 窗 的 连续 包 络 。 应 当 注 意 , 式 (7.72) 在 6=0 的 情况 下 就 变 为 矩形 窗 。 图 7.32(b) 
表示 图 7.32(a) 中 Kaiser 窗 所 对 应 的 健 里 叶 变 换 。 图 7.32(e) 表 示 取 B=6 以 及 M =10,20 和 40 
时 的 Kaiser 窗 的 傅 里 叶 变 换 ， 这些 图 清楚 地 表明 可 以 达到 所 需要 的 折 中 。 如 果 窗 的 两 端 越 尖 , 则 
其 健 里 叶 变 换 的 旁 注 就 越 低 ,但 是 主 沁 也 就 越 宽 。 图 7.32(ce) 表 明 , 若 增 大 1W 而 同时 保持 B 不 变 ， 
则 可 使 主 匆 宽度 减 小 ,是 不 影响 旁 泊 峰值 的 幅度 。 事实 上 ,通过 大 量 的 数值 实验 ,Kaiser 得 到 一 对 
公式 , 它 可 使 滤波 器 设计 人 员 事 先 预 算出 满足 给 定 选 频 滤波 器 技术 指标 所 需 的 必 值 和 8B 值 
图 7.31 上 面 的 图 为 用 Kaiser 窗 得 到 的 典型 台 近 ,并 目 Kaiser(1974) 发 现 , 在 很 宽 范围 的 条 件 内 , 峰 
值 通 近 误差 (网 7.31 中 的 6) 由 6 的 选择 来 确定 。 若 已 知 5 是 固定 的 , 则 低 通 滤波 器 的 通 带 截止 频 
率 w, 定 义 为 1H(e”*) | 三 1 -6 时 的 最 高 频率 , 阻 带 截止 频率 ww 定义 为 1 H(e*) | <8 的 最 低频 率 
因此 ,对 于 低 通 滤波 器 逼近 ,其 过 渡 区 的 宽度 是 





Aw = wy 一 1 (7.73) 
定义 
A = —20 logio ô (7.74) 
Kaiser 用 实验 的 方法 求 出 ,得 到 规定 的 4 值 所 需要 的 B 值 由 下 式 计算 : 
0.1102(A — 8.7). A> 50 
B = 4 0.5842(A — 21)94 + 0.078 86(A — 21), 21 <A <50 needa 
0.0, A <21 


(应 当 记 得 , B=0 时 为 矩形 窗 , 此 时 A =21) 另 外 ,要 得 到 预定 的 4 和 Ao 值 ,W 必须 满足 
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4 一 8 
2285Aw (7.76) 
xt (7. 76) flit, ŒE Aw 和 4 (AAR AEA M 的 值 在 +2 la). PPA EAX HE ZO Sh WY Kaiser 
窗 设 计 法 几乎 不 需要 迭代 或 反复 试验 ,并 且 几 乎 没有 误差 。 例 7.6 体现 和 说 明了 设计 过 程 
12 
| 
09 ar Zn 
Z 4 No 7S 
Z # LN B=0 
8 06 上 上 yf d a Ne —-— 8-3 
= i / $ Re 一 一 一 一 6 =6 
pd ¢ X ` 
0.3 Ls gf XS NY 
r Fa N 
"á SS 
L7 | | | 
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样本 
{a) 
0 
-25 
oS -50 
-75 














骨 频 率 (w) 
(b) 





M=10 
一 -一 M=20 
一 一 一 一 M = 40 





dB 














027 04n 0.67 0.8% T 
角 频 率 (w) 
(c) 
图 7.32 (a) B=0,3 #16 UK M =20 IM AY Kaiser Gi; (b) 在 (a) 
H A G R KT X A AY TE LE AB tes Ce) HB = 6 
以 及 W = 10 ,20 和 40 时 Kaiser 窗 的 傅 里 叶 变 换 


Kaiser 窗 与 其 他 窗 之 间 的 关系 

窗 函 数 设 计 法 的 基本 原理 是 用 本 节 中 所 讨论 的 一 个 有 限 长 窗 函 数 去 截取 理想 脉冲 响应 ， 在 频 域 
中 相应 产生 的 影响 是 ,理想 频率 响应 与 窗 函 数 的 傅 里 叶 变 换 进 行 了 卷 积 。 如 果 理 想 滤 波 器 是 一 个 低 
通 滤波 帮 , 则 当 窗 函数 傅 里 叶 变 换 的 主办 在 卷 积 过 程 中 移动 通过 间断 点 时 ,就 模糊 了 理想 滤波 占 频 率 
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响应 的 间断 特性 … 对 于 一 个 初步 的 通 近 ,所 得 过 渡 带 的 带宽 由 窗 换 数 傅 里 叶 变 换 的 旁 铁 来 确定 。 因 
为 通 带 和 阻 带 的 波纹 是 由 对 称 窗 函 数 旁 六 的 积分 产生 的 ,所 以 通 带 和 阻 带 中 的 波纹 近似 相等 。 男 外 ， 
对 一 个 好 的 允 近 来 说 ,最 大 通 带 和 阻 带 的 偏差 不 取决 于 M, 而 只 能 通过 改变 所 用 窗 函 数 的 形状 来 改变 
这 些 偏差 。 表 7.2 的 最 后 两 列 将 Kaiser 窗 与 式 (7.75 ) 中 的 窗 进 行 了 比较 。 表 中 第 五 列 给 出 了 Kaiser 
窗 的 形状 参数 ,用 该 参数 可 以 得 到 与 第 一 列 所 给 窗 函 数 相同 的 峰值 通 近 误差 (5) 第 六 列表 示 所 对 应 
的 用 Kaiser 窗 设计 的 滤波 器 的 过 渡 带 宽度 [ 由 式 (7.76) 得 出 ] 。 由 这 个 公式 可 以 得 出 对 其 他 窗 函 数 的 
过 渡 带 宽度 较 好 的 预计 结果 ,这 要 比 表 第 三 列 中 所 给 出 的 主办 宽度 更 准确 。 

图 7.33 给 出 了 不 同 B 值 的 Kaiser 窗 与 其 他 固定 窗 函 数 在 最 大 逼近 误差 对 于 过 渡 带 宽度 关系 
方面 的 性 能 对 比 . 由 式 (7. 76 ) 得 出 的 虚线 表明 Kaiser 公式 是 作为 Kaiser 窗 过 渡 带 宽度 函数 的 通 
近 误 差 的 准确 表示 

UCR FE vs, 过 渡 带 带宽 [*= 固 定 窗 O= Kaiser 窗 (B 为 整数 )] 











TT ea aD Sr = r T 
-20 + "8, | 
Kaiser!” 
z Sa * Bartlett 
Farce 
30} Kaiser2 a 4 


* 
Kaiser3°Q | 


Kaiser4 0, * Hanning 
. 


近 误 差 (dB) 
dn 


` 
>, 
Kaise 15 Oe Hamming 
. 
` 


JE 
è 

















Kaisert*Q. 71 
-70 f Kaiser?*Q 7 
“es * Blackman 
-80 + Kaiser’. Q 4 
-90 + Kaiser? J 
i =n zs L = 一 ee 1 
0 0.1% 0.27 0.3% 0.4m OS 
过 渡 带 带宽 (Aw) 


图 7.33 固定 窗 与 Kaiser 窗 在 低 通 滤波 器 设计 实例 (M=32,w, = r/2) 
中 的 对 比 (注意 ,符号 ” Kaiser6" 表 示 B =6 的 Kaiser 窗 ,等 等 ) 


7.6 Kaiser 窗 法 设计 FIR 滤波 器 举例 


本 节 将 给 出 几 个 例子 说 明 对 于 包括 低 通 滤波 器 在 内 的 一 些 滤波 器 类 型 如 何 使 用 Kaiser 窗 得 到 
FIR 滤波 器 的 逼近 


7.6.1 低 通 滤波 器 


利用 Kaiser 窗 设 计 公 式 直接 设计 一 个 满足 预定 技术 指标 的 FIR 低 通 滤波 器 ,其 步骤 如 下 : 

(1) 首先 给 定 技术 指标 。 这 就 是 选取 所 要 求 的 w, 和 w,, 以 及 最 大 人 允许 通 近 误差 。 对 于 窗 函 数 
设计 法 ,所 得 滤波 器 将 在 通 带 和 阻 带 内 具有 相同 的 峰值 误差 6。 本 例 中 使 用 与 例 7.5 相同 的 技术 指 
PRED w, =0.4mT,ow, =0. 677,56, =0.01 和 5 =0.001。 因 为 用 窗 函 数 设计 法 的 滤波 器 本 来 就 有 5, = 
5, ,所 以 应 当 设 6=0. 001 

(2) 必须 求 出 基本 理想 低 通 滤 波 器 的 截止 频率 。 由 于 在 及 (e") 间 断 点 处 逼近 的 对 称 性 ,所 以 
应 当 设 

Oo = @p — = 0.5n 


2 


(3) 为 了 确定 Kaiser 窗 的 参数 ,首先 计算 
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Aw = ay — Wp = 0.2K, A = —20 log; ô = 60 
可 将 这 两 个 量 代入 式 (7.75 ) 和 式 (7. 76) 求 出 所 需 和 值 。 对 于 本 例 ,公式 计算 的 结果 是 
B = 5.653, =37 


(4) Ast 7.71) 和 式 (7. ee ee en 得 到 








sin we(n — a) ZolB(1 一 [( —a)/al* 251/2 l Wane 
hin] = 区 (1 — a) 10(B) 
0, 其 他 
式 中 a = M/2 =37/2 =18.5, AWM =37 是 一 个 奇 整数 ,所 以 所 得 线性 相位 系统 应 当 是 于 型 


系统 (具有 广义 线性 相位 的 四 种 类 型 FIR 系统 的 定义 可 见 5.7.3 节 )。 该 滤波 需 的 响应 特性 

示 于 图 7.34 中 ， 图 7.34(a) 表 示 脉 冲 响 应 , 它 体现 出 卫 型 系统 的 对 称 特 性 。 图 7. 34(b) 表 示 

对 数 幅 度 响 应 (dB), 它 表明 H(e”*) 在 w= 处 为 零 , 或 相当 于 有 H(z) 在 := -1 处 有 一 TEM, 

正如 开 型 FIR 系统 所 要 求 的 那样 . 网 7.34(e) 表 示 在 通 带 和 阻 带 中 的 通 近 误差 . 这 个 误差 
l — Aele). O0O<w <a, 


Ea alw) = l (7.77) 
0— Aelel”), we<w<nt 


(没有 定义 在 过 渡 区 0.4m <w <0. Om PAY DEAE o) EEE, EUTRE AIPE REIT BR HE, IF EE A a 
近 误 差 为 6=0.00113, 而 不 是 所 要 求 的 值 0.001。 在 这 种 情况 下 ,需要 将 M 增 大 到 40 以 满足 技术 
指标 要 求 ， 

(5) 最 后 ,因为 知道 相位 是 精确 线性 的 ,并 且 延 迟 为 M/2 = 18.5 个 样本 ,显然 就 没有 必要 青 画 
出 相位 或 群 延迟 的 图 形 . 


7.6.2 高 通 滤 波 器 
具有 广义 线性 相位 的 理想 高 通 滤 波 器 有 频率 响应 


0, lw| < we 


e 一 jwM/2 (7.78) 


Hyp let”) = 
w 二 |w| <n 


计算 H,,, CE) AS a 25 KUE BT LOR H REL S kee eT AAE 
Hyp ( (ejo) =e JOM/2 一 Ape!) (7.79) 
FLEA), Ce”) FSR (7. 69) 25H, Alte hy, [nn] 9 
EE sin n(n —M/2) sinwe(n— Bere) ead phe (7.80) 
n(n — M/2) m(n — M/2) ` 
J T iki AME eR AY FIR 系统 ,可 以 用 与 7.6.1 节 同 样 的 方式 来 进行 
假设 要 设计 一 个 高 通 滤波 器 ,满足 技术 指标 : 


|H(e!”)| < 62， lol < wy 





1— ô <|H(ei”)| < 1 +84, wp < |w| < , 
IUP w, =0. 35m ,w, =0. Sa 和 5 =6, =6=0.02。 因 为 理想 响应 也 有 一 个 间断 点 ,所 以 可 用 Kaiser 
公式 (7.75 ) 和 式 (7.76), 并 取 A = 33.98, Aw = 0. 15m 估计 出 所 要 求 的 值 8=2.65 和 M =24, 
图 7.35 表 示 将 具有 这 些 参 数 的 Kaiser A RUAT hlnl IFR w. = (0. 35 +0. Sor) /2 时 得 出 的 响 
应 函数 的 特性 。 注 意 ,因为 M 是 偶 整 数 ,所 以 滤波 器 是 线性 相位 的 工 型 FIR 系统 ,并 且 延 迟 正好 为 
M/2 =12 个 样本 。 此 时 ,实际 的 峰值 逼近 误差 5 = 0. 0209 , 而 不 是 如 所 预定 的 0.02。 因 为 , 除 阻 带 
的 边缘 外 ,各 处 的 误差 均 小 于 0. 02 ,所 以 可 以 简单 地 将 M 增 大 至 25 而 保持 B 不 变 , 从 而 使 过 渡 带 
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ARS, FELT. 36 中 示 出 了 这 种 TD 型 滤波 器 ,由 于 线性 相位 的 限制 迫使 有 H(z) 的 零点 位 于 z= -1(w= 
7) 处 ,所 以 其 性 能 很 不 令 人 人 满意。 虽然 将 阶 次 增加 一 阶 所 得 结果 并 不 好 ,但 是 若 将 MM 增 大 至 26 就 
会 得 到 一 个 性 能 超过 指标 的 【 型 系统 。 显 然 ,一 般 说 来 了 [ FIR 线性 相位 系统 不 适用 于 通 近 高 通 
或 带 阻 滤 波 带 
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图 7.34 用 Kaiser 窗 设计 的 低 通 滤 波 器 的 响应 函数 。(a) 脉 
冲 响应 ;(b) 对 数 幅度 ;(ec)4.(e”) 的 通 近 误差 
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图 7.35 | AY FIR 高通 滤波 器 的 响应 函数 。(a) 脉冲 响应 
(M =24);(b) 对 数 幅 度 ;(c) 通 近 误 差 4.(e” 
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图 7. 36 MÆ FIR 高 通 滤波 器 的 响应 函数 。(a) 脉冲 响 应 
(M =25) ; (b) XPS RE ; (c) BUTI PEA, (e) 


上 面 关 于 高 通 滤 波 器 设计 的 讨论 可 以 推 IHmble ™)| 
广 到 多 通 带 和 多 阻 带 的 情况 。 图 7. 37 表示 一 
个 理想 的 多 频带 选 频 滤 波 器 的 频率 响应 。 这 
种 广义 的 多 频带 滤波 器 包括 其 低 通 、 高 通 、 带 
通 和 带 阻 滤波 器 ,这 些 滤波 器 是 广义 多 频带 滤 
波 吾 的 特殊 情况 。 如 果 给 这 种 滤波 器 的 幅度 
函数 乘 以 一 个 线性 相位 因子 e ”一 , 则 相应 的 
脉冲 响应 为 


} 
mb 





| 
1 
| 
w) w w ud w 


图 7.37 多 频带 滤波 器 的 理想 频率 响应 
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Nmb 


sin a(n — M/2) 
hmbln| = 》 (Gk — Gk+1) 
k=l 


n(n — M/2) (7.81) 
式 中 N ,是 频带 的 个 数 , 且 G6、,, =O. Z hy Ln] ILA Kaiser 窗 函 数 , 则 在 低 通 和 高 通 系 统 的 单间 断 点 
处 已 经 看 到 的 通 近 方 式 将 会 出 现在 每 个 间断 点 处 。 只 需 各 间断 点 之 间 相 距 足 够 远 , 则 在 每 个 间断 点 
处 的 特性 将 是 相同 的 。 因 此 ,计算 窗 参 数 的 Kaiser 公式 可 以 用 于 这 种 情况 来 预 估 计 通 近 误 差 和 过 湾 
带宽 度 。 应当 注 意 ,有 通 近 误差 的 大 小 将 与 产生 这 些 误差 的 跳 变 幅度 成 正比 例 。 也 就 是 说 ,如 果 幅 度 为 
1 的 间断 点 能 产生 6 的 峰值 通 近 误差 , 则 幅度 为 1/2 的 间断 点 将 产生 8/2 的 峰值 盘 近 误差 


7.6.3 离散 时 间 微 分 器 


如 例 4. 4 所 示 , 有 时 需要 由 一 个 带 限 信号 的 样本 得 到 该 信号 导数 的 样本 。 因 为 一 个 连续 时 间 

言 号 导数 的 傅 里 叶 变 换 是 该 信号 健 里 叶 变 换 的 jo 倍 ,由 此 可 知 , 对 于 带 限 信号 来 说 ,频率 啊 应 为 

jo/T, -T<w<T( 并 且 该 啊 应 是 周期 为 2 的 周期 郴 数 ) 的 离散 时 间 系 统 在 其 输出 端 将 会 得 到 与 
连续 时 间 信 号 的 导数 相同 的 样本 。 具 有 这 种 性 质 的 系统 就 称 为 离散 时 间 微 分 右 。 

对 于 一 个 线性 相位 的 理想 “离散 时 间 微 分 器 ” ,恰当 的 频率 响应 为 

Haige”) = (jw)e 一 jo -n <w<n (7.82) 
(已 经 省 略 了 因子 17 所 对 应 的 理想 脉冲 响应 为 
cost(n —M/2) SmnFr( — M/2) 
(n — M/2) n(n — M/2)2 ` 
如 果 用 一 个 长 度 为 (M+1) 的 对 称 窗 与 harln AAA, WU AIR AE ERA h n] = -ALHN=-2 因此 ,所 
得 到 的 系统 是 一 个 于 型 或 V 型 广义 线性 相位 系统 。 

由 于 导出 的 Kaiser 公式 是 针对 单 幅 度 间 断 点 的 频率 响应 而 言 的 ,所 以 它 不 能 直接 用 于 微分 器 ， 
因为 在 微分 顺 中 理想 频率 响应 的 间断 点 是 相位 引入 的 。 尽 管 如 此 , 窗 本 数 法 在 设计 这 种 系统 时 还 
是 十 分 有 效 的 

用 Kaiser 窗 设计 微分 器 

为 了 证 明 如 何 使 用 窗 栅 数 法 来 设计 微分 器 ,假设 N=10 和 B=2.4。 所 得 出 的 响应 如 网 7. 38 
所 示 ,图 7.38(a) 表 示 反 对 称 脉 冲 响应 。 因 为 好 是 偶数 ,所 以 系统 是 亚 型 线性 相位 系统 ,这 意味 着 
H(z) 在 z= +1(w=0) 和 z= 一 1(w="m) 处 均 有 零点 。 图 7.38(b) 所 示 的 幅度 响应 中 清楚 地 表现 出 
了 这 一 点 。 因 为 肝 型 系统 具有 7/2 rad 的 恒定 相 移 ,再 加 上 在 这 种 情况 下 对 应 于 M/A2 =5 个 样本 延 
述 的 线性 相位 ,所 以 相位 关系 是 准确 的 。 图 7. 38(c) 表 示 幅 度 通 近 误差 

Ediff(W) = w — A,(e!®), O<w<O08n (7. 84) 
其 中 4,(e”) 是 逼近 幅度 。( 注意 ,该 误差 在 w =o 附近 很 大 ,并 且 在 图 中 没有 画 出 频率 大 于 w =0. 87 处 
的 误差 .) 显然 ,在 整个 频率 上 没有 得 到 线性 增长 的 幅度 ,并 且 对 于 低频 或 高 频 (w = or 附近 ) 处 的 相对 误 
差 [ 即 Erlo) (ew) | 是 很 大 的 。 

IV 型 线性 相位 系统 没有 限制 H(z) 必须 在 z= -1 处 有 一 个 零点 。 这 种 类 型 的 系统 可 以 很 好 地 
ida Ur WE eR, MAL 7. 39 所 示 , 其 中 取 MW=5 和 B=2.4。 此 时 ,在 接近 w=0.8m 及 其 以 上 频率 范围 
中 的 幅度 通 近 误差 都 很 小 。 该 系统 的 相位 还 是 n2 rad 的 恒定 相 移 再 加 上 对 应 于 M/2 =2.5 个 样 
本 延迟 的 线性 相位 。 这 一 非 整 数 延 迟 是 由 于 幅度 逼近 非常 好 而 付出 的 代价 。 没 有 求 出 在 原 采 样 时 
间 4=n7 人 处 连续 时 间 信 号 导数 的 样本 ,而 是 求 出 了 采样 时 间 1= (n -2.5)7 时 导数 的 样本 。 但 是 ， 
在 许多 应 用 中 这 种 非 整 数 延 迟 并 不 是 问题 ,或 者 可 用 涉及 其 他 线性 相位 滤波 器 的 较 复杂 系统 中 的 
其 他 非 整 数 延 迟 来 抵消 掉 ， 











haiftln| = co < n < co (7.83) 
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样本 数 (1) 


(a) 























EN 
ie 
= 
0 0.27 04r 0.6 工 0.81 T 
角 频 率 (w) 
(b) 
0.2 
0.1 
Sy 
ce 0 
= 
-0.1 
-0.2 
0 0.27 0.41 0.67 0.81 T 
角 频 率 (w) 
(c) 


图 7.38 MA! FIR 离散 时 间 微 分 器 的 响应 函数 。(a) 脉冲 响应 
(M=1l0);(b) 对 数 幅度 ;(e) 通 近 误 差 4.(e”) 
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幅度 





























0 1 2 3 4 5 
样本 数 (n) 
(a) 

4 al 
3 请 
Ex 2} 
本 2 
1} 
oo 

0. 5 0. = 0. = 0. m 
角 频 率 (w) 
(b) 
0.08 
0.06 
0.04 
A 0.02 
= 

0 
—0.02 
-0.04 

0 0.27 0.40 0.67 0.87 区 

角 频 率 (w) 


FeV. 39 IVE! FIR 离散 时 间 微 分 器 的 响应 函数 。(a) 脉冲 响应 
(M=25);(b) Xt Scie RE ; (cc) SHUT IR ZEA, (e) 


7.7 FIR 滤波 器 的 最 佳 逼 近 


尽管 受到 许多 限制 ,但 一 般 都 直接 用 窗 函 数 法 设计 FIR 滤波 器 。 然 而 ,往往 希望 设计 一 个 滤波 
器 是 M 值 给 定时 所 能 得 到 的 滤波 器 中 ”最 好 的 " 。 在 没有 定义 逼近 准则 的 情况 下 来 讨论 这 个 问题 
PEL. BM, CEB BATTEN 情况 下 由 传 里 时 级 数理 论 可 以 得 出 ,对 给 定 M 值 的 所 需 频率 
响应 ,矩形 窗 能 得 出 最 好 的 均 方 允 近 。 这 就 是 说 ， 
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kinks ae eg <M (7.85) 
可 使 如 下 表达 式 的 值 达到 最 小 : 
g= 2 | |Ha(el®) 一 H(ei®) dw (7.86) 
2m Jz 


(见习 题 7.25) 。 但 是 ,正如 所 指出 的 ,这 种 逼近 准则 在 H, Ce"? ) MOE RAEE 95 Sb Ba PRI 
数 法 不 能 单独 控制 不 同 频率 上 的 逼近 误差 。 对 于 许多 应 用 来 说 ,使 用 最 大 最 小 准则 ( 使 最 大 误差 
最 小 化 ) 或 频率 加 权 误 差 准 则 可 得 到 较 好 的 滤波 器 。 这 种 设计 可 以 用 算法 设计 技术 来 实现 。 

以 上 的 举例 说 明 , 用 窗 函 数 法 设计 的 选 频 滤波 絮 常 党 具有 一 种 特性 , 即 在 理想 频率 响应 间断 点 的 
两 边 误差 最 大 ,而 在 离开 间断 点 的 频率 处 误差 逐渐 减 小 。 此 外 ,由 图 7.31 可 以 看 出 ,这 种 滤波 器 是 在 
通 带 和 阻 带 的 误差 近似 相等 的 情况 下 得 出 的 典型 结果 [作为 例子 ,可 见 图 7.34(c) 和 图 7.35(e)], 已 
经 看 到 ,对 于 IR 滤波 器 来 说 ,如 果 一 种 情况 是 通 近 误差 在 频率 上 是 均匀 分 布 的 而 且 可 以 分 别 调整 通 
带 和 阻 带 的 波纹 ,而 另 一 种 情况 是 该 逼近 误差 在 一 个 频率 处 正好 满足 指标 而 在 其 他 频率 处 远 超 过 指 
标 , 则 前 一 种 情况 可 用 一 个 阶 次 比 后 一 种 情况 低 的 滤波 器 来 满足 给 定 的 设计 指标 。 本 节 下 面 将 讨论 
的 定理 可 证 实 对 FIR 系统 的 这 种 直观 看 法 。 

下 面 的 讨论 将 研究 对 于 设计 具有 广义 线性 相位 的 FIR 滤波 器 特别 有 效 并 广泛 使 用 的 算法 设计 
法 。 虽 然 只 详细 研究 [型 滤波 器 ,但 同时 也 指出 如 何 将 这 些 结果 用 于 [L. 亚 .IV 型 广义 线性 相位 滤波 
AET 

设计 因果 工 型 线性 相位 FIR 滤波 器 时 ,应 首先 考虑 设计 一 个 零 相位 滤波 器 , 即 该 滤波 器 有 

heln] = he[—n] (7. 87) 
然后 插入 足够 的 延迟 以 使 其 成 为 因果 的 。 因 此 ,认为 h.[nj 满 足 式 (7.87) 的 条 件 。 对 应 的 频率 响应 为 
L 


Aelei?)= >" heni” (7. 88) 
n=—L 
同时 L=M/2 为 一 整数 ;或 者 由 于 式 (7. 87) ,有 
L 
A (eu) = hh.[0]| 十 x 2h.[n]| cos(wn) (7. 89) 
n=) 


应 当 注 意 ,4,(e”) 是 一 个 实 偶数 ,是 为 w 的 周期 函数 。 将 有 [nj] 延迟 LL=M/2 个 样本 BERT FH h, [n] 
得 到 一 个 因果 系统 ,所 得 系统 有 脉冲 响应 
hin] = heln — M/2| = hIM 一 可 (7.90) 





和 频率 响应 
H (e?) = Ac(ei®)e joM/2 (7.91) 
图 7.40 所 示 为 低 通 滤波 器 的 容 限 图 和 理想 响应 。 

图 7.40 表示 通 近 具有 实 频 率 响 应 4.(e”) 的 低 通 
滤波 器 的 容 限 图 。 在 频带 0< |w | <o HUE | 且 最 
大 绝对 误差 为 6, ,而 在 频带 w,< | w | < 六 中 应 通 近 0 
且 最 大 绝对 误差 为 6,。 设计 能 满足 这 些 技术 指标 的 滤 
波 器 的 算法 设计 法 必须 能 有 效 而 系统 地 改变 (上 L +1) 个 
非 限制 的 脉冲 响应 值 [nj ,这 里 0<n<L。 现 已 推导 
出 设计 算法 ,在 这 些 算法 中 ,参数 L,6,,6;,w, 和 ww, 中 的 
一 部 分 是 固定 的 ,用 迁 代 方法 就 可 得 到 其 余 参数 的 最 ”图 7.40 低 通 滤波 器 的 容 限 图 和 理想 响应 
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佳 调整 方式 。 已 推导 出 的 有 两 种 不 同方 法 。Herrmann(1970) ,Herrmann and Schiissler(1970a ) 以 及 
Hofstetter , Oppenheim and Siegel(1971 ) 推导 出 一 种 方法 ,该 方法 将 二 和 6 及 62， 固定 ,而 令 w, Al ,为 
变量 .Parks and McClellan ( 1972a,1972b) , McClellan and Parks(1973 ) 以 及 Rabiner( 1972a, 1972b) 
推导 出 一 种 方法 ,该 方法 将 Lo, ,o, 和 比值 S/6; 固定, 而 令 5 (或 2 ) 为 变量 。 自 研究 出 这 些 不 同 
方法 以 来 ,Parks-McClellan 算法 逐渐 成 为 FIR 滤波 器 最 佳 设计 的 主要 方法 。 这 是 因为 该 方法 最 灵 
活 而 且 在 计算 上 最 有 效 。 因 此 在 这 里 只 讨论 这 种 算法 。 

Parks-McClellan 算法 的 基础 是 将 滤波 器 的 设计 问题 用 公式 表示 成 多 项 式 逼 近 问题 。 具 体 地 ， 
式 (7. 89) 中 的 cos(wn) 项 可 表示 成 cos w 不 同 宪 次 之 和 ,形式 为 

cos(wn) = T (cos w) (7.92) 

RIP 7,(x) 是 一 个 n 次 多 项 式 "。 因 此 , 式 (7. 89) 8 Ue cos w 的 nn 次 多 项 式 。 也 就 是 


Aelel?) = ne (7.93) 
k=0 
其 中 a 是 与 脉冲 响应 值 h.[n] 有 关 的 常数 。 若 将 x = cos w 代入 式 (7.93), 则 该 式 可 以 表示 为 
Ae(e!”) = P(x)|x=cosw (7.94) 
RP P(x) 是 L 次 多 项 式 
L 
P(x) = Zt (7.95) 
将 会 看 到 ,没有 必要 知道 a 和 hh,[ nl ] 之 则 的 关系 (虽然 可 以 得 出 一个 公式 ) ,8 道 4.(e”) 可 以 


表示 为 式 (7. 93 ) 的 工 次 三 角 多 项 式 就 足够 了 。 

能 够 控制 o, F wo, 的 关键 是 ,将 它们 固定 在 所 需要 的 值 上 ,而 让 5 和 8 改变。Parks and McClel- 
lan(1972a,1972b) 证 明了 ,和 若 L,owo, 和 风 固 定 , 则 选 频 滤 波 器 的 设计 问题 就 变 成 一 个 在 不 相交 集 上 
的 切 比 雪夫 逼近 问题 ,这 也 是 台 近 理论 中 的 一 个 重要 问题 ,对 此 已 经 推导 出 一 些 有 用 的 定理 和 方法 
( 见 Cheney ,1982) 。 为 了 得 出 在 这 种 情况 下 通 近 问题 的 公式 ,定义 通 近 误差 困 数 为 

E(w) = W(w)[Ha(ei”) — A-(ei”)] (7.96) 
其 中 加 权 函 数 W (co ) EVER PRS BAT EP, SIT ITA LE PRE PR E(w) ,加 
权 函 数 Wo) 和 要 求 的 频率 响应 有 (e”*) 只 在 0<w= HAAR LAE. BU, AE 
IL UE UK AE , MJ HE PR BOLE X lt] O< 0 <0, flw, sosm 上 有 意义 。 通 近 函 数 4.(e”) 在 过 渡 区 (例如 ， 
w, <w<w,) 上 未 加 限制 ,而且 为 了 在 其 区 间 上 得 到 所 要 求 的 响应 , 它 可 以 取 任 何 所 要 求 的 形状 。 

例如 ,假设 想 要 得 到 一 个 如 图 7. 40 所 示 的 逼近 ,其 中 Zoo 和 ww, 是 固定 的 设计 参数 。 对 于 这 个 

例子 
| 1, 0<w <a, 
Halet”) = (7.97) 
0, wo <w<t 


图 7.41 为 满足 图 7. 40 所 示 技 术 指 标的 典型 频率 响应 。 


WAL eR iC 下 (ww) 可 给 出 在 不 同 的 双 近 区 间 上 不 同 的 加 权 双 近 误差 。 对 于 低 通 滤波 器 到 近 问 
rl, TNA AROA 





1 
=>. 0<wK<oay, 
wo (7. 98) 


l, KWT 





D 更 具体 地 ,7,(x) 是 n 次 切 比 雪 夫 多 项 式 ,定义 为 7T,(x) =cos(ncos -1x)。 
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CE 
h K =6,/8,. FA, (e) WA 7. 41 所 示 , 则 加 权 逼 近 误 差 , 式 (7. 96) PHJ Ew) MEAE 7. 42 中 
所 示 。 注意 , 若 用 这 种 加 权 方 式 , 最 大 加 权 绝 对 通 近 误差 在 通 带 和 阻 带 上 均 为 5=5.。 


A, (2!) 


1+4, 
1-8; 





8) 














图 7.41 满足 图 7. 40 所 示 技 术 指标 的 典型 频率 响应 图 7.42 图 7.41 所 示 逼 近 的 加 权 后 误差 。 


在 这 种 设计 方法 中 所 使 用 的 具体 准则 是 人 们 所 称 的 最 大 最 小 准则 或 切 比 雪夫 准则 ,该 准则 在 
所 需 频 率 区 间 ( 如 低 通 滤波 器 的 通 带 和 阻 带 ) 上 找 出 能 使 式 (7. 96 ) 的 最 大 加 权 逼 近 误 差 达 到 最 小 
的 频率 响应 4.(e” ) 。 简 言 之 ,最 好 的 逼近 就 是 在 


min ( max IE(@)|) 
{helnkOsnsL} \ weF 


意义 上 所 求 出 的 通 近 ,其 中 下 是 0 和 ws<T 的 闭 子 集 , 如 0<w<w 或 w,<w<mn。 从 而 ,寻求 一 组 使 
图 7.42 中 的 8 达到 最 小 的 脉冲 响应 值 。 
Parks and MeClellan(1972a,1972b) 将 如 下 通 近 论 的 定理 用 于 这 种 滤波 器 的 设计 问题 中 。 
交错 点 定理 : 令 Ff; 为 由 实 轴 x 上 不 相交 闭 子 集 的 并 集 构 成 的 闭 子 集 , 则 P(x) 是 7 次 多 项 式 


r 
P(x) = y, ayx* 
k=0 


Di(x) 是 给 定 的 所 要 求 的 * 的 函数 , 它 在 Fp EE SEIN W, (x) 是 在 Pp EIES AY TE eA, FF AL 
Es,(x) 是 加 权 误 差 
Ep(x) = Wp(x)|Dp(x) — P(x)| 
最 大 误差 E || EX 
Ell = max JE p(x)| 

P(x) MAE || E || 最 小 的 唯一 > 次 多 项 式 的 必要 和 充分 条 件 是 ,Er(x) 至 少 有 (Cr+2) 个 交错 点 , 即 
在 上 必须 至 少 存 在 (r +2) 个 x; 值 ,使 得 当 i=1,2,…,r+1 时 ,x <x, <0 <x,,, MM E,(%;) = 
-E,(x,+1) = + | El. 

初 看 起 来 ,似乎 很 难 将 这 个 形式 的 定理 与 滤波 器 设计 问题 联系 在 一 起 ,但 是 下 面 的 讨论 将 会 证 
明 ,该 定理 的 全 部 内 容 在 推导 滤波 器 设计 算法 中 是 非常 重要 的 。 为 了 帮助 理解 交错 点 定理 .7.7.1 节 
将 通过 [型 低 通 滤波 器 的 设计 来 对 这 一 定理 做 出 具体 的 解释 。 然 而 ,在 将 交错 点 定理 应 用 于 滤波 器 设 
计 之 前 先 通过 例 7. 8 说 明 怎样 将 它 应 用 于 多 项 式 。 
例 7.8 交错 点 定理 与 多 项 式 

交错 点 定理 给 出 了 使 给 定 阶 次 的 多 项 式 的 最 大 加 权 误 差 为 最 小 的 必要 和 充分 条 件 。 为 了 

说 明 如 何 应 用 该 定理 ,假设 需 验 证 多 项 式 P(x), 当 在 -1<x< -0.1 时 取 值 近似 为 1, 而 当 0.1 

<x<1 时 取 值 近似 为 0。 考 虑 图 7.43 所 示 的 三 个 该 类 多 项 式 。 每 个 多 项 式 均 是 5 次 的 ,同时 

希望 确定 它们 是 否 满 足 交 错 点 定理 。 定 理 中 所 指 的 实 轴 x 的 闭 子 集 为 区 间 -l<x< -0.1 和 
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0.1<x< 和 1。 设 定 在 两 个 区 间 上 误差 加 权 系 数 相同 , 即 W(x) =1。 首 先 ,读者 应 该 对 图 7. 43 
中 的 每 个 多 项 式 的 逼近 误差 函数 仔细 建立 一 个 大 致 轮 廊 ,这 将 是 十 分 有 益 的 。 

根据 交错 点 定理 ,最 佳 的 5 次 多 项 式 在 与 闭 子 集 ,相应 的 区 间 上 必须 有 至 少 7 个 误差 交 
Bee P(x) RAS 个 交错 点 ,其 中 3 个 在 区 间 -1<x* 达 -0.1 上 ,2 个 在 区 间 0.1< 和 xz 大 1 上 
在 集合 Fp ALES MARKS MA WIEREA || E || HA x HA BAAS (extremal points) (或 者 简写 
为 extremals) 。 将 会 看 到 ,所 有 的 交错 点 都 出 现在 极 值 点 处 ,但 并 不 是 所 有 的 极 值 点 都 是 交错 
点 ， 例 如 ,接近 于 x =1 与 虚线 不 相交 的 零 斜 率 点 是 一 个 局 部 极 大 值 点 ,但 不 是 交错 点 ,因为 相 
应 的 误差 函数 并 没有 达到 负极 值 吕 。 交错 点 定理 规定 相 令 的 交错 点 符号 必须 相反 ,由 于 在 0. 1 
ssl 区 间 上 具有 零 斜 率 的 第 一 个 点 是 一 个 正极 值 交错 点 ,所 以 x =1 处 的 极 值 点 也 不 能 是 
交错 点 。 交 错 点 的 位 置 在 图 7.43 的 多 项 式 上 用 符号 表示 . 











图 7.43 例 7.8 的 5 阶 多 项 式 ,交错 点 用 " 〇 "表示 。 


P,(x) 也 只 有 5 个 交错 点 ,所 以 它 也 不 是 最 优 的 。 具 体 地 讲 ,P,(x) 在 区 间 -1<x< -0.1 
上 有 3 个 交错 点 ,而 在 区 间 0.1<x<1 上 有 2 个 ,x =0.1 处 的 点 不 是 负极 值 点 ,因此 出 现 了 一 
个 问题 :由 于 在 x = -0.1 处 的 交错 点 是 正极 值 点 ,所 以 下 一 个 交错 点 必须 是 负极 值 点 。 而 在 
区 间 0.1<x<1 上 的 第 一 个 零 斜率 点 同 x= -0.1 一 样 是 一 个 正极 值 点 ,没有 改变 符号 ,所 以 
它 也 不 能 算 为 交错 点 。 但 是 这 个 区 间 内 的 第 二 个 零 斜 率 点 和 x=1 处 的 点 均 是 交错 点 , 即 区 间 
O.1<x<1 内 有 2 个 交错 点 ,所 以 多 项 式 P,(x) 交 错 点 总 数 为 5， 

P(x) A8 个 交错 点 ,所 有 交错 点 均 为 0 斜率 点 ,X= -1,rx= -0.1,x=0.1 fox=l, BA 
8 个 交错 点 满足 交错 点 定理 ,所 以 P,(x) 是 该 区 间 唯 一 的 最 优 5 阶 多 项 式 通 近 ， 


7.7.1 最 佳 | 型 低 通 滤波 器 
对 于 工 型 滤波 器 ,多 项 式 P(x) 是 式 (7.93) 中 的 余弦 多 项 式 4.(e ) , 若 用 变量 x = cos w Al r= 





D 在 这 一 讨论 中 , 指 的 是 误差 函数 的 正 负 极 值 。 内 为 由 多 项 式 减 去 一 个 常数 得 到 误差 ,所 以 极 值 点 很 容易 位 于 图 7.43 
的 多 项 式 曲 线 上 ,但 是 其 符号 与 在 所 要 求 的 常数 值 上 下 变化 的 变量 相反 。 
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L 进行 替换 ,有 
L 
P(cos@) = >》 ax (cos wy! (7.99) 
k=0 
D,(x) 是 式 (7.97) 中 所 要 求 的 低 通 滤波 器 频率 响应 , 取 x=cos w, W 
l, coswp < cosw<1 
0， 一 1 <cosw < cosa, (7. 100) 


W,.( cos ww) 由 式 (7.98) 给 出 ,利用 cos o 可 以 重新 写 为 


Dp(cosw) = | 


1 
Welcosw) = | ge 8 <cosw <1 (7.101) 
1, 一 1 < cosw < cosa, 
ify ALAA is AERAN 
Ep(cosw) = Wp(cos w)| Dp(cos w) — P(cosw)| (7. 102) 


闭 子 集 FEKE O<@ <a, 和 w, Sws n, AF cos w 表示 , 则 包括 区 间 cos w, Scos w<1 Fl-1< 
cos w<cos wo ZEPS SUE HUB HH “4A 4 Ep( cos w) Æ Fp ERB (L 4+2) ARR A, BIE IEA 
交错 地 等 于 其 最 大 值 至 少 (上 L+2) 次 时 , 式 (7.99) 中 的 系数 集 w% 才 对 应 于 唯一 能 最 好 逼近 于 理想 低 
通 滤波 器 的 滤波 器 ,该 理想 低 通 滤 波 器 的 通 带 和 阻 带 边缘 频率 分 别 为 ww 和 ww,, 且 比值 5 /6 固定 为 
天 。 这 种 逼近 称 为 等 波纹 逼近 。 之 前 在 椭圆 UR 滤波 器 中 已 经 见 过 这 种 等 波纹 逼近 方法 。 

图 7. 44 表示 根据 交错 点 定理 , 当 了 上 =7 时 最 佳 的 滤波 器 频率 响应 。 在 该 图 中 以 w 为 自 变量 给 
出 了 4.(e”) 的 图 形 。 为 了 正式 检验 交错 点 定理 ,首先 将 它 作为 x = cos o 的 函数 重新 画图 。 此 外 希 
望 仔 细 地 检查 Ep Cx) 的 交错 点 。 因 此 图 7.36(a) 至 图 7.36(c) 分 别 表示 P(x) ,了 (xz) 和 天 (xz) 作 
AA x =cos w 函数 的 图 形 , 对 于 本 例 (L=7) 可 以 看 出 ,共有 9 个 误差 交错 点 ,所 以 满足 交错 点 定理 。 
重要 的 一 点 是 ,在 计数 交错 点 时 包括 了 点 cos w, Fil cos w, ,因为 按 交错 点 定理 在 ,中 所 包括 的 子 集 
(或 子 区 间 ) 是 闭 集 ,也 就 是 说 ,应 当 考 虑 区 间 的 两 个 端点 。 虽 然 这 看 似 是 一 个 小 问题 ,但 将 会 看 到 
它 实 际 上 是 很 重要 的 。 


Aele) 











图 7.44 根据 交错 点 定理 ,L=7 时 最 佳 低 通 滤波 器 逼近 的 典型 举例 


通过 比较 图 7.44 和 图 7.45 可 知 , 当 所 要 求 的 滤波 器 是 一 个 低 通 滤波 器 (或 任意 分 段 恒 定 的 滤 
波 器 ) 时 ,实际 上 可 以 通过 直接 检查 频率 响应 来 计数 交错 点 。 应 当 记 住 ,在 通 带 和 阻 带 的 最 大 误差 
是 不 同 的 ( 用 比值 K =6,/5, KIR) c 

交错 点 定理 表明 ,最 佳 滤波 器 最 少 必须 有 (上 +2) 交错 点 ,但 是 并 不 排除 有 多 于 ( +2) 个 交错 
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点 的 可 能 性 。 事 实 上 将 会 看 到 , 对 于 一 个 低 通 滤波 器 ,最 多 可 能 的 交错 点 数 是 (上 L+3)。 首 先 用 
图 7.46( 工 =7) 来 说 明 这 一 点 。 图 7.46(a) 有 上 +3=10 个 交错 点 ,而 图 7.46(b) 至 图 (d) 分 别 有 
L+2 =9 个 交错 点 。( 工 +3) 个 交错 点 的 情况 [ 见 图 7.46(a) ] 通 常 称 为 “ 超 波纹 情况 ” 。 需 要 注意 的 
是 , 超 波纹 滤波 器 在 w=0 和 w=T 以 及 ww=w 和 w=w, 处 , 即 各 频带 的 边缘 处 均 有 交错 点 。 
图 7.46(b) 和 图 7.46(c) 在 ww 和 ww 处 也 有 交错 点 ,但 分 别 在 w=0 和 w=7 处 却 没 有 交错 点 。 
图 7.46(d) 在 0,mr,wo, 和 ww, 处 均 有 交错 点 ,但 是 在 阻 带 内 的 极 值 点 ( 零 斜 率 的 点 ) 少 一 个 。 还 可 以 
看 出 ,所 有 这 些 情况 在 通 带 和 阻 带 内 都 是 等 波纹 的 , 即 在 0 <w < 的 区 间 内 全 部 零 斜 率 点 都 是 加 
权 双 近 误 差 幅 度 为 最 大 的 频率 点 。 最 后 ,因为 图 7.46 中 的 所 有 滤波 器 均 满 足 当 了 =7 并 且 取 同样 
的 KK=61/6; 值 时 的 交错 点 定理 ,所 有 每 个 滤波 器 的 w, 和 /或 w, 必 定 是 不 同 的 ,因为 交错 点 定理 表 
明 ,在 该 定理 的 条 件 下 最 佳 滤波 器 是 唯一 的 。 


P(x) 











-1 COS wy COS Op 





-ô| cosa, cosw, 1 


'p 
(b) (c) 


图 7.45 作为 x = cos w ARI ER E Bi R A 


对 于 图 7. 46 中 的 滤波 器, 由 交错 点 定理 得 出 上 述 特性 。 具 体 地 ,以 工 型 低 通 滤波 器 为 例 ,将 这 
些 特性 归纳 如 下 : 
© 误差 交错 点 最 多 的 可 能 个 数 是 (L +3); 
© 交错 点 始终 出 现在 wy 和 w, 处 ; 
© 在 通 带 和 阻 带 (0 <w< 几 和 mw,<w<T) 内 部 ,全 部 零 斜 率 点 均 对 应 于 交错 点 , 即 除了 可 能 在 
w=0 和 w=T 处 之 外 滤波 器 将 是 等 波纹 的 。 
交错 点 最 多 可 能 的 个 数 为 ( 工 +3) 
参考 图 7.44 和 图 7.46 可 以 看 出 , 极 值 点 或 交错 点 的 位 置 最 多 可 能 出 现在 4 个 频带 边缘 点 
(wo =0,Two,) 和 局 部 极 值 点 处 , 即 4.(e” ) 零 斜率 的 那些 频率 点 处 。 因 为 区 次 多 项 式 在 一 个 开 区 间 
上 最 多 能 有 ( - 1) 个 零 和 斜率 点 ,所 以 交错 点 位 置 的 最 多 可 能 个 数 是 多 项 式 的 ( 工 - 1) 个 局 部 极 大 或 极 
小 值 点 加 上 4 个 频率 边缘 点 ,总 共 为 (L+3) 个 。 如 果 考 虑 三 角 多 项 式 的 极 值 点 和 零 斜 率 点 , 则 应 看 
到 ,虽然 P(x) 作 为 x 的 函数 来 考虑 时 在 对 应 点 x =1 和 x = -1 处 可 能 没有 零 斜 率 点 ,但 是 三 角 和 多项式 
É 
P (cos w) = X ax (cos w)* 
k=0 (7. 103) 
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A, (e) 





















































图 7.46 上 L=7 时 可 能 的 最 佳 低 通 滤波 器 的 逼近 。(a) (+3) 个 交错 点 ( 超 波纹 情况 ) ; 
(b)(L+2) 个 交错 点 (在 w= 7 处 有 极 值 点 );(c)(L+2) 个 交错 点 
(Ew =0 处 有 极 值 点 ) ;(d)(L+2) 个 交错 点 (在 w =0 和 w=~7 处 有 极 值 点 ) 
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作为 w 的 函数 来 考虑 时 ,始终 在 w=0 和 w=7 NEARER. 这 是 因为 


P 
dP(cosw) _ —sinw (>: kay (cos w) ) 


dw rae 


L-1 
= —sinw (Za + laps) wn 


k=0 (7. 104) 


上 式 在 w=0 fila =a WR RASKIN CL - 1) MERR- 1) PARADA AS. 在 w=0 
和 ow = 开 处 的 这 种 特性 在 图 7. 46 PI GY OL, 图 7.46(d) 中 ,碰巧 多 项 式 P(x) fE x = -l =cos m 
处 也 有 零 斜 率 . 

交错 点 总 出 现在 w, 和 mw, 处 

对 于 图 7. 46 中 所 有 的 频率 响应 ,4.(e”) 在 通 带 边缘 w, 处 正好 等 于 1 -5 ,并 且 在 阻 带 边缘 ow, 
处 正好 等 于 +6,。 为 了 说 明 为 什么 总 是 这 样 ,下 面 研究 重新 定义 图 7.47 所 示 的 w, 且 保持 多 项 式 不 
变 时 ,怎样 才能 使 图 7.46(a) 中 的 滤波 器 也 成 为 最 佳 的 。 最 大 加 权 误 差 幅 度 相 等 的 那些 频率 是 
w@ =0,0, WO, 03,045.05 WF 7, BIA (L +2) =9 个 频率 。 但 是 这 些 频率 并 不 都 是 交错 点 , 因 
为 按照 交错 点 定理 的 要 求 , 在 这 些 频率 处 的 误差 必须 正 负 交错 地 为 6= + El。 这 样 ,由 于 误差 
在 w; 和 ww, 处 都 是 负 值 ,所 以 按照 交错 点 定理 可 以 计数 的 频率 是 w = 0, O, 3, Ws, Ws, We Fl 
w=T7, 总 共有 8 个 频率 。 因 为 未 能 达到 (L+2) =9, 所 以 不 满足 交错 点 定理 的 条 件 , 并 且 当 具有 所 
示 的 w, 和 w, 时 ,图 7.47 所 示 的 频率 响应 不 是 最 佳 的 。 换 句 话 说 , 若 将 w 作 为 一 个 交错 点 频率 而 除 
去 , 则 这 时 除去 了 两 个 交错 点 。 因 为 图 中 交错 点 最 多 可 能 的 个 数 是 (上 +3) ,所 以 就 剩 下 最 多 
(L+1) 个 ,该 数目 不 能 充分 满足 交错 点 定理 。 如 果 将 w, 也 作为 一 个 交错 点 频率 而 除去 , 则 也 会 得 
出 同样 的 结论 。 对 于 高 通 滤波 器 也 会 有 类 似 的 结果 ,但 是 带 通 或 多 频带 滤波 器 并 不 一 定 会 出 现 这 
种 情况 ( 见习 题 7. 63 ) 。 




















图 7.47 通 带 边缘 ww 必须 是 交错 点 频率 的 说 明 


除了 可 能 在 w=0 或 w= 处 外 , 滤 
波 器 将 是 等 波纹 的 

前 面 曾经 证 明 过 w, 和 w, 必 须 是 交 
错 点 ,这 里 的 论点 与 此 非常 相似 。 例 
如 , 知 将 图 7.46(a) 中 的 滤波 器 修改 为 
如 图 7.48 那样 ,使 得 一 个 零 斜 率 点 没 
有 达到 最 大 误差 。 则 虽然 极 大 误差 出 


现在 9 个 频率 处 ,但 其 中 只 有 8 个 可 以 ”图 7.48 在 要 逼近 的 频带 中 ,频率 响应 必须 是 等 波纹 的 说 明 
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作为 交错 点 来 考虑 。 因 此 , 若 少 了 一 个 误差 极 大 值 点 ,也 就 是 除去 了 一 个 波纹 , 则 使 交错 点 数目 
减少 了 两 个 ,只 剩 下 (ZL+1) 个 最 多 可 能 的 交错 点 。 

这 些 特性 只 是 从 交错 点 定理 所 得 出 的 众多 特性 中 的 一 小 部 分 。 在 Rabiner and Gold (1975 ) 的 
论文 中 讨论 了 其 他 许多 特性 。 男 外 ,在 这 里 只 研究 了 了 型 低 通 滤 波 器 ,而 关于 卫 、 轩 入 型 滤波 器 
或 具有 更 一 般 的 目标 频率 响应 的 滤波 器 ,广泛 而 详细 的 讨论 超出 了 本 书 的 范围 。 为 了 进一步 强调 
交错 点 定理 的 一 些 特性 ,下 面 将 主要 研究 卫 型 低 通 滤波 器 。 


7.7.2 最 佳 工 型 低 通 滤波 器 


下 型 因果 滤波 器 是 在 0 入 "和 1W 范围 之 外 AL] =0 的 滤波 器 , 且 滤波 融 的 长 度 (W + 1 ) 为 偶数 ， 
即 W 为 奇数 ,而 且 由 于 对 称 性 ,有 


hja] = h[M —n] (7. 105 ) 
因此 ,频率 响应 He”) 可 表示 为 
(M—1)/2 M 
H (ei”) = e jem /2 dX 2h[n] cos E (> = n)] (7. 106) 
Hi bln] =2h[ (M4+1)72-n) jn =1,2,---,(M4+1)/2, MsK(7. 106) 可 重 写 为 
(M+1)/2 1 
H (el?) = e7 joM/2 2 b[n] cos le (r 一 ;)| (7. 107) 


为 了 将 交错 点 定理 用 于 开 型 滤波 器 的 设计 中 ,必须 将 该 问题 等 效 为 多 项 式 通 近 的 问题 。 要 完成 这 
一 点 ,将 式 (7. 107) 中 的 求 和 式 表示 为 


(M+1)/2 j MEN 
2 b[n] cos E (r 一 ;)| = cos(w/2) 2 bin] cos(wn) (7. 108) 

(见习 题 7.58) 现 在 可 以 把 式 (7. 108) 中 右边 的 求 和 式 表示 成 一 个 三 角 多 项 式 P(eos w) ,因此 
H(ei®) = e-joM/2 cos(w/2) P(cos w) (7. 109a) 

AF, 
L 
P (cos œw) = 》 ax (cos w)! (7. 109b) 
k=0 


HL=(M-1)/2, R(7. 109b) PHARM ww 与 式 (7. 108) PHAM n 有 联系 ,而 后 者 又 与 
式 (7. 108) 中 的 系数 4[n] =2h[ (M +1)/2 -m] 有 联系 。 对 于 工 型 低 通 滤波 器 的 情况 ,没有 
必要 得 出 脉冲 响应 和 ws 之 间 的 解析 关系 式 。 现 在 可 以 把 交错 点 定理 用 于 P( cos o) 和 所 要 求 
的 频率 响应 之 间 的 加 权 误 差 。 对 于 给 定 通 带 和 阻 带 波纹 比值 的 了 型 低 通 滤波 器 ,所 要 求 的 
频率 响应 函数 由 式 (7. 97) 给 出 ,并 且 误差 的 加 权 函 数 由 式 (7.98 ) 给 出 。 对 于 开 型 低 通 滤波 
器 ,由 于 式 (7. 109a) 中 有 因子 cos( w/2) ,所 以 ,用 多 项 式 P( cos w) 来 下 近 的 所 要 求 的 频率 响 
应 函数 定义 为 
: a O<w <p 
Hale?) = Dp(cosw) = 4 cos(w/2) (7. 110) 
0, 人 <wWwe<nt 


并 且 加 到 误差 上 的 加 权 函 数 为 
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ere tein Wp 
W(w) = Wp(cosw) = K (7.111) 
cos(w/2), ww < WN 
所 以 , 工 型 滤波 器 设计 是 一 个 与 工 型 滤波 器 设计 有 所 不 同 的 多 项 式 通 近 问 题 。 

本 节 只 概括 了 开 型 低 通 滤 波 器 的 设计 问题 ,主要 强调 ,必须 首先 将 设计 问题 用 公式 表示 成 多 项 
式 通 近 问 题 。 在 亚 型 和 IV 型 线性 相位 FIR 滤波 器 的 设计 中 也 有 类 似 的 要 求 。 有 具体 地 讲 , 这 些 滤波 
器 的 设计 也 可 以 用 公式 表示 成 多 项 式 逼 近 问 题 , 但 是 在 每 一 类 中 加 到 误差 上 的 加 权 枯 数 的 形式 恰 
与 卫 型 滤波 器 所 用 的 三 角 多 项 式 ( 见习 题 7.58 ) 相同 。 有 关 这 类 滤波 器 特性 和 设计 方法 的 详细 讨 
论 可 见 Rabiner and Gold( 1975) 的 论文 。 

已 经 以 低 通 滤波 顺 为 例 说 明了 用 公式 设计 工 型 和 开 型 线性 相位 系统 的 细节 。 但 是 从 开 型 情况 
的 讨论 中 应 当 特 别 指出 ,在 选择 所 要 求 的 响应 函数 H, e) IRR 下 (w) 时 有 很 大 的 灵活 性 。 
例如 ,可 以 利用 能 够 得 到 一 定 百分比 的 等 波纹 误差 台 近 的 所 要 求 函 数 来 定义 加 权 函 数 。 这 种 方法 
在 设计 亚 型 和 JV 型 微分 系统 时 十 分 有 用 。 


7.7.3 Parks-McClellan 算法 


交错 点 定理 说 明 使 误差 在 切 比 雪夫 或 最 大 最 小 意义 上 最 佳 化 的 必要 和 充分 条 件 。 虽 然 该 定理 
没有 清楚 地 表明 如 何 找 出 最 佳 滤波 器 ,但 是 所 给 出 的 条 件 可 以 作为 找 出 最 佳 滤波 器 有 效 算法 的 基 
fiio BR I 型 低 通 滤波 器 来 进行 讨论 ,但 是 该 算法 很 容易 加 以 推广 。 
由 交错 点 定理 可 知 , 最 佳 滤 波 器 4.(e”) 应 满足 如 下 方程 组 : 
Wol Hall”) — Ae(ei”)] = (-1)'*18, i=1,2,::-.(L +2) (7. 112) 
式 中 ,6 是 最 佳 误差 ,4.(e” ) 由 式 (7. 89) 或 式 (7.93 ) 给 出 。 若 用 式 (7.93 ) 表示 A, (e ) , 则 这 些 方 
程 可 以 写 为 








i x 2 zh 1 
J 1 = 1 WwW a 
Sa 2 o ) ay =a ) 
x2 x5 C ie 
2X3 2 Wer) Mei ees (7. 113) 
i ae g G | 上 mcrae 
XL+2 rag ` Xp 49 W(w142) 


式 中 w; = cos w;, 这 组 方程 是 寻找 最 佳 4.(e” ) 的 迭代 算法 的 基础 。 该 方程 首先 猜测 一 组 交错 点 频 
率 w;,i=1,2,…,(L+2)。 注意 w, 和 ww, 是 固定 的 ,并 且 根 据 7.7.1 节 中 的 讨论 可 知 ,它们 必定 为 交 
FE, ADE, Aw, =e, Me... =w,。 由 方程 组 (7.113) 可 以 解 出 系数 组 a, 和 5。 此 外 , 另 
一 种 更 加 有 效 的 方法 是 利用 多 项 式 内 插 。 具 体 来 说 ,Parks and McClellan (1972a ,1972b) 发 现 , 对 于 
给 定 的 一 组 极 值 频率 


(7. 114) 





式 中 ， 


bg = = 
ý le (7. 115) 
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且 和 以 前 一 样 ,x, =cos w,。 也 就 是 说 ,如 果 4.(e*) 由 满足 式 (7. 113) 的 系数 组 a, 来 确定 ,并 且 5 由 
式 (7. 114) 给 出 , 则 误差 函数 就 会 通过 在 ( 工 +2) 个 频率 wj 上 的 +6 值 处 ,或 等 效 地 , 若 0 三 w <a, Ill 
A, (e™) RUE LAG 1 + KS (8, E o <o sm, 则 4.(e”) 的 值 中 包括 上 8 值 。 因 为 ,已 知 4(e”) 是 
一 个 区 次 三 角 多 项 式 , 所 以 可 以 通过 (上 +2) 个 已 知 值 E(w,) 或 等 效 的 4.(e*) 中 的 (L+1) 个 值 , 插 


人 一 个 三 角 多 项 式 。Parks 和 McClellan 曾 用 Lagrange 内 捅 公式 得 出 
L+l 


Dd/ (x — KIC 


k=1 








A, (e!°) = P(cosw) = Li (7.116a) 
>》 [wy/G = x4) 
k=1 
式 中 ,x =cosw,x, =cosw,, 
= Huey 7. 1161 
Ck a(e!*) Woo ( 6b) 
且 
L+1 
= =b —) 
ii I TY (7. 116c ) 
izk 


虽然 只 用 到 频率 ol 0, w RWE LRA ABERA AI A, Ce” ) 满足 式 (7. 113) ,所 
以 可 以 确认 多 项 式 在 o, ,处 也 取 正 确 值 。 

现在 ,已 得 出 满足 任何 所 要 求 频率 的 A, Ce”) ,而 不 用 去 解 方程 组 (7.113 ) 来 求 系数 w。 
式 (7. 116a) 所 表示 的 多 项 式 可 用 以 计算 通 带 和 阻 带 中 许多 频率 处 的 4.(e”) 和 E(w) 值 。 如 果 对 
通 带 和 阻 带 中 的 所 有 ww, 都 有 |E(w) |<6, 则 说 明 已 经 得 到 最 佳 到 近 ,否则 必须 求 出 一 组 新 的 极 值 

图 7. 49 表示 在 求 出 其 最 佳 通 近 之 前 工 型 低 通 滤波 器 的 一 个 典型 例子 。 显 然 , 求 86 所 用 到 的 频 
率 组 wj( 如 图 7. 49 中 用 圆圈 所 表示 的 ) 是 那些 能 使 86 最 小 的 频率 。 根 据 Remez 交换 法 的 原理 ( 见 
Cheney ,2000) 将 该 组 极 值 频率 转换 成 由 误差 曲线 (4+2) 个 最 大 峰 所 确定 的 一 组 新 的 频率 。 图 中 
用 x" 号 表示 的 点 就 是 本 例 的 一 组 新 频率 点 。 如 前 所 述 ,必须 将 w, 和 w, 选 作 极 值 频 率 。 回 顾 一 
下 ,在 开 区 间 0 <w<w, 和 w,<w<" 中 最 多 有 (L-1) 个 局 部 极 大 值 点 和 极 小 值 点 。 剩 下 的 极 值 点 
可 在 w=0 处 ,也 可 在 w="7 处 。 如 果 在 w=0 Al ow = a 处 误差 函数 均 有 一 个 极 大 值 , 则 把 产生 最 大 


ea 一 一 一 一 一 x 一 














图 7.49 yk SCBA Parks-McClellan 算法 的 说 明 
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误差 的 频率 作为 极 值 频率 的 最 新 估计 。 重 复 下 列 
步骤 :首先 进行 6 的 循环 计算 ,其 次 用 假设 的 误差 
峰值 拟 合 一 个 多 项 式 , 然 后 找 出 实际 误差 峰 点 的 
位 置 。 该 步骤 重复 进行 ,用 稍 大 于 原 定 的 较 小 数 
值 开 始 , 直 到 8 值 不 青 改变 为 止 。 这 个 值 就 是 所 要 
求 的 极 大 极 小 加 权 通 近 误 差 。 

该 算法 的 流程 图 如 图 7.50 所 示 。 在 该 算法 
中 ,每 一 步 迭 代 均 隐 含 地 改变 脉冲 响应 值 h,[n | 以 
得 到 所 要 求 的 最 佳 逼 近 , 但 是 久 [z] 的 值 也 从 未 用 
显 式 计 算 过 。 当 算法 收敛 后 ,可 以 利用 将 在 第 8 章 
中 讨论 的 离散 傅 里 叶 变 换 由 多 项 式 的 样本 来 计算 
脉冲 响应 。 


7.7.4 Se FIR 滤波 器 的 特性 


对 于 预先 给 定 的 通 带 和 阻 带 的 边缘 频率 w 和 
w, ,最 佳 FIR 滤波 器 有 最 小 的 最 大 加 权 通 近 误 差 


个 极 值 点 吗 2 最 大 极 值 点 
5。 对 式 (7. 98) 的 加 权 函 数 而 言 , 得 出 的 最 大 阻 带 


允 近 误差 是 6, = 56, 最 大 通 带 盘 近 误差 是 6 = K8, 
图 7.51 说 明了 8 怎样 随 滤 波 器 的 阶 次 以 及 通 带 截 图 7.50 Parks-McClellan 算法 的 流程 图 

止 频率 而 变化 。 本 例 中 ,天 = 1 且 过 渡 带 固定 为 (w, -@,) =0.2m。 曲 线 表 明 随 着 w, 的 增 大 ,误差 6 
可 以 达到 局 部 极 小 点 。 曲 线 上 的 这 些 点 对 应 于 超 波纹 [(L+3) 个 极 值 点 ] 滤波 右 。 按 照 交错 点 定 
理 在 极 小 点 之 间 的 所 有 点 都 对 应 于 最 佳 滤 波 带 。M =8 Al M = 10 的 滤波 需 对 应 于 工 型 滤波 器 ,而 
M =9A M = 11 的 滤波 器 对 应 于 开 型 滤波 器 ,注意 ,选择 某 些 参数 会 使 较 短 的 滤波 上 需 (W =9) 可 能 优 
于 较 长 的 滤波 器 (WM =10)( 即 有 较 小 的 误差 ) 。 这 一 点 开始 可 能 会 令 人 感到 吃惊 ,并 且 看 似 是 矛 盾 


0.14 







假设 (4+2) 个 极 值 频 率 
的 初始 值 






根据 极 值 点 集 计 算 最 佳 
5 值 






插入 (LL+1) 个 点 得 出 
A, (eH) 












计算 误差 &(w) 并 求 出 
IE(w) 宇 6 的 局 部 极 大 点 








an 是 “| 得 出 (+ 2% 








0.12 











0.00 | | l 
0.0 0.2 % 0.47 0.67% 0.87 


通 带 截止 频率 (o) 
图 7.51 最 佳 逼 近 低 通 滤波 器 在 截止 频率 上 通 带 和 阻 带 误 
差 的 关系 曲线 ,本 例 中 K=1 Aw, -w,) =0.2T 
(在 Herrmann 之 后 ,Rabiner 和 Chan 的 工作 ,1973) 
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的 。 但 是 M =9 AM = 10 的 情况 分 别 代表 两 种 基本 不 同类 型 的 滤波 器 。 若 用 另 一 种 方式 来 解释 ， 
M =9 时 的 滤波 器 不 能 视 为 M = 10 时 的 将 一 个 样本 点 设 为 零 的 特殊 情况 ,因为 这 将 不 满足 线性 相 
位 对 称 性 的 要 求 。 另 一 方面 ,M =8 的 滤波 器 可 以 看 成 W = 10 时 将 第 一 个 和 最 后 一 个 样本 设 为 零 
的 一 种 特殊 情况 。 由 于 这 个 原因 ,W =8 时 的 最 佳 滤波 器 就 不 能 优 于 1 = 10 时 的 最 佳 滤波 器 。 这 
种 限制 可 从 图 7. 51 中 看 出 ,图 中 =8 的 昌 线 始终 高 于 或 等 于 W = 10 的 曲线 。 这 两 条 有 曲线 相遇 的 
那些 点 对 应 于 W = 10 的 滤波 器 将 第 一 个 和 最 后 一 个 样本 设 为 零 时 的 脉冲 啊 应 。 

Herrmann 等 人 (1973 ) Xt WK AC UR WE UK Ai EE UE A PS M ,5 ,5 ,w, 和 w, 之 间 的 关系 进行 
了 大 量 的 计算 研究 ,后 来 Kaiser( 1974 ) 得 出 了 一 种 能 反映 这 些 参数 之 间 关 系 的 简化 公式 
一 101og10(6162) — 13 

2.324Aw 
其 中 Aw =, -ws 在 可 以 比较 的 情况 下 (6, =5 =5), 通 过 对 式 (7.117 ) 45 Kaiser 窗 法 设计 
公式 (7.76) 的 比较 看 出 ,WV 值 给 定时 最 佳 逼 近 可 以 使 通 近 误差 有 5 dB 的 改善 。 等 波纹 滤波 器 的 男 
一 个 重要 优点 是 6, 和 6, 不 要 求 相等 ,而 不 像 窗 苑 数 法 所 要 求 的 那样 。 


M= (7.117) 





7.8 FIR 等 波纹 逼近 举例 


FIR 滤波 咒 最 佳 等 波纹 通 近 的 Parks-McClellan 算法 可 以 用 于 设计 众多 类 型 的 FIR 滤波 器 ， 本 
节 将 给 出 几 个 例子 来 说 明 最 佳 逼 近 的 一 些 特 性 ,并 指出 这 种 设计 方法 所 提供 的 极 大 灵活 性 。 


7.8.1 低 通 滤波 器 


对 于 低 通 滤波 器 ,再 次 通 近 曾 在 例 7.5 和 7. 6.1 节 中 用 到 的 那 组 技术 指标 。 这 样 就 可 以 在 相 
同 的 低 通 滤波 器 指标 下 比较 所 有 的 主要 设计 方法 ,该 指标 要 求 w =0. 4ar,@, =0. 6r 和 5 =0. 01,5, 
=0. 001, 19 fal eA BCS JE], Parks-McClellan 算法 可 以 在 加 权 也 数 的 参数 k=6,/6, = 10 固定 的 情况 
下 调整 通 带 和 阻 带 的 不 同 通 近 误 差 . 

将 上 述 指 标 代入 式 (7. 117) 并 做 舍 入 处 理 , 可 以 得 出 估计 值 W =26, 这 是 达到 技术 指标 所 必需 
的 MM 值 。 图 7.52(a) 至 图 7.52(c) 分 别 表示 M =26,0, =0. 4n Fil w, =0. 6r 时 最 佳 滤波 器 的 脉冲 
响应 .对 数 幅 度 和 通 近 误差 。 图 7.52(c) 表 示 未 加 权 的 通 近 误差 


Elw) _ 1—A-(e!”), O< <p 





EA(w) = (7.118) 


Wlw) |o- Aelel), a<w<n 
而 不 是 设计 算法 公式 中 所 用 的 加 权 误 差 。 除 了 通 带 误差 应 该 除 以 10 以 外 ,加 权 误 差 应 与 图 7.52(e) 
中 的 误差 相同 册 。 通 近 误 差 的 交错 点 在 图 7.52(e) 中 是 很 清楚 的 。 在 通 带 中 有 7 个 交错 点 而 在 阻 
带 中 有 8 个 ,总 共有 15 个 交 铺 点 ,因为 对 于 工 型 (1W 为 偶数 ) WER RAD OL = M/2 H M =26, 所 以 交错 
点 的 最 少 个 数 是 (上 +2) = (26/2 +2) =15。 因 此 ,图 7.52 PAN NEU ARE M =26,w, =0. 4r Fil w, = 
0. 6r 时 的 最 佳 滤波 器 。 但 是 ,图 7.52(c) 表 示 ,滤波 器 未 能 满足 通 带 和 阻 带 误差 的 原始 技术 要 求 ( 通 
带 和 阻 带 中 的 最 大 误差 分 别 为 0.0116 和 0.001 16), 这样, 为 了 满足 或 超过 技术 指标 ,必须 增 大 M。 
M =27 时 的 滤波 器 响应 函数 如 图 7.53 所 示 。 此 时 的 通 带 和 阻 带 通 近 误 差 略 小 于 给 定 值 ( 通 带 
和 阻 囊 中 的 最 大 逼近 误差 分 别 为 0.0092 和 0. 000 92 ) 。 在 这 种 情况 下 通 带 中 也 有 7 个 交错 点 , 阻 
带 中 也 有 8 个 ,总 共 15 个 交错 点 。 注 意 ,由 于 =27, 因 此 这 是 一 个 了 [型 系统 ,而 对 于 卫 型 系统 , 隐 





”对 于 选 频 滤 波 咒 来 说 ,因为 在 通 带 中 4,(e*) = 1 - E(w) EHPA, C) = — E(w) ,所 以 用 来 加 权 逼 近 函 数 也 可 以 
方便 地 表现 出 通 带 和 阻 带 的 特性 ， 
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含 的 逼近 多 项 式 的 阶 次 为 L=(M-1)/2=(27 -1)/2=13。 所 以 ,交错 点 的 最 少 个 数 仍 为 15。 还 
应 注意 , 了 型 系统 约束 其 系统 函数 有 一 个 零点 在 z= -1 Mo aT 处 。 这 一 点 从 图 7.53(b) 和 
图 7.53(c) 中 容易 看 出 。 
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角 频 率 (w) 
Ce) 
图 7.52 w, =0.47m,w, =0. 67r, K =10 Fil M =26 时 的 最 佳 1 型 FIR 低 通 滤波 器 。 
Ca) 脉冲 响应 ; (b) 频 率 响 应 的 对 数 幅度 ; Ce) EERE (RIA) 


如 果 将 本 例 的 结果 与 例 7. 6. 1 的 结果 进行 比较 ,就 会 发 现 Kaiser 窗 法 要 求 M =40 以 满足 或 超 
过 技术 指标 ,而 Parks-McClellan 法 只 要 求 M =27。 之 所 以 会 有 这 种 不 同 之 处 ,是 因为 窗 函 数 法 在 通 
带 和 阻 带 中 产生 基本 上 相等 的 最 大 误差 ,而 Parks-McClellan 法 可 以 对 不 同 频带 的 误差 进行 不 同 的 
加 权 。 


第 7 章 滤波 器 设计 方法 397 








ee 0.2 r~ 
= 




















dB 
| 
& 








| | 
0 0.2x 0.4n 0.67 0.87 T 
角 频 率 (w) 
(b) 


0.010 





0.005 





—0.005 








-0.010 | | | | 
0 0.2r 0.4r 0.67 0.81 r 


频率 (w) 
(co) 

















图 7.53 w, =0.4a,, =0.67,K =10 Ail M =27 时 的 最 佳 卫 型 FIR 低 通 滤波 器 。 
Ca) 脉冲 响应 ; (b) 频率 响应 的 对 数 幅度 ; Cc) 逼近 误差 (未 加 权 的 ) 


7.8.2 零 阶 保持 器 的 补偿 


在 许多 情况 下 都 需要 设计 用 于 图 7. 54 所 示 系 统 的 离散 时 间 滤 波 器 , 即 该 滤波 器 用 于 处 理 一 个 
样本 序列 x[ nj] 以 得 到 序列 y[n] ,然后 将 它 输 入 到 D/A 转换 器 和 连续 时 间 低 通 滤波 器 ( 逼近 理想 
D/C 转换 器 ) 中 ,以 便 重 构 连续 时 间 信号 y.(1)。 正 如 4.8 节 所 讨论 的 ,这 样 一 个 系统 是 对 连续 时 间 
信号 进行 离散 时 间 滤 波 的 系统 的 一 部 分 。 如 果 D/A 转换 器 在 整个 采样 周期 了 中 能 保持 其 输出 为 
常量 , 则 输出 y.(7) 的 傅 里 叶 变 换 为 


398 离散 时 间 信 号 处 理 ( 第 三 版 ) 





YOR = HQHH (e!27) xX (ei?) (7.119) 


EHA GO) ENE KOE ERE SZ, JEE 
sin(QT/2) _iar/2 
— e 

Q/2 


是 D/A 转换 器 零 阶 保持 器 的 频率 响应 。4. 8. 4 节 中 曾 指 出 ,对 H, (J) 的 补偿 可 以 并 入 连续 时 间 重 
构 滤波 器 中 , 即 应 (jQ) 可 以 用 


H,(jQ) = (7. 120) 


QT /2 ince 
sin(QT/2) ’ i (7.121) 
0, 其 他 

来 代替 .。、 因 此 离散 时 间 滤 波 器 Ae") 的 作用 不 会 由 于 零 阶 保持 器 而 产生 失真 。 另 一 种 方法 是 通 
过 设计 一 个 滤波 器 有 (ei ) 使 得 


Hi(j®) = 











> a QT/2 
和 全 jQT > 
Me = merna a (7. 122) 
而 把 补偿 加 入 到 离散 时 间 滤 波 嚣 中。 如 果 将 所 要 求 的 频率 响应 简单 定义 为 
w/2 
F] e. akc AVR ) = 一 ) 
Bead Goa “= Pore 
0, WN 


则 可 很 容易 用 Parks-McClellan 算法 设计 有 D/A 补偿 的 低 通 滤波 器 。 





重 构 滤 波 器 
H(iQN) 


离散 时 间 
滤波 器 






H(e") 


图 7.54 由 于 D/A 转换 器 的 影响 而 对 离散 时 间 滤 波 器 的 预 补偿 


图 7. SS 表示 这 种 滤波 器 的 响应 图 数 ,其 技术 指标 仍 为 w =0.4m,owo. =0. 6r Fil 6, = 0. 01,5, = 
0. 001。 此 时 车 维持 先前 的 恒定 增益 , 则 用 M =28 而 不 是 1 =27 就 可 以 满足 技术 指标 。 这 样 将 
D/A 转换 器 的 补偿 并 人 离散 时 间 滤 波 器 ,使 得 滤波 器 的 有 效 通 带 更 加 平坦 。[ 为 了 强调 通 带 的 斜坡 特 
性 ,图 7.55(c) 表 示 出 通 带 的 幅度 响应 ,而 不 是 像 在 其 他 FIR 举例 的 频率 响应 图 中 的 通 近 误差 。] 
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图 7.55 w, =0.4a,w, =0. 6m, K =10 Fil M =28 时 的 最 佳 D/A 补偿 低 通 滤 波 器 . 
Ca) 脉冲 响应 ; (b) 频 率 响 应 的 对 数 幅 度 ; (e) 通 带 中 的 幅度 响应 
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图 7.55( 续 ) w, =0.4ar,@, =0. 6m,K = 10 Fil M = 28 时 的 最 佳 D/A 补偿 低 通 滤波 器 . 
(a) 脉 冲 响 应 ;(b) 频 率 响 应 的 对 数 幅 度 ;(c) 通 带 中 的 幅度 响应 


7.8.3 带 通 滤波 器 


7.7 节 集 中 讨论 了 只 有 两 个 通 近 频带 的 低 通 最 佳 FIR 滤波 器 的 情况 。 然 而 , 带 通 和 带 阻 滤波 
器 要 求 有 三 个 通 近 频带 ,为 了 设计 这 类 滤波 器 ,就 需要 将 7.7 节 的 结论 推广 到 多 频带 的 情况 。 因 而 
要 求 进一步 研究 在 这 种 更 一 般 的 情况 下 交错 点 定理 的 含义 和 逼近 多 项 式 的 性 质 。 首 先 应 记得 ,所 
论述 的 交错 点 定理 并 没有 对 不 相交 通 近 区 间 的 个 数 提出 任何 限制 。 因 此 最 佳 和 逼 近 交 错 点 的 最 少 个 
数 仍 为 (L+2)。 但 是 由 于 有 更 多 的 频带 边缘 点 ,所 以 多 频带 滤波 器 的 交错 点 可 以 多 于 (LL+3) 个 
(习题 7. 63 说 明了 这 个 问题 )。 这 意味 着 7.7.1 节 中 证 明 的 一 些 论点 在 多 频带 情况 下 不 成 立 。 例 





如 4.(e”) 的 局 部 极 大 或 极 小 点 不 必 都 在 盘 近 区 内 。 因 此 ,在 过 渡 区 内 会 出 现 局 部 极 值 点 ,并 且 在 
TELE DCP AN SEO E UE a DL AY o 


为 了 说 明 这 一 点 ,研究 所 要 求 的 频率 响应 
0, O<w<O03n 


Hale!?)= 41, 0.35m < w < 0.60 (7. 124) 
0, 07n <w <n 
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W(w) = 4 l, 0.35m < w <0.60 (7.125) 
0.2, OT7rn <w<t 


400 离散 时 间 信 号 处 理 ( 第 三 版 ) 





滤波 器 脉冲 响应 的 长 度 取 为 M+1=75。 图 7.56 表示 所 得 滤波 融 的 响应 函数 。 首 先 注意 到 ， 
由 第 二 个 逼近 频带 到 第 三 个 至 近 频 带 的 过 渡 区 不 再 是 单调 的 。 但 是 ,在 这 个 未 加 限制 的 区 域 中 选 
用 两 个 局 部 极 值 点 不 会 违反 交错 点 定理 。 由 于 M =74, 则 滤波 器 是 [ 型 系统 ,并 且 隐 含 的 逼近 多 项 
































式 的 阶 次 为 L=M/2 =74/2 =37。 这 样 ， a zs 理 要 求 至 少 有 上 上 +2 =39 个 交错 点 。 这 一 点 在 表 
示 未 加 权 荧 近 误 差 的 图 7.56(c) 中 显而易见 ,每 个 频带 中 均 有 13 个 交错 点 ,总 共有 39 个 。 
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图 7.56 “4 M=74 时 的 最 佳 FIR 带 通 滤波 器 。(a) 脉冲 响应 ; 
(b) 频率 响 应 的 对 数 幅 度 ; (e) 通 近 误 差 ( 未 加 权 的 ) 


网 7. 56 所 示 的 这 种 还 近 在 交错 点 定理 的 意义 上 是 最 佳 的 ,但 是 它们 可 能 并 不 适用 于 某 一 具体 
的 滤波 应 用 。 通 常 ,并 不 能 保证 多 频带 滤波 器 的 过 渡 区 是 单调 的 ,这 是 因为 Parks-McClellan 算法 对 
这 些 区 域 完全 未 加 限制 。 若 为 了 满足 具体 选择 的 滤波 器 参数 而 要 得 出 这 样 一 种 响应 , 则 一 般 可 以 
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通过 系统 地 改变 一 个 或 多 个 频带 边缘 频率 、 脉 冲 响应 长 度 或 误差 加 权 函 数 ,以 及 重新 设计 滤波 器 等 
多 种 方法 来 得 到 可 以 接受 的 过 渡 区 。 


7.9 IIR 和 FIR 数字 滤波 器 的 评价 


本 章 集中 讨论 了 线性 时 不 变 离散 时 间 系 统 的 设计 方法 。 讨 论 了 无 限 长 和 有 限 长 脉冲 响应 滤波 
器 的 多 种 设计 方法 ， 

人 们 自然 会 产生 这 样 一 些 问题 :什么 样 的 系统 是 最 好 的 ? 是 IIR 系统 还 是 FIR 系统 ”为 什么 
给 出 这 么 多 不 同 的 设计 方法 ” 哪 一 种 方法 能 得 出 最 好 的 结果 ? 正如 任何 一 个 工程 设计 问题 那样 ， 
一 般 不 可 能 回答 什么 是 最 好 的 。 之 所 以 讨论 了 IR 和 FIR 滤波 器 的 各 种 设计 方法 ,是 因为 没有 哪 
一 种 类 型 的 滤波 器 ,也 没有 哪 一 种 设计 方法 能 对 所 有 的 情况 都 是 最 好 的 。 

选择 IIR 或 是 FIR 滤波 器 取决 于 每 种 类 型 滤波 器 的 优点 在 设计 问题 中 的 重要 性 。 例 如 ,IIR 
滤波 器 具有 可 以 用 完整 的 设计 公式 来 设计 各 种 选 频 滤 波 器 的 优点 。 这 就 是 说 ,一 旦 选 定 了 选用 
哪 种 已 知 的 通 近 方法 ( 即 巴特 沃 思 、 切 比 雪 夫 或 椭圆 通 近 ) , 则 可 以 直接 把 技术 指标 代 人 一 组 设 
计 方 程 来 计算 满足 技术 条 件 的 滤波 器 的 阶 次 ,并 得 出 数字 滤波 器 的 系数 (或 极点 和 零点 ) 。 这 种 
简便 的 设计 方法 使 得 人 们 可 以 很 容易 地 通过 人 工 计 算 ( 若 需要 ) 来 设计 JR 滤波 器 ,并 且 直 接 得 出 
IR 滤波 器 的 非 迭 代 计 算 程 序 。 这 些 方法 只 限于 设计 选 频 滤波 器 ,并 只 允许 用 于 规定 了 幅度 响应 
的 场合 。 如 果 要 得 到 其 他 形状 的 幅度 啊 应 ,或 需要 逼近 预定 的 相位 响应 或 群 延 迟 响 应 , 则 需要 用 算 
法 设计 法 : 

与 此 相反 , FIR 滤波 器 可 以 有 精确 的 (广义 ) 线 性 相位 ,但 是 对 于 FIR 滤波 器 不 存在 完整 的 设计 
方程 。 虽 然 可 以 直接 用 窗 函 数 法 ,但 为 了 满足 预定 的 技术 指标 ,有 可 能 需 要 做 一 些 迭 代 。 与 窗 函 数 
DEAL LE , Parks-McClellan 算法 可 以 得 出 较 低 阶 的 滤波 器 ,并 且 这 两 种 方法 的 滤波 器 设计 程序 都 很 容 
易 得 到 。 而 且 , 窗 困 数 法 和 大 多 数 算法 设计 法 都 有 可 能 逼近 较为 任意 的 频率 响应 特性 ,但 所 遇 到 的 
困难 要 比 在 低 通 滤 波 器 设计 中 遇 到 的 稍 大 一 些 。 此 外 ,FTIR 滤波 器 的 设计 问题 要 比 IIR 设计 问题 
有 更 多 的 可 控 之 处 ,因为 对 于 FIR 滤波 右 有 适用 于 各 种 实际 情况 的 最 佳 理论 。 无 线性 相位 要 求 的 
FIR 滤波 器 的 设计 技术 已 经 由 Chen and Parks( 1987 ) ,Parks and Burrus( 1987) ,Schiissler and Steffen 
(1988 ) 以 及 Karam and McClellan (1995 ) 给 出 。 

最 后 ,在 实现 数字 滤波 需 时 还 要 考虑 成 本 问题 。 通 常 将 硬件 的 复杂 性 .芯片 的 面积 或 计算 速度 
等 作为 衡量 成 本 问题 的 因素 。 这 些 因 素 或 多 或 少 地 直接 与 满足 给 定 指标 所 需 的 滤波 器 阶 次 有 关 。 
在 实际 应 用 中 ,多 相位 实现 的 功效 并 没有 表现 出 来 ,一般 说 来 用 IR 滤波 器 就 能 最 有 效 地 满足 给 定 
的 幅度 响应 技术 指标 。 但 是 在 许多 情况 下 ,FIR 滤波 器 的 线性 相位 与 它 所 带 来 的 额外 成 本 相 比 是 
非常 值得 的 。 

在 任何 特定 的 实际 环境 中 ,对 滤波 器 类 型 和 设计 方法 的 选择 将 高 度 依 赖 于 应 用 背景 、 约 束 条 
件 .技术 指标 和 实施 平台 。 


7.10 增 采 样 滤波 器 的 设计 














最 后 通过 比较 HR 和 FIR 滤波 器 设计 中 的 增 采 样 问题 来 总 结 本 章 。 正 如 4.6.2 节 和 4.9.3 节 
所 讨论 的 ,整数 增 采 样 和 过 采样 D/A 转换 采用 了 一 个 二 倍 的 扩展 器 ,接续 用 一 个 离散 时 间 低 通 滤 
波 融 。 因 为 扩展 融和 输出 端的 采样 率 是 输入 端 采样 率 的 工 倍 , 所 以 低 通 滤波 器 工作 的 速率 是 增 采 样 
Ue Bea D/A 转换 天 输入 速率 的 工 倍 。 正 如 本 例 中 所 表明 的 , 低 通 滤波 器 的 阶 次 基本 取决 于 所 设 
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计 的 滤波 器 是 TTR 或 FIR 滤波 器 ,以 及 在 该 种 滤波 器 中 所 采用 的 滤波 器 设计 方法 。 然 而 所 得 出 的 
HR 滤波 器 阶 次 可 能 会 明显 小 于 FIR 滤波 器 的 阶 次 ,FIR 滤波 器 可 以 利用 多 相位 实现 的 功效 。 对 于 
IR 滤波 器 的 设计 ,多 相位 可 以 用 来 实现 传递 函数 的 零点 ,而 不 能 实现 极点 。 

要 实现 的 系统 是 一 个 4 倍增 采样 器 , 即 L =4。 正如 第 4 章 所 讨论 的 ,1:4 插值 的 理想 滤波 器 是 
一 个 4 倍增 益 和 截止 频率 为 r/ 4 的 理想 低 通 滤波 器 。 为 了 通 近 这 个 滤波 器 , 设 定 技术 指标 如 下 了 : 
通 带 边沿 频率 w, =0. 227 
阻 带 边沿 频率 w, =0. 297 

最 大 通 带 增益 =0 dB 

最 小 通 带 增益 = — 1 dB 

最 大 阻 带 增 益 = -40 dB 

设计 出 6 种 不 同 的 滤波 器 满足 这 些 技术 指标 :7. 3 节 中 讨论 了 4 种 IIR 滤波 器 的 设计 (巴特 活 

思 型 切 比 雪夫 II 型 切 比 雪夫 和 椭圆 滤波 器 ) 以 及 2 种 FIR 滤波 器 的 设计 (Kaiser 窗 函 数 法 设计 
和 采用 Parks-McClellan 算法 的 最 佳 滤波 器 设计 )。 设 计 采 用 了 MATLAB 信和 号 处 理工 具 箱 。 由 于 所 
采用 的 FIR 设计 程序 要 求 通 带 容 限 关于 1 对 称 , 对 于 FIR 滤波 器 设计 ,以 上 技术 指标 首先 要 被 恰当 
定 标 ,然后 再 对 得 到 的 FIR 滤波 器 重新 定 标 ,使 通 带 内 的 最 大 增益 为 0dB( 见习 题 7.3)。 





所 得 出 的 6 种 滤波 器 的 阶 次 如 表 7.3 所 示 , 相 应 的 零 - 表 7. 3 所 需 滤波 器 的 阶 数 
极点 图 示 于 图 7.57(a) 至 图 7.57(f)。 对 两 种 FIR 滤波 器 滤波 器 设计 
的 设计 ,只 有 零点 的 位 置 示 于 图 7.57 中 。 如 果 作 为 因果 滤 Butterworth 
波 器 来 实现 这 些 滤波 器 ,在 原点 处 将 会 有 多 重 极点 ,以 便 与 
传递 函数 零点 的 总 数 相 匹配 。 ae 
如 果 不 采用 诸如 多 相位 实现 等 可 提高 效率 的 方法 , 则 Kaiser 
两 种 FIR 滤波 器 设计 相 比 任何 一 种 HR 滤波 融 设 计 ,对 每 一 Parks-MeClallsn 





输出 样本 都 需要 更 多 的 乘法 运算 。 在 HR 滤波 器 的 设计 中 ， 
每 个 输出 样本 的 乘法 运算 量 显然 依赖 于 零点 的 分 布 情 况 。 关 于 如 何 有 效 地 实现 这 6 种 滤波 器 设计 
的 讨论 汇总 于 表 7. 4 中 ,并 对 每 一 个 输出 样本 需要 的 乘法 次 数 进行 了 比较 。4 种 IIR 滤波 器 的 设计 
可 以 看 成 一 个 FIR 滤波 器 (实现 传递 函数 的 零点 ) 和 一 个 R 滤波 器 (实现 极点 ) 的 级 联 。 首 先 讨 
论 两 种 FIR 滤波 器 设计 ,因为 它 的 有 效 性 还 可 用 在 由 FIR 组 成 的 HR 滤波 器 中 。 

Parks-McClellan 和 Kaiser 窗 滤波 器 设计 :由 于 不 需要 采用 对 称 的 脉冲 响应 或 多 相位 实现 ,所 
以 每 一 个 输出 样本 需要 的 乘法 数 等 于 滤波 器 的 长 度 。 如 果 采 用 如 4.7.5 节 讨 论 的 多 相位 实现 , 则 
每 个 输入 样本 的 乘法 数 等 于 滤波 器 长 度 。 或 者 ,因为 这 两 种 滤波 器 都 是 对 称 的 ,所 以 可 采用 
6.5.3 节 所 讨论 的 折 番 结构 ( 见 图 6.32 和 图 6. 33) ,可 使 输入 速率 的 乘法 次 数 减少 大 约 一 半 @。 

巴特 沃 思 滤波 器 设计 :离散 时 间 巴 特 沃 思 滤 波 器 的 特点 为 ,所 有 的 零点 都 位 于 z = -1 处 , 且 极 
点 都 为 复 共 恩 对 。 用 式 (1 +z ) 的 18 个 1 阶 项 的 级 联 来 配置 零点 ,不 再 需要 乘法 来 配置 零点 。 
18 个 极点 对 每 个 输出 样本 总 共 需 要 18 次 乘法 运算 。 

I 型 切 比 雪夫 滤波 器 设计 :1 型 切 比 雪夫 滤波 器 的 阶 数 为 8 且 零 点 位 于 z= -1 处 ,因此 零点 的 
实现 不 需要 乘法 运算 。8 个 极点 对 每 个 输出 样本 需要 8 次 乘法 运算 。 





中 通 带 内 的 增益 归 一 化 为 1。 在 所 有 情况 下 ,如 采用 插值 滤波 器 可 缩放 4 倍 
Q 可 将 折 全 和 多 相位 的 功效 结合 起 来 实现 对 称 的 FIR 滤波 器 ( 见 Baran and Oppenheim ,2007) 。 所 得 出 的 乘法 运算 数 约 
为 滤波 器 长 度 的 一 半 ,用 输入 采样 速率 而 不 是 输出 采样 速率 。 然 而 ,所 得 出 的 结构 更 加 复杂 . 
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图 7.57 6 种 设计 的 零 - 极 点 图 。(a) 巴特 沃 思 滤 波 器 ;(b) [型 切 比 雪夫 滤波 器 ;(c) II 型 
团 比 雪夫 滤波 器 ;(d) 椭圆 滤波 器 ;(e) Kaiser 滤波 器 ;(f) Parks-McClellan 滤波 器 
Tl 型 切 比 雪夫 滤波 器 设计 ;在 该 型 滤波 器 设计 中 ,滤波 带 的 阶 数 同样 为 8。 由 于 零点 分 布 在 单 
位 圆周 玮 ,所 以 它们 的 实现 需要 一 些 乘 法 运算 。 然 而 ,因为 所 有 的 零点 都 位 于 单位 圆 上 ,所 以 相关 


的 FIR 脉冲 响应 是 对 称 的 ,并 且 可 用 折 和 琶 和 /或 多 相位 功效 来 配置 零点 。 

椭圆 滤波 器 设计 :椭圆 滤波 右 是 4 种 滤波 器 设计 表 7.4 所 设计 的 滤波 器 对 每 个 输出 
中 阶 次 最 低 的 (5 阶 ) 。 从 零 - 极 点 图 中 可 以 看 出 它 的 样本 所 需要 的 平均 乘法 次 数 
所 有 零点 都 位 于 单位 加 上 。 因 此 可 以 有 效 地 利用 对 [AR KEM Uk ZR 





称 性 和 多 相位 实现 来 配置 零点 。 EERE 37 
表 7.4 总 结 了 一 些 具有 不 同 实 现 结 构 的 6 种 滤 切 比 雪夫 | 17 
波 器 设计 中 对 每 个 输出 样本 所 需要 的 乘法 运算 次 数 . 切 比 雪夫 I 17 
直接 型 的 实现 假定 零 .极点 都 用 直接 型 来 实现 , 即 没 | BE H 
有 利用 在 z= -1 处 多 零点 可 能 级 联 配 置 的 优势 。 如 Parks-McClellan 45 
采用 多 相位 实现 ,但 没有 利用 脉冲 响应 的 对 称 性 , 则 
FIR 滤波 器 的 设计 效率 比 最 高 效 的 HR 滤波 顺 设 计 略 低 ,虽然 它 是 唯一 具有 线性 相位 的 。 在 Parks- 
McClellan 设计 中 如 果 同 时 利用 对 称 性 和 多 相位 方法 , 则 它 与 椭圆 滤波 器 设计 是 最 有 效 的 。 
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7.11 小 结 


本 章 研 究 了 无 限 长 和 有 限 长 脉冲 响应 数字 滤波 器 的 各 种 设计 方法 。 重 点 放 在 所 要 求 的 滤波 带 特 
性 的 频 域 技术 指标 上 ,因为 这 是 在 实际 中 最 常见 的 。 目 的 是 给 出 可 能 用 于 离散 时 间 滤 波 絮 设计 的 各 
种 方法 的 概貌 ,并 给 出 一 些 方法 的 有 关 细 节 , 使 它们 可 以 直接 使 用 而 无 须 进 一 步 参考 离散 时 间 滤 波 融 设 
计 的 浩瀚 文献 。 对 于 FIR 滤波 器 ,详细 地 讨论 了 滤波 器 设计 的 窗 函 数 法 和 Parks-MeClellan 算法 设计 法 。 

本 章 最 后 对 如 何 选用 这 两 类 数字 滤波 器 的 问题 做 了 一 些 讨 论 。 这 一 讨论 的 要 点 是 ,方法 的 选 
择 并 不 总 是 直截了当 的 ,可 能 取决 于 许多 因素 ,很 难 对 其 量化 或 从 普遍 意义 上 加 以 论述 。 但 是 ,从 
本 章 和 第 6 章 中 应 清楚 地 认识 到 ,数字 滤波 器 的 特性 在 设计 和 实现 中 都 有 很 大 的 灵活 性 ,这 种 灵 
活性 使 它 有 可 能 实现 在 诸多 情况 下 用 模拟 滤波 器 很 难 实现 的 较为 复杂 的 信号 处 理 方案 。 





习题 
基本 题 ( 附 答案 ) 
7.1 考虑 一 个 脉冲 响应 为 h,(7) 的 因果 连续 时 间 系 统 ,其 系统 函数 为 


S+a 
(s +a)? +h? 
(a) 用 脉冲 响应 不 变法 求 离散 时 间 系 统 的 H(z) , HEA A, Ln | =h (nT) . 
(b) 用 阶 牙 响应 不 变法 求 离散 时 间 系 统 的 H(z) , AE s,[n] =s,(n7T)。 其 中 
salnl= > hzlkl 和 set) -| 


k=—00 

Ce) RABE 1 的 阶 跃 响应 s,[nj 和 系统 2 的 脉冲 响应 h[nj。 请 判定 h[n] =h [n] =h, (nT) 
以 及 si [n] =s,[n] =s,(n7) 是 否 成 立 ? 

7.2 某 一 离散 时 间 低 通 滤波 器 是 将 脉冲 响应 不 变法 用 于 一 个 连续 时 间 巴 特 沃 思 滤 波 器 而 设计 出 来 
的 。 该 连续 时 间 滤 波 器 的 幅度 平方 函数 为 


IHD? = 


if te) = 


he(t)dt 
oo 





1 
该 离散 时 间 系 统 的 技术 指标 与 例 7.2 中 的 相同 , 即 
0.89125 <|H(e!”)| <1, 0<|o| <0.2n 
|H(e!)| < 0.17783, 0.3% < Jol] <n 
假定 如 在 例 7. 2 中 那样 RETEA tHE EE E AY i) EE RRR ER AE, DAI 
AE py FESR FY A BCE TEI UE UE A T WA AE a AP SE FB PK o 
(a) 画 出 连续 时 间 巴 特 沃 思 滤 波 器 频率 响应 | 及.(jQ) | 幅度 的 容 限 界 ,使 得 用 冲 激 响应 不 变法 
[ 即 hi nj]=Th(n7T,)] 后 所 得 出 的 离散 时 间 滤 波 器 将 满足 给 定 的 设计 指标 。 不 必 像 
例 7.2 中 那样 假设 7, =1。 
(b) 求 整数 阶 次 N 和 量 7,Q, ,使 得 连续 时 间 巴 特 沃 思 滤波 器 可 以 完全 满足 (a) 中 所 确定 的 在 
通 带 边缘 处 的 技术 指标 。 
(ce) 注意 ,者 7=1, 则 在 (b) 中 的 答案 必须 给 出 在 例 7.2 中 得 出 的 Y 和 @. 值 。 利 用 这 种 观点 
求 出 当 7, AL 时 的 系统 函数 玉 (s) ,并 说 明 由 脉冲 响应 不 变法 (7, 关 1) 得 出 的 系统 函数 
H(z) 与 式 (7.19) 给 出 的 结果 (7T,=1 时 ) 相 同 。 
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7.3 


7.4 


TS 


7.6 


常 希 望 用 脉冲 响应 不 变法 或 双 线 性 不 变法 来 设计 一 个 离散 时 间 滤 波 器 ,该 滤波 器 可 以 满足 如 
下 技术 指标 : 
1-6, <|H(e}”)| < 1+8. 0<lol< wp (P7.3-1) 
|H(e!”)| < 32. ws < lol <T 
由 于 历史 原因 , 绝 大 多 数 的 连续 时 间 滤 波 器 的 设计 公式 .表格 或 曲线 通常 均 用 通 带 的 峰值 增益 
为 1 来 规定 技术 指标 , 即 
1—5, <|H-(jQ)| <1, 0<|Ql)< Qp 
|H-(Q)| <4, Qs <|] 
Rabiner, Kaiser, Herrmann and Dolan(1974) 曾 给 出 了 十 分 有 用 的 用 这 种 形式 规定 的 连续 时 间 滤 
波 器 的 设计 曲线 . 
Ca) 为 了 使 用 这 种 表格 和 曲线 来 设计 峰值 增益 为 (1 +8, ) 的 离散 时 间 滤 波 器 ,必须 将 该 离散 时 
间 滤 波 器 的 技术 指标 转换 成 式 (P7.3-2) 形 式 的 技术 指标 。 用 (1 + 6, ) 除 以 离散 时 间 滤 波 
器 的 技术 指标 就 可 以 实现 这 种 转换 。 利 用 这 种 方法 求 用 6, 和 6, 来 表示 5, 和 6, 的 表达 式 。 
(b) 例 7.2 中 曾经 设计 了 一 个 最 大 通 带 增益 为 1 的 离散 时 间 滤 波 器 。 这 个 滤波 器 可 以 用 乘 以 
常数 (1 +8, ) 的 方法 转换 成 满足 式 (P7.3-1) 中 技术 指标 的 滤波 器 。 求 所 需要 的 6, 值 和 与 
该 例 对 应 的 5, 值 ,并 用 式 (7. 17) 求 新 滤波 器 的 系统 函数 的 系数 。 
(e) 对 于 例 7.3 中 的 滤波 器 重复 (b) 。 
某 一 离散 时 间 系 统 的 系统 函数 为 


H(z) = 


(P7.3-2) 


2 1 





1 一 e 一 0.2z 一 I 1 —e-0.4-—1 

(a) 假设 这 个 离散 时 间 系 统 是 用 取 7, = 2 的 脉冲 响应 不 变法 来 设计 的 , 即 h[ nj] =2h. (2r), 
Hha (1 为 实数 。 求 出 一 个 连续 时 间 滤 波 器 的 系统 函数 及 Cs) , 它 可 以 作为 设计 的 基础 。 
你 的 答案 是 唯一 的 吗 ?” 如 果 不 是 , 则 求 出 另 一 个 系统 函数 玉 (s)。 

(b) 假设 A(z) THAR T, =2 的 双 线 性 变换 法 得 出 。 求 可 以 作为 设计 基础 的 已 (s)。 你 的 答案 
是 唯一 的 吗 ” 如 果 不 是 , 则 求 出 男 一 个 系统 函数 H.(s)。 

希望 用 Kaiser 窗 函 数 法 设计 一 个 具有 广义 线性 相位 的 离散 时 间 滤 波 咒 , 它 满 足下 技术 指标 : 

|H(el”)| < 0.01, 0 < |w| < 0.257 
0.95 < |H(e!”)| < 1.05, 0.357 <|w| <0.6n 


|H(e!),<0.01, 0.65% < |u| <n 
(a) 对 于 满足 以 上 技术 指标 的 滤波 器 , 求 脉冲 响应 的 最 小 长 度 (M+1) 的 值 ,以 及 Kaiser i & 


RB 的 值 。 
(b) 该 滤波 器 的 延 久 是 多 少 ? 
Ce) 确定 使 用 Kaiser 窗 的 理想 脉冲 响应 hyl n] 。 
要 用 Kaiser 窗 法 设计 一 个 实 值 的 一 般 线 性 相位 的 FIR 滤波 右 , 且 满足 以 下 指标 : 


0.9 < 万 (ejw)< 1.1. 0< lwl] <0.2n 
—0.06 < H(e!) < 0.06. 0.3 <|w| < 0.4757 
1.9 < H(e!”)< 2.1, 0.5257 < lw| <n 


将 Kaiser 窗 加 到 理想 实 值 的 脉冲 响应 上 可 以 满足 该 指标 ,与 该 脉冲 响应 有 关 的 理想 频率 响应 
H He) 
1. O<|o|< 0.257 
Ha(ei®)= 40. 0.257 < jol < 0.57 


2, 0.Sr< lol <n 


(a) 满足 指标 的 8 最 大 值 是 多 少 ? 相应 的 B 值 是 多 少 ? 清楚 地 说 明 你 的 理由 。 
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(b) 满足 指标 的 Aw 最 大 值 是 多 少 ” 相 应 的 M+1 值 是 多 少 ? 清楚 地 说 明 你 的 理由 。 
7.7 对 利用 图 4.10 所 示 的 系统 来 实现 连续 时 间 LTI 低 通 滤波 器 H(jQ ) 很 感 兴 趣 , 此 时 离散 时 间 系 
统 的 频率 响应 为 H,(e*)。 采 样 时 间 7=10”“s, 且 输入 信号 x, (1) 是 恰当 带 限 的 ,以 及 
X GQ) =0,|10Q|=27(5000)。 | HGA) | 的 技术 指标 为 
0.99< |H(jQ)| <1.01, |Q| < 2x(1000) 
|H(jQ)| < 0.01, |Q|> 2n(1100) 
确定 离散 时 间 频 率 响 应 H, Ce) 的 相应 技术 指标 。 
7.8 想 要 设计 一 个 最 优 ( Parks-McClellan ) 零 相位 I 型 FIR 低 通 滤波 器 ,其 通 带 频 率 w =0.37, 阻 带 
频率 w, =0.6T, 且 在 通 带 和 阻 带 上 有 相同 的 误差 加 权 。 所 求 滤波 器 的 脉冲 响应 长 度 为 11, 即 
当 n< -5 或 n>5 时 hn]=0, 图 P7.8 表示 两 个 不 同 滤波 器 的 频率 响应 H(e*)。 对 每 个 渡 





波 咒 确定 各 有 多 少 交错 点 ,并 说 明 在 最 大 最 小 意义 上 满足 上 述 指标 的 最 佳 滤 波 右 是 否 符合 交 
错 点 定理 。 

1.4 

12 = 
































角 频 率 (w) 
(b) 


图 P7. 8 


7.9 假设 要 用 脉冲 响应 不 变法 并 以 理想 连续 时 间 低 通 滤波 器 为 原型 ,设计 一 个 离散 时 间 滤 波 器 。 
原型 滤波 器 的 截止 频率 Q, =27(1000)rad/s, 且 在 脉冲 响应 不 变法 的 变换 中 7=0.2 ms。 所 得 
离散 时 间 渡 波 带 的 截止 频率 w, 是 多 少 ? 

7. 10 ”将 双 线 性 变换 法 用 于 连续 时 间 理 想 低 通 滤波 器 来 设计 一 个 离散 时 间 低 通 滤 波 器 。 假 设 连续 
时 间 滤 波 器 原型 的 截止 频率 为 Q. =2m(2000)rad/s, 且 选取 双 线 性 变换 参数 7 了 =0.4ms。 所 得 
离散 时 间 滤 波 器 的 截止 频率 cw, FE BD? 
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7.11 假设 理想 离散 时 间 低 通 滤 波 器 的 截止 频率 为 w, = mr/4。 另 外 ,还 知道 该 滤波 器 是 将 取 值 了 = 
0. 1 ms 时 的 脉冲 响应 不 变法 用 于 连续 时 间 原 型 低 通 滤 波 器 变换 而 得 到 的 。 连 续 时 间 原 型 滤 
波 器 的 截止 频率 Q, 为 多 少 ? 
7. 12 ”一 个 截止 频率 为 o, = 7/2 的 理想 离散 时 间 高 通 滤波 器 是 利用 取 值 了 = 1 ms 时 的 双 线 性 变换 
法 设计 出 的 。 问 原型 理想 连续 时 间 高 通 滤波 器 的 截止 频率 Q. 为 多 少 ? 
7. 13 一 个 截止 频率 为 w =27/5 的 理想 离散 时 间 低 通 滤波 器 是 利用 脉冲 响应 不 变法 根据 截止 频率 
为 Q, = 27 (4000) rad/s 的 理想 连续 时 间 低 通 滤波 器 设计 出 的 。7 值 是 多 少 ? 此 值 是 否 唯一 ? 
如 果 不 是 , 求 出 男 外 符合 上 述 要 求 的 7 值 。 
7.14 用 双 线 性 变换 法 由 截止 频率 为 Q, =2ar( 300) rad/s 的 理想 连续 时 间 低 通 滤波 器 来 设计 一 个 截 
止 频率 为 w = 3-0/5 的 理想 离散 时 间 低 通 滤波 器 。 求 出 一 个 符合 要 求 的 参数 7。 它 是 否 唯 
一 ”如 果 不 是 , 求 出 另外 符合 上 述 要 求 的 值 。 
7.15 要 通过 给 截止 频率 为 w = 0. 37 的 理想 离散 时 间 低 通 滤波 器 的 脉冲 响应 h Ln SM Bet eK BC 
W[n] 来 设计 一 个 FIR 低 通 滤波 器 ,并 满足 技术 指标 
0.95 < H(ei”) < 1.05. 0< lw| < 0.257 
—0.1 < Hlel@)<01, 03Sr <lwl <n 
7.5.1 PA Hy ES OB — EAE A PT Ya ALC BE OR? AF — 7S AE — BOR EY) a RV OK 
出 滤波 器 所 要 求 的 最 小 长 度 M+1l。 
7.16 ”要 通过 给 截止 频率 为 w, =0.64 的 理想 离散 时 间 低 通 滤 波 器 的 脉冲 响应 hyl n] D Kaiser 窗 
来 设计 一 个 FUR 低 通 滤波 器 ,并 满足 技术 指标 
0.98 < H(ei®)<1.02, 0<lwl< 0.637 
-0.15 < H(e}?) < 0.15, 0.65% <|w| <n 
求 满足 上 述 要 求 的 6 和 以 值 。 
7. 17 假定 要 设计 一 个 带 通 滤波 器 ,满足 下 列 指标 : 
—0.02 < | (ejo) | < 0.02, 0< Jw] < 0.27 
0.95 < | (eI?) | < 1.05， 0.3r |w| < 0.77 
—0.001 < | (el®)| < 0.001,  0.75r < |al<nx 
该 滤波 器 是 利用 脉冲 响应 不 变法 且 取 7=5 ms 通过 一 个 原型 连续 时 间 滤 波 器 来 设计 的 。 试 给 
出 用 于 设计 原型 连续 时 间 滤 波 器 的 技术 指标 。 
7.18 假设 要 设计 一 个 高 通 滤波 器 ,满足 下 列 技术 指标 : 
—0.04 < |H(ei®)| < 0.04. 0 <|w| <0.2n 
0.995 < |H(e!®)| < 1.005. 0.3% <|w| <7 
该 滤波 器 是 利用 双 线 性 变换 法 且 取 了 =2 ms ,通过 一 个 原型 连续 时 间 滤 波 器 来 设计 的 。 为 了 
保证 满足 离散 时 间 滤 波 器 的 技术 指标 ,用 于 设计 原型 连续 时 间 滤 波 器 的 技术 指标 是 多 少 ? 
7. 19 要 利用 脉冲 响应 不 变法 由 一 个 通 带 为 2w(300) <Q <2 77 (600 ) 的 理想 连续 时 间 带 通 滤 波 器 设 
计 出 一 个 通 带 为 nz/4<w<7/2 的 理想 离散 时 间 带 通 滤波 右 。 求 满足 该 滤波 器 设计 的 7 值 。 
它 是 否 是 唯一 的 ? 
7.20 判断 下 列 命 题 是 否 正 确 , 并 说 明 原 因 。 
命题 :如 果 利 用 双 线 性 变换 法 将 一 个 连续 时 间 全 通 系 统 变 换 成 一 个 离散 时 间 系 统 , 则 所 得 离 
散 时 间 系 统 也 是 一 个 全 通 系 统 。 


基础 题 
7.21 工程 师 要 评估 如 图 P7.21-1 所 示 的 信号 处 理 系统 并 且 必 要 时 可 改进 它 。 以 1/7T = 100 Hz 的 采 
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样 率 对 连续 时 间 信 号 进行 采样 得 到 输入 x[ nj。 
目标 是 使 H(e*) 成 为 线性 相位 FIR 滤波 器 ,在 理想 情况 下 应 具 x[n] ylz] 
有 以 下 幅度 响应 ( 因此 它 可 以 起 到 一 个 带 限 微分 器 的 作用 ) : 


i = —w/T,w <0 四 
Hia lelt) 的 幅度 = ne wx 图 P7. 21-1 


(a) 对 于 H(e”) 的 一 种 实现 , 记 为 Hi(e"), 基 于 定义 
d(x(t)) . x(t) — x(t — At) 

dt Ar 一 0 Ar 
设计 者 选择 系统 脉冲 响应 h, [zx] 使 得 输入 -输出 关系 为 
xln| = xln ©=—1] 
a 
面 出 H, e) 的 幅度 响应 并 且 讨论 如 何 能 与 理想 响应 很 好 地 匹配 。 你 会 发 现 以 下 展开 式 是 十 
分 有 用 的 : 





yla] = 





sin(@) = 4 Thi | z” T + 
1 1 1 
cos(#) = 1 “2 + 44 BO +4... 





2! 4! 6! 
(b) 将 Hi(e”) 与 男 一 个 线性 相位 FIR 滤波 器 CCe”) 级 联 , 且 保证 两 个 滤波 器 的 组 合 ,使 得 群 
延迟 是 采样 时 间 间 隔 的 整数 倍 。 脉 冲 响应 g[ nj 的 长 度 是 偶数 还 是 奇数 ? 请 解释 原因 。 
Co) 另 一 种 设计 离散 时 间 滤 波 器 的 方法 为 脉冲 响应 不 变法 。 在 这 种 方法 中 ,理想 带 限 连 续 
时 间 脉 冲 响 应 如 式 (P7.21-1) 所 示 


Qent cos(Qet) — Wsin( er) 
h(n) = H Oe g (P7.21-1) 
Tt 


对 其 进行 采样 - [在 典型 的 应 用 中 ,9. 可 能 稍 小 于 /7 ,使 AD) 为 一 个 带 限 是 10 | < aT 
的 微分 器 的 脉冲 响应 ,| 基于 这 个 脉冲 响应 ,可 以 设计 一 个 新 的 滤波 器 H, , 它 也 是 FIR 滤 
波 器 和 线性 相位 的 。 因 此 ,脉冲 响应 有 [nj 应 该 保持 h(t) 关 于 1=0 的 奇 对 称 性 。 以 
100 Hz 的 采样 频率 对 脉冲 响应 进行 采样 , 且 采 用 和 矩形 窗 得 到 一 个 长 度 为 9 的 脉冲 响应 ， 
样本 的 位 置 在 图 P7. 21-2 中 绘 出 。 


T 
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-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 
t (s) 


图 P7. 21-2 


(d) 如 果 设 定 脉 冲 响应 hl nj 的 长 度 为 8, 且 仍 保持 h(1) 关 于 1=0 的 奇 对 称 性 ,在 图 P7. 21-2 
中 再 次 绘 出 样本 的 位 置 。 
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7. 22 


7.23 


7. 24 


(e) 由 于 ACe™ ) 的 理想 幅度 响应 在 w = 附近 较 大 ,不 希望 及 在 w= 普 处 为 零 ， 你 将 采用 偶 
数 个 还 是 奇数 个 样本 的 脉冲 响应 ? 请 解释 原因 。 

在 图 P7. 22 所 示 的 系统 中 ,离散 时 间 系 统 为 根据 Parks-MeClellan 算法 设计 的 线性 相位 FIR 低 

通 滤波 器 ,其 中 6, =0.01,5 =0.001,w, =0.47,w,=0.6m。 脉 冲 响 应 长 度 为 28 个 样本 。 理 

想 C/D Fil D/C 转换 器 的 采样 率 为 1/17|=10000 样本 /s， 


: LTI 系统 
hln], H(e”) 







图 P7. 22 


(a) 输入 信号 应 具有 什么 特性 才能 使 整个 系统 成 为 一 个 工 (j9) =H (GQ) X, (GO) HY LTI 系统 ? 

(b) 在 (a) 的 条 件 下 ,确定 1H4(jQ) | 满足 的 逼近 误差 指标 。 以 等 式 或 者 作为 Q 函数 的 图 形 
形式 给 出 你 的 答案 。 

Co) 图 P7. 22 中 连续 时 间 输 入 到 连续 时 间 输 出 的 总 时 延 是 多 少 秒 ? 

考虑 一 个 连续 时 间 系 统 , 其 系统 函数 为 


1 
He(s) 二 一 


S 


ANRIA A, A yG) 与 输入 x.(0) 之 间 有 如 下 关系 : 


了 
Yelt) = | Xe(T) dT 


假设 某 一 离散 时 间 系 统 是 将 双 线 性 变换 法 用 于 有 H.(s) 而 得 到 的 。 

(a) 所 得 离散 时 间 系 统 的 系统 盟 数 H(z) 是 什么 ?脉冲 响应 hln] 是 什么 ? 

(b) 如 果 x[n] 为 输入 ,上 且 y[ nj 为 所 得 离散 时 间 系 统 的 输出 。 请 写 出 输入 和 输出 满足 的 差分 
方程 。 在 用 这 个 差分 方程 来 实现 该 离散 时 间 系 统 时 ,你 预料 会 有 什么 问题 ? 

(e) 求 出 该 系统 频率 响应 有 H(e”) 的 表达 式 。 画 出 当 0< |w |< 时 该 离散 时 间 系 统 的 幅度 和 
相位 。 将 它们 与 连续 时 间 积 分 器 的 频率 响应 瓦 (j9) 的 幅度 和 相位 进行 比较 。 在 什么 条 
件 下 可 以 认为 该 离散 时 间 ”“ 积 分 吉 " 是 连续 时 间 积 分 器 的 良好 通 近 ? 现在 考虑 一 个 连续 
时 间 系 统 ,其 系统 函数 为 





Gels) =s 
RBA bh ot ai, AE A ee A BE PS PBC E FE TE A WL VEE 
换 用 于 C, Cs) 而 得 到 的 。 
(d) 所 得 离散 时 间 系 统 的 系统 函数 G(z) 是 什么 ? 脉冲 响应 g[n] 是 什么 ? 
(e) 求 出 该 系统 频率 响应 Cle”) 的 表达 式 , 画 出 当 0< | wo | <a 时 该 离散 时 间 系 统 的 幅度 和 
相位 。 将 它们 与 连续 时 间 微 分 器 的 频率 响应 G GO) 的 幅度 和 相位 进行 比较 。 在 什么 条 
件 下 可 以 认为 该 离散 时 间 ” 微 分 器 "是 连续 时 间 微 分 器 的 良好 通 近 ? 
(f) 连续 时 间 积分 器 和 微分 器 完全 是 互 为 可 逆 的 。 对 于 它们 的 离散 时 间 通 近 也 同样 正确 吗 ? 
假设 有 一 个 长 度 为 2L+1 的 偶 对 称 的 FIR 滤波 器 h[nj, 即 ， 
Aln}=0, al> L 
hin] = h[—n] 
Be”) 的 频率 响应 , 即 AL nn] AY DTFT, 4 -a<o<n it. a FAI P7. 24 中 。 
根据 图 P7. 24 HEW LUE AT AEW E TATRA DOH ARSE An] EE 
计 步 又 做 任何 假设 。 
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一 开 —n/2 0 m/2 元 
归 一 化 频率 w 
图 P7. 24 
7.25 令 h 用 [nj 表示 一 个 所 要 求 的 理想 系统 的 脉冲 响应 ,相应 的 频率 响应 为 H,(e”*), 且 令 h[n] 


和 #1(e”*) 分 别 表示 理想 系统 的 FIR 双 近 的 脉冲 响应 和 频率 响应 。 假 设 当 n<0 和 n>M 时 
h| n] =O. 希望 选取 脉冲 响应 的 (M+1) 个 样本 使 得 如 下 定义 的 频率 响应 的 均 方 误差 为 
最 小 : 


天 . . 
P= 元 is |Ha(e}®)— H(ei?) do 


(a) 利用 Parseval 公式 给 出 用 序列 h[ n] 和 h[nj] 来 表示 的 误差 函数 。 

(b) 采用 (a) 的 结果 , 当 0<n<M 时 确定 hln] 的 值 使 得 e 为 最 小 。 

(c) 在 (b) 中 确定 的 FIR 滤波 器 也 可 以 通过 加 窗 运 算 来 得 到 。 也 就 是 说 ,h[n] 可 以 通过 用 一 
个 特定 的 有 限 长 序列 w[z] 乘 以 一 个 期 望 的 无 限 长 序列 h,[nj] 获 得。 确定 必要 的 窗 w[ J 
以 使 最 佳 脉冲 响应 [nj] =w[n]h,[n]。 


深入 题 


7.26 脉冲 响应 不 变法 和 双 线 性 变换 法 是 设计 离散 时 间 滤 波 器 的 两 种 方法 。 这 两 种 方法 都 是 将 一 
MERRER RKR H, (s) 变换 成 一 个 离散 时 间 系 统 函 数 A(z) 。 回 答 下 列 问 题 ,指出 哪 一 种 
方法 或 二 者 均 能 够 得 出 所 要 求 的 结果 ? 

(a) 最 小 相位 连续 时 间 系 统 的 所 有 极点 和 零点 均 在 左 半 s 平面 上 ,如 果 将 一 个 最 小 相位 连续 
时 间 系 统 变换 成 一 个 离散 时 间 系 统 , 哪 一 种 方法 将 得 出 最 小 相位 离散 时 间 系 统 ? 

(b) 如 果 连 续 时 间 系 统 是 一 个 全 通 系 统 , 则 它 的 极点 将 在 左 半 平 面 s, 处 ,而 它 的 零点 将 在 所 
对 应 的 右 半 平 面 的 -s, 处 。 哪 一 种 方法 将 得 出 全 通 离 散 时 间 系 统 ? 

(c) 哪 一 种 设计 方法 可 以 保证 

H(el®)|, 0 = HetiQ) 9-9 

(d) 如 果 连 续 时 间 系 统 是 一 个 带 阻 滤波 器 , 哪 一 种 方法 会 得 出 离散 时 间 带 阻 滤波 器 ? 

(e) {Ei H, (2), H, (2) Al A(z) SPE Hy (8) ,HH,(s) 和 HH(s) 的 变换 形式 。 哪 一 种 设计 方法 
可 以 保证 ,只 要 当 及 (s) =H, (s)H,(s) READ A(z) =H,(z)H,(z)? 

(f) (BE H, (2), H, (2) Al H(z) SPH FE Ha (8) ,Hs(s) 和 HH.(s) 的 变换 形式 。 哪 一 种 设计 方法 
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aR, RE H, (s) = Hu(s)+Ho(s) 时 就 有 H(z) =H, (z) +H,(z)? 
(g) 假设 两 个 连续 时 间 系 统 函 数 满足 条 件 
Haj) _ Wt 2>0 
HoGQ) (e1. Q<0 
如 果 H, (z) 和,(z) 分 别 是 五 ,(s) 和 HH,(s) 的 变换 形式 , 哪 一 种 设计 会 得 出 满足 下 式 的 
离散 时 间 系 统 : 








Hi(ei®) _ Pe 0<w< 
Holel®) (e, -rr<ow<0 
(这 类 系统 被 称 为 "90° 分 相 器 ”) 
7.27 假设 给 定 一 个 理想 低 通 离散 时 间 滤 波 器 ,其 频率 啊 应 为 


1， lol < 2/4 
J@) 一 
于 二 ta 1/4 < |w| <n 


HIHA hl |S JY RAB OE TT HE UK AE o 
(a) 画 出 脉冲 响应 为 h[n] =h[2n] 的 系统 的 频率 响应 H, Ce”) 。 
(b) 画 出 脉冲 响应 为 如 下 所 示 的 系统 的 频率 响应 H,(e”)。 
halal = | A[n/2|, n =0, 2, +4, 
os 0. 其 他 
(c) mHE h [n] =e™hlin] =(-1)"hln | WASEDA MN H, e") 。 
7.28 考虑 一 个 连续 时 间 低 通 滤波 器 有 H.(s) ,其 通 带 和 阻 带 的 指标 为 
1-8 <|He(jQl< 148. IQl<Qyp 
|H-(jQ)| < $9, Qs < |Q| 
用 如 下 变换 将 这 个 滤波 需 变 换 成 一 个 低 通 离 散 时 间 滤 波 器 已 (z) : 
Hy) = Hew) -edte!) 
并 且 用 另 一 种 下 述 变换 将 同样 的 连续 时 间 滤 波 器 变换 成 一 个 高 通 离散 时 间 滤 波 器 : 
H2(z) = He. re)!) 


(a) 确定 连续 时 间 低 通 滤波 器 的 通 带 截止 频率 0, 和 离散 时 间 低 通 滤波 器 的 通 带 截 止 频率 wn 


之 间 的 关系 ， 

(b) 确定 连续 时 间 低 通 滤波 器 的 通 带 截 止 频率 0, 和 离散 时 间 高 通 滤波 器 的 通 带 截止 频率 
ws 之 间 的 关系 

(e) 确定 离散 时 间 低 通 滤波 器 的 通 带 截 止 频率 w, 和 离散 时 间 高 通 滤波 器 的 通 带 截 止 频率 
ws 之 间 的 关系 。 


(d) 图 P7.28 所 示 的 网 络 描述 了 一 种 实现 系统 函数 为 H(z) 的 离散 时 间 低 通 滤波 器 的 方法 。 
系数 4,B,C 和 D 均 为 实数 。 如 何 对 这 些 系数 进行 修改 才能 得 到 一 个 实现 系统 函数 为 
甩 (z) 的 离散 时 间 高 通 滤波 器 的 网 络 ? 








an Q > > > 
图 P7. 28 
7.29 系统 函数 为 H(z) AIK ep My He yh ne | A — 4S SRS Nia] RRA Bg 
id A. |9| < ðe 
Hie") = : 


0, Be < | 过 区 
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7. 30 


7.31 


其 中 0<9 <mo WARM Z = -z ,将 这 个 滤波 器 变换 成 一 个 新 滤波 器 , 即 
H(z) = H(Z)|z__2 = H(z) 
(a) 求 原 低 通 系统 1(2Z) 的 频率 变量 9 与 新 系统 有,(z) 的 频率 变量 w 之 间 的 关系 式 。 
(b) 画 出 新 滤波 器 频率 响应 已 (e”) 的 图 形 , 并 认真 加 以 标记 。 
(ce) RAL AL n | RR hyn HRA. 
(d) 假设 H(Z) 可 用 如 下 差分 方程 组 来 实现 : 
gln] = xln| —ayglna — 1] — bı fin — 21 
fln| = azgin — 1] + b2 fln — 1| 
yin] = cy fin] — cgln — 1] 
aN a re ta 系统 的 输出 。 确 定 对 于 变换 后 的 系统 可 以 实现 及 (z) = 
-z ) 的 差分 方程 组 。 
eh es H.(s) 的 一 个 连续 时 间 滤 波 器 来 设计 一 个 系统 函数 为 
H(z) 的 离散 时 间 滤 波 带 : 
H(z) = He(s)|, pl se)/(4e-e) 
其 中 a 为 非 零 整数 , B 为 实数 。 
(a) 车 a>0,B 取 何 值 时 可 以 由 一 个 具有 有 理 系统 隐 数 H.(;) 的 稳定 因果 连续 时 间 滤 波 右 得 
出 一 个 具有 有 理 系统 范 数 H(z) 的 稳定 因果 离散 时 间 滤 波 器 ? 
(b) 车 a<0,B 取 何 值 时 可 以 由 一 个 具有 有 理 系统 函数 H.(s) 的 稳定 因果 连续 时 间 滤 波 器 得 
出 一 个 具有 有 理 系 统 晒 数 厅 (z) 的 稳定 因果 离散 时 间 滤 波 需 ? 
(c) 当 a=2 和 B=1 时 ,确定 ;平面 的 jQ 轴 将 映射 成 z 平 面 上 的 什么 围 线 ? 
(d) 假设 连续 时 间 滤 波 器 是 一 个 稳定 的 低 通 滤波 器 ,其 通 带 频率 响应 满足 
1-5) < |He(jQ|<1+6,, |Q\<1 
如 果 该 离散 时 间 系 统 H(z) 是 用 取 a=2 和 B=1 的 上 述 变 换 而 得 出 的 , 求 在 区 间 lol <a 
中 使 下 式 成 立 的 wo 值 : 
1-5, <|A(e)®)|< 1 +81 
假设 采用 Parks-McClellan 算法 设计 一 个 因果 线性 相位 FIR {EEE E a. TAA BEY ABE Pw A 
FA H(z) 表示 。 脉 冲 响应 的 长 度 为 25 个 样本 , 即 当 n<0 和 > 24 时 有 [ln] =0, 而 在 其 他 情况 
下 hn] 兰 0。 理想 的 响应 和 所 用 的 权 函 数 为 


; 1, lw|< 0.3x 
3 joy = » 
Alem = 10) 04n < lol <n 


1, |w| < 0.3% 
2, 04n< lol <n 


在 以 下 每 一 种 情况 下 ,确定 每 一 种 描述 是 正确 的 还 是 错误 的 ,或 者 是 所 给 出 的 信息 不 充分 。 

请 给 出 你 的 结论 

(a) h[n +12] =h[12-n] MhAl[n +12] = -h[12 -n], XF -œ <n<æ, 

(b) 系统 有 一 个 稳定 且 因 果 的 逆 

(c) 知道 H( -1) =0。 

(d) 在 所 有 的 逼近 带 中 最 大 加 权 通 近 误差 是 相同 的 。 

(e) WR za H) WER, W 1/ 是 H(z) 的 极点 。 

(f) 该 系统 可 通过 没有 反馈 路 径 的 网 络 ( 流 图 ) 来 实现 。 

(g) %0 <w <n 时 群 延迟 等 于 24。 

Ch) 如 果 对 系统 函数 的 系数 均 量化 到 10 位 ,那么 从 切 比 雪夫 意义 上 看 ,系统 对 于 原 目 标 响应 
和 加 权 消 数 来 说 仍然 是 最 佳 的 。 

Ci) 如 果 对 系统 函数 的 系数 均 量 化 到 10 位 ,那么 系统 仍 能 保证 为 线性 相位 滤波 器 。 


We jw) - 
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G) 如 果 对 系统 也 数 的 系数 均 量化 到 10 位 ,那么 系统 可 能 变 得 不 稳定 。 

需要 设计 一 个 FIR 滤波 器 An 具有 以 下 指标 

通 带 边沿 : w, = 7/100 

阻 带 边沿 : w, = 7/50 

最 大 阻 带 增益 : 3, < -60 dB( 相对 于 通 带 ) 

建议 采用 Kaiser 窗 。Kaiser 窗 的 形状 参数 B 以 及 滤波 器 长 度 M 的 设计 准则 在 7.5.3 节 给 出 。 

(a) B 条 值 为 多 少时 才能 满足 指标 要 求 ? 

将 你 得 出 的 滤波 器 示 于 你 的 上 司 ,但 他 并 不 满意 。 他 要 求 你 减少 设计 滤波 器 时 的 计算 量 。 你 

请 到 一 位 顾问 ,他 建议 你 设计 滤波 器 时 可 以 采用 两 级 级 联 :h'[nj] =pln] *gln]。 ikit pln) 

时 他 建议 先 设计 一 个 滤波 融 gL n], 其 通 带 边沿 w = 10w,, 阻 带 边 沿 w' = 10w, 及 阻 带 增益 

6' =6,. URI pln | TAH gL nj 通过 一 个 因子 10 扩展 得 到 : 

81n/101|， 1/10 为 整数 

0. 其 他 

(b) BR 邮 ' 值 为 多 少时 才能 满足 &Lz] 的 指标 要 求 ? 

(c) 画 出 w=0 到 w=m44 时 Per") 的 图 形 。 你 不 需要 画 出 频率 响应 的 准确 形状 ;但 是 需要 
表示 出 哪 一 个 区 域 的 频率 响应 接近 于 0 dB , 哪 一 个 区 域 为 或 低 于 -60 dB。 在 你 的 图 中 标 
出 所 有 的 频带 边沿 

(Cd) 在 设计 gl nj 时 应 采用 什么 指标 才能 保证 h'Ln] spln] *g[nj] 达 到 或 超过 原先 的 要 求 ? 
求 出 gLn] 所 要 求 的 通 带 边沿 w', 阻 带 边沿 ww" 及 阻 带 衰减 5”， 

Ce) B" 和 MM" 为 多 少时 才能 满足 qin | 的 指标 要 求 ? h'[n] =gln]*pln] 有 和 多少 个 非 霉 样本 ? 

(f) 在 (b) 一 (e) 中 的 滤波 融 h'[nj 是 首先 将 输入 和 gl nj] 直接 卷 积 ,然后 青 将 结果 与 p[n] 
卷 积 得 到 的 。 在 (a) 中 得 到 的 滤波 器 h[n] 是 由 输入 与 h[n] 直接 卷 积 得 到 的 。 这 两 种 
方法 中 哪 种 方法 的 乘法 运算 更 少 ? 请 解释 原因 。 注 意 :不 能 把 与 0 相 乘 作为 一 次 乘法 

考虑 一 个 实 带 限 信号 x, (1) ,其 傅 里 时 变换 忒 (jQ ) 具 有 以 下 特性 : 

Xq(jQ2)=0, |Q] > 2r .10000 
即 信号 为 10 kHz 带宽 的 带 限 信和 号 
希望 用 一 个 高 通 模拟 滤波 器 来 处 理 *,(:) , 它 的 幅度 响应 满足 以 下 指标 ( 见 图 P7. 33 ) : 
0 <|Hg(j2)| <0.1, O<|Q| <2r -4000 =, 


pla] = 


0.9 < |Ha( jQ)| <1, Qp = 2m - 8000 < |Q| 

其 中 Q, 和 0, 分 别 表示 阻 带 和 通 带 频率 。 

Ca) 假设 模拟 滤波 器 有 ,(j0) 是 根据 图 7.2 所 示 的 框图 用 离散 时 间 处 理 来 实现 的 。 
对 于 理想 C/D 和 D/C 转换 器 ,采样 频率 人 = 志 均 为 24kHz。 确 定 适合 |H(er ) | 的 滤波 器 
指标 ,以 及 数字 滤波 器 的 幅度 响应 。 

(b) 采用 双 线 性 变换 *= -= , 想 要 设计 一 个 数字 滤波 器 ,其 幅度 响应 指标 如 (a) 中 所 示 。 
RH | Cw GA) | 的 指标 , 即 通过 双 线 性 变换 与 数字 滤波 器 关联 的 高 通 模拟 滤波 器 的 幅度 
响应 。 同 样 , 绘 出 全 部 标记 出 的 | Gur GO, ) | 幅度 响应 指标 的 图 形 。 


(c) 采用 频率 变换 a 即 由 s 的 倒数 代替 拉 普 拉 斯 变换 中 的 变量 *) ,由 最 低 阶 巴特 沃 思 
滤波 器 来 设计 高 通 模拟 滤波 器 Cy, (JO, ) ,其 幅度 平方 频率 响应 如 下 : 
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9 1 
GO = == 
as 1 + (29/2) 
特别 是 , 求 出 最 低 滤波 器 阶 数 N 和 相应 的 截止 频率 Q, ,以 便 能 完全 满足 原 滤波 器 通 带 指 
标 ( 1H,(jQ,)|=0.9)。 在 图 形 中 标示 出 你 设计 的 巴特 沃 思 滤 波 器 的 幅度 响应 的 突 
出 点 。 


(d) 画 出 ( 低 通 ) 巴 特 沃 思 滤 波 器 6(s, ) 的 零 - 极 点 图 ,并 求 出 其 传递 函数 的 表达 式 。 


IGQ) 











0 Q, = 80007 Q, = 16 0007 


图 P7. 33 


7.34 BHA FIR 滤波 器 h[n] 具 有 相应 的 DTFT H( e) ,如 图 P7. 34 所 示 。 





i ae Ae ee (Me! eee eee ace) See ee See 


or ee cee ee aie See eee ene re PENE E 








-m -0.8r -0.6r -0.4r -0.2x 0 0.2r 0.4r 0.6r 0.8r n 


AARE w 


图 P7. 34 


已 知 该 滤波 器 的 设计 采用 了 Parks-McClellan( PM ) 算 法 。PM 算法 的 输入 参数 已 知 为 
© 通 带 边沿 :w, =0. 40 

© HEY w, =0. 6m 

。 理想 通 带 增益 :6, =1 

e 理想 阻 带 增益 :G6, =0 

© 误差 加 权 函 数 Ww) =1 
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7.35 


脉冲 响应 h[nj 的 长 度 为 M+1=2L+1, 并 且 
hln) =O, ja} > L 

L 的 值 未 知 。 

有 两 个 滤波 器 ,每 一 个 滤波 器 具有 与 图 P7. 34 所 示 相 同 的 频率 响应 ,并 且 都 采用 Parks- 

McClellan 算法 来 设计 ,只 是 输入 参数 二 取 不 同 值 。 

© Vea 1: L=L, 

© 滤波 器 2: L=L, >L 

除了 二 取 值 不 同 ,这 两 个 滤波 器 的 设计 采用 完全 相同 的 Parks-McClellan 算法 和 输入 参数 。 

(a) 工 的 可 能 值 是 多 少 ? 

(b) L, > 上 时 上 的 可 能 值 是 多 少 ? 

Co) 两 个 滤波 器 的 脉冲 响应 [Ln] 和 h[nj 是 否 相 同 ? 

(d) 交替 定理 保证 了 “r 阶 多 项 式 的 唯一 性 ”如果 你 在 (ce) 中 的 答案 是 肯定 的 ,请 解释 为 什么 
没有 违反 交替 定理 。 如 果 你 的 答案 是 否定 的 ,请 说 明 两 个 滤波 器 hlnj 和 hh,[nj] 之 间 是 
怎样 相互 关联 的 。 

给 定 一 个 零 相 位 PUR i EE Be te hln], A AL] =hl -nj]。 其 相应 的 DTFT H(e*) 如 

图 P7. 35 所 示 。 





F 下 È E 
阻 带 边沿 通 带 边沿 通 带 边沿 阻 带 边沿 





He) 











-r -0.8r -0.6r -04r -0.2x 0 0.2n 04r 0.60 0.87 T 
IA w 





图 P7. 35 


已 知 滤波 器 的 设计 采用 Parks-McClellan 算法 。Parks-MeClellan 算法 的 输入 参数 已 知 为 
e 下 阴 带 边沿 :w, =0. 27 

o 下 通 带 边沿 :w, =0. 37 

© 上 通 带 边沿 :w=0.77 

© 上 阻 带 边沿 :ws =0. 8a 

。 理 想 通 带 增益 :C, =1 

© 理想 阻 带 增益 :C. =0 

© TRAE PR W(w) =1 
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7. 37 


离散 时 间 信 号 处 理 (第 三 版 ) 


输入 参数 M+1 的 值 未 知 , 它 代表 最 大 非 零 脉冲 响应 值 (等 价 于 滤波 器 长 度 ) 。 

有 两 个 滤波 器 ,每 一 个 滤波 器 具有 与 图 P7. 35 相同 的 频率 响应 ,但 是 具有 不 同 的 脉冲 响应 长 
RE M+1=2L+1, 

o 滤波 器 1:M =M,=14 

o 滤波 絮 2:M =M, #M, 

除了 MM 取 值 不 同 ,这 两 个 滤波 器 的 设计 采用 完全 相同 的 Parks-McClellan 算法 和 输入 参数 。 
(a) M, 的 可 能 值 是 多 少 ? 

(b) 交替 定理 保证 了 “r 阶 多 项 式 的 唯一 性 。” 请 解释 为 什么 没有 违反 交替 定理 。 

图 P7. 36 描绘 了 线性 相位 FIR 滤波 器 的 4 个 频率 响应 幅度 图 ,标记 为 |4,(e*)|,i=1,2,3,4。 
这 些 图 中 的 一 个 或 多 个 可 能 属于 用 Parks-McClellan 算法 设计 的 等 波纹 线性 相位 FIR 滤波 器 。 
图 中 同样 给 出 了 通 带 和 阻 带 的 最 大 通 近 误差 ,以 及 这 些 频带 的 理想 截止 频率 。 注 意 , 通 近 误差 
和 滤波 器 长 度 指 标 可 能 会 有 不 同 的 选择 ,以 保证 每 个 设计 的 滤波 器 具有 相同 的 截止 频率 。 


1.4 ~ 1.4 








1.2 1.2 


IAl(e®) 



































图 P7. 36 


(a) 当 i=1,2,3,4 时 , | 如 (e*) | 对 应 于 哪 种 类 型 (I,I,IL,IV) 的 线性 相位 FIR 滤波 器 ? 注 
意 , 对 应 于 每 一 个 |4;(e*) | 可 能 有 不 止 一 个 线性 相位 FIR 滤波 器 。 如 果 你 认为 是 这 种 情 
况 ,请 列 出 所 有 可 能 的 选择 。 

(b) 4i=1,2,3,4 时 ,每 一 个 |4,(e*) | 有 多 少 次 交替 ? 

(e) 当 i=1,2,3,4 时 ,对 每 一 个 i, [Al Ce") | 能 否 属于 Parks-MeClellan 算法 的 输出 ? 

(d) 如 果 你 认为 一 个 给 定 的 |4.(e") | 能 够 对 应 于 Parks-MeClellan 算法 的 输出 ,并 且 可 能 是 1 
型 线性 相位 FIR 滤波 器 ,那么 |4;(e”) | 的 脉冲 响应 的 长 度 是 多 少 ? 

考虑 如 图 P7. 37 所 示 的 二 阶 系统 ,以 输入 采样 率 15 倍 的 采样 速率 对 一 个 序列 x[n] = x, (nT) 

进行 内 插 ; 即 希望 y[n] =%,(n7/15)。 
假设 输入 序列 x[n] =x, (aT) 是 对 带 限 连续 时 间 信 号 进行 采样 得 到 的 ,该 信号 的 傅 里 叶 

变换 满足 以 下 条 件 : 当 |9 |>2™(3600) 时 |X.(jQ) | =0。 假 定 原始 采样 周期 为 了 = 1/8000。 
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(a) 画 出 “上 典型 的 " 带 限 输入 信和 号 的 傅 里 叶 变 换 |X(jQ) | 及 其 相应 的 离散 时 间 伟 里 叶 变 换 
X(e”) AX, (e) HALAL. 

(b) 为 了 实现 内 插 系 统 , 毫 无 疑问 必须 采用 非 理想 滤波 器 。 采 用 在 (a) 中 所 绘 的 X,(e”) 图 来 
确定 通 带 和 阻 带 截 止 频 率 (w,, 和 w, ) ,要 求 当 基带 频谱 图 像 显 著 衰 减 时 保持 原 有 的 频带 
基本 未 经 修改 [ 即 希 望 w[n] 二 x,(n7/3)]。 假定 这 是 可 以 通过 使 通 带 台 近 误差 6, = 


时 滤波 器 H, (e*) 的 技术 指标 。 

(e) (RA win] =x,(n7/3), 夯 出 下,(e”*) 的 草图 ,并 以 此 来 确定 第 二 个 滤波 融 所 需 的 通 带 和 
阻 带 截止 频率 ws 和 wao 

(d) 采用 公式 (7. 117) 求 出 Parks-McClellan 滤波 器 的 阶 次 M, F M, ,这 两 个 滤波 器 具有 在 (b) 
All Cc) 中 求 出 的 通 带 和 阻 带 截止 频率 ,日 56, =0. 005 Fil 6, =0. 01, 

(e) 在 这 种 情况 下 , 若 计算 出 15 个 输出 样本 则 需要 多 少 次 乘法 运算? 








图 7. 2 所 示 的 系统 通过 一 个 数字 滤波 器 对 连续 时 间 信 号 进行 滤波 。C/D 和 D/C 转换 器 的 采 
样 频 率 为 / =1/T =10 000 样本 /s。 

采用 一 个 长 度 必 +1=23, B=3.395 的 Kaiser 窗 wk[ nj 来 设计 一 个 频率 响应 为 Hi,(e”) 的 线 
性 相位 低 通 滤波 融 。 当 用 于 图 7. 1 所 示 的 系统 时 ,有 (ew) =H), Ce”) ,总 有 效 频 率 响应 [ 从 
输入 x,(t) 到 输出 y, (0) 满足 以 下 指标 : 


0.99 < |Het] < 1.01, 0 < |2] < 27(2000) 
| Hepp(J2)| < 0.01, 2n (3000) < [Q] < 2r (5000) 


(a) FIR 滤波 器 的 线性 相位 引入 了 时 延 ws。 求 出 通过 系统 的 时 延 ( 以 ms 为 单位 ) 。 
(b) 现在 通过 对 理想 脉冲 响应 hh,Lnj 施 加 同样 的 Kaiser 窗 来 得 到 一 个 高 通 滤波 器 ,各 [zz] 相 
应 的 频率 响应 为 


lw| < 0.257 
0.257 < jols n 


也 就 是 说 ,具有 脉冲 响应 [rn] =wx[njh 有 [nj] 以 及 频率 响应 有,,(e”) 的 线性 相位 FIR 滤 
波 器 是 通过 将 设计 最 初 提 到 的 低 通 滤波 器 时 所 用 的 同样 Kaiser 窗 乘 以 h[n] 得 到 的 。 
所 得 出 的 FIR 高 通 离散 时 间 滤 波 器 满足 如 下 形式 的 技术 指标 : 
[Hpp(e!)| < 61, 0< Jol < w 
G — 8) <|Hpp(e}®)| < G + 42, a2 < lwl <n 
根据 由 低 通 滤波 器 指标 得 出 的 信息 求 出 w 0,8, 8A G 的 值 。 
对 于 一 个 需要 设计 的 1 型 FIR 带 通 滤波 器 h[n] ,图 P7. 39 给 出 了 所 要 求 的 理想 频率 响应 幅 
度 ,其 DTFT 近似 于 H, (e) , 且 满足 以 下 约束 条 件 : 


—61 < H(ej®)< 51, 0< lol <a 


i 0, 
Hae )= | ggz jong, 


1-6) < Hei?) <14+59, a < lol < ws 
—53 < H(el®) < 83, wa < lol <T 
所 得 出 的 滤波 器 由 站 是 为 了 将 最 大 加 权 误 差 最 小 化 ,因此 也 必须 满足 交替 定理 。 
采用 Parks-McClellan 算法 , 求 出 一 个 合适 的 加 权 函 数 并 画图 。 
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1 
r | | : | | i 
-T w4 -w =w -ol 0 a wy wz wy T 
图 P7. 39 


7.40 (a) 图 P7.40-1 给 出 了 基于 下 列 指 标的 工 型 Parks-MeClellan 低 通 滤波 器 的 频率 响应 4.(e”) 。 
通 带 边沿 : w, =0. 457 
阻 带 边沿 : w, =0. 507 
所 要 求 的 通 带 幅度 : 1 
所 要 求 的 阻 带 幅 度 : 0 
通 带 和 阻 带 采用 的 加 权 函 数 均 为 W(w) =1 
有 关 滤 波 器 脉冲 响应 中 非 零 值 的 最 多 可 能 个 数 ,你 能 得 出 什么 结论 





T Ir T 


A,(e!”) 











i 


| 
-1 -08 06/ fo04 -02 0 02 04l\o6 os 1 
归 一 化 频率 


BEL i Ay 通 带 阻 带 
边沿 边沿 边沿 边沿 
图 P7. 40-1 





(b) 图 P7. 40-2 给 出 了 另 一 个 工 型 FIR YE AR AY JL NB Ce”), BB, Ce) EM (a) PAY 
A,(e”) 得 到 的 ,如 下 所 示 : 


2 
Bele!) = ky (Ac(ej?)) +k 


其 中 和 襄 是 常量 。 可 以 看 出 ,B,(e*) 具 有 等 波纹 特性 ,在 通 带 和 阻 带 具有 不 同 的 最 大 


误差 。 
这 个 滤波 器 是 否 满 足 交 替 定 理 , 具 有 给 出 的 通 带 和 阻 带 边沿 频率 以 及 由 虚线 表示 的 通 带 
和 阻 带 波纹 ? 
7.41 假设 H.(s) 在 ;=5, 处 具有 7 阶 极 点 ,使 得 及 (s) 可 以 表示 为 
y _Ak Sa 
Hels) = > ht Get) 


k=1 
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其 中 G(s) 只 有 一 阶 极点 。 Bit H, C) EARKI, 
(a) 给 出 由 有.(s) 来 确定 常量 4, 的 公式 。 
(b) 求 出 由 s。 和 g(t) 来 表示 的 脉冲 响应 h,(1) 的 表达 式 , g,(1) 是 G(s) 的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 。 





B,(e") 











i qe He 





i i i i : 
-i -0.8 -0.6/ /-0.4 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 
归 一 化 频率 
阻 带 通 带 阻 带 通 带 
边沿 边沿 边沿 边沿 
图 P7. 40-2 


7.42 如 第 12 章 所 述 ,理想 离散 时 间 希 尔 伯 特 变换 器 是 一 个 对 于 0 <w <a GIA -90°( -7/2rad) 相 
移 , 而 对 -mn<w<0 引 入 +90°( +7/2rad) 相 移 的 系统 。 对 于 0<w<T 和 -7<w<0, 频 率 响 
应 的 幅度 为 常量 (单位 1)。 这 类 系统 也 称 为 理想 90° 移 相 器 . 
(a) 给 出 一 个 理想 离散 时 间 希 尔 伯 特 变换 器 的 理想 频率 响应 H,(e”) 的 方程 ,该 变换 器 还 包 
括 稳 定 ( 非 零 ) 群 延迟 。 和 画 出 该 系统 对 于 -mn<w<" 的 相位 响应 曲线 。 
(b) 可 用 哪 种 类 型 ( 工 , 工 , 亚 或 V ) 的 FIR 线性 相位 系统 来 逼近 (a) 中 的 理想 希 尔 伯 特 变 


Pear? 
Ce) BB 3S A al RROA Be — ANE AA EE RE EASE, t FIR 系统 是 


当 n<0 和 n>MM 时 h[n]=0, 请 利用 (a) 中 给 出 的 及 (e*) 求 理想 脉冲 响应 h[nj， 
(d) ¥ M =21 时 该 系统 的 延迟 是 多 少 ? 若 采用 矩形 窗 ,请 画 出 在 这 种 情况 下 FIR 逼近 的 频率 


响应 之 幅度 曲线 。 
(e) 4M =20 时 该 系统 的 延迟 是 多 少 ? 车 采用 矩形 窗 ,请 面 出 在 这 种 情况 下 FIR 逼近 的 频率 
响应 之 幅度 曲线 。 


7.43 7.5.1 节 中 提出 的 常用 窗 函 数 均 可 以 利用 和 矩形 窗 来 表示 。 这 一 特性 可 以 用 来 得 出 Bartlett 窗 
和 包括 Hanning 窗 , Hamming 窗 及 Blackman 窗 在 内 的 升 余弦 窗 族 的 傅 里 叶 变 换 表 达 式 ， 

(a) 证 明 式 (7.60b) 定 义 的 (M+1) 点 Bartlett 窗 可 以 表示 为 两 个 较 短 矩 形 窗 的 卷 积 。 用 这 一 
事实 证 明 ,(M+1) 点 Bartlett 窗 的 傅 里 叶 变 换 为 

sin(wM /4) 

sin(«w/2) 





Wp le!) =e J0M/2 (27m) ( ) . M 为 偶数 


或 





Wp(ej®)=e -ioM/2(2/M) (mee 5) (men = oA 


sin(w/2) sin(w/2) 


M 为 奇数 
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(b) 很 容易 看 出 ,由 式 (7.60c) 至 式 (7. 60e) 定 义 的 (MW+1) 点 升 余弦 窗 均 可 以 表示 为 
wln] = [|A + Bcos(2mn/M) + Ccos(4nn/M)|wpln| 
式 中 wln] EM +1) AEEA , FART LR — BF AR A BY FHL HH, 
(ce) 利用 适当 选择 的 4,B 和 C 以 及 (b) 中 得 出 的 结果 , 画 出 Hamming B 48 E np AE HR AY es PE 
曲线 。 
考虑 一 个 多 频带 滤波 器 的 如 下 频率 响应 : 
e eM /2 0< |w| < 0.37 
Hy (e!)= 1 0, 0.3m < jw) < 0.67 
0.5eJOM/2_ 06r < Jols r 
HH M =48 和 B=3.68 的 Kaiser 窗 乘 以 脉冲 响应 如 [zj 得 到 一 个 线性 相位 的 FIR 系统 ,其 脉冲 
响应 为 h[ nj]。 
(a) 该 滤波 器 的 延迟 是 多 少 ? 
(b) 求 理 想 脉冲 响应 Aln] 
Ce) 确定 FIR 滤波 器 所 满足 的 一 组 逼近 误差 技术 指标 , 即 确定 下 式 中 的 参数 6, ,6, ,6, ,B,C， 


Wl +My) Do 和 wpn: 


B—58, <|H(ei”)| < B +81. 0< ww 
|H(e!”)| < 89, Wy] SW Sox? 
C- 83 <|H(e!)|< C +53, wp <w<n 
所 要 求 的 滤波 器 h,[n] 的 频率 响应 如 图 P7. 45 所 示 。 本 题 要 设计 一 个 (M+1L) 点 因果 线性 相 


位 FIR 滤波 器 hl) ,使 得 积分 平方 误差 


T fr 
2 ae j@y_ joy2 
“= 5 | |A(e!?)— Hy(ei®) dw 


H;(e®) 


为 最 小 ,其 中 滤波 器 的 频率 响应 h[n] 为 
H(e3®) = A(e})e JM 2 
AM 为 奇 整 数 。 
(a) R hln] 
(b) 4E0<n<M 区 间 中 h[n] 有 何 种 对 称 性 ?简要 说 明理 由 。 
(c) ROM KPH Aln] . 
(d) KEX hln] F M 函数 的 最 小 积分 -平方 误差 e 的 表达 式 。 
考虑 一 个 工 型 线性 相位 FIR 低 通 滤波 器 ,其 脉冲 响应 为 hi,[ nj ,长 度 为 (M+1) ,频率 响应 为 
Hip(ei®) = Ae(ej®?)e IM? 
系统 有 幅度 函数 4.(e"”) ,如 图 P7. 46 所 示 。 
这 个 幅度 函数 在 频带 0<w<w, 中 (其 中 ww, =0. 27) (在 Parks-McClellan 意义 上 ) ,并且 在 频 
iy w, Swa PEP w, =0.47). 
(a) M 值 为 多 少 ? 
假设 高 通 滤 波 器 是 由 如 下 定义 的 低 通 滤波 器 获得 的 : 
Hip (el?) = Ac(ei®)e SoM /2 
(b) 证 明 所 得 频率 响应 的 表达 式 为 Hyp (Ce) =B, (e) ev 
(c) 夯 出 当 0<w<7 时 的 B (e) RR 
(d) 现 有 一 结论 认为 ,对 于 给 定 的 履 值 [如 (a) 中 所 求 ] ,所 得 高 通 滤 波 器 在 频带 0<w= 
0. 6r 中 最 佳 逼 近 于 0; 在 频带 0.73n<w<7 上 最 佳 副 近 于 1。 这 一 结论 是 否 正 确 ? 
说 明理 由 。 
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A,(e”) 


| +5) Lee N 
body 

















图 P7. 46 


7.47 设计 一 个 三 点 最 优 (在 最 小 最 大 意义 上 ) 因 果 低 通 滤波 器 ,上 且 ow, = 0/2 ,0, = 7/3, FI K=1, OR 
所 设计 滤波 器 的 脉冲 响应 hln]。 注 意 :cos(m/2) =0,cos( 7/3) =0.5。 


扩充 题 


7. 48 如 果 一 个 线性 时 不 变 连 续 时 间 系 统 具 有 有 理 系 统 函 数 , 则 它 的 输入 和 输出 满足 常规 的 常 系数 
线性 差分 方程 。 模 拟 这 类 系统 的 标准 方法 是 用 有 限 差 分 来 逼近 微分 方程 中 的 导数 。 特 别 是 ， 
因为 对 于 连续 可 微 函数 y,(1) ,有 

dye(t) _ lim —- 一 | 
di 7 一 0 T 
这 似乎 是 合理 的 ,因为 如 果 站 足够 小 ”, 当 用 [y,(1) =y- T) T RRE dy, (0) /de 时 ,应 当 
得 到 一 个 好 的 通 近 。 
虽然 这 个 简单 的 方法 在 连续 时 间 系 统 的 模拟 中 可 能 是 有 用 的 ,但 是 在 滤波 器 的 应 用 中 它 

并 不 总 是 一 种 设计 离散 时 间 系 统 的 有 用 方法 。 为 了 了 解 用 差分 方程 和 逼 近 微 分 方程 的 影响 , 研 
究 一 个 具体 的 例子 是 有 益 的 ,假设 一 个 连续 时 间 系 统 的 系统 函数 为 


A 
He(s) = 一 一 
s+e 





其 中 4 和 * 为 常数 。 
(a) 证 明 该 系统 的 输入 x.(t) 和 输出 y, (1) 满足 微分 方程 











Oe) + cyelt) = Axe(t) 
(b) FLH t= nT IN ADT EE ETT PE 
dye(t) ~ Ye(nT )— ye(nT 一 了 ) 
dt |i=nT i T 


也 就 是 用 一 阶 后 向 差分 来 代替 一 阶 导数 。 
(c) EX x[n] =x,(n7T) 和 y[nj] =y(n7)。 用 这 一 定义 和 (b) 的 结果 求 联系 x[z] 和 Yy[z] 的 
差分 方程 ,并 求 所 得 离散 系统 的 系统 函数 H(z) =Y(z)/X(z)。 
(d) 证 明 , 对 于 这 个 例子 
H(z) = He(s)| 


s=(1=z-l)yT 
也 就 是 证 明 H(z) 可 用 如 下 映射 由 及.(s) 直接 求 得 : 
1=g7! 
Ss 二 a 


[ 可 以 证 明 ,如 果 高 阶 导 数 可 由 重复 使 用 一 阶 后 向 差分 来 逼近 , 则 对 于 高 阶 系统 (d) 的 结 
果 也 成 立 。] 
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(e) 利用 (d) 的 映射 ,. 求 出 由 s 平面 的 jQ 轴 映 射 到 = 平面 的 围 线 。 并 求 左 半 * 平面 相对 应 的 
= 平面 区 域 。 若 具有 系统 函数 及 (s) 的 连续 时 间 系 统 是 稳定 的 , 则 用 一 阶 后 同 差 分 通 近 
所 得 出 的 离散 时 间 系 统 也 是 稳定 的 吗 ? 该 离散 时 间 系 统 的 频率 响应 是 原 连 续 时 间 系 统 
频率 响应 的 准确 复 现 吗 ?7 的 选择 对 稳定 性 和 频率 响应 有 何 影响 ? 
CO 假设 用 一 阶 前 向 差分 通 近 一 阶 微分 , 即 
dye) i vent +T )— ye(nT ) 
dt [iir T 
求 由 平面 到 = 平面 所 对 应 的 映射 ,并 且 用 这 一 映射 重复 (e) 
考虑 一 个 具有 有 理 系统 函 数 H,(s) 的 线性 实 不 变 连续 时 间 系 统 。 输 入 x,(1) 和 输出 y,(1) 
满足 常规 的 常 系数 线性 微分 方程 。 模 拟 这 类 系统 的 一 种 方法 是 利用 数值 计算 方法 对 微分 
方程 积分 . 本题 将 表明 ,如果 使 用 梯形 积分 公式 , 则 这 一 方法 等 同 于 用 双 线 性 变换 法 将 连 
续 时 间 系 统 函 数 H,(s) 变 换 成 离散 时 间 系 统 函 数 H(z)。 为 了 说 明 这 一 点 ,考虑 连续 时 间 





y, (nly yA) 





式 中 4 和 * HER IMEN 


Vet) + eve (t) = Axe (t) 


$ A 
Heis) = — 
“et 








stp, | 

dye (t) fs = 

Ve) = nT-T nt t 
dr 
(a) 证 明 y (nT) AY Ay, (¢) dean 图 P7. 49 
nT 
Ve(nT ) = | yetr)dr + ye(nT —T ) 
J(ntT—T ) 


该 方程 中 的 定 积 分 表示 (CnT- T) BI nT KE ERK) POT RAS TAL, K P7. 49 
2A tt T BRR F(t) VA Be Si BA S By BR HE DX a, PK PIE DX Sah My E FA a Et eB y X a AY 
MER GC PART SY AY IE PR AI TA, OAT RUS E A RR 
利用 梯形 通 近 法 可 以 得 到 以 y (nT - T), ý (nT) Aly, (nT -7) 表 示 的 y(n7) 的 表 
达 式 。 

(b) 利用 该 微分 方程 求 y (nT) 的 表达 式 , 并 且 将 这 个 表示 式 代 人 在 (a) 中 得 出 的 表达 式 。 

(c) EX x[n] =x (nT) Aylan] =y. (aT) ,利用 这 个 定义 和 (b) 的 结果 , 求 联 系 x[n] 和 y[n] 
的 差分 方程 ,并 求 所 得 离散 时 间 系 统 的 系统 函数 H(z) =Y(z)/X(z) 


(d) 证 明 , 对 于 这 个 例子 ,有 


— 


H(z) = Hea] 


也 就 是 证 明 H(z) 可 用 双 线 性 变换 法 由 H.(s) 直接 求 得 (对 于 高 阶 微分 方程 ,重复 将 梯 
形 积分 用 于 输出 的 高 阶 导数 ,将 得 出 与 有 具有 有 理 系统 函数 的 一 般 连 续 时 间 系 统 相同 的 
结论 ) 。 
本 题 研 究 一 种 称 为 自 相 关 函 数 不 变法 的 滤波 器 设计 方法 ,考虑 一 个 具有 脉冲 响应 户 (:) 和 系 
PA H, (s) 的 稳定 连续 时 间 系 统 。 该 系统 的 自 相关 函数 定义 为 
Pelt) = | 四 he(tH)he(t + t)dt 


并 且 对 于 实 脉 冲 响应 很 容易 证 明 ,$.(7) 的 拉 普 拉 斯 变换 是 B,(s) =H.(s)H( -s)。 同样, 考 
虑 一 个 具有 脉冲 响应 hLnj] 和 系统 函数 (2) 的 离散 时 间 系 统 。 离 散 时 间 系 统 的 自 相 关 函 数 
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7.51 


oo 
olm] = ba hin]h in + m] 


并 且 对 于 实 脉冲 响应 ,@(z) = H(z) H(z"') 

自 相关 函数 不 变法 意味 着 ,使 该 离散 时 间 系 统 的 自 相关 函数 等 于 一 个 连续 时 间 系 统 采样 
后 的 自 相关 函数 ,以 此 来 定义 一 个 离散 时 间 滤 波 器 , 即 

olm) = Tyde(mTy), 一 Do < m 二 Co 

当 及 (s) 是 一 个 有 理 函 数 ,在 ss(k=1,2,…,N) 处 及 个 一 阶 极 点 并 有 M <N 个 零点 时 ,对 于 
自 相关 函数 不 变法 , 特 提出 如 下 设计 步骤 : 

(1) 得 出 B,(s) 的 部 分 分 式 展开 式 , 形 式 为 

Vf As Bk 


k=l 








. 


(2) 形成 z 变换 





N 
Ta Ak Ty Bk 
wie = 2 G — eskTaz— l T 1 —e—skTaz—! 


k=l 
(3) 求 更 (z) 的 极点 和 零点 ,并 且 由 B(z) 在 单位 圆 内 的 极点 和 零点 构成 最 小 相位 系统 函 
数 H(z)。 
(a) 确认 在 所 提出 的 设计 方法 中 的 每 一 个 步骤 ,也 就 是 证 明 所 得 离散 时 间 系 统 的 自 相 关 也 数 的 
采样 形式 。 为 了 证 明 该 方法 ,一 种 有 用 的 办 法 是 将 它 用 于 一 个 一 阶 系统 ,其 脉冲 响应 为 
he(t) =e u(t) 
ARB RANA 
He(s) = l 
s+ a 





(b) |H(e”) PAIE GO) 之 间 的 关系 是 什么 ” 哪 一 种 频率 响应 的 函数 对 于 自 相关 函数 不 
变法 是 合适 的 ? 

(e) 在 步骤 (3) 中 得 出 的 系统 函数 是 唯一 的 吗 ? 若 不 是 ,请 说 明 如 何 得 出 男 外 的 自 相关 函数 
不 变 离 散 时 间 系 统 。 

今 Hi,(Z) 表 示 一 个 离散 时 间 低 通 滤波 器 的 系统 函数 ,这 一 系统 的 实现 可 用 线性 信号 流 图 来 表 

示 ,该 流 图 由 图 P7. 51-1 所 示 的 加 法 器 .增益 因子 和 单位 延迟 等 单元 组 成 。 和 希望 实现 一 个 低 

通 滤波 器 , 它 通 过 改变 某 一 单个 参数 就 可 以 改变 截止 频率 。 这 里 提出 的 方法 是 用 图 P7. 51-2 

所 示 的 网 络 来 代替 表示 Hi,(2Z) 的 信号 流 图 中 的 每 一 个 单位 延迟 单元 ,其 中 为 实数 且 


|a| <1。 








— 
Zz z! 


图 P7. S1-1 图 P7. 51-2 


(a) 当 用 图 P7. 51-2 所 示 的 网 络 来 代替 在 实现 有,(2Z) 的 网 络 中 的 每 一 个 单位 延迟 分 支 时 , 令 
H(z) 表 示 所 得 滤波 带 的 系统 函数 。 证 明 H(z) 和 ,(Z) 是 通过 一 个 Z 平 面 到 z 平 面 的 映 
射 联系 起 来 的 。 

(b) 如 果 脏 (e*) 和 Hi,(e") 是 两 个 系统 的 频率 响应 , 求 频 率 变量 w 和 6 之 间 的 关系 。 画 出 当 
a= £0.5 时 作为 6 的 函数 的 曲线 ,并 证 明 H(e*) 是 一 个 低 通 滤波 器 。 如 果 6, 是 原 低 通 滤 
波 器 瑟 ,(2Z) 的 通 带 截止 频率 , 求 新 滤波 器 及 (z) 的 截止 频率 ww, 作 为 a 和 0, 的 函数 的 方程 式 。 





424 


离散 时 间 信 号 处 理 (第 三 版 ) 





7.52 


(e) 假设 原 低 通 滤波 器 有 系统 函数 

1 
1—0.92Z-! 
夯 出 实现 有 如 ,(2Z) 的 流 图 ,并 画 出 实现 H(z) 的 流 图 ,H(z) 是 用 图 P7.51-2 中 的 网 络 来 代 
替 第 一 个 流 图 中 的 单位 延迟 单元 而 得 到 的 。 所 得 到 的 网 络 是 否 对 应 于 一 个 可 以 计算 的 
差分 方程 ? 
如 果 到,(2) 对 应 于 一 个 用 直接 形式 实现 的 FIR 系统 ,那么 该 流 图 可 以 得 出 一 个 可 以 计算 
的 差分 方程 吗 ? 若 FIR 系统 有 ,(Z) 是 线性 相位 的 ,所 得 系统 H(z) 也 是 线性 相位 的 吗 ? 
如 果 FIR 系统 具有 长 度 为 (M+1) 个 样本 的 脉冲 响应 , 则 变换 后 的 系统 脉冲 响应 的 长 度 
是 多 少 ? 
(e) 为 ,了 避免 在 (c) 中 出 现 困 难 , 建 议 将 图 P7.51-2 的 zl 

网 络 与 图 P7. 51-3 所 示 的 单位 延迟 单元 级 联 。 当 六 z z — 

用 图 P7. 51-3 的 网 络 代替 每 一 个 单位 延迟 单元 河 

时 ,重复 (a) 的 分 折 。 求 将 9 作为 w 的 函数 的 方 

程 ,并 证 明 , 4 Hp Ce”) 是 一 个 低 通 滤波 器 , 则 

H( e" ) 不 是 一 个 低 通 滤波 器 。 
若 给 定 基本 的 滤波 器 组 件 (硬件 或 计算 机 子 程序 ) ,有 时 可 能 重复 使 用 它 来 实现 一 个 具有 锐 截 
止 频率 响应 特性 的 新 滤波 器 。 有 一 种 方法 是 将 该 滤波 器 与 自身 级 联 两 次 或 更 多 次 ,但 是 很 容 
易 证 明 , 尽 管 阻 带 误 差 是 平方 的 (车 误差 小 于 1, 则 总 误差 将 减 小 ) ,但 是 这 种 方法 将 增加 通 带 
通 近 误差 。 另 一 种 由 Tukey(1977) 提 出 的 方法 示 于 图 P7. 52-1 的 方 框图 中 。Tukey 称 这 种 方 
法 为 “加 倍 " 法 。 


Hip(2) = 


(d 


VS 





图 P7. 51-3 





yin] 
图 P7. 52-1 
(a) 假定 基本 系统 具有 对 称 的 有 限 长 脉冲 响应 , 即 
h{[-a|, -L<n<L 
hin] = 
5 其 他 
确定 整个 脉冲 响应 g[ n | SE ARAL (1) FIR AY (ii) 对 称 的 。 
(b) 假设 H( e" ) ii AL FINNEY ÉIER : 
(1—5)< H(eJ”) < (A+) 0<o<own 
-5 < H (e1?) < 5, ws Sw Sn 


如 果 基 本 系统 具有 这 些 指标 ,可 以 证 明 整 个 系统 的 频率 响应 C(e”) 满足 如 下 形式 的 
指标 : 

A<Gel?)<B, 0<w<owp 

C<Glel?o)<D, as<w<n 
求 利 用 6, 和 656, 表示 的 4,B,C AID. WEK 且 5<1, 则 G(e") 近 似 的 最 大 通 带 和 阻 
WP UE Re Ht B/D? 

(e) 正如 (b) 中 所 求 出 的 ,Tukey 的 加 倍 法 减 小 了 通 带 逼近 误差 ,但 是 增加 了 阻 带 误差 。Kaiser 

and Hamming( 1977 ) 推广 了 该 加 倍 法 ,使 得 通 带 和 阻 带 同 时 得 到 改善 ,他 们 把 自己 得 出 的 
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方法 称 为 “ 锐 化 法 ”。 使 通 带 和 阻 带 同时 得 到 改善 的 最 简单 锐 化 系统 如 图 P7. 52-2 所 示 。 
再 次 假设 该 基本 系统 的 脉冲 响应 与 (a) 中 给 出 的 相同 。 对 于 图 P7.52-2 的 系统 
重复 (5b) 。 





图 P7. 52-2 


(d) 假定 基本 系统 是 非 因 果 的 。 如 果 该 基本 系统 的 脉冲 响应 是 一 个 因果 线性 相位 FIR 系统 ， 
使 得 
h{M—n|, 0<n<M 
hint =| 其 他 


则 图 P7. 52-1 和 图 P7. 52-2 中 的 系统 应 当 如 何 修 改 ? 可 以 使 用 哪 种 类 型 的 ( 工 , 工 , 亚 
BV ) 因果 线性 相位 FIR 系统 ? 对 于 图 P7. 52-1 和 图 P7. 52-2 中 的 系统 ,脉冲 响应 gln] 
的 长 度 是 多 少 ”( 利用 L 表 示 。) 
7.53 考虑 用 Parks-McClellan 算法 设计 一 个 低 通 线性 相位 FIR 滤波 器 。 利 用 交错 点 定理 说 明 在 通 
带 和 阻 带 逼近 区 之 间 的 "不 在 乎 "区 域 中 逼近 必须 单调 地 减 小 。[ 提示 :证 明 三 角 多 项 式 的 所 
有 局 部 极 大 点 和 极 小 点 必须 在 通 带 中 或 在 阻 带 中 以 满足 交错 点 定理 。] 
7.54 图 P7. 54 表示 一 个 离散 时 间 FIR 系统 的 频率 响应 A, (e) ,该 系统 的 脉冲 响应 为 
hein) = [teil —L<n<b 
0 其 他 
Aele), 


1.01 


0.99 


0.01 











-0.01 


图 P7. 54 


(a) 证 明 4,(e”) 不 能 对 应 于 由 Parks-McClellan 算法 产生 的 FIR 滤波 器 ,该 滤波 器 的 通 带 边缘 
频率 为 w/3 , 阻 带 边缘 频率 为 2mr/3 , 且 在 通 带 和 阻 带 中 误差 加 权 函 数 为 1。 并 详细 解释 
其 理由 。[ 提示 :交错 点 定理 表明 ,最 佳 逼 近 是 唯一 的 。] 
(b) 根据 图 P7. 54 和 4.(e”) 不 能 对 应 于 一 个 最 佳 滤波 器 的 论述 ,对 于 世 值 可 以 得 出 什么 
结论 ? 
7.55 考虑 图 P7. 55 所 示 的 系统 。 
(1) (Bie 4 | O|Sa/T Ht X GQ) =0, 并 且 及 (jQ) 表 示 理 想 低 通 重 构 滤波 器 ,使 得 


l, IQ|l <x/T 
0, |Q|= x/T 


(2) 数 模 转换 器 有 一 个 内 置 零 阶 保持 电 路 ,因此 


A, ( j2) = | 
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YaaD = 》 ylalho(t—nT) 
式 中 hy (1) 为 
<r< 
ho) = te ah T 
(忽略 在 数 模 转换 器 中 的 量化 ,) 
(3) 图 P7.55 中 的 第 2 个 系统 是 一 个 具有 频率 响应 He ) 的 线性 相位 FIR 离散 时 间 系 统 。 
想 要 利用 Parks-McClellan 算法 设计 该 FIR 系统 ,以 便 补 偿 掉 零 阶 保持 系统 的 影响 。 
(a) 输出 的 傅 里 叶 变 换 为 工 (jQ) = HGX GA) RAJH HM TRR Hii(jQ) 的 表 
(b) 如 果 线 性 相位 FIR 系统 是 , 当 <0 和 n>51 时 h[n] =0,3 H T=10 s, WE x, (t) A 
y, (站 之 间 的 总 时 间 延 迟 (单位 为 ms ) 是 多 少 ? 
Co) 假设 当 7=107s 时 希望 有 效 频 率 响应 在 以 下 容 限 范围 内 是 等 波纹 的 (同时 在 通 带 和 阻 
带 中 ) : 
0.99 < |Het j2)| < 1.01, |Q| < 27 (1000) 
| Hepe( j82)| < 0.01, 27 (2000) < |Q|< 2%(5000) | 
希望 通过 设计 一 个 包括 补偿 零 阶 保持 在 内 的 最 佳 线性 相位 滤波 器 (用 Parks-McClellan 算 
法 ) 来 实现 这 一 点 。 给 出 应 当 使 用 的 理想 频率 响应 H,(e”) 的 方程 。 求 出 应 当 使 用 的 加 
- 权 函 数 Wc) 并 作 图 。 绘 出 所 得 出 的 “典型 "频率 响应 H e ) 的 曲线 ， 
(d) 如 何 修改 你 在 (c) 中 的 结果 ,使 其 包括 对 重 构 滤波 器 H.(jQ) 的 幅度 补偿 ? 已 知 该 滤波 器 
EO =2m(5000) 以 上 增益 为 零 , 且 具 有 倾斜 的 通 带 。 
图 P7. 55 
7. 56 


一 个 离散 时 间 信 号 经 过 低 通 滤波 器 过 滤 后 常常 如 图 
P7. 56-1 所 示 的 那样 被 欠 采 样 或 抽取 。 在 这 类 应 用 中 xz 加 ED] op yin] 
往往 希望 滤波 器 是 线性 相位 FIR 滤波 器 。 但 是 如 果 图 
P7. 56-1 中 的 低 通 滤波 器 有 一 个 很 窗 的 过 渡 带 , 则 FIR 
系统 将 具有 一 个 很 长 的 脉冲 响应 ,因此 计算 每 个 输出 
样本 就 需要 大 量 的 乘法 和 加 法 运算 。 

本 题 将 研究 图 P7. 56-1 所 示 系 统 的 多 级 实现 的 优点 。 oa O 
当 w, 很 小 并 且 抽 取 因 子 M 很 大 时 ,这 种 实现 方法 是 特 
别 有 用 的 。 一 种 通用 的 多 级 实现 绘 于 图 P7. 56-2 中 。 
它 的 基本 思路 是 ,在 前 面 几 级 低 通 滤波 器 中 使 用 较 宽 的 过 渡 带 ,因此 减少 了 在 这 几 级 中 所 需 
要 的 滤波 器 脉冲 响应 的 长 度 。 当 进行 抽取 时 信和 号 样本 数 就 减少 了 ,并 且 可 以 逐渐 地 减 小 对 抽 
取 后 信号 过 滤 的 滤波 器 过 渡 带 的 宽度 。 用 这 种 方式 就 可 以 减少 实现 抽取 器 所 需要 的 总 计算 
次 数 。 

(a) 如 果 图 P7. 56-2 中 抽取 的 结果 没有 出 现 混 秋 ,最 大 允许 的 抽取 因子 M 是 多 少 ( 用 由 表示 )? 


H(ei”) 








On = 通 带 频 率 
内 三 阻 带 频率 
lo,- op) = 过 渡 带宽 





图 P7. 56-1 
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va[n] 


图 P7. 56-2 


x[n] 


(b) 在 图 P7. 56-2 所 示 系 统 中 , 令 MH=100,ow, = 7/100 Fl w, =0.97/100, # x[n] =8ln], 
绘 出 V(e*) 和 Y(e”) 的 图 形 。 






x[n] wiln] 


Mi = 50 M,=2 
现在 考虑 当 M=100 时 抽取 器 的 二 级 实现 ,如 图 P7. 56-3 所 示 , 其 中 M, =50, M, =2,wn = 
0. 97/100 ,wp =0. 97/2 以 及 wa = 7/2, 必须 选择 w. 或 等 效 地 选择 LPF 的 过 滤 带 (w =- 
wn) ,使 得 二 级 实现 得 到 与 单 级 抽取 器 相同 的 等 效 通 带 和 阻 带 频率 (没有 考虑 在 过 渡 带 中 频 
率 响 应 的 形状 细节 ,但 两 个 系统 在 过 渡 带 中 均 应 当 有 单调 下 降 的 频率 响应 ) 。 


Hye”) 


vifa] y[n] 











图 P7. 56-3 


(ce) 对 于 一 个 任意 的 w, (AAT A x[ nn] =6Ln], 绘 出 图 P7. 56-3 所 示 二 级 抽取 器 的 V (e), 
W, (e), V, (e) Al Yle), 

(d) 求 使 得 该 二 级 抽取 器 得 到 与 (b) 中 的 单 级 系统 一 样 的 等 效 通 带 和 阻 带 截止 频 率 w, 的 最 
大 值 。 

除了 非 零 过 渡 带 宽度 以 外 , 低 通 滤波 器 与 理想 低 通 滤波 器 的 通 带 和 阻 带 通 近 误差 5 和 3. 也 必 

定 不 同 。 假 设 使 用 线性 相位 等 波纹 FIR 逼近 。 由 式 (7. 117) 可 得 ,对 于 最 佳 低 通 滤波 器 

A —10 logio (êpås) — 13 

2.324Aw 

其 中 六 是 脉冲 响应 的 长 度 ,Aw =w, -由 是 低 通 滤波 器 的 过 渡 带 。 式 (P7. 56-1 ) 提供 了 对 抽取 

右 的 两 种 实现 进行 比较 的 基础 [ 当 用 Kaiser 窗 函 数 法 来 设计 滤波 器 时 ,可 用 式 (7.76) 代 替 

式 (P7.56-1) 来 估计 脉冲 响应 的 长 度 ] 。 

(e) 对 于 在 单 级 实现 中 的 低 通 滤 波 器 ,假设 8 =0.01 和 5,.=0.001。 计 算 其 脉冲 响应 长 度 N， 
并 求 出 计算 每 个 输出 样本 所 需 的 乘法 次 数 。 应 利用 线性 相位 FIR 系统 脉冲 响应 的 对 称 
性 (注意 ,在 这 种 抽取 的 应 用 中 ,只 需要 计算 每 个 输出 的 第 M 个 样本 , 即 压缩 器 与 FIR 系 
统 的 乘法 交换 ) 。 

(f) 利用 (d) 中 求 出 的 w, 值 ,分 别 计算 在 图 P7. 56-3 所 示 二 级 抽取 器 中 LPF, 和 LPF, 的 脉冲 
响应 长 度 N, 和 WN,。 求 在 二 级 抽取 器 中 计算 每 个 输出 样本 所 需 的 全 部 乘法 次 数 。 

(g) 如 果 将 通 近 误差 指标 2 =0.01 和 6, =0. 001 同时 用 于 二 级 抽取 器 中 的 两 个 滤波 器 , 则 总 的 
通 带 波纹 可 能 要 大 于 0.01, 因 为 这 二 级 的 通 带 波纹 可 能 会 得 到 加 强 , 即 (1 +6,)(1+6,)> 
(1+6,)。 为 了 对 此 进行 补偿 ,可 以 设计 二 级 实现 中 的 每 个 滤波 器 通 带 波纹 只 有 单 级 实现 
的 一 半 。 因 此 ,对 于 二 级 抽取 器 中 的 每 个 滤波 器 均 假 设 5 =0. 005 和 6, =0.001。 分 别 计算 
LPF, 和 LPP: 的 脉冲 响应 长 度 N, 和 N, ,并 求 出 计算 每 个 输出 样本 所 需要 的 全 部 乘法 次 数 。 


N 





H1 ( P7. 56-1) 
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(h) 对 于 二 级 抽取 器 中 的 滤波 器 ,还 必须 降低 阻 带 逼 近 误 差 的 技术 指标 吗 ? 
(i) 选 做 。 将 M, =50 Fl M, =2 结合 在 一 起 也 可 能 不 会 使 计算 每 个 输出 样本 所 需 的 全 部 乘法 
为 最 少 。 为 使 M,M, = 100 ,整数 M A 号 的 其 他 可 能 选择 是 什么 ? 求 使 计算 每 个 输出 样 
本 所 需 的 乘法 次 数 为 最 少 的 M, F M, 值 。 
本 题 将 推导 设计 最 小 相位 离散 时 间 滤 波 器 的 一 种 方法 。 这 类 滤波 器 的 全 部 零点 和 极点 均 在 
单位 圆 内 (或 上 ) (在 此 题 中 允许 零点 在 单位 圆 上 ) 。 首 先 考虑 将 I 型 线性 相位 FIR 等 波纹 低 
通 滤波 器 转换 成 最 小 相位 系统 的 问题 。 如 果 Ae) 是 一 个 工 型 线性 相位 滤波 需 的 频率 响 
应 , 则 
(1) 所 对 应 的 脉冲 响应 为 实数 ,并 且 
h|M—n], 0<n<M 


a ae fo 其 他 
其 中 M 为 偶 整 数 。 
(2) 由 (1) 得 及 ee) =A, (e )e 1 Jh A, (e) HIERE n =M/2 为 整数 。 
(3) 通 带 波纹 为 5 , 即 在 通 带 中 4.(e") 在 (1+5,) 和 (1 8, ) ZIRI OILE P7. 57-1). 





图 P7. 57-1 


(4) 阻 带 波纹 为 2, 即 在 阻 带 中 -5 三 4.(e") <8, H A, (e) E- 6, A 6, ZA HIF (IL 
图 P7. 57-1), 
Herrmann and Schiissler( 1970a) 曾 提出 如 下 方法 ,将 这 种 线性 相位 系统 转换 成 具有 系统 函 
KUH ain (z) 和 单位 样本 响应 hi, Ln] 的 最 小 相位 系统 (在 本 题 中 ,假设 最 小 相位 系统 可 以 
有 在 单位 圆 上 的 零点 ) 。 
步骤 1: 产生 一 个 新 序列 


下 四 | 二 hin], n Æ no 
mm | hinol+ 2, n= no 


AG 2: WAAR FAE H, (z2), H, (2) TARRAK 
H1 (2) =z ™ Ha (z)H2 (1/2) = z ™ H3(2) 
式 中 ,H,(z) 的 所 有 极点 和 零点 均 在 单位 圆 内 或 单位 圆 上 , 目 h,[n] 为 实数 。 
步骤 3: 定 义 


Ho(z) 





Amin (2) = 


其 中 分 母 的 常量 a=( /1 -6, +8, + V1+6, +6, )/2 使 通 带 归 一 化 ,因此 所 得 频 
率 响应 Han (e”) 将 在 1 上 下 振荡 。 
(a) 证 明 如 果 刀 [nj] 像 步骤 1 中 那样 选择 , 则 HH,(e*) 可 以 写成 
Hi(el®)=e i H3(e)”) 
式 中 ,H,(e”*) 对 所 有 的 w 值 均 为 实数 和 非 负 。 
(b) 如 果 像 在 (a) 中 所 证 明 的 那样 H, ( e”) 三 0 ,证明 存 在 一 个 H, (2) ,使 得 
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H3(z) = H2(z)H2(1/z) 
其 中 五 (z) 是 最 小 相位 的 ,h,[ nj 为 实数 ( 即 证 明 步 又 2)。 
Ce) 通过 计算 5/ 和 8 表明 ,新 滤波 器 用 (ew) 是 一 个 等 波纹 低 通 滤波 器 (也 就 是 表明 它 的 幅 
度 特性 是 如 图 P7. 57-2 所 示 的 形式 )。 新 脉冲 响应 hanl nj 的 长 度 是 多 少 ? 


[Hin(e™)| 
1 +ô 
1-8} 


êz 








图 P7. 57-2 


(d) 在 (a),(b) 和 (c) 中 曾 假 设 从 工 型 FIR 线性 相位 滤波 器 开始 。 如 果 去 掉 线 性 相位 的 限 
制 ,这 种 方法 还 正确 吗 ?” 如 果 使 用 工 型 FIR 线性 相位 系统 ,这 种 方法 是 否 仍 正确 ? 
7. 58 假设 有 一 个 计算 机 程序 , 当 已 知 瑟 ,已 , 丈 (o) 和 瓦 (e") 时 可 以 求 出 使 下 式 达 到 最 小 的 一 组 系 
2 
W (w) [em Sateen 


taln], n=0,1,,L: 
n | 
weF na 


已 经 证 明 ,这 个 优化 问题 的 解 表示 一 个 非 因 果 FIR AE HE fi A BE, AL ok rh nal 7 HA h [n] = 
hl -n). Ar h| n] REIS LAFER , 则 可 以 得 到 一 个 因果 的 工 型 FIR 线性 相位 系统 ,其 频率 











响应 为 
| l L 2L 
H(e)®) = @ ome X alnicosan = >, hi{nje 3°" 
n=0 n=0 


式 中 ,脉冲 响应 与 系数 al nj 有 如 下 关系 : 
2h[M/2—n], 1<n<L 
“四 二 Pa n=0 

E M =2L 为 系统 函数 多 项 式 的 阶 次 [ 脉冲 响应 的 长 度 为 (M+1)]。 

如 果 对 加 权 函 数 WW(w) 和 和 要求 的 频率 响应 8H,(e”) 做 适当 修改 , 则 利用 现在 的 程序 就 可 
以 设计 其 他 三 种 类 型 ( 工 , 亚 和 IV ) 线 性 相位 FIR 滤波 器 。 为 了 说 明 如 何 实 现 这 一 点 ,必须 将 
频率 响应 表达 式 变 为 程序 所 用 的 标准 形式 。 
(a) 假设 想 要 设计 一 个 因果 的 了 型 FIR 线性 相位 系统 ,使 得 当 n=0,1,…,M 时 h[n] = 

h[M—n] ,其 中 好 为 奇 整 数 。 证 明 该 型 系统 的 频率 响应 可 以 表示 为 

M+1)/2 
H(ei@) = -ioma H blnlcosw(n 一 5) 
n=! 


If FoR AM bln] MAL n] ZAM KAS. 


(b) WEA, EHH bln] (n=1,2,---,(M+1)/2) RIR bln] (n=0,1 wt, (M-1)/2) WY Beak 
式 , 则 可 以 将 和 式 
(M+1)/2 


> bn] cos a(n 一 5) 


n=l 


(M—1)/2 
cos(w/2) 2 b[n| cos wn 
n=0 
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[提示 :应 仔细 地 对 待 用 放 n] 表 示 bln] 。 也 可 以 利用 三 角 恒等式 cos acosB= 广 cos(a+ 


B) + cos(a -BpB)。] 

(ce) 如 果 想 要 用 给 定 的 程序 来 设计 已 知 ,W(w) 和 有,(e”) 时 的 卫 型 系统 (M 为 奇数 ) ,证 明 
如 何 利 用 M,F, W o) All H,(e) RHE, E, W o) 和 应 ,(e”) AERA, FW) 和 应 
(e”) 来 运行 该 程序 , 则 可 以 用 得 出 的 那 组 系数 求 出 所 要 求 的 了 型 系统 的 脉冲 响应 。 

(d) 对 于 亚 型 和 JIV 型 有 理 线性 相位 FIR 系统 重复 (a) Ele), EP Aln] = -hA[M-n], XF 
这 种 情况 ,你 必须 证 明 亚 型 系统 (W 为 偶数 ) 的 频率 响应 可 以 表示 为 

M/2 
H(e}®) = e-joM/2 + c{n| sin wn 


n=| 


(M—2)/2 
=€—joM/2 sinw 5- č[n] cos wn 
n=0 
而 对 于 JIV 型 系统 (M 为 奇数 ) ， 
(M+1)/2 


H(e}”) = e-ioM/2 5 d|n|sin w(n = 5) 
n=l 
| (M—1)/2 
=e Jom /2 sin(w/2) > d|n| cos wn 
n=0 


和 (b) 中 一 样 ,有 必要 通过 三 角 恒 等 式 sinasing = > sina +B) + sin(a -B) 用 cLn | 


表示 cl n | VARA Pil n| Æ KJR d[n], McClellan and Parks ( 1973 ) 以 及 Rabiner and Gold 
(1975) 给 出 了 在 本 习题 中 所 提出 的 有 关 问 题 的 细节 。 
7. 59 ”本题 将 研究 得 出 实现 变量 截止 线性 相位 滤波 器 的 一 种 方法 。 假 定 已 知 用 Parks-MeClellan 法 
设计 出 一 个 零 相 位 滤波 器 , 它 的 频率 响应 为 





L 
Ae(el?)= >= ag (cos 0)“ 

k=0 

UE BY Ae RRO WA Bean 
L -1\* 
Z+Z 

AZ) = ; 

20 (2) 


其 中 e” =2( 对 于 原 系统 使 用 2 ,而 对 于 由 原 系统 的 变换 得 到 的 系统 使 用 z) 。 
(a) 利用 系统 函数 的 上 述 表 达 式 , 画 出 用 系统 a 的 乘法 .加 法 和 具有 系统 函数 (Z+Z”)7Z2 的 
基本 系统 来 实现 该 系统 的 方 框图 或 流 图 。 
(b) 该 系统 脉冲 响应 的 长 度 是 多 少 ? 把 这 个 系统 与 也 个 样本 的 延迟 级 联 起 来 ,可 以 使 整个 系 
统 成 为 因果 的 吗 ? 将 这 个 延迟 分 散 成 一 些 单位 延迟 ,这 样 网 络 的 各 个 部 分 将 是 因果 的 。 
Co) 假设 用 如 下 替换 由 4.(2) 得 出 一 个 新 的 系统 函数 : 
Belz) = Ae(Z)|(74.7-1)2=ay +a |(e-+2-!)/2I 
利用 (a) 中 的 流 图 , 画 出 实现 系统 函数 8,(2) 的 系统 流 图 。 这 个 系统 的 脉冲 响应 的 长 度 
是 多 少 ? 如 (b) 中 那样 ,对 该 网 络 做 一 修正 使 得 整个 系统 以 及 网 络 的 各 部 分 均 为 因果 的 。 
(d) 如 果 4.(e”) 是 原 滤 波 器 的 频率 响应 ,B.(e”) 是 变换 后 滤波 器 的 频率 响应 , 求 6 和 之 间 
的 关系 式 。 
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7. 60 


7.61 


(e) 原 最 佳 滤波 器 的 频率 响应 如 图 P7. 59 所 示 。 对 于 这 种 情况 ,a =1 -a fl O0<a, <1. 说 
明 频 率 响 应 B.(e” ) 是 如 何 随 a 的 改变 而 变化 的 。 
[提示 : 夯 出 A,(e”) 和 B,(e”) 作 为 cos9 和 cosw 的 函数 的 图 形 。 在 变换 后 的 通 带 和 阻 带 
中 有 最 小 最 大 加 权 通 近 误差 的 意义 上 ,所 得 变换 后 滤波 器 还 是 最 佳 的 吗 ?] 


4u(eig) 











图 P7. 59 


(f) 选 做 。 对 于 w =1+aw 和 -1<a 和 0 的 情况 ,重复 (e) 。 
本 题 研究 用 下 述 方法 将 连续 时 间 滤 波 器 映射 成 离散 时 间 滤 波 器 时 的 影响 。 该 方法 是 ,用 中 心 
差分 代替 对 连续 时 间 滤 波 器 的 微分 方程 中 的 导数 .从 而 得 到 一 个 差分 方程 的 方法 。 序列 xz[nm] 
的 1 阶 中 心 差分 定义 为 
AD {xin} = xla+ 1] —xln 1] 
k 阶 中 心 差 分 可 递归 地 定义 为 
AM tying} = AM Ak Dirin 
为 了 一 致 起 见 ,0 阶 中 心 差分 定义 为 
At)xlall = xla] 
(a) 如 果 X(z) 是 x[z] 的 zz 变换, 求 A”1x[z 1 的 = 变换 
一 个 LTT 连续 时 间 滤 波 器 到 一 个 LTI 离散 时 间 滤 波 器 的 映射 步骤 如 下 :首先 ,输入 x(t) 
和 输出 yY(0) 的 连续 时 间 滤 波 咒 的 特征 由 以 下 微分 方程 确定 : 


ed dt vir) M d’x(r) 
doa drk ar di’ 
然后 ,相应 的 输入 x[z] 和 输出 y[z] 的 离散 时 间 滤 波 器 的 特性 由 以 下 差分 方程 确定 : 


N M 
Ya AM tytn} = Yo br AP xin} 
k=0 r=0 


(b) 如 果 H,(s) 是 有 理 连续 时 间 系 统 函 数 ,H,(z) 是 在 (a) 中 所 示 的 将 微分 方程 映射 成 差分 方 
程 所 得 到 的 离散 时 间 系 统 函数 , 则 
Ha) = He(s)| 








s=m(z) 
求 m(z) 
(c) (Baise H (s) E FARAR O = 1 的 连续 时 间 低 通 滤波 器 , 即 


HODIA he 


用 在 (a) 中 所 讨论 的 中 心 差分 将 此 滤波 器 映射 成 一 个 离散 时 间 滤 波 器 。 画 出 你 所 得 出 的 
离散 时 间 滤 波 右 的 允 近 频率 响应 ,假设 它 是 稳定 的 。 
B hln J HANE P7. 61 所 示 的 最 优 工 型 等 波纹 低 通 滤波 器 ,利用 加 权 函 数 W e) 进行 设计 且 
所 要 求 的 频率 响应 为 H,(e*)。 为 了 简便 起 见 , 假 设 滤波 器 是 零 相 位 的 ( 即 非 因果 的 )。 要 用 
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7. 62 


7. 63 


hin] 设 计 5 种 不 同 的 FIR 滤波 器 ,如 下 所 示 : 
hila] = h|—n| 


haln| = (—1)"h[n| 
haln] = h[n] * hln] 
haln| = h[n|— Kéln|. KK 为 常数 


hajn = [210/21 为 偶数 
en NO 其 他 


对 每 一 个 滤波 器 h[n|] ,确定 h,[n] 是 否 在 最 小 最 大 意义 上 是 最 优 的 。 也 就 是 说 ,确定 


hiln| = min max (W(ei®)|Hu(ei®) — H;(e!))) 
hiln] we F 


在 分 段 恒定 的 H (e") 和 分 段 恒定 的 We ) 的 某 些 选择 下 是 否 成 立 ?” 其 中 下 是 在 0 二 os 
上 不 重合 的 闭 区 间 的 集合 。 车 h[n] 是 最 优 的 , 求 相 应 的 HH,(e*) 和 玉 (e*)。 若 h[n] 不 是 最 
优 的 ,请 说 明 原因 。 


H(e") 














图 P7. 61 


假设 要 利用 Parks-McClellan 算法 设计 一 个 因果 FIR AEA WARE. KRSM ASH Mid WH 
(z) 。 脉 冲 响应 的 长 度 为 25 个 样本 , 即 当 n<0 目 n>24 时 ,h[n]=0, 且 h[0] 关 0。 对 下 面 每 
一 个 问题 ,回答 “正确 “错误 "或 “所 给 条 件 不 充分 ”: 
(a) 当 -w <n<wm 时 ,h[n+12] =h[12-n]Mh[n +12] = -h[12-n]. 
(b) 该 系统 的 逆 系 统 是 稳定 的 和 因果 的 。 
(c) HC -1) =0, 
(d) EMA UE Hs P EKIORI I o 
(e) 系统 可 以 用 一 个 无 反馈 支 路 的 信号 流 图 来 实现 。 
(£) 当 0 <w <m 时 , 群 延迟 是 正 的 。 
考虑 用 Parks-McClellan 算法 设计 一 个 工 型 带 通 线性 相位 FIR 滤波 器 ,其 脉冲 响应 的 长 度 是 M 
+1 =2L+1。 回想 一 下 ,对 了 型 系统 频率 响应 的 形式 为 H(e*) =4,(e*).e”?, 并 且 Parks- 
McClellan 算法 可 以 求 出 可 使 如 下 误差 函数 的 最 大 值 达到 最 小 的 函数 4.(e”) : 

Elw) = W)[Hg(e}”)— A-e!”)], weF 
式 中 ,是 区 间 上 0<ws” 的 一 个 闭 子 集 ,W(w) 是 加 权 函 数 , 且 H,(e”*) 是 定义 在 到 近 区 间 F 
上 所 要 求 的 频率 响应 。 某 一 带 通 滤波 器 的 容 限 图 示 于 图 P7. 63 中 。 
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7. 64 


(a) 对 于 容 限 图 P7. 63 ,给 出 所 要 求 的 频率 响应 H e) 的 方程 式 。 
(b) 对 于 容 限 图 P7. 63 ,给 出 加 权 函 数 Ww) 的 方程 式 。 

(c) 对 于 最 佳 滤波 器 ,误差 函数 的 交错 点 的 最 少 个 数 是 多 少 ? 

(d) 对 于 最 佳 滤波 器 ,误差 函数 的 交错 点 的 最 多 个 数 是 多 少 ? 


|A(e™)| 








图 P7. 63 


(e) 画 出 一 个 “典型 的 "加 权 误 差 函 数 E(w) 的 曲线 ,该 函数 能 够 作为 一 个 最 佳 带 通 滤波 器 
( 取 有 履 =14) 的 误差 也 数 。 假 设 有 最 多 个 数 的 交错 点 。 
(£) 现在 假设 ,Wo ,os ,os ,加 权 函 数 和 所 要 求 的 函数 均 保 持 不 变 , 但 是 w, 增 大 使 得 过 渡 带 
(os 一 w;) 也 增 大 。 对 于 这 些 新 指标 的 最 佳 滤波 器 必须 有 比 与 原 指 标 相 联系 的 最 佳 滤波 
器 要 小 的 最 大 通 近 误差 吗 ? 详细 说 明 其 理由 。 
(g) 在 低 通 滤波 器 的 情况 下 ,A,(e”*) 的 所 有 局 部 极 小 点 和 极 大 点 必然 出 现在 到 近 频带 weF 
中 。 它 们 不 能 出 现在 "不 在 乎 ”的 频带 中 。 在 低 通 的 情况 下 ,在 逼近 带 中 出 现 的 极 小 点 和 
极 大 点 必须 是 误差 的 交错 点 。 证 明 在 带 通 滤波 器 的 情况 下 这 一 结论 不 一 定 正确 。 具 体 
地 讲 , 用 交错 点 定理 证 明 : 
(i) 4.(e”) 的 局 部 极 大 点 和 极 小 点 不 限于 在 禹 近 频 带 中 ; 
(ii) 在 通 近 频带 中 的 局 部 极 大 点 和 极 小 点 不 必 是 交错 点 。 
常常 硕 望 把 一 个 原型 离散 时 间 低 通 滤波 器 变换 成 另 一 种 离散 时 间 选 频 滤 波 器 。 需 要 指出 , 脉 
冲 响应 不 变法 并 不 能 用 于 将 连续 时 间 高 通 或 带 阻 滤波 器 转换 成 离散 时 间 高 通 或 带 阻 滤波 器 。 
因此 ,传统 的 方法 是 首先 用 脉冲 响应 不 变法 或 双 线 性 变换 法 设计 一 个 原型 离散 时 间 低 通 滤波 
器 ,然后 利用 代数 变换 将 离散 时 间 低 通 滤波 器 转换 成 所 要 求 的 选 频 滤 波 器 。 为 了 说 明 这 种 方 
法 ,假设 已 给 定 一 个 低 通 系统 函数 及 ,(2Z) ,要 把 它 转换 成 一 个 新 的 系统 函数 H(z) , 4 H(z) 
在 单位 圆 上 取 值 时 它 可 具有 低 通 ,高通 \ 带 通 或 带 阻 的 特性 。 应 注意 ,在 原型 低 通 滤波 器 中 
用 复 变 量 Z, 而 在 变换 后 的 滤波 器 中 用 复 变量 z。 然 后 定义 一 个 由 Z 平 面 到 z 平 面 的 映射 
为 如 下 形式 : 
z7! = G7!) (P7. 64-1) 
因此 有 
H(z) = Hip(Z)|z 1-6!) ( P7. 64-2) 
这 里 并 不 是 要 将 Z 表示 成 z 的 函数 ,而 是 如 在 式 (P7.64-1 ) 中 那样 将 ZIRRI z RR 
所 以 ,根据 式 (P7.64-2) 在 由 到,(Z) 得 到 H(z) 时 ,只 需 简单 地 用 函数 G(z7 ) EH, (Z) PÉI 
tieZ, 这 是 一 种 方便 的 表示 方法 ,因为 Hi,(Z) 往 往 表 示 为 Z ”的 有 理 函 数 。 如 果 
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H,,(2Z) 是 一 个 因果 稳定 系统 的 有 理 系统 函 数 , 则 当然 要 求 变换 后 的 系统 函数 H(z) 为 "的 有 

理 卫 数 , 而 且 该 系统 也 是 因果 的 和 稳定 的 。 因 此 在 进行 变换 Z = 6(z ') 时 有 如 下 的 限制 : 

(1) 6G(z ') 必 须 是 :的 有 理 函 数 。 

(2) 2Z 平面 单位 圆 的 内 部 必须 映射 成 :平面 单位 圆 的 内 部 。， 

(3) |Z | 平面 上 的 单位 圆 必须 映射 成 :平面 上 的 单位 圆 

在 本 题 中 ,应 推导 和 说 明 将 一 个 离散 时 间 低 通 滤波 器 变换 成 另 一 个 具有 不 同 截止 频率 的 低 通 

滤波 需 或 一 个 离散 时 间 高 通 滤波 器 的 必要 的 代数 变换 。 

(a) 设 9 和 w 分别 是 Z 平 面 和 :平面 上 的 频率 变量 ( 角度 ) , 即 在 各 自 的 单位 圆 上 Z =e” ,z= 
e”, 证 明 , 为 了 使 条 件 (3) 成 立 ,G(z”) 必 须 是 一 个 全 通 系 统 , 即 


IG(e”)| = 1 (P7. 64-3) 
(b) 可 以 证 明 在 满足 以 上 全 部 3 个 条 件 C(z“) 的 最 基本 的 形式 为 
N -1 
07) 26247] aE 2 
I =e (P7. 64-4) 


根据 第 5 章 中 有 关 全 通 系 统 的 讨论 ,显然 可 知 式 (P7.64-4) 中 给 出 的 C(z …) 满 足 
式 (P7.64-3) , 即 C(z  ) 是 一 个 全 通 系统 ,因此 也 满足 条 件 (3) 。 显 然 式 (P7. 64-4) 也 满 
足 条 件 (1)。 WEH: HAH |, | <1 时 满足 条 件 (2) 
一 个 简单 的 一 阶 6(z” ) 可 用 于 将 截止 频率 为 9, 的 原型 低 通 滤波 器 及 ,(2Z) 映 射 成 一 个 截 
止 频率 为 w, 的 新 滤波 器 H(z) WEH: 
GeT!) = 
1 — az-! 
当 a 取 某 些 值 时 ,可 以 形成 所 要 求 的 映射 。 将 a 作为 和 中 ,的 函数 进行 求解 。 
习题 7.51 用 这 种 方法 设计 可 调整 截止 频率 的 低 通 滤波 器 。 
(d) 考虑 0,= 7/2 的 原型 低 通 滤 波 器 的 情况 。 对 下 面 的 每 一 种 a 值 求 变换 后 滤波 器 的 截止 


~ 
le] 
~~ 


za 





频率 w, : 
(i) a= —0. 2679; 
(ii) a=0; 


(iii) œ =0. 4142 

也 有 可 能 找到 一 个 一 阶 全 通 系 统 6(z”) ,可 将 原型 低 通 滤波 器 变换 成 一 个 截止 频率 为 
,的 离散 时 间 高 通 滤波 器 。 应 注意 ,这 样 的 变换 必须 将 Z =e* 映 射 为 z=' =e At 
可 将 Z = 1 映射 为 = = -1; 即 将 9=0 映射 为 w =m。 求 这 个 变换 的 C(z- ) ,并 求 含有 
和 和 必 的 a 的 表达 式 。 

当 采 用 与 4d) 中 相同 的 原型 滤波 器 和 a 值 时 , 画 出 由 在 (e) 中 说 明 的 变换 得 出 的 高 通 滤波 
带 的 频率 响应 。 

同样 ,这 些 变换 可 用 于 将 原型 低 通 滤波 器 Hi,(2Z) 转 变 为 带 通 和 带 阻 滤 波 器 ,但 比较 复杂 。 
Constantinides( 1970) 较为 详细 地 论述 了 这 些 变 换 


— 


(e 


(f 


w 
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8.0 引言 


第 2 章 和 第 3 章 分 别 讨 论 了 利用 傅 里 时 变换 和 := 变换 来 表示 序列 和 线性 时 不 变 系 统 的 方法 。 对 于 
有 限 长 序列 ,可 以 得 出 另外 一 种 傅 里 叶 表 示 , 称 为 离散 傅 里 叶 变 换 (DFT) 。DFT 本 身 是 一 个 序列 ,而 不 是 
一 个 连续 变量 的 函数 , 它 相 应 于 对 信和 号 的 传 里 叶 变 换 进 行 频率 的 等 间隔 取样 的 样本 ， 作 为 序列 的 傅 里 叶 
表示 ,DFT 除了 在 理论 上 十 分 重要 外 ,在 实现 各 种 数字 信号 处 理 算法 中 还 起 着 核心 作用 ,这 是 因为 存在 着 
计算 DFT 的 高 效 算法 。 第 9 章 将 详细 讨论 这 些 算法 ,第 10 章 将 讨论 DFT 对 于 谱 分 析 的 应 用 。 

虽然 可 以 从 几 个 不 同 的 角度 来 推导 和 解释 一 个 有 限 长 序列 的 DFT 表示 ,但 这 里 还 是 以 周期 序 
列 和 有 限 长 序列 之 间 的 关系 为 基础 进行 论述 .首先 考虑 周期 序列 的 傅 里 叶 级 数 表 示 。 尽 管 这 个 表 
示 式 本 身 很 重要 ,但 通常 仍 十 分 关注 将 傅 里 叶 级 数 的 结果 用 于 有 限 长 序列 的 表示 上 。 这 可 以 通过 
构造 一 个 每 个 周期 都 与 有 限 长 序列 相等 的 周期 序列 来 实现 。 下 面 将 会 看 到 ,周期 序列 的 侍 里 叶 级 
数 表示 相当 于 有 限 长 序列 的 DFT。 因 此 ,下 面 的 做 法 是 ,首先 定义 周期 序列 的 傅 里 叶 表示 ,并 研究 
这 种 表示 的 性 质 ,然后 基本 上 重复 同样 的 推导 方式 ,这 里 假定 要 表示 的 序列 是 有 限 长 序列 。 这 种 对 
于 DFT 的 定义 方法 强调 了 DFT 表达 式 基本 固有 的 周期 性 ,并 保证 在 DFT 的 应 用 中 不 会 忽略 这 种 
周期 性 。 


8. 1 周期 序列 的 表示 





离散 傅 里 时 级 数 


若 考 察 一 个 周期 为 V 的 周期 序列 x[ nj 由 ,对 于 任 一 整数 n 和 rr 有 x[n] =x[n +N]. 与 连续 时 间 周 
期 信号 相 类 似 ,这 一 序列 可 表示 为 傅 里 叶 级 数 ,该 级 数 相当 于 成 谐 波 关系 的 复 指数 序列 之 和 ,也 就 是 说 ， 
复 指数 序列 的 频率 是 与 周期 序列 Ln] 有 关 的 基 频 (2wAN) 的 整数 倍 。 这 些 周期 复 指数 的 形式 为 


exln] =e CMM" olnt+rN] (8. 1) 
式 中 上 为 任意 整数 ,是 侍 里 叶 级 数 表 达 式 具有 形式 2 
~ 1 y 2 n 
xm] = y 2X thle! TINK (8:2) 


一 个 连续 时 间 周 期 信号 的 傅 里 叶 级 数 表 示 ,通常 需要 无 穷 多 个 成 谐 波 关系 的 复 指数 ,而 对 于 任 
何 周期 为 N 的 离散 时 间 信 号 的 傅 里 叶 级 数 ,只 需要 NN 个 成 谐 波 关系 的 复 指数 。 要 了 解 这 一 点 ,应 
当 注 意 到 ,在 式 (8. 1) 中 ,成 谐 波 关系 的 复 指数 e,Ln] 对 于 相差 为 N 的 值 均 是 相同 的 , 即 e[n] = 
evLnj ,eln]=er mLn]。 概 括 地 说 ， 


2n/N)(K+EN j(2 k Ft i2 i 
ek+en [n] =ell /NIJUK+EN) 一 elf T/N)knoj ree elf T/N)kn = e[n] (8. 3) 


这 里 是 一 个 整数 .因此 ,一 组 N 个 周期 复 指数 e[a],e [n], esa n] ATLA ae XA HA 9 J 





DT 今后 每 当 需 要 清楚 地 区 分 周期 序列 和 非 周期 序列 时 ,就 用 波纹 号 一 表示 周期 序列 
D 为 了 方便 起 见 , 在 式 (8.2) 中 乘 以 了 一 个 常数 1/N。， 它 也 可 以 放 存 X[k] 的 定义 式 中 
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期 复 指 数 ,其 频率 是 (2r/N) 的 整数 倍 。 这 样 ,一 个 周期 序列 x*[ nj 的 傅 里 叶 级 数 表示 只 需 包 含 N 个 
这 样 的 复 指数 ,所 以 它 具 有 如 下 形式 : 


1 N-1 i i 
i[n] = K >» X [k]ei2n/N kn (8. 4) 
k=0 
然而 ,选择 上 以 覆盖 X[ k l 的 全 部 周期 同样 是 正确 的 。 
为 了 从 周期 序列 x[n] 中 得 出 信里 叶 级 数 的 系数 序列 XL 有], 下面 将 利用 复 指数 序列 集 的 正 交 
性 。 令 式 (8.4) 的 两 边 均 乘 以 e OV" ,并 且 从 n=0 到 n=N-1 求 和 , 则 可 以 得 到 


N-1 N-1 N-1 


y, X[nJe— iN = > x >D X [kJei T/M k-n (8. 5) 
n=0 n=0 k=0 
交换 等 号 右边 求 和 的 先后 次 序 , 式 (8. 5 ) 就 成 为 
AN 一 ! 
5 ž[n]e7i tMr 一 yi X [k] È F ej(2xr/N)(K— a (8.6) 
n=0 k=0 n=0 


下 述 等 式 表 示 复 指数 的 正 交 性 : 

六 一 ! i 
i k-r=mN, 六 为 整数 
N 


rE 0， 其 他 (8.7) 

证 明 该 等 式 是 很 容易 的 (见习 题 8. 54) 。 将 它 代 入 式 (8.6) 中 括号 内 的 求 和 运算 ,可 得 

N-1 

> F[nJe—J 2R/NIrn = X [r] (8, és 

n=0 
DRE HEEL FÉAR AH lnl RECS. 4) PRERA E]: 

N-1 
X [k] = J xfnjeF ORIN Ike ‘cm 


n=0 
如 果 计 算式 (8.9) 在 区 间 0<k<n-1 以 外 的 值 ,发 现 式 (8.9) 所 定义 的 序列 X[ 人 也 是 一 个 周期 为 
N 的 周期 序列 , 即 X[0] =xz[N] ,X[1] =X[N+1]。 概 括 地 ,对 于 任意 整数 上 ,有 
X({k+N]= > ¥[nJe J CR/NMK+N )n . 
n=0 


N-1 

p (x ani enjin = X [k] 
n=0 

可 以 把 健 里 叶 级 数 的 系数 看 成 一 个 有 限 长 的 序列 ,对 于 =0,…,(N -1) ,其 值 由 式 (8.9) 给 

出 ,为 其 他 数 时 ,其 值 为 零 ,也 可 以 把 它 看 成 一 个 对 于 所 有 的 上 均 由 式 (8.9) 定 义 的 周期 序列 。 显 

然 , 以 上 两 种 解释 都 是 可 以 接受 的 ,因为 在 式 (8.4) 中 只 用 到 对 于 0<k<(N-1) 的 六 [k] 值 。 把 侍 


里 叶 级 数 的 系数 X[k] 当成 一 个 周期 序列 的 优点 是 ,对 于 周期 序列 的 健 里 叶 级 数 表示 ,在 时 域 和 频 
域 之 间 存 在 着 对 偶 性 。 式 (8.9) 和 式 (8.4) 就 是 一 个 分 析 - 合 成 对 , 称 为 一 个 周期 序列 的 离散 傅 里 
叶 级 数 (DFS ) 表达 式 。 
为 了 表示 方便 ,常常 利用 复数 量 来 写 这 两 个 式 子 : 
Wy = eT CTN) (8.10) 
这 样 DFS 分 析 - 合 成 对 可 表示 为 
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N-I 


分 析 式 :X[K] = 》 inwy (8. 11) 
n=0 
合成 式 : in] = ~ >》 区 [人 We (8. 12) 
k=0 
a(n] AX kA. AS AHL ES 
x[n] <> XK] (8. 13) 


来 表示 式 (8. 11) 和 式 (8. 12) 这 两 个 关系 式 是 很 方便 的 。 下 面 的 例子 将 说 明 这 些 关系 式 的 用 途 。 


例 8. 1 周期 脉冲 串 的 离散 傅 里 叶 级 数 
考虑 一 个 周期 脉冲 串 


žin] = y 8[n — rN] = I i "为 任意 整数 (8. 14) 
BASF O<n<N-1,x[n] =5[m] ,所 以 利用 式 (8.11) 求 出 DFS 系数 为 
AN 一 1 
X[k] = 》 mwi = wy =1 (8. 15) 


n=0 


A 


A E TF jew (8. 16) 
r=—oo k=0 k=0 
例 8. 1 利用 对 复 指 数 求 和 得 出 了 一 个 有 用 的 周期 脉冲 串 的 表达 式 , 其 中 所 有 的 复 指数 均 有 相同 
的 幅 值 和 相位 ,并 且 当 整数 ”为 N 的 倍数 时 它们 的 取 值 加 在 一 起 为 1, 而 当 n 为 其 他 所 有 的 整数 时 它 
们 加 在 一 起 为 零 。 如 果 和 仔细 研究 式 (8. 11 ) 和 式 (8. 12) 就 会 发 现 它们 非常 相似 , 仅 相 差 一 个 常数 因子 
和 指数 的 符号 。 下 面 的 例子 将 说 明 周期 序列 +[n] 和 其 傅 里 叶 级 数 系数 X[k] 之 间 的 对 偶 性 。 


例 8.2 离散 傅 里 时 级 数 的 对 偶 性 
这 里 令 离 散 侍 里 叶 级 数 的 系数 为 周期 脉冲 串 


Y[k] = 3 Né[k —rN] 


太一 一 CC 
HPL] RAR(E. 12) 得 
> 一 人 0 
şin) = N 2 Nd[k]Wy n= Wy =Ï 


在 这 种 情况 下 ,对 于 所 有 的 my [n] =1。 将 这 一 结果 与 例 8.1 中 的 xX[n] 和 文 [的 结果 相 比 较 , 会 
Aly hk] =Nx[k] Fe yn] =X[n], 8.2.3 节 将 说 明 本 例 是 更 广义 的 对 偶 性 的 一 种 特殊 情况 ， 


如 果 序 列 [nj] 仅 在 一 个 周期 的 部 分 内 等 于 1, 那么 也 能 得 到 DFS 系数 的 完整 表达 式 。 下 面 的 
例子 说 明了 这 一 点 。 
例 8.3 周期 矩形 脉冲 串 的 离散 傅 里 时 级 数 
Al P x(n] AB 8.1 所 示 的 序列 ， N=10。 由 式 (8.11) ， 
XIA = > we = e7} (27/10)kn (8. 17) 


n=0 n= 2 


这 一 有 限 求 和 有 闭合 形式 
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Sk 
入 [时 二 l- Wio _ e-i (4nk/10) Sin(TEk/2) 


j= Wi sin(Itk/10) 


(8. 18) 


图 8.2 为 周期 序列 站 [人 ] 的 幅 值 和 相位 的 示意 图 


-10 -0 012345678910 n 


图 8.1 需要 计算 其 健 里 叶 级 数 表示 的 周期 序列 (周期 为 N=10) 
IX[k]! 


Se r 


Nw 





(a) 





x 表示 不 确定 文 
(幅度 = 0) 





(b) 
图 8.2 图 8.1 所 示 序 列 的 傅 里 叶 级 数 之 系数 的 幅 值 和 相位 


上 文 已 经 表明 了 任何 周期 序列 均 可 表示 成 一 个 复 指数 序列 的 和 。 式 (8. 11) 和 式 (8.12) 对 关 
键 的 结果 进行 了 总 结 。 正 如 将 要 看 到 的 ,这 些 关 系 是 DFT 的 基础 ,DFT 面向 的 是 有 限 长 序列 。 然 
而 ,在 讨论 DFT 之 前 ,首先 来 考查 8. 2 节 中 给 出 的 同期 序列 的 DFS 表示 的 一 些 基 本 特性 ,然后 在 
8.3 市 中 将 说 明 如 何 利 用 DFS 表示 来 得 到 周期 信号 的 DTFT 表示 。 


8.2 ”离散 傅 里 叶 级 数 的 性 质 


正如 同 连 续 信 号 的 传 里 叶 级 数 . 傅 里 叶 和 拉 普 拉 斯 变换 ,以 及 非 周期 序列 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 
换 和 = 变换 ,离散 傅 里 叶 级 数 的 特定 性 质 是 它 能 够 成 功 应 用 到 信和 号 处 理 问题 的 基础 。 本 节 将 总 结 
这 些 重要 性 质 。 可 以 看 出 ,离散 傅 里 叶 级 数 的 许多 基本 性 质 与 z 变换 和 离散 时 间 傅 里 叶 变换 类 似 。 
但 是 ,要 留意 *[n] 和 X[k 的 周期 性 将 引出 一 些 重要 的 不 同 。 另 外 ,序列 的 离散 时 间 健 里 叶 变 换 
和 = 变换 的 表达 式 中 所 不 精确 存在 的 对 偶 性 , 却 存在 于 离散 傅 里 叶 级 数 的 时 域 和 频 域 表 达 式 中 。 
8.2.1 线性 

考虑 两 个 周期 序列 x [n] 和 z[n], 其 周期 均 为 NN, 车 
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kinl 203 Kath (8. 19a) 

和 
Dln] ZES Xalk] (8. 19b) 

则 
a (el + bin] ZS ok (+ HEE (8. 20) 


这 一 线性 性 质 可 以 由 式 (8. 11 ) 和 式 (8. 12) 直接 得 出 。 
8.2.2 序列 的 移 位 


如 果 周 期 序列 t[n] 具 有 健 里 叶 系 数 久 [有 , 则 x[n 一 m] 是 x[n] 移 位 后 的 形式 , 且 


Kn — m) ZZS wk" X jk] (8.21) 


这 个 性 质 的 证 明 在 习题 8. 55 中 考虑 。 任 何 大 于 或 等 于 周期 的 移 位 ( 即 m 三 入) ,在 时 域 上 都 无 法 与 
如 m=m +m N 的 较 短 的 移 位 m, 区 分 开 来 ,其 中 m, 和 m, 均 为 整数 ,上 且 0<m <N -1( 说 明 这 一 
点 的 另 一 种 方式 是 mi =m| mod N] ,或 等 效 的 m 是 m BEN 除 的 余数 )。 利 用 m 的 表达 式 很 容易 证 
BWA" = Ww 。 也 就 是 说 ,在 时 域 上 移 位 的 不 确定 性 也 必定 会 在 频 域 的 表达 式 中 显示 出 来 。 

由 于 周期 序列 的 傅 里 叶 级 数 的 系数 序列 也 是 一 个 周期 序列 ,类 似 的 结果 也 可 以 用 于 傅 里 叶 系 
数 的 移 位 , 若 它 为 整数 上 , 则 有 


Wo"tx[tn] ZS X [k — €] (8. 22) 


应 当 注意 式 (8. 21) 和 式 (8. 22) 中 指数 符号 的 差别 。 
8.2.3 对 偶 性 

因为 连续 时 间 的 傅 里 叶 分 析 和 综合 方程 式 之 间 极 为 相似 ,所 以 在 时 域 和 频 域 之 间 存 在 着 对 偶 
性 。 然 而 ,对 于 非 周期 信号 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 并 不 存在 类 似 的 对 偶 性 ,这 是 由 于 非 周 期 信号 和 
它 的 傅 里 叶 变换 是 两 类 近 然 不 同 的 函数 。 自 然 , 非 周 期 离散 时 间 信 和 号 是 非 周 期 序列 ,而 它 的 傅 里 叶 
变换 总 是 连续 频率 变量 的 周期 函数 。 

由 式 (8. 11) 和 式 (8. 12) 可 以 看 到 ,DFS 分 析 式 和 综合 式 的 差别 仅 在 于 一 个 1/N 因子 和 W, 指 
数 的 符号 。 另 外 ,周期 序列 和 它 的 DES 系数 为 同类 函数 , 均 为 周期 序列 。 特 别 是 ,考虑 到 因子 1/N 
以 及 式 (8. 11) 和 式 (8. 12) 之 间 指 数 符号 的 差别 ,由 式 (8. 12) 可 得 


N-1 
Nx[—n] = 》 X[k] Wy" (8. 23) 
k=0 


RARS. 23) PAY n Ak BR, A 


N-1 
N3[—k] = 2 X inw (8. 24) 
n=0 
可 以 看 出 , 式 (8.24) 与 式 (8.11) 很 相似 。 换 句 话 说 ,周期 序列 XX[n] 的 DFS 系数 序列 是 Nz[ -人 ， 
即 倒序 后 的 原 周期 序列 并 乘 以 N。 该 对 偶 性 概括 如 下 : 
+ 
žin] 25 X[k] (8. 25a) 
则 
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人 (8. 25b) 


8.2.4 对 称 性 

正如 2.8 节 中 所 讨论 的 , 非 周期 序列 的 傅 里 时 变换 具有 一 些 有 用 的 对 称 性 。 一 个 周期 序列 的 
DFS 表达 式 有 同样 重要 的 对 称 性 。 与 第 2 章 中 推导 的 做 法 类 似 ,这 些 特 性 的 推导 将 留 作 习 题 ( 见习 
题 8. 56) 。 所 得 结果 作为 性 质 9 ~ 17 列 于 8.2.6 节 的 表 8. 1 中 。 


8.2.5 周期 卷 积 
Balal] al] AANA A N 的 周期 序列 ,它们 的 离散 傅 里 叶 级 数 的 系数 分 别 记 为 
X[K] 和 X[k], WEAF 


X3[k] = X[k] Xo[k] (8. 26) 
则 以 X, [ Ae] 1 EBB FA CY iln] A 
N-I 
X3[n] = 》 Xfm ]k2[n — m] (8.27) 
m=0 


这 个 结果 并 不 意外 ,因为 根据 先前 有 关 变 换 的 知识 可 知 , 频 域 函 数 的 乘积 对 应 于 时 域 函数 的 卷 积 ,并 且 
式 (8.27) 看 上 去 很 像 卷 积 和 。 式 (8.27) Xf x, [m] AX, [n -m | MH FCARHEAT OR AM, HEP x, [in — m | 是 将 
ï | m | AY Ta FRIAS , ASE BCAA], (ASR (8. 27) 中 的 序列 均 为 周期 的 ,周期 为 W, 求 和 只 在 
一 个 周期 上 进行 。 式 (8.27) 表 示 的 卷 积 称 为 周期 卷 积 。 正 如 非 周期 卷 积 一 样 , 周 期 卷 积 是 可 交换 的 , 即 
N-1 
BIn] = 》 Balm)iiln — m] (8. 28) 
m=0 
为 了 说 明 由 式 (8. 26) 给 出 的 X,[ k] Gah (8. 27) BH AY x, [n AE PES, AEE 
DFS 分 析 式 (8. 11) 用 于 式 (8. 27) ,得 


N-1 {N-1 
X[K] = > (Ermia ~m) wy’ (8. 29) 
n=0 \m=0 
交换 求 和 次 序 后 , 式 (8. 29) 变 为 
z N-1 N-1 
X3[k] = x. ži [n] B Xo[n 一 mwi) (8.30) 
m=0 n=0 
扩 号 内 对 n 的 求 和 是 移 位 序列 [nmj] 的 DFS, 因 此 由 8. 2. 2 节 的 移 位 特性 ,可 得 
N-1 
> ioin — mI Wh = wh" Xalk] 
n=0 
上 式 代 入 式 (8. 30) ,有 
N-1 E N-1 7 
Xalk] = 》 ilm] WA" X[k] = (= ami" X[k] = Xi [k]X fk] (8. 31) 
m=0 m=0 
总 之 
DFS =. ,~ 
Do iiim iln — m] SS X[k XoIk) (8. 32) 


m=0 
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周期 序列 的 周期 卷 积 对 应 于 与 之 相应 的 傅 里 叶 级 数 系数 序列 的 乘积 


因为 周期 卷 积 与 非 周期 卷 积 有 些 不 同 , 这 就 有 必要 研究 一 下 计算 式 (8. 27) 的 详细 步骤 。 首 


先 , 注 意 到 式 (8.27) 要 求 进行 [mj] 和 [nn-m] =%,[ - (m-n) | ARER AEE A m 的 函数 ,n 
为 定 值 。 这 与 非 周期 卷 积 相 同 , 但 有 以 下 两 点 主要 差别 : 


(1) FARKE 0OsmsN-1 ERA; 
(2) 对 于 在 区 间 0<m<N-1 IS HI m (x, ln- m] KREAKE AER 。 
下 面 的 例子 将 说 明 这 些 细节 。 


例 8.4 周期 卷 积 


图 8.3 举例 说 明 形 成 与 式 (8. 27) 对 应 的 两 个 周期 序列 的 周期 卷 积 的 过 程 ,图 中 给 ae 
Sl [m], ži [m], ž[ —m] ,x,[1-—m] =x,[ -(m-1)] 4 %,[2-m] =x,[ -(m-2)]. 4 
go, ATH HS n=2 HA(8. 27) P4 x,[n] 44 x,[m] 5 x,[2 We eee 
一 1, 将 乘积 项 ti[m]x,[2-m] 求 和 ,从 而 得 出 X[2]。 随 着 nn 的 改变 ,序列 xX,[n 一 m] 适 当 移 
位 ,对 于 0<n<N -1 的 每 一 个 值 ,计算 式 (8.27)。 应 当 注 意 到 ,由 于 周期 性 , 当 序列 x,[n- 
m] 移 向 右边 或 左边 时 ,离开 两 条 虚线 之 间 的 区 间 一 端的 值 又 会 出 现在 另 一 端 。 因 为 [nj] 的 
周期 性 ,没有 必要 继续 计算 式 (8.27) 在 区 间 0<n<N-1 之 外 的 值 。 














| X[m] 
tele lt 
-N 0 N "m 

Xim] 
_N 0 N m 
i X>[-m] 
Title th ould 
-N 10 IN m 
| 
| X>[1- m] = x,[-(m- 1)] 
| 
l 
lh, il | | 
zN lo IN m 
| 
%[2- m] = %[-(m -2)] 
h. al aliall 
IN m 








图 8.3 UAT NAPE NREL 
对 偶 定理 ( 见 8.2.3 节 ) 指 出 , 若 时 间 和 频率 交换 , 则 可 得 到 与 前 面 几乎 相同 的 结果 。 这 就 是 


说 , 若 周 期 序列 


其 中 


X3[n] = Ki[nlx2[n] (8.33) 
XLn] 和 x,[n] 均 为 周期 序列 (周期 为 N) , 则 zs[n] 的 离散 健 里 叶 级 数 的 系数 为 
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人 

ilk = > 2 XiTCX2[K 一 4 (8. 34) 
等 于 Xk) A X[k] OAS RL N/N. Gx — SES ete DS ehh (8. 34) PRAY X CARAT 
里 叶 级 数 关 系 式 (8. 12) SF x, [n] 来 加 以 证 明 。 


8.2.6 周期 序列 DFS 表示 的 性 质 汇总 


本 节 讨 论 的 离散 傅 里 叶 级 数 表 示 的 有 关 性 质 汇 总 于 表 8. 1， 
表 8.1 DFS 的 性 质 总 结 


周期 序列 (周期 为 N) DFS 的 系数 (周期 为 N) 
1. x[n] X[ 和 是 周期 的 ， 周 期 为 N 
2. X[k la] X lkl. X[k] 是 周期 的 ， 周 期 为 N 
3. axy[n] + bX2[n] ağı [k] + bXa{k] 
4. Xin] NX[((—A))N] 
$. fn- m] wkm y [k] 





6 Wa" ln] X[k- 6y] 
N-I _ 7 
7. 9) dilmlioln —m] X[k] Xalk] 


m=0 


N-1 
.ilnlizlnl = > X LX otk 一 48] (周期 卷 积 ) 
x*[n] X*[-k] 
10. x*[—n] X*[k] 
11. Relin) Xelk] = LIX LkI+ X*[-k]} 
12. jZm{¥[n}} Xofk] = 1X [k] 一 X*1-K]} 
13. iepin] = Hafn + ¥*[—n]} RelX [k]} 
14. ip [四 = Hin] 一 这 [一 可 jZm{X [k]} 
仅 当 XIn] 为 实数 时 性 质 15 至 性 质 17 成 立 
X [k] = Š*[—k] 
Re{X [k]] = Ref ŽI =k] 
15， 实 信号 Xe ERE Tm{X [k]} = —Zm{X[—k]} 
IŽ [k]] = |X[ 一 ]| 
LIX Iki} = —ZX[-k j 


16. ¥e[n] = Hin] + %[—n]} Re{X [k]} 





17. 总 加 一 二 人 加 一 并 [一 可 jZm{X [k]} 


8.3 周期 信号 的 全 里 叶 变 换 


正如 2.7 节 中 所 讨论 的 ,一 个 序列 的 储 里 叶 变 换 的 一 致 收敛 要 求 该 序列 是 绝对 可 加 的 ,“ 均 
方 "收敛 要 求 该 序列 是 平方 可 加 的 。 周 期 序列 均 不 满足 这 两 个 条 件 , 因 为 当 n-、+ w 时 序列 不 趋 近 
于 零 。 然 而 ,正如 2.7 节 中 简要 讨论 的 , 若 序 列 能 表示 成 复 指数 的 和 , 则 它 可 以 具有 形 如 式 (2. 147) 
的 傅 里 叶 变 换 表示 , 即 可 以 看 成 一 个 脉冲 串 。 类 似 地 ,将 周期 信号 的 离散 侍 里 叶 级 数 表示 纳入 傅 里 
叶 变 换 的 框架 内 常常 是 有 益 的 。 如 将 周期 信号 的 侍 里 叶 变 换 看 成 频 域 的 脉冲 幅 值 正比 于 序列 的 
DFS 系数 的 一 个 脉冲 串 , 就 可 以 实现 这 一 点 。 特 别 是 ,如 果 +[n] 是 周期 的 ,周期 为 N, 并 且 所 对 应 
的 离散 傅 里 叶 级 数 的 系数 为 [de] , 则 x[n] 的 傅 里 叶 变 换 定义 为 脉冲 串 
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_ 9 Qn - 20k 
Ke = xu (o- A) (8. 35) 


k=—00 
注意 ,XY(e”) 必 人 然 是 周期 的 ,周期 为 27, 这 是 因为 X[k] 是 周期 的 ,周期 为 N, 并 且 脉 冲 间 的 间隔 是 


27/N 的 整数 倍 , 其 中 w 为 整数 。 为 了 证 明 由 式 (8.35) 定 义 的 XX(e”) 是 周期 序列 [nj] 的 傅 里 叶 
变换 表示 ,将 式 (8.35) 代 入 傅 里 叶 变换 式 (2. 130) , 即 

1 ae jæja jwn 1 mE Z 27k wn 

aa h Keje gd = z < pa ESTOT (o- E) e dw (8. 36) 
其 中 e 满足 不 等 式 0 <e < (27/N)o EE — FIE EL DST, Py BAL PRX (e ) ee 
周期 的 ,上 且 周期 为 2r ,所 以 可 在 长 度 为 2r 的 任意 区 间 上 积分 。 在 式 (8. 36) F, FASTER O -e 和 2 
-2, 这 意味 着 积分 正好 是 从 w =0 之 前 开始 ,到 w =2T 之 前 结束 。 这 种 积分 限 是 比较 方便 的 ,因为 它 
们 包括 了 在 w =0 处 的 脉冲 ,而 不 包括 在 w =2 处 的 脉冲 了 。 交 换 积分 和 求 和 的 先后 次 序 ,得 


1 2N-E _ n 1 cd 27 一 8 Ink 
= X(e!” el dæ = X mf 8 (o = =) elondew 
2 bes ‘ N ey 0-€ N 
(8. 37) 
N=1 
Ee >» X [k]e](27/M)kn 


k=0 

得 出 式 (8.37) 最 后 的 形式 是 由 于 在 w =0-s 至 w=2m-es 的 区 间 内 只 包括 对 应 于 上 =0,1,…， 
(N - 1) 的 脉冲 。 

比较 式 (8. 37) 和 式 (8. 12) ,发 现 式 (8. 37) 等 号 右边 与 式 (8. 12) 所 示 的 x*[n 的 傅 里 叶 表 示 完 
全 相同 。 因 此 , 式 (8. 35 ) 中 脉冲 串 的 傅 里 叶 首 变换 正 是 所 要 的 周期 信号 ln] o 

虽然 周期 序列 的 傅 里 叶 变 换 在 通常 意义 下 是 不 收敛 的 ,但 是 引入 了 脉冲 函数 后 ,可 将 周期 序列 纳 

入 健 里 叶 变 换 分 析 的 框架 内 。 这 种 方法 在 第 2 章 中 也 曾 使 用 过 ,得 出 如 双边 常数 序列 ( 见 例 2.19) 或 
复 指 数 序列 ( 见 例 2. 20) 之 类 的 其 他 不 可 加 序列 的 傅 里 叶 变 换 表 示 。 尽 管 离散 傅 里 叶 级 数 表示 适用 于 
大 多 数 场合 ,但 式 (8.35) 的 傅 里 叶 变 换 表 示 有 时 可 得 出 较 简 单 或 简洁 的 表达 式 , 并 且 可 使 分 析 简 化 。 
例 8.5 周期 脉冲 串 的 傅 里 时 变换 
考虑 一 个 与 例 8. 1 中 周期 序列 x[n] 相 同 的 周期 脉冲 串 








Plal= >》 Sln—rN| (8. 38) 
由 例 8. 1 的 结果 可 知 , 对 所 有 的 大 有 
Pik] = 1 (8. 39) 
因此 [nj] 的 传 里 叶 变 换 为 
or 2 2 2Tk 
Pew- Y Ta (w =) (8. 40) 
大 一 一 2C 


例 8.5 的 结果 给 出 了 有 关 周 期 信号 和 有 限 长 信号 之 间 联 系 的 一 种 有 益 的 解释 。 考 虑 一 个 有 限 长 
言 号 x[nj ,如 在 0<n<N-1 区 间 之 外 x[n] =0, 且 它 与 例 &. 5 SERS ] 的 卷 积 


Ce 


[a] = x[n] * plna] = x[n] * D ôln—-rN]= 3 x[n—rN] (8.41) 


7 一 一 CO /一 一 DO 





四 ”积分 限 取 0 到 2 会 带 来 一 些 问题 ,因为 在 0 和 2m 处 的 冲 激 响 应 需要 特殊 处 理 
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式 (8.41) 表 明 z[n] 是 由 一 组 有 限 长 序列 x[ nj 的 周期 重复 序列 组 成 的 。 图 8. 4 说 明 如 何 通过 
式 (8. 41) 由 一 个 有 限 长 序列 x[n] 得 到 一 个 周期 序列 *[n]。x[nj] 的 傅 里 叶 变 换 为 X(e™*) A aln] 
的 傅 里 叶 变换 是 





X(e/”) = X (ei®) P(el®) 


. 5 yi 20k 
as jo wee la ee ae 
=e S a(o a ) i 


k=—00 


Do 
= Ý netas (u E) 


人 一 一 co 
比较 式 (8.42) 和 式 (8.35) ,可 以 得 出 
Xx [k] = X (eI CT/N)k) = X (et?) 





w=(27/N)k (8.43) 


换 句 话说 ,具有 如 式 (8.11) 所 示 的 DES 系数 的 周期 序列 X[k] 可 以 看 成 有 限 长 序列 傅 里 叶 变 换 的 
等 间隔 采样 ,该 有 限 长 序列 是 x*[ nj] 的 一 个 周期 , 即 
žin, O<n<N-1 
a (o 其 他 oar 
这 也 与 图 8.4 相符 ,图 中 清晰 地 表明 x[n] 可 利用 式 (8.44) 由 [nj] 得 出 。 也 可 以 用 男 一 种 方法 来 
证 明 式 (8.43)。 因 为 当 0<n<N-1 时 ,x[n]=zx[nj ,否则 x[Ln] =0, 则 





AN 一 1 AN 一 1 
X (ei?) = J x[n = } klnle io (8.45) 
n=0 n=0 
比较 式 (8. 45) 和 式 (8. 11 ) ,又 一 次 得 出 
X [k] = Xeio)lo-arkyw (8. 46) 


这 对 应 于 在 w =0 和 w=2" 之 间 的 N 个 等 间隔 频率 点 上 以 2rW 为 间隔 ,对 传 里 叶 变 换 进 行 采 样 。 


| | | x[n] 


-N 0 N n 


x[n] 


有 


图 8.4 周期 序列 *[n |] 是 将 有 限 长 序列 *[mj 周 期 重复 而 得 到 的 。 换 句 
话说 ,在 一 个 周期 上 x[m] =x[ nj ,而 在 其 他 区 间 上 ln] HF 
例 8.6 傅 里 时 级 数 系数 与 一 个 周期 的 傅 里 时 变换 之 间 的 关系 
再 次 研究 图 8.1 所 示 的 例 8.3 中 的 序列 x[n]。 图 8.1 中 序列 XLn] 的 一 个 周期 为 


l1, 0<n<4 


xo = | 9 其 他 (8. 47) 
2[7] 一 个 周期 的 傅 里 叶 变 换 如 下 式 : 





4 
Xejo) 二 + se z 
n=0 


—j2w Sin(Sw/2) 
j sin(w/2) (8. 48) 
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可 以 证 明 在 本 例 中 ,将 w=2mk/10 KAK(8. 48) 后 ,可 以 满足 式 (8.46), 且 
sin(1tk/2) 
sin(1tk /10) 


上 式 与 式 (8.18) 的 结果 相同 。X(e”) 的 幅度 和 相位 如 图 8.5 所 示 。 注 意 ,相位 在 X(e”) =0 的 频 
率 点 是 不 连续 的 。 图 8.2(a) 和 图 8.2(b) 的 序列 分 别 对 应 于 图 8.5(a) 和 图 8.5(b) 的 样本 ,如 
图 8.-6 所 示 , 其 中 图 8.2 和 图 8.5 有 登 加 在 一 起 


X [k] = ei (4k /10) 


1X (el) | 








xX (el) 
al: 











(b) 
图 8.5 图 8.1 所 示 序 列 一 个 周期 的 侍 里 叶 变 换 的 幅度 和 相位 


IX (eio)l, 1X[k] 











0 T 2n 3x 4n wa 
10 20 k 

w 

k 





(b) 


图 8.6 将 图 8.2 和 图 8.5 重合 在 一 起 ,说 明 一 个 周期 序列 的 DFS 的 系数 正 是 一 个 周期 的 全 里 叶 变 换 的 样本 
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8.4 对 傅 里 时 变换 采样 


本 节 讨 论 非 周 期 序列 和 周期 序列 之 间 更 一 般 的 关系 ,前 者 具有 傅 里 叶 变换 X(e"” ) 的 形式 ,后 
者 的 DFS 系数 对 应 于 X(e”) 在 频率 上 等 间隔 的 采样 。 本 章 后 面 讨论 离散 傅 里 叶 变 换 及 其 性 质 时 ， 
这 一 关系 是 非常 重要 的 。 | 

考虑 一 个 非 周期 序列 x*[n] ,其 傅 里 叶 变换 为 X(e") , 且 假 定 序列 X[k] 是 通过 对 X(e”) 在 w= 
mk N 频率 处 采样 得 到 的 , 即 

X [k] = Xe) lwxcan/nyk 一 于 ein) (8. 49) 
因为 傅 里 时 变换 是 w FE eB ALO 2m, PS SE k JARRA, AO N. E 


A PAL SH = EHAE AEE RK (oe) 也 可 以 由 在 单位 圆 的 N 个 等 间隔 的 点 
上 对 X(z) 采 样 得 到 。 这 样 就 有 
X [k] = X(z)| coin = X(ei /NK) — 
图 8.7 中 绘 出 了 N=8 时 的 这 些 采 样 点 。 由 于 N 个 点 是 从 0* 开 始 等 间隔 分 布 的 ,所 以 从 图 中 可 以 
清楚 地 看 出 ,样本 序列 是 周期 的 ,因此 在 区 间 0<k<N -1 之 外 随 着 上 的 变化 会 重复 同样 的 序列 
因为 简单 继续 绕 着 单位 圆 走 会 看 到 同一 组 N 个 点 。 
单位 贺 Im 





图 8.7 在 单位 圆 上 对 X(z) 进 行 采样 的 点 ,从 而 得 出 周期 序列 X Lk] (N=8) 
可 以 看 到 ,样本 序列 六 [k] 是 周期 序列 ,周期 为 N, 它 可 以 是 一 个 序列 [on] BY E 
的 系数 序列 。 为 了 得 到 这 个 序列 ,可 以 简单 地 将 [Ek] 代入 式 (8. 12) 


AN 一 1 


1 < 
i= 2 X kw” (8.51) 
因为 对 于 x[ nj 未 给 出 任何 设 定 , 除 了 假设 其 傅 里 叶 变 换 是 存在 的 ,因此 可 以 用 无 穷 极限 来 指示 , 求 和 为 
X(eJ”) = + x[m]e le” (8. 52) 


它 是 对 所 有 非 零 值 x[ m] MORAN. 
将 式 (8.52) 代 入 式 (8.49) ,然后 将 得 出 的 蕊 [ 妇 的 表达 式 代 人 式 (8.51) ,得 到 


_ 1 N-1 oo : : 
X[n] a x > | >: sieve wri (8. 53) 


k=0 Lm=—oo 


交换 求 和 先后 次 序 , 式 (8. 53 ) 成 为 
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二 一 00 m=—00 


tIn] = > x[m] È 5 wen = X x[m]p[n — m] (8.54) 
k=0 


由 式 (8.7) 或 式 (8.16) 可 知 , 式 (8.54) 括 号 中 的 项 可 看 成 例 8. 1 和 例 8.2 A H hk eh E g E 
级 数 表示 ,特别 是 


N-1 cc 
pln — m] = p >. wee = y ô[jn-m-rN] (8.55) 
k=0 r==090 
和 由 此 得 出 的 
žin] = xm* 》 6ln—rN]1= 2 x[n—rN | (8. 56) 


式 中 * * "表示 非 周 期 卷 积 。 就 是 说 ,x[n | EP AWE Bajs 一 个 周期 单位 脉冲 串 的 非 周 期 卷 
积 的 结果 。 这 样 ,与 X[ 对 应 的 周期 序列 xt[n | x[n] 加 在 一 起 而 形成 的 ,X[k] 是 
对 站 (e”) 采 样 而 得 到 的 。 移 位 可 以 是 NN 的 正 整数 倍 或 负 整 数 倍 ,N 为 序列 X[k 的 周期 。 图 8. 8 举例 说 
明了 这 一 点 。 在 图 中 ,x|[ nj] 是 长 度 为 9 的 序列 ,在 式 (8. pi 结果 ,延迟 后 的 xL nj] 序列 没 
有 重 辣 在 一 起 ,并 且 周 期 序列 x[n] 的 一 个 周期 就 是 xLn]。 这 与 8.3 节 中 的 讨论 相符 ,在 例 8.6 中 
曾 证 明了 一 个 周期 序列 的 傅 里 叶 级 数 系数 就 是 一 个 周期 上 的 傅 里 叶 变换 的 样本 值 。 图 8.9 中 使 用 
相同 的 序列 x[n]j ,但 此 时 N=7。 在 这 种 情况 下 ,平移 后 的 xL nj] 序列 相互 重 辣 ,可 是 x+[n|] 的 一 个 周 
期 不 再 与 xLn] 的 周期 相同 。 然 而 ,在 这 两 种 情况 下 式 (8.49) 仍 然 成 立 , 也 就 是 说 ,在 这 两 种 情况 
下 ,zx[n] 的 DFS 系数 都 是 x[n] 的 傅 里 叶 变 换 在 频率 2n/N 整数 倍 的 等 间隔 点 上 的 采样 值 。 这 一 讨 
论 使 人 联想 起 在 第 4 章 中 有 关 采 样 的 讨论 。 不同 的 是 ,这 里 是 在 频 域 上 采样 ,而 不 是 在 时 域 上 。 但 
是 ,数学 表示 是 十 分 相似 的 。 


xf[2] 


(a) 


2.4] 


X[n] = ; 之 xp - r12] 





(b) 
图 8.8 (a) 有 限 长 序列 x[nj;(b) 对 应 于 取 N=12 FRF xl n) KR EERE AREA a] 


对 于 图 8.8 所 示 的 例子 ,原来 的 序列 x[n] 可 以 从 x[n] 中 抽取 出 一 个 周期 而 恢复 。 同 样 , 傅 里 
叶 变 换 X(e”™) 也 可 以 从 频率 上 以 2w/12 等 间隔 地 采样 来 恢复 。 与 之 相反 ,图 8.9 中 的 x[n] 不 能 用 
取出 «| nj 的 一 个 周期 的 方法 来 恢复 。 类 似 地 ,如 果 采 样 间隔 只 有 2m/7,X(e*) 也 不 能 由 它 的 采样 
来 恢复 。 实 际 上 ,对 于 图 8.8 中 所 说 明 的 情况 ,已 经 用 足够 小 的 间隔 (在 频率 上 ) 对 x[n] 的 健 里 叶 
变换 采样 ,以 便 能 够 由 这 些 样本 来 恢复 该 变换 ,而 图 8.9 表示 一 种 对 傅 里 叶 变 换 欠 采样 的 情况 。 
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在 欠 采 样 的 情况 下 ,x[n] 和 zx[n] 的 一 个 周期 之 间 的 关系 可 以 认为 是 在 时 域 产 生 混合 的 一 种 形式 ， 
基本 上 等 同 于 频 域 的 混 生 (第 4 章 曾 讨论 过 ) , 它 是 由 时 域 的 欠 采 样 所 引起 的 。 显 然 ,只 要 xLnj] 为 
有 限 长 ,时 域 混 冯 就 可 避免 ,正如 信号 的 傅 里 叶 变 换 只 要 是 带宽 有 限 的 ,其 频 域 混合 也 可 以 避免 。 


x[n]= po x[n- r7] 





-14 = 0 A 14 n 
N=7 
图 8.9 对 应 于 取 N =7 时 对 图 8.8(a) 中 的 x[Ln] 的 傅 里 叶 变 换 采 样 的 周期 序列 x*[ n] 
上 述 讨论 强调 了 几 个 重要 的 概念 ,它们 将 在 本 章 的 后 续 部 分 中 起 着 重要 作用 。 已 经 看 到 ,可 以 把 


一 个 非 周 期 序列 x[ nj 的 全 里 叶 变 换 的 采样 看 成 通过 将 xL nj] 周期 重复 而 得 到 的 一 个 周期 序列 x[ nj 的 
DFS 的 系数 。 如 果 xl 中 为 有 限 长 ,并 且 取 其 傅 里 叶 变 换 足 够 多 的 等 间隔 采样 值 ( 特别 是 ,采样 值 个 数 
大 于 或 等 于 xLn] 的 样本 数 ) , 则 侍 里 叶 变 换 是 可 以 由 这 些 采样 值 来 恢复 的 ,同样 xLn] 可 以 由 所 对 应 的 
周期 序列 x*[ nj 来 恢复 ,特别 是 , 当 nn 取 n=0 Fl n=N-1 范围 之 外 的 值 ,xLn] =0 时 ,有 
x[n], O<n<N-1 
x[n] = 0, 其 他 
如 果 a[l zj 的 范围 不 是 0 到 AN -1, 那 么 式 (8.57) 需 要 做 适当 的 调整 。 


可 以 推导 出 X(e”) 及 其 采样 X[k] 之 间 的 直接 关系 , 即 对 于 XX(e”) 的 内 插 公式 (见习 题 8. 57) 。 
然而 ,以 上 讨论 的 基本 点 是 ,如 果 xLnj] 为 有 限 长 ,要 表示 或 恢复 x[L nj ,就 无 须知 道 在 所 有 频率 处 的 
X(e”) 的 值 。 若 给 出 一 个 有 限 长 序列 xl nj ,就 能 按 式 (8.56) 形 成 一 个 周期 序列 ,也 就 能 用 传 里 叶 


级 数 来 表示 。 另 外 , 若 给 出 傅 里 叶 系数 X[k] ,就 可 以 求 出 x[n] ,然后 利用 式 (8.57) 得 到 x[n]. 
当 利用 传 里 叶 级 数 以 这 种 方式 来 表示 有 限 长 序列 时 ,就 将 它 称 为 离散 傅 里 叶 变 换 (DIT) 。 在 推导 、 
讨论 和 应 用 DFT 时 ,始终 应 记 住 十 分 重要 的 一 点 :通过 傅 里 叶 变 换 的 采样 值 来 表示 ,实际 上 是 利用 
一 个 周期 序列 来 表示 有 限 长 序列 ,该 周期 序列 的 一 个 周期 正 是 要 表示 的 有 限 长 序列 ， 


8.5 有 限 长 序列 的 傅 里 时 表示 一 一 离散 傅 里 时 变换 


本 节 用 公式 来 描述 上 一 节 末 所 建议 的 观点 。 首 先 来 研究 一 个 用 个 样本 的 有 限 长 序列 x[n]， 
在 0<n<N-1 之 外 x[ln] =0。 在 许多 情况 下 都 假设 一 个 序列 长 度 为 N, 即 使 它 的 长 度 为 M<N. 
在 这 种 情况 下 ,只 是 认为 最 后 (N -以 ) 个 样本 值 为 零 。 对 于 每 一 个 长 度 为 N 的 有 限 长 序列 ,总 可 以 
与 一 个 周期 序列 由 nj] 联系 起 来 ,x[ nj] 由 下 式 给 出 : 


CC 


(8. 57) 





fm= D> xm 一 rN] (8. 58a) 
有 限 长 序列 x[n] 可 以 通过 式 (8.57) 由 Xx[n] 来 恢复 , 即 
iia ¥[n], O<n<N-1 
xin] =) 9, 其 他 (8.58b) 


由 8.4 节 会 想到 ,zx[ nj] 的 DFS 系数 是 x[ nj] 的 傅 里 叶 变 换 的 采样 (频率 间隔 为 2nAN) 。 因 为 假 

定 xLnj 为 有 限 长 NN, 所 以 对 于 不 同 的 r 值 ,在 x[n -rN] 各 项 之 间 没 有 重 秋 。 这 样 , 式 (8. 58a) 可 以 
写成 男 一 种 形式 

x[n] = x[(n modulo N)] (8.59) 
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为 了 方便 起 见 , 用 符号 ((n) ) 表示 (n LAN 为 模 ) ;利用 这 种 符号 , 式 (8. 59) 可 以 表示 为 
ž[n] = x[((n))x] (8.60) 
意 ,只 有 当 x[ nj 的 长 度 小 于 或 等 于 NN 时 , 式 (8.60) 才 与 式 (8.58a) 等 价 。 有 限 长 序列 xLnj] 是 由 
ch |] 取出 一 个 周期 而 得 到 的 ,如 式 (8.58b) 所 示 。 

将 式 (8. 的 多 人 的 一 一 种 非 正 式 且 有 用 的 方式 是 ,可 以 想象 成 把 有 限 长 序列 x| nj 缠绕 在 一 
周 长 等 于 序列 长 度 的 圆柱 体 上 。 如 果 重 复 地 转动 圆柱 体 的 圆周 ,就 会 看 到 有 限 长 序列 nies 
着 。 利 用 这 种 解释 ,用 一 个 周期 序列 来 表示 有 限 长 序列 ,就 相当 于 把 该 序列 围绕 着 这 种 圆柱 体 缠 
绕 。 使 用 式 (8. 58b) 可 以 把 从 周期 序列 恢复 有 限 长 序列 ， RAS as ATOR ERT ae Ee 
平 ,以 便 使 序列 显示 在 线性 时 间 轴 上 ,而 不 是 在 循环 (以 VN 为 模 的 ) 时 间 轴 上 。 

正如 8.1 节 所 定义 的 ,周期 序列 x[ nj] 的 离散 傅 里 叶 级 数 的 系数 X[k 本 身 是 一 个 周期 为 N 的 
周期 序列 。 为 了 保持 时 域 和 频 域 之 间 的 对 侦 性 ,将 把 与 有 限 长 序列 相 联 系 的 健 里 叶 系 数 选取 为 与 
X[K] 的 一 个 周期 相对 应 的 有 限 长 序列 。 这 个 有 限 长 序列 X[k] 称 为 离散 傅 里 叶 变 换 ( DFT)。 因 此 
DFT, X[k] 5 DFS 系数 了 [kk] 有 如 下 关系 : 

X[k], 0<k<N-1 
X [k} = 0, 其 他 (8. 61) 
和 
X [k] = X[(k modulo N)] = X[((k))w] (8. 62) 


由 8.1 节 可 知 ,和 [4] 和 zx[n] 由 下 式 相 联系 : 


N-1 


X[k] = > &[n] Wy" (8. 63) 
n=0 
1 N-1 7 
ži = = >> kwy" (8. 64) 
k=0 


式 中 ,Wy se 
次 为 在 式 (8.63) 和 式 (8.64) 中 的 求 和 只 涉及 0 到 (NW 1) 这 一 区 间 , 所 以 由 式 (8.58b) 至 
式 (8.64) 可 得 


N-1 
x[n] wW, Os<k<N-1 
X [k] = 2 ~ (8.65) 
0, 其 他 
1S xuw; wz", O<n<N-1 
x[n] = { N = (8. 66) 
0, 其 他 
通常 DFT 的 分 析 式 和 合成 式 为 
N-1 
DR: X Uk) = 》 xnwe", 0<k<N-1 (8. 67) 
n=0 
1 N 
合成 式 ，x[ 四 一 方 2 XKW", 0<n<N-1 (8. 68) 


也 就 是 说 ,这 意味 着 一 个 事实 :对 于 在 区 间 0<k<N -1 之 外 的 ,X[k] =0。 而 且 , 对 于 在 区 间 
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0<n<N-1l 之 外 的 mx[na] =0, 但 这 一 点 并 不 总 是 明显 地 说 出 来 。 由 式 (8. 67) 和 式 (8. 68 ) 所 表示 
的 x[n] 和 X[ 上 之 间 的 关系 有 时 记 为 

x[n] REL X [k] (8.69) 

对 于 有 限 长 序列 用 式 (8. 67) 和 式 (8. 68) 的 形式 来 改写 式 (8. 11) 和 式 (8. 12) ,并 没有 消除 固有 

的 周期 性 。 如 同 DPS 一 样 ,DET X[ 如 等 于 周期 的 傅 里 叶 变 换 X(e”) 的 采样 ,并 且 若 对 于 在 区 间 0 

<n<N-1 之 外 的 n 值 来 计算 式 (8.68) ,其 结果 并 不 为 零 , 而 是 x[n] 的 周期 延 拓 。 固 有 的 周期 性 

总 是 存在 的 。 虽 然 它 有 时 会 令 人 感到 亚 手 ,有 时 会 很 有 用 ,但 是 将 它 完 全 忽略 掉 以 避 免 麻 烦 。 在 定 

X DFT 表达 式 时 ,仅仅 认为 , 感 兴趣 的 x[ nj 的 值 只 是 在 区 间 0<n<N-1 内 ,因为 xLnj 在 该 区 间 外 

的 确 为 零 ,并 且 认 为 感 兴趣 的 X[ 人 值 也 只 是 在 0<k<N -1 内 ,因为 在 式 (8. 68) 中 只 需要 这 些 值 。 


例 8.7 和 矩形 脉冲 的 DFT 
为 了 说 明 有 限 长 序列 的 DFT, 考 虑 图 8. 10(a) 所 示 的 x[n]。 在 确定 DFT 时 ,可 将 x[n] 看 成 
-KÈ N =5 的 任意 有 限 长 序列 。 设想 x[nj] 为 长 度 NN=5 的 序列 ,周期 序列 xX[nj] 如 
图 8.10(b) 所 示 ,*[n] 的 DFS 与 x[n] 的 DFT 相对 应 。 因 为 在 图 8.10(b) 中 的 序列 在 区 间 0< 
n<4 上 为 常数 值 ,所 以 可 以 得 出 
x i OTK 1 — e—j27k 
X [k] = > eS (2MK/Syn 一 


n=0 1 e 


(8.70) 


| k= 0, +5, +10, 


o 其 他 








. * = : $ sa : 
(d) 
图 8.10 DET 的 举例 说 明 。(a) 有 限 长 序列 x[n] ;(b) 由 x[n] 形 成 的 周期 N=5 的 


周 期 序列 [nj];(c) 对 应 于 x[n] 的 伟 里 叶 级 数 系数 半 [ 和 ];(d)x[n] 的 DFT 


— 2 
8 


- > 
9 10 11 k 
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也 就 是 说 ,只 有 在 上 =0 的 整数 倍 处 才 有 非 零 的 DFS 系数 不 [1 有] 值 (这 些 所 有 的 非 零 系 
数 表示 相同 的 复 指数 频率 ) 。 这些 DFS 系数 如 图 8.10(c) 所 示 。 而 且 图 8.10(c) 表 示 的 是 傅 


里 叶 变 换 的 幅 值 |X(e”) 1。 显然 ,X [所 就 是 X(e”) 在 频率 w, =2ak/S 处 的 样本 序列 。 按 昭 


式 (8.61) ,x[n] 的 5 点 DFT 对 应 于 抽取 X[k] 的 一 个 周期 而 得 到 的 有 限 长 序列 。 这 样 ,x[n] 
的 5 点 DFT 如 图 8. 10(d) 所 示 。 
如 果 考 虑 将 x[n |] 换 成 长 度 N=10 的 序列 , 则 基本 的 周期 序列 如 图 8.11(b) 所 示 , 它 正 是 


例 8.3 中 用 到 的 周期 序列 。 因 此 ,证 [上 正如 图 8.2 和 图 8.6 所 示 。 而 且 图 8.11(c) 和 
图 8.11(d) 所 示 的 10 点 DET X[k] 是 X[k] MRA. 


通过 式 (8.57) 和 式 (8. 60) 联 系 起 来 的 有 限 长 序列 xLn] 和 周期 序列 x| nj 之 间 的 差别 似乎 很 小 ， 
因为 利用 这 两 个 方程 式 可 以 直接 从 其 中 一 个 构造 出 男 一 个 。 然 而 在 研究 DFT 的 性 质 以 及 改变 x 
[nj 对 对 Lj 的 影响 时 ,这 种 差别 很 重要 。 这 一 点 在 下 一 节 讨 论 DET 表示 的 性 质 时 将 变 得 很 明显 。 


0L 





0 4 n 








2X [k] 





-10 | 10 k 
-0.27 


-0.4 T 
(d) 


0.4 
r| 
+e eoe eoe o oo o oeoo x = x ooo 
| 


图 8.11 DFT 的 举例 说 明 。(a) 有 限 长 序列 x[n];(b) 由 xin] 形 成 的 周期 N=10 的 周期 
序列 xX[nj];(c)DFT 的 幅 值 ;(d)DFT 的 相位 ( x 表示 不 确定 的 值 ) 


8.6 mAs BH SRA 


本 节 研 究 有 限 长 序列 DFT 的 一 些 性 质 。 这 些 讨论 类 似 于 8. 2 节 对 于 周期 序列 的 讨论 。 但 是 ， 
这 里 特别 侧重 于 有 限 长 的 假定 与 有 限 长 序 7 DFT 表示 的 隐 含 周期 性 之 间 的 相互 影响 。 
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8.6.1 线性 
如 果 两 个 有 限 长 序列 x,[nj] 和 x,[L nj 线性 组 合 如 下 : 
x3[n] = axı[n] + bxo[n] (8.71) 
W x[n] AY DFT 为 
X3[k] = aX [k] + bX2[k] (8. 72) 


BAA x(n | KEEN N,, A x(n] WREX N, W x(n) RAIS EW N = max(N,,N,). Al 
此 ,要 使 式 (8.72) 有 意义 ,它们 的 DFT 必须 按 同一 长 度 NSN, 来 计算 。 例 如 , 若 N <N, X[k] 
为 序列 x [nj] 增 加 (NN, -NN ) 个 零点 后 的 DFT。 也 就 是 说 ,zi [n] N, 点 DFT 是 


Ni 一 ! 


Xılk] = D Xi[n] Wa, 0<k< N2-!1 (8.73) 
n=O) 
H x[n] N, 点 DFT 是 
X[k] = ‘si xala] Wy", O<k<N2-1 (8.74) 
n=0 
总 之 , 若 
xiin) <> xik] (8. 75a) 
H 
x[n] Z3 xak] (8. 75b) 
则 
axı[n] + bxoln] RZS axlk] + bX2[k] (8.76) 


式 中 每 个 序列 及 其 离散 侍 里 叶 变 换 的 长 度 均等 于 x,[n] 和 x,[n] 中 的 最 大 长 度 。 当 然 ,大 于 该 长 度 
的 DFT 也 可 以 计算 ,只 要 给 两 个 序列 增加 零 值 采样 点 即 可 。 


8. 6.2 序列 的 循环 移 位 


按照 2.9.2 节 及 表 2.2 中 的 性 质 2, 如 果 X(e*) 是 x[ nj] 的 侍 里 叶 变 换 , 则 eX(e”) 是 时 间 
移 位 序列 x[n -mj] 的 傅 里 叶 变 换 。 换 句 话说 ,在 时 域 m 点 的 移 位 (m 为 正 对 应 于 时 间 延 迟 ,而 m 为 
负 则 对 应 于 时 间 超 前 ) 相 当 于 在 频 域 给 传 里 叶 变 换 乘 以 线性 相位 因子 e 8.2.2 节 中 曾 讨论 过 
一 个 周期 序列 的 DFS 系数 所 对 应 的 性 质 ; 特 别 是 , 若 一 个 周期 序列 x*[n] 具 有 傅 里 叶 级 数 系数 


X [k] WEEE zin- m] 的 傅 里 时 级 数 系数 为 e-i2rwwm X Ch] 。 现 在 来 研究 对 应 于 用 线 
性 相位 因子 e- ww" 乘 以 有 限 长 序列 x[z] 的 DFT 系数 的 时 域 中 的 运算 。 特 别 是 , 令 w [由 表示 一 
有 限 长 序列 ,该 序列 的 DFT Æ eX A], BW 4 


xin] 22% X iki (8.77) 
则 对 x,[ nj] 感 兴趣 ,有 
xila] 2 X fk] = e-ink/Nm x fk] = W” X[k] (8.78) 


因为 NN 点 DFT 表示 一 个 长 度 为 N 的 有 限 长 序列 ,所 以 x[n] 和 x[nj 在 区 间 0<n<N-1 以 外 
必须 为 零 。 因 此 x, [nj] 不 能 由 x[n] 的 一 个 简单 的 时 域 移 位 来 得 到 。 正 确 的 结果 可 以 直接 由 
8.2.2 节 的 结果 得 出 ,而 且 把 DFT 看 成 周期 序列 x,[((n))] 的 伟 里 叶 级 数 的 系数 。 特 别 是 ,由 
式 (8. 59) 和 式 (8. 62) 可 得 
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Fln] = x[((n))w] <> X k = XI(UD)w] (8.79) 
同样 ,可 以 定义 一 个 周期 序列 x, [| A 
Fila] = xi[(oD)w] > Kk = Xi[(O)N] (8. 80) 
根据 假设 , 式 中 
X[k] = e i/ Nm x [k] (8.81) 
因此 ,x [ nj 的 侍 里 叶 级 数 的 系数 是 
X[k] = eT ITON IX TCR) y] (8. 82) 
注意 ， 
ee 一 j[2F((KDJNAN Im — Ti CTk/N)m (8.83) 


EEE, KAX T k A m,e CN" AY, ARO N ATTIRER E) )、。 这 样 ， 
IR (8. 82 ) 成 为 
X[k] = ¢ TOM ny [k] (8. 84) 

所 以 由 8.2.2 节 可 得 

Xiln] = ž[n — m] = x[((n — m))n] (8.85) 
于 是 ,其 DFT 由 式 (8.81) 给 出 的 有 限 长 序列 x,[n] 为 
X[n] = x[((n — m))y J. O<n<N-1 
0, 


其 他 


Xi[n] = 
根据 式 (8. 86) 可知 如 何 由 x[ nj 构造 x,[n]。 


例 8.8 序列 的 循环 移 位 

图 8. 12 表示 当 m= -2 时 进行 序列 循环 移 位 的 步骤 , 即 想 要 确定 当 N=6 时 xi[m]= 
x[((m+2))v], 其 中 已 经 证 明 x, [n] 4 DFT AX, [k] = W*X[k], 特别 是 ,正如 图 
8. 12(b) 所 示 , 由 x[ nj] 来 构造 周期 序列 Ln] =x[((n))。]。 然 后 如 图 8.12(c) 所 示 , 根 据 式 
(8. 85) 将 t[n] 向 左 平移 2 位 得 到 [n] =%[n+2]。 最 后 利用 式 (8.86) ,抽取 [n] 的 一 个 周 
期 得 到 x [nj] ,如 图 8.12(d) 所 示 。 

比较 图 8. 12(a) 和 图 8. 12(d) ,可 清楚 地 看 出 xi[m] 并 不 对 应 于 x[z] 的 线性 移 位 ,而 实际 
上 这 两 个 序列 均 限 制 在 0 到 (NW-1) 的 区 间 内 。 参 考 图 8. 12 可 以 看 出 ,zi[m] 可 由 x[m] 的 移 
位 而 得 到 ,因此 可 看 成 一 个 序列 的 值 从 0 到 (YN-1) 区 间 的 一 端 离开 的 同时 ,又 从 区 间 的 另 一 
端 进入 该 区 间 。 另 一 个 有 趣 之 处 是 ,对 于 图 8. 12(a) 所 示 的 例子 ,如 果 将 序列 x[n] 以 6 为 模 
向 右 平移 4 位 得 x,[n] =x[((n-4))6], 那 就 得 到 一 个 与 xi[n] 一 样 的 序列 。 这 一 结果 的 
得 出 是 因为 ,根据 DFT 有 Ws = Wo, 或 更 一 般 地 ,有 WW = Wy"*, 它 表明 在 一 个 方向 上 
平移 见 位 的 NN 点 循环 移 位 等 同 于 在 相反 方向 上 平 黎 NN--m 位 的 循环 移 位 . 


8.5 节 中 曾 建 议 ,可 以 用 将 x[ nj] 表现 为 围绕 在 周 长 恰 好 等 于 N 点 的 圆柱 体 上 的 形式 来 解释 如 
何 从 一 个 有 限 长 序列 xLnj] 来 构造 周期 序列 *[n]。 如 果 反 复 旋转 圆柱 体 的 圆周 ,所 看 到 的 序列 就 
是 [nj], 则 这 个 序列 的 一 个 线性 移 位 就 相当 于 圆柱 体 的 旋转 。 在 有 限 长 序列 和 DFT 的 有 关 论 述 
中 ,把 这 样 的 一 种 移 位 称 为 在 区 间 0<n<N -1 上 的 循环 移 位 或 序列 的 旋转 。 

总 之 ,DFT 循环 移 位 的 性 质 是 


x —m)y], 0<n<N -1 ion Mmay [k= W” X[k] (8. 87) 
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X,[n] =x[n + 2] 





pije {te 0<n<N-1 


ee ir | 


10 N n 
(d) 
图 8. 12 有限 长 序列 的 循环 移 位 。 相 当 于 用 一 个 线性 相位 因子 乘 以 该 序列 的 DFT 在 时 域 产生 的 结果 


8.6.3 对 偶 性 


由 于 DFT 与 DFS 有 着 十 分 密切 的 联系 ,因此 可 以 预见 到 DFT 将 表现 出 类 似 于 在 8. 2. 3 节 讨 论 
的 DFS 所 具有 的 对 偶 性 质 。 事 实 上 ,从 式 (8. 67) 和 式 (8.68) 可知, 分 析 式 和 综合 式 之 间 只 相差 因 
F 1N 和 Wy ASE EY FES o 

DFT 对 偶 性 的 推导 可 以 通过 揭示 DFT 和 DFS 之 间 的 关系 来 进行 ,如 同 在 推导 循环 移 位 性 质 时 
所 做 的 那样 。 为 此 ,考虑 x[n] 及 其 DFT XLk], 且 构造 周期 序列 


| 
| 
| 
l 
| 
l 
| 
l 
| (c) 
| 
| 
l 
l 
| 
| 
l 
| 





X[n] = x[((n))N] (8. 88a) 
X[k] = X [((A))w] (8. 88b) 
从 而 
žin] 22s X[k] (8. 89) 
由 式 (8. 25 ) 给 出 的 对 偶 性 ,得 
X [n] 225 Nžľ[—k] i (8. 90) 


如 果 定 义 周 期 序列 x,[n] = X (n] , 它 的 一 个 周期 是 有 限 长 序列 ww [na] =Xln], x, [0] 09 


DFS ABE X [k] = Nx[ -有 ]。 因 此 x,[n] 的 DFT 是 
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<k<N-—1 
Xi [kl = 人 kl, a (8.91) 
或 者 等 效 表 示 为 
Nx[((—k)) N]， O<k<xN-1 
X[k = 人 are (8.92) 
因此 ,对 于 DFT ,对 偶 性 可 以 表述 为 
ti xin) oS xk (8. 93a) 
则 i 
X [n] 3 Nxl(-b)vh 0<k<N-1l (8. 93b) 


序列 Nz[(( - k) ) y IE Mel k KE EE HA N IRRA E OU, EA EERON 满足 
((-k))=N-k, 1 Sk&N-1 FICC 一 k))v=((k))w,k=0。 利 用 下 面 的 周期 序列 可 以 很 好 地 表 
SULLA N 为 模 把 变量 反 转 的 实际 过 程 。 


例 8.9 DFT 的 对 偶 关 系 
为 了 说 明 式 (8.93) 中 的 对 偶 关 系 , 下 面 研 究 例 8.7 中 的 序列 x[n]。 图 8.13(a) 表 示 有 限 
长 序列 x[n|], 图 8.13(b) 和 图 8.13(c) 分 别 对 应 于 10 点 DET X[k 的 实 部 和 虚 部 。 通 过 简单 
地 重新 标定 水 平 轴 ,可 得 xi[n] =X[n], 如 图 8.13(d) 和 图 8.13(e) 所 示 。 根据 式 (8.93) 的 对 
偶 关系 ,( 复 数值 ) 序 列 X[n] 的 10 点 DFT 就 是 图 8.13(f) 所 示 的 序列 。 


| | | i 
. > + -ee 一 
0 > 

















Re{X[k]} 
i / 
s Ref X (e)} 六 
\ ~ 
\ / 
\ 
ye AN 
h ts... all i oe Oa 
0 =f 3 RI 7 SA 9 10 k 
0 T 2n w 
(b) 
j Im{X[k]} 
Im{X(e)} /于 
Sy \ 
4 
0 Eg 一 个 \ 
\ Ja Wt S20 T s O l k 
w / 2n w 
\ / 
L,Y 
(c) 
5 Re{x;[n]} = Re{X[n]} 
1 1 1 l 1 
EREE CESE We We 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n 





(d) 
图 8.13 对 偶 性 举例 。(a) 实 有 限 长 序列 x[m];(b) 和 (e) 分 别 对 应 DFT X[k h EZRA 
虚 部 ;(d) 和 (e) 分 别 为 对 偶 序列 x[n] =X n] SCBA ERB; (1) x[n] 的 DFT 
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Im{x,[n]] = Zm{X[n]} 
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Xılk] = 10x[((—k))io] 
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图 8. 13( 88) ”对 偶 性 举例 。(a) 实 有 限 长 序列 x[zj;(b) 和 (ec) 分 别 对 应 DFT X[k] 的 实 部 和 
虚 部 ;(d) 和 (e) 分 别 为 对 偶 序列 x, [zj] =X) n] AKERA R; (E) x [zz 的 DFT 


8.6.4 对 称 性 


因为 xLn] 的 DET 等 同 于 周期 序列 x[nj] =x] ((n))y É DFS 系数 ,所 以 与 DFT 有 关 的 对 称 性 
可 以 由 8.2.6 节 的 表 8.1 中 总 结 的 DFS 的 对 称 性 推理 得 出 。 特 别 是 利用 式 (8. 88 ) 并 同时 考虑 到 
表 8. 1 中 的 性 质 9 和 性 质 10 ,有 


x*[n] 223 X*[(-k)w] 0<m<N-1l (8.94) 
All 
x*[(—n))w] <> X*k, O<n <N-1 (8.95) 


表 8. 1 中 的 性 质 11 至 性 质 14 F, — i Jed I ed] ey A Te I A A E ATER 
列 之 和 。 这 一 点 所 提示 的 是 ， 有 限 长 序列 < [nj 可 分 解 为 两 个 长 度 为 N 的 有 限 长 序列 ,一 个 对 应 于 
x[n] 中 的 一 个 周期 的 共 轿 对 称 分 量 , 男 一 个 对 应 于 xLnj 中 的 一 个 周期 的 共 思 e 反 对 称 分 量 。 将 
x[n] 的 这 两 个 分 量 分 别 记 为 x [nj] 和 x。,[n]。 这 样 ,通过 


x[n] = x[((n))w] (8.96) 
Fee A BR a et 
Teln] = 5{¥[n] + ¥*[—n]} (8.97) 
LI AEH BR 
Toln] = 3{¥[n] — ¥*[—n]} (8. 98) 
定义 xsw[m] 和 xw[m] 为 
Xepln] = Xeln], O<n<N-l1 (8.99) 
Xop[n] = Xo[n]. O<n<N-1 (8. 100) 
或 者 等 效 表 示 为 
xepln] = SEKD] +N] Osn<sN-1l (8. 101a) 
Xop[n] = S${x[((n))w] — x*[((—n)) J}, O<n<N-1 (8. 101b) 


同时 ,x ln] Al vyla KARKEA, MEKE O<n<N-1 之 外 它们 均 为 零 。 因 为 对 于 O<n<N-1, 
(C=-n))y=(N-n) AC Cr) )y = 所 以 也 可 以 将 式 (8. 101) 表 示 为 
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Xepln] = 3 二 XI 一) 1<ns<sN-l (8. 102a) 
xep[0] = Refx[0]} (8. 102b) 
xopln] = 5{x[n] —x*[N—n]}, l<n<N-1 (8. 102c) 
xop[0] = jZm{x[0]} (8. 102d) 


方程 的 这 种 形式 比较 方便 ,因为 它 避 免 了 变量 以 N 为 模 的 运算 。 
WA ,x,,[ 2] Fl x,,[ nn] AEF SR (2. 149a) 和 式 (2. 149b) 定 义 的 x.[n] 和 x,[n]。 但 是 ,可 以 
LEAR ( 见习 题 8. 59) 
xep[n] = {xeln] + xe[n — N J}, O<n<N-1 (8. 103) 
和 
Xopln] = {xoln] + xoln — N J}. O<n<N-1 (8. 104) 
KA x(n] Mx, [n] EK] O<n<N-1 p RRE Ae aT Pe x [nn] lx, [n]. EA 
apla] Al aL 0] SP SER eln AAEM ER A a AEN SE ME. x, [na] 和 y Ln] 
为 实 序列 时 ,分 别称 为 周期 偶 分 量 和 周期 奇 分 量 。 注 意 ,序列 x,,[n] 和 x,,[n] 不 是 周期 序列 ,但 是 
它们 是 有 限 长 序列 ,分 别 等 于 周期 序列 x.[n] 和 x,[n] 的 一 个 周期 。 
式 (8. 101) 和 式 (8. 102) 是 利用 x[ nj] 来 定义 x [n] 和 x [rn] A. RABAT LAI x, [n] 和 
x, nj 来 表示 x[n], 其 关系 式 可 以 由 式 (8.97) 和 式 (8.98) 得 出 。 先 把 x[n] 表 示 为 


X[n] = Xe[n] + Xo[n] (8. 105) 
这 样 ， 
x[n] = Xx[n] = Xe[n] + Xoln], Osns N-i (8. 106) 
把 式 (8. 106) sh (8. 99) 和 式 (8. 100) 结 合 在 一 起 ,可 得 
x[n] = xep[n] + xop[n] (8. 107) 


换言之 , 当 加 入 式 (8. 102) 时 ,由 此 可 得 式 (8. 107) 的 结果 。 现 在 可 以 直接 得 出 与 表 8. 1 中 性 质 11 
至 性 质 14 有 关 的 DFT 的 对 称 性 。 特 别 是 


Re(x[n]} > X eplk] (8. 108) 
jZm{x{nJ} 22 X op[k] (8. 109) 
xepln] <> Re(X [k]} (8. 110) 
xopln] Z$ jZm{X [A]) (8.111) 


8.6.5 循环 卷 积 


8.2.5 方 中 曾 证 明 两 个 序列 的 DFS 系数 乘积 对 应 于 序列 的 周期 卷 积 。 这 里 先 考虑 两 个 有 限 长 
序列 x,[n] 和 x,Ln] ,长 度 均 为 N, 其 中 DFT 分 别 为 X[k] 和 X[k] ,希望 求 出 序列 x;[n] ,其 DFT 为 
X[k] =X [k] X[k] H TRH x[n], TLEN 8.2.5 节 的 结果 。 具 体 地 ,xs[n] 对 应 于 %,[n] 的 
一 个 周期 ,tL nj] 由 式 (8.27) 给 出 。 于 是 ， 


N-1 
xsia] = 》 ilmin- m], O<n<N-1 (8.112) 
m=0 
或 者 等 效 表 示 为 
N-1 
xala] = >》 xl((m))vleal((n —m)w], 0<n<N-1 (8. 113) 


m=0 
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AHT O<m<N-1,((m))y = 到 ,所 以 式 (8.113 ) 可 以 写成 
N-1 
x3[n] = > x1[m]x2[((n — m)) Nn], O<n<N-1 (8. 114) 


m=0 
式 (8.114) 不 同 于 在 一 些 重要 场合 由 式 (2.49) 定 义 的 xi [zj 和 xz* [mo] 的 线性 卷 积 。 在 线性 卷 积 中 , 计 
算 序 列 x,[n] 的 值 包括 用 一 个 时 间 反 转 且 线性 移 位 的 序列 来 乘 以 男 一 个 序列 ,然后 对 于 所 有 的 m 将 
AA x, [mjxs[n 一 m] 加 在 一 起 。 为 了 得 到 卷 积 序列 依次 的 值 ,其 中 一 个 序列 要 相对 男 一 个 依次 进行 
移 位 。 对 于 由 式 (8. 114) 表 示 的 卷 积 则 不 同 , 它 需要 将 第 二 个 序列 循环 地 做 时 间 反 转 , 且 相 对 于 第 一 
个 序列 循环 地 移 位 。 由 于 这 个 原因 ,按照 式 (8. 114) 把 两 个 有 限 长 序列 结合 在 一 起 的 运算 称 为 循环 卷 
肉 。 更 准确 地 说 ,把 式 (8. 114) BR N 点 循环 卷 积 , 它 清楚 地 规定 两 个 序列 的 长 度 均 为 N( 或 小 于 NN)， 
并 且 以 N 为 模 进 行 移 位 。 有 时 ,把 利用 式 (8. 114) 构 成 序列 x;[nj(0<n<N-1) 的 运算 记 为 
xsin] = x [n] X x2[7] (8.115) 
OW N 点 循环 卷 积 。 
ALA x(n] AY DFT Æ X[k] =X [k] X% [k] FERKA X[k ]X,(k] =X, ]X,(k] ,所 以 无 须 
进一步 分 析 就 可 以 得 出 


x3[n] = x2[n] x[n] (8. 116) 
或 者 更 明确 一 些 ,为 
N-1 
x3[n] = x[lm]x l(a — m))n J 
m=0 (8. 117) 


也 就 是 说 ,循环 卷 积 与 线性 卷 积 一 样 ,是 可 交换 运算 次 序 的 。 
由 于 循环 卷 积 正 是 周期 卷 积 ,因此 例 8.4 和 图 8. 3 也 正好 说 明 循 环 卷 积 。 但 是 ,如 果 利 用 循环 
移 位 的 概念 , 均 不 必 构 造 出 图 8. 3 中 基本 的 周期 序列 。 这 一 点 会 在 下 面 的 例子 中 加 以 说 明 。 
例 8. 10 与 延迟 脉冲 序列 的 循环 卷 积 
8.6.2 节 的 结果 提供 了 一 个 循环 卷 积 的 例子 。 设 x,[n] 是 一 个 长 度 为 N 的 有 限 长 序列 , 且 
xila] = 5[n — ng] (8.118) 
其 中 0<m<N。 显然 ,xi[z] 可 以 认为 是 有 限 长 序列 


0, O<n < ng 
xn] = 4 1, n= no 

0, no<n<N—!1 (8.119) 

no = 1 时 如 图 8. 14 所 示 。 
x, [na] a DFT Æ 

X 1[k] = WA"? (8. 120) 

如 果 形 成 乘积 
X 3[k] = W% X [k] (8. 121) 


则 由 8.6.2 PTAA E, TAT ARL k] GA RKE AZAR O<SnSN-1 PHP x, [n] MS 
边 旋 转 m MRE RIGA ARED, EA al n] — 5 BR oP 9) 9 R RAH 
是 在 区 间 O<n<N-1 中 把 序列 x,[n|] 加 以 旋转 。 作 为 一 个 例子 ,图 8.14 示 出 了 N=5 且 no=1 
时 的 情况 。 图 中 先 绘 出 了 序列 x,[m] 和 xi[m] ,然后 绘 出 了 序列 x[((0-m))v] 和 x[((1- 
mm) )v]。 由 这 种 情况 可 以 清楚 地 看 出 ,x,[ nj] 与 一 个 延迟 的 单位 脉冲 序列 循环 卷 积 的 结果 就 是 
将 x;[n|] 循 环 移 位 。 图 中 最 后 一 个 序列 是 x[n], 即 xi[n] 和 x,[n] 循 环 卷 积 的 结果 . 
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x[n] 





o. 


0 
| x, [m] 
0 N m 


X>[((0-m))y],0<Sm<sN-1 





0 N m 


x2[((1-m))y].0Sm<N-1 


0 N m 


x3[n] =x, [7] N x5[n] 


entific 


图 8.14 一 个 有 限 长 序列 x;[n] 与 单位 延迟 脉冲 x,[n] =6[n -1] 的 循环 卷 积 


例 8. 11 两 个 矩形 脉冲 的 循环 卷 积 
这 是 循环 卷 积 的 另 一 个 例子 。 令 





n 


1 O<n<L-1 


0， ”其 他 (8. 122) 
图 8.15 中 上 =6,N 定义 为 DFT 长度。 若 N=L, 则 NN 点 DFT 为 


xila] = x2[n] = | 


AN 一 | 
N k=0 
X {kl = Xalk] = >> wh = | "oe 
er o ”其他 (8. 123) 


to RAF NX, [kh] Fo X[k] HEH, 


N? k=0 
Xalk] = Xy0k1X 2k) = | 9 
iIX2 = | o, 其 他 (8. 124) 
由 此 可 得 
x3[n] = N. O<n<N-1 (8. 125) 


这 个 结果 绘 在 图 8.15 P, BR, HTS x,[((n-m)) yl RMF x,[m] HH, WM KR x,[m] 
x [ ((n-m)), ] 的 和 始终 等 于 No 
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WT 








i N á 0 N n 
s (b) 
N x3[n] = xı [7] N wln] 
0 N n 


(c) 
图 8.15 两 个 长 度 为 V 的 常数 序列 的 N 点 循环 卷 积 
当然 也 可 以 把 1[n] 和 避 [n] 看 成 2L 点 循环 卷 积 ,只 要 给 它们 增补 个 零 即 可 。 若 计算 
增长 序列 的 27 点 循环 卷 积 , 即 可 得 到 图 8. 16 所 示 的 序列 。 ee x[n] 
fo x,[n] REBAR, 8.7 节 将 更 详细 地 讨论 这 个 重要 的 结 


JMU 


(a) (b) 
x5[((-7))y],0 <n <N-1 








x2[((2—1))y],0<n<SN-1 


lll I 





0 2 L N z 
(c) (d) 
L x3[n] = xı [n] (N) aln] 
0 N n: 


(e) 
图 8. 16 两 个 长 为 了 的 常数 序列 的 2L 点 循环 卷 积 
注意 ,如 图 8.16 所 示 , 当 N=2L 时， 
1— wh 
1— wk 
Pr VA 8. 16(e) PEREZ] x,[n] #9 DFT 为 (N=2L) 


1— wlk\?2 
X[k] = x 
1— wh 


xiin] Orin] PF X[k] X 2k) (8. 126) 


考虑 到 DFT RAM OME, ASAD SN 点 序列 乘积 的 DFT 等 于 它们 对 应 的 离散 傅 里 叶 变 换 的 循环 
卷 积 。 具体 地 , 若 车 x(n ] =x [n], [n 1, 


X[k] = X alk] = 





循环 卷 积 的 性 质 可 以 表示 为 
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N-1 
X3[k] = — 
¢=0 


7 1 
xi[nlxa[n] FX fk] @X20 


8.6.6 离散 傅 里 时 变换 的 性 质 汇总 


8.6 节 所 讨论 
表示 均 规定 


的 离散 傅 里 叶 变 换 的 性 质 汇 总 在 表 8.2 中 。 注 意 ,这 
x[n],0<n<N-1 Al X[k] O<Sk<N-1, 


L DE XXE 一 ODN] 


(8. 127) 
(8. 128) 

这 里 所 给 出 的 全 部 性 质 

在 此 区 间 之 外 «[n | AX kK] HAS. 


表 8.2 离散 傅 里 叶 变 换 的 性 质 总 结 


有 限 序 列 (长 度 为 N) 


N xi DET KIEK N) 





1. xia] 
2， xy[n]. x2[7] 
3. axı[n] + bx2[n] 
4. Xin] 
5. xf[(( —m))y] 
6. Wy" xin] 
N-1 
7. SO xp bm} [in 一 m))N] 


m=0 
8. xilnlx2[n] 


9. x*[n] 

10. x*[((—n))w] 
11. Re{x[n]} 

12. jZm{x[n]} 


13. xep[ln] = 4 fxn] + x*K(—m)y]} 
14. xop[n] = i{x[n] —x*[((—n))y]} 
仅 当 x[n] 为 实数 时 性 质 15 至 性 质 17 成 立 


对 称 性 


16. xep[n] = jtn] + x[((—n))y 1} 


17. xopln] = t(x] — x[((—n))w)} 


8.7 用 离散 傅 里 叶 变 换 实 现 线性 卷 积 





X [k] 

X 1[k], X 21k] 

aX 1[k] + bX 2[k] 
Nx[((—K))N] 
wkm X [k] 
X[(K 一 人)N] 


X 1[k]X 2[k] 


N-1 


1 
wD XAXA- ON] 
(=0 


X*[(—k)) ny] 

X*[k] 

Xep[K] = HXI KDN] + X*[(—k)) N]} 
X oplk] = LXK] x" ((—k)) wv} 

Re(X (kl) 

iZm(X [k]} 


X [k] = X*[((—k))N] 
Re{X [k]} = Re{X[(—k)) ny ]} 
Tm{X [k]} = —Zm[X[((—k)) wT} 

IX IK] = |XT(—k)) ]] 
LIX [k]} = =LI XI) I} 


Rel X [k]} 
jZm{X [k]) 


第 9 章 将 证 明 , 对 于 计算 一 个 有 限 长 序列 的 离散 傅 里 叶 变换 已 有 高 效 的 算法 。 通 常 将 它们 总 
称 为 快速 傅 里 叶 变 换 (FFT) 算 法 。 利 用 这 些 算法 ,在 计算 上 可 以 通过 如 下 步 又 高 效 地 实现 两 个 序 


列 的 卷 积 : 


(a) 分 别 计算 两 个 序列 x,[n] 和 x[nj 的 NN 点 傅 里 叶 变 换 X[k] 和 X[k]; 
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(b) MOSK<N-1, ARRAL kh] =X,[k]X,[k]; 

(c) 计算 X, Lk] AY DFT 道 变换 得 到 序列 x3[n] = xy [n] Oln, 

在 很 多 DSP 应 用 中 ,关心 的 是 实现 两 个 序列 的 线性 卷 积 ,也 就 是 希望 实现 一 个 线性 时 不 变 系 
统 。 例 如 ,对 语音 波形 或 雷达 信和 号 之 类 的 序列 进行 滤波 ,或 计算 这 类 信和 号 的 自 相 关 函 数 时 的 确 如 
此 。 正 如 在 8. 6. 5 节 中 所 看 到 的 ,离散 傅 里 叶 变 换 的 乘积 相当 于 序列 的 循环 卷 积 。 为 了 得 到 线性 


卷 积 ,必须 保证 循环 卷 积 具 有 线性 卷 积 的 效果 。 例 8. 11 的 讨论 已 经 暗示 出 如 何 做 到 这 一 点 。 现 在 
进行 较为 详细 的 讨论 。 


8.7.1 两 个 有 限 长 序列 的 线性 卷 积 


考虑 一 个 工 点 长 的 序列 x,[n] 和 另 一 个 P 点 长 的 序列 xj| nj], 假定 想 要 通过 线性 卷 积 将 这 两 个 
序列 结合 在 一 起 ,从 而 得 出 第 三 个 序列 


oo 


x3[n] = xy [m]x2[n — m] 
2. (8. 129) 


图 8. 17( a) MHARE] x, [me ] ,图 8.17(b) 绘 出 了 对 于 站 = -1,0<n<L'filn=L+P-1 = 
种 情况 下 的 典型 序列 [n-m] WR, An <0 Kn >L+P-2, FCF x, [m] [n-m] MAA AY 
m 就 都 为 零 , 即 当 0<n<L+P-2 时 x[Lnj] 了 0。 因 此 ,(L+P-1) 是 序列 x[Lnj 的 最 大 长 度 ,这 一 
点 可 以 由 一 个 长 度 为 上 的 序列 和 一 个 长 度 为 P 的 序列 的 线性 卷 积 而 得 出 。 


In > 


0 





(a) 











图 8.17 两 个 有 限 长 序列 之 线性 卷 积 的 示例 ,结果 表明 , 当 n< -1 或 n=L+P-1l 时， 
wa[nj]=0。(a) 有 限 长 序列 x[m];(b) 对 于 几 个 n 值 的 x,[n 一 m] 


8.7.2 循环 卷 积 作为 带 有 混 琶 的 线性 卷 积 
正如 从 例 8.10 和 例 8. 11 中 所 看 到 的 ,对 应 于 两 个 点 DFT 的 乘积 的 循环 卷 积 是 否 与 对 
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应 的 有 限 长 序列 的 线性 卷 积 相同 ,取决 于 和 有 限 长 序列 的 长 度 有 关 的 DFT 的 长 度 。 对 于 循环 
卷 积 和 线性 卷 积 之 间 相 互 关系 的 一 种 十 分 有 用 的 解释 是 利用 时 间 混 至 的 概念 。 鉴 于 这 种 解 
释 对 于 理解 循环 卷 积 是 非常 重要 的 和 有 益 的 ,下 面 将 用 几 种 方式 来 加 以 论述 。 

在 8.4 节 中 已 经 看 到 ,如 果 对 一 个 序列 x[ nn] 的 健 里 叶 变 换 X(e” ) 在 频率 w, =2mk/N 处 采样 ， 
则 得 到 对 应 于 周期 序列 


Ce 


X[7] = 5 x[n rN] 
7 一 一 co (8. 130) 


的 DFS 系数 的 序列 。 从 关于 DET 的 讨论 中 可 以 看 出 :有 限 长 序列 
X(eiCTk/N)), Osk<eN-1 

xw= {9 其 他 (8. 131) 
是 由 式 (8. 130) 表 示 的 [nj 的 一 个 周期 的 DFT, 即 

i = a O<n<N-1 
0, ”其 他 (8. 132) 
显然 ,如 果 x[ nj 的 长 度 小 于 或 等 于 NN, 则 不 会 产生 时 间 泥 到 ,上 且 x,[n] =x[n]。 但 是 ,车 x[n] 的 长 度 
大 于 入, 则 对 于 一 些 或 全 部 ,x,[nj] 可 能 不 等 于 xLn]。 因 此 ,以 后 将 用 下 标 p 来 表示 从 一 个 采样 后 的 
傅 里 叶 变换 的 DFT 得 到 的 周期 序列 的 一 个 周期 。 如 果 明 确 知道 无 时 间 混 到 , 则 下 标 可 以 省 去 。 
式 (8. 129) 中 的 序列 x3[ nj 的 傅 里 叶 变 换 为 





X3(el®) = X 1 (e}”)X 2(e}”) (8. 133) 
Fixe L— DFT 为 
X3[k] = Xa(ei TK/N)) O<k<N-1 (8. 134) 
则 由 式 (8. 133) 和 式 (8. 134) TIRT I, X [k te ay seas 
X 3k] = X (eTM) X z(e T/N)  OsksN-1 (8. 135) 
X3[k] = X {[K]X alk] (8. 136) 


也 就 是 说 ,X,[ 有 的 逆 DFT 的 序列 x,[ nj 为 


x: xaln—rN]. O<n<N-1 
/一 一 Cc 


0, 其 他 (8. 137) 


xX3p[n] = 


并 且 由 式 (8. 136) 49 
x3p[n] = x1 [7] ®© x217] (8. 138) 

因此 ,两 个 有 限 长 序列 的 循环 卷 积 等 于 对 两 个 序列 的 线性 卷 积 再 按照 式 (8. 137 ) 进行 时 间 混 
FWAR, 

应 当 注意 , 若 NAPA Lok PW X[k] X[k AT see dem x, [n] Al x,[n] ,但 是 只 有 当 
NRF RS PPS x[n] AKEN, AA REM FRB n A xlna] =xs[n]。 正 如 在 8.7.1 节 中 所 指出 
的 ,如 果 x ln KEX Lln KEN P, W x, (n WAKE (+P -1), Re, DFT 的 长 
BEN Wi NSL +P -1 WUE X, [8X [ke | REESE X, Ce) X (0) 对 应 的 线性 卷 积 。 
$18.12 循环 卷 积 作为 带 有 混 又 的 线性 卷 积 

根据 上 面 的 讨论 , 例 8. 11 的 结果 是 很 容易 理解 的 。 注 意 ,xi[n] 和 xw[n] 是 两 个 完全 相同 的 党 

数 序列 ,长 度 L=P=6, 如 图 8.18(a) 所 示 ,xi[n] 和 x,[n] 的 线性 卷 积 长 度 为 L+P-1=11, 且 具有 三 
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角形 包 络 ,如 图 8.18(b) 所 示 。 图 8.18(c) 和 图 8.18(d) 表 示 当 N=6 时 , 式 (8.137) 中 移 位 序列 
x [n 一 rN] 的 两 种 形式 :xs[n 一 N] 和 xa[n+N]。xi[n] 和 x,[nj] 的 NN 点 循环 卷 积 可 以 利用 式 (8. 137) 
来 计算 。 这 一 点 如 图 8.18(e)( 取 N=L=6) 和 图 8.18({f)( 取 N=2L=12) 所 示 。 需 要 注意 , 当 N=L 
=6 时 ,只 用 [n] 和 x[n+N] 对 最 后 的 结果 有 贡献 ;而 当 N=2L=12 时 , 仅 x;[n] 对 最 后 的 结果 有 
贡献 。 由 于 线性 卷 积 的 长 度 为 (2L 一 1) ,所 以 当 NN=2L 时 仅 其 循环 卷 积 结果 与 线性 卷 积 的 结果 对 全 
部 0<nN-1 均 相 同 。 事实 上 ,对 于 入 =2L -1=11 的 情况 这 也 是 完全 正确 的 。 


1 xila] = xlr], 
L=P=6 
o—_o—_e—_e—_0—_8e 2 人 人 人 人 人 一 全 


(a) 








~ 


xaln] = x; [z] = x2[7] 


ar a 




















2L-1 n 
(b) 
L PN 
a 
0 N n 
(c) 
L xa[n +N]. 
N=L='6 
att, | 
(d) 
TUL al 
N=L=6 
Sartre es eh N- 1 n 


(e) 


We 


(D 


xi[n] (ON [n]. 
N=2L 








图 8.18 举例 说 明 循 环 卷 积 等 同 于 有 混 秋 的 线性 卷 积 。(a) 参与 卷 积 的 序列 
x [Ln] 和 xs[n];(b)xi[n] 和 x,[n] 的 线性 卷 积 ;(c) 对 于 N=6 的 序列 
xin 一 NN];(d) 对 于 N =6 的 序列 xs[n+N];(e)xi[n](@ x[n], EEF 
(b),(ce) 和 (d) 在 区 间 0<n<s5 上 的 和 ;(f)x [nj] 人 @@x,[n] 
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正如 例 8. 12 中 所 指出 的 ,在 两 个 有 限 长 序列 的 循环 卷 积 中 , 若 NS L + P 1, WEA A 


避免 。 显 然 , 如 果 N=L=P, 则 循环 卷 积 的 全 部 序列 值 可 以 完全 与 线性 卷 积 的 值 不 同 。 但 是 , 阁 P 
< 上 , 则 上 点 循环 卷 积 的 部 分 序列 值 将 会 等 于 线性 卷 积 所 对 应 的 值 。 为 了 表示 出 这 一 点 ,用 时 间 混 


至 来 解释 是 十 分 有 用 的 。 

考虑 两 个 有 限 长 序列 x,[n] 和 x,L nj], 其 长 度 分 别 为 KL 和 P, 如 图 8.19(a) 和 图 8.19(b) 
所 示 , 其 中 P<L。 首 先 来 研究 一 下 x,[n] 和 xs[nj] 的 LL 点 循环 卷 积 ,查看 在 循环 卷 积 中 哪些 
序列 值 等 于 线性 卷 积 得 到 的 值 , 而 哪些 序列 值 不 等 于 。x,[n] 和 x;[n] 的 线性 卷 积 是 一 个 长 
度 为 (L+P-1) 的 有 限 长 序列 ,如 图 8. 19(c) 所 示 。 为 了 确定 L 点 循环 卷 积 ,利用 式 (8. 137) 
和 式 (8. 138), 有 





x3pln] = x[n] ®Ox2[n] = 2 le —rL]. O<n<L-1 
th 其 他 (8. 139) 
2 x[n] 
THI 
一 人 一 人 一 全 一 全 0 7 ooo 2 n n. i 








图 8.19 两 个 有 限 长 序列 的 线性 卷 积 举 例 


图 8. 20(a) 表 示 当 r=0 时 式 (8.139) 中 的 项 ,而 图 8. 20(b) 和 图 8.20(c) 则 分 别 表 示 r= +] 
和 r= -工时 的 项 ,从 图 8.20 清晰 可 见 ,在 区 间 O<n<L-1 Expla] R¥x,[n] Mlx,[n +L] Y 
影响 。 

总 之 ,只 要 当 P<L 时 ,只 有 项 x;[n+L] 在 区 间 0<n<L-1 PERS, BO iY 
这 些 项 相 加 在 一 起 时 ,xi[n+L] 的 最 后 (P-1) 个 点 , 即 从 n=0 到 n=P-2, 将 加 在 x;[n] 的 
最 初 (P-1) 个 点 上 ,而 x[n] 的 最 后 (P-1) 个 点 , 即 从 n=L 到 n=L+P-2, 将 只 会 对 潜在 
的 周期 结果 [nj 的 下 一 个 周期 有 影响 。 这 样 截 取 0<n<L-1 的 部 分 就 形成 了 x,,[n]。 由 
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于 zl[n+ 上 的 (P-1) 个 点 的 值 等 于 x;[ nj 的 最 后 (P-1) 个 点 的 值 ,所 以 可 从 另 一 种 角度 来 
看 待 形成 循环 卷 积 x,,[n] 的 过 程 , 即 通 过 线性 卷 积 加 上 用 xs[nj]j 从 n=L 到 n=L+P-2 的 (P 
-1) 个 值 加 在 x;[ nj 的 最 初 (P-1) 个 值 上 的 混 芭 来 形成 。 图 8.21 HHR P=4 AIL =8 时 
的 这 一 过 程 。 图 8. 21(a) 表 示 线 性 卷 积 x;[ nj] ,对 于 nL 的 点 用 空心 符号 来 标记 。 注 意 , 对 
于 nL 只 有 (P-1) 个 非 零 点 。 图 8.21(b) 表 示 利 用 “x;[ nj] 的 自身 卷 绕 "来 形成 x,,[n]。 最 
初 的 (P-1) 个 点 有 时 间 混 全 摊 入 ,而 其 余 的 从 n=P-1 到 n=L-1 个 点 ( 即 最 后 L-P+l 
点 ) 不 受 破坏 ,也 就 是 等 于 用 线性 卷 积 得 到 的 那些 点 的 值 。 

由 以 上 的 讨论 可 知 , 如 果 循 环 卷 积 的 长 度 相对 于 序列 x,[n] 和 x,[n] 的 长 度 足 够 长 ,就 可 以 避 
免 非 零 值 的 混 释 ,在 这 种 情况 下 ,循环 卷 积 就 等 于 线性 卷 积 。 具 体 地 , 若 对 于 刚才 考虑 的 情况 ， 
xs[z] 以 NEL+P-1l 的 周期 重复 , 则 不 会 产生 非 零 的 重 肆 。 图 8.21(c) 和 图 8.21(d) 举 例 说 明 这 
种 情况 ,此 时 P=4,L=8, 且 N=11. 











(a) LP =l 
x3[n + L] 
=L 0 + n 
P=2 
(b) 
x[n- L] 
0 L n 
(c) 
xXapln]=x;[n] + xaln+ L. 0SnSs L-1 
一 人 人 人 + 
0 L n 
P-1 
(d) 


图 8. 20 ”对 于 图 8. 19 所 示 的 两 个 序列 交 [z] A xy [n] AN EE LT R A REE LE 
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ll 





x[n] 

















xspl] =x [0] wn. 


N=L +P-1 








(d) 





图 8.21 举例 说 明 循环 卷 积 的 结果 如 何 产生 “ 卷 绕 ”( wraps around) 。 
(a) 和 (b)N=L, 则 混和 的 “尾部 "(tail) 重重 在 最 初 (PP 一 1) 
ws Es (ce) M(d)N=aC(L+P-1) MATERA 


8.7.3 用 DFT 实现 线性 时 不 变 系统 


以 上 的 讨论 集中 在 从 循环 卷 积 得 到 线性 卷 积 的 方法 上 。 因 为 线性 时 不 变 系统 可 以 用 卷 积 来 实 
现 ,这 就 意味 着 循环 卷 积 ( 可 用 8.7 节 开 头 所 建议 的 步骤 来 完成 ) 可 以 用 于 实现 这 类 系统 。 要 了 解 
如 何 做 到 这 一 点 ,首先 考虑 一 个 工 点 输入 序列 xLn] 和 一 个 P 点 脉冲 响应 h[Ln]。 这 两 个 序列 的 线 
性 卷 积 yLn] 是 长 度 为 (K+P-1) 的 有 限 长 序列 。 因 此 ,正如 8.7.2 节 中 所 讨论 的 ,要 使 循环 卷 积 等 
于 线性 卷 积 ,循环 卷 积 的 长 度 至 少 为 (L+P 1) 点。 循环 卷 积 可 以 通过 x[nj] 和 h[n] 的 DFT 相 乘 
来 完成 。 由 于 希望 该 乘积 表示 rn] A Aln] WREE DET, iX DFT KEC +P -1) ,因此 
所 要 计算 的 DFT 也 必须 有 同样 长 度 , 即 x[ nj] 和 hln] 必 须 加 长 ,而 加 长 部 分 的 序列 值 为 零 。 这 种 方 
法 通常 称 为 补 零 。 

这 种 做 法 使 两 个 有 限 长 序列 的 线性 卷 积 的 计算 可 用 离散 传 里 叶 变 换 来 完成 ,也 就 是 说 ,输入 同 
样 为 有 限 长 序列 的 FIR 系统 的 输出 可 以 用 DFT 来 计算 。 在 许多 应 用 场合 (如 语音 波形 滤波 ) ,输入 
信号 是 无 限 长 的 。 尽 管理 论 上 可 以 存储 全 部 波形 , 紧 接 着 对 于 大 量 点 数 实行 上 面 所 讨论 的 利用 
DET 的 方法 ,但 是 通常 要 计算 这 样 一 个 DFT 是 不 现实 的 。 另 外 ,对 于 这 种 滤波 方法 ,只 有 当 采 集 完 
全 部 的 输入 样本 后 才能 计算 出 滤波 后 的 样本 。 一 般 说 来 ,都 希望 在 处 理 过 程 中 避免 这 种 很 长 的 延 
时 。 这 两 个 问题 的 解决 方法 是 用 块 卷 积 ,把 被 滤波 的 信号 分 割 成 长 度 为 上 的 段 。 然 后 每 段 信号 就 
可 以 与 有 限 长 脉冲 响应 进行 卷 积 ,并 且 用 一 种 适当 的 方法 把 滤波 后 的 信号 段 衔 接 在 一 起 。 每 一 块 
的 线性 滤波 可 用 DFT 来 实现 。 

为 了 举例 说 明 这 一 过 程 ,并 且 给 出 把 滤波 后 的 信号 段 衔 接 在 一 起 的 方法 ,下 面 研究 图 8. 22 所 
示 的 长 度 为 P 的 脉冲 响应 hln] 和 信号 x[n]。 做 如 下 假设 ,对 于 n<0,x[n] =0, 并 且 xf[z] 的 长 度 
要 比 P 大 许多 。 序 列 x[n | 可 以 表示 成 长 度 为 L 的 平移 有 限 长 序列 之 和 , 即 
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x(n] = 0 x[n- rL] (8. 140) 


r=0 
式 中 ， 
(8.141)` 


x[ntrLl], O<n<L-1 
x[n] = 


其 他 
图 8. 23(a) 表 示 出 对 于 图 8. 22 中 的 x[ nj 的 分 割 方法 。 注 意 ,每 段 中 的 第 一 个 样本 均 在 n=0 处 , 然 
而 ,x,Lnj] 的 第 零 个 样本 是 序列 x[ |] 的 第 区 个 样本 。 这 一 点 如 图 8.23(a) 所 示 , 该 图 画 出 了 在 它们 
平移 后 位 置 上 的 序列 段 。 


h[n] 





图 8.22 有 限 长 脉冲 响应 hln] 和 要 过 滤 的 未 定义 长 度 的 信号 wln] 
因为 卷 积 是 一 种 线性 时 不 变 运 算 ,所 以 由 式 (8. 140) 有 


yin] = x[n] * hfn] = $ y-[n — rL] (8. 142) 
r=0 
式 中 ， 
y [n] = x[n] * A[n] (8. 143) 


由 于 序列 x, [on] RAL MER IPE hlLnj 的 长 度 为 P, 因 此 每 一 项 y,[nj] =x ln] *h n] REY 
(L+P-1). Re RHEGI x[n] *h[nj 可 用 NN 点 DFT 按照 上 面 介绍 的 步骤 来 计算 ,其 中 NSL + P 
-1。 因 为 每 个 输入 段 的 开头 与 相 邻 段 相 隔 了 点 ,并 且 每 个 滤波 后 的 序列 段 的 长 度 为 (上 + 已 -1) ,所 以 
滤波 后 的 序列 段 的 非 零点 将 重 肆 (P-1) 点 ,并 且 这 些 重 至 样本 必须 参与 式 (8. 142 ) 要 求 的 求 和 运算 。 
这 一 点 如 图 8.23(b) 所 示 , 图 中 表示 出 滤波 后 的 序列 段 y,[nj] =2,[n] *h[n]。 正 如 输入 波形 是 由 将 
图 8.23(a) 中 的 延迟 波形 相 加 而 重新 构成 的 一 样 ,滤波 后 的 结果 eln] * hl nj 是 由 将 图 8.23(b) 中 所 
示 的 滤波 后 延迟 的 序列 段 相 加 而 形成 的 。 这 种 由 滤波 后 的 序列 段 形 成 滤波 后 输出 序列 的 方法 ,通常 
称 为 重合 相 加 法 ,这 是 因为 滤波 后 的 序列 段 相互 有 重合 ,并 且 相 加 在 一 起 形成 输出 序列 。 之 所 以 发 生 
重合 ,是 因为 每 个 序列 段 与 脉冲 响应 的 线性 卷 积 通常 大 于 序列 段 长 度 。 块 卷 积 的 重 琶 相 加 法 没有 受 
DFT 和 循环 卷 积 的 制约 。 很 显然 ,唯一 的 要 求 是 计算 较 小 的 卷 积 ,并 将 结果 适当 组 合 。 

男 外 一 种 块 卷 积 方法 通常 称 为 重生 保留 法 。 这 种 方法 相应 于 实现 一 个 P 点 脉冲 响应 h[n] 与 
一 个 工 点 的 序列 段 x,[ nj 的 L 点 循环 卷 积 ,然后 确认 出 在 该 循环 卷 积 中 对 应 于 线性 卷 积 的 那 一 部 
分 。 最 后 将 所 得 出 的 输出 序列 段 * 补 在 一 起 ”形成 输出 。 特 别 地 ,曾经 指出 ,如 果 一 个 工 点 序列 与 
一 个 己 点 序列 (P<Z) 做 循环 卷 积 , 则 最 后 结果 中 的 第 一 个 (已 - 1) 点 是 不 正确 的 ,而 其 余 点 等 于 执 
行 一 个 线性 卷 积 所 应 该 得 到 的 。 因 此 ,可 以 将 x[ nj] 分 为 长 度 为 L 的 序列 段 ,使 得 每 个 输入 段 与 先 
前 的 序列 段 重 倒 (P-1) 点 。 也 就 是 说 ,定义 序列 段 为 
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x[n] = x[n +r(L—- P+1)- P41), O<n<L-l (8. 144) 
和 前 面 一 样 , 式 (8. 144) 中 已 经 定义 了 每 个 序列 段 的 时 间 原 点 是 在 该 序列 段 的 起 始点 处 ,而 不 


是 在 x[n] 的 原点 。 这 种 分 段 的 方法 绘 于 图 8.24(a) 中 ,每 个 序列 段 与 h[nj 的 循环 卷 积 记 为 
yaln] ZMA FER p 表示 y, [nj] 是 已 经 产生 了 时 间 混 于 的 循环 卷 积 的 结果 。 在 图 8.24(b) 中 绘 出 
了 这 些 序列 。 每 个 输出 序列 段 在 区 间 0<n<P -2 中 的 部 分 是 必须 去 掉 的 。 最 后 把 来 自 后 续 序 列 
段 的 其 余 样 本 连接 起 来 构成 最 终 的 滤波 输出 。 这 就 是 





yin] = yn- rL- P+1)+P-1 (8. 145) 
r=0 
其 中 ， 
_ Joplin], P-1l<n<L-1 
vel = |” 其 他 (8. 146) 


OMIT Bey EE BD, FL AFP A BEA SE, IT RE APB L- P +) 
点 ,并 且 从 先前 的 序列 段 保 留 下 来 (P- 1) 个 点 。 


xola] 














(b) 


图 8.23 (a) 把 图 8.22 中 的 xLn] 分 解 为 长 度 为 L 的 不 重 全 序列 段 ;(b) 每 段 与 [Ln] 卷 积 的 结 
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xof] L-(P-1) 





x5[n] 








L-i 
0 n 
(a) 
| 1 
yop[m] | 
| L71 
| | 
| | 
| À á 
| | 
| 
Yip lel | 
| 
| 
0 | bod ý 
| 
y2pln] 
| 
| L-1 
0 | n 
(b) 


图 8.24 (a) 将 图 8.22 中 的 x[z] 分 解 为 相互 重要 的 长 度 为 二 的 序列 段 ; 
(Cb) 每 段 与 六 [7 ] 卷 积 的 结果 ,图 中 表示 出 为 了 得 出 
线性 卷 积 对 过 滤 后 的 每 段 序 列 应 当 去 掉 的 部 分 
如 何 利 用 块 卷 积 的 重合 相 加 法 可 能 不 容易 立刻 明白 。 第 9 章 将 研究 计算 DFT 的 高 效 算法 。 
这 些 算法 通称 为 快速 傅 里 叶 变换 (FFT) ,它们 是 十 分 有 效 的 ,对 于 平坦 的 适当 长 度 (数量 级 为 25 或 
30) 的 FIR 脉冲 响应 ,用 DET 来 计算 块 卷 积 可 能 要 比 直接 计 算 线性 卷 积 更 有 效 。 当 然 , 确 定 使 DFT 
方法 更 加 有 效 的 长 度 P 与 进行 计算 可 利用 的 硬件 和 软件 有 关 ( Stockham, 1966; Helms, 1967) , 


8.8 离散 余弦 变换 ( DCT) 


在 一 般 类 有 限 长 变换 中 ， 
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N-1 


A[k] = 2 xĮnložin] (8.147) 
1 N-l 
xin] = 5 2 Alkløin] (8. 148) 
DET 也 许 是 最 常见 的 例子 ,其 中 序列 pil n EAFA, EAT AA IE , BID 
ali | (8. 149) 
在 DFT 中 , 基 序 列 是 复 周期 序列 ex*™ OF AA x[ nj 为 实 序列 , 则 A 如 是 复 对 称 序列 。 很 自然 ,人 


们 会 问 道 , 当 x[ nj 为 实 序列 时 ,是 否 存在 一 组 实数 基 序 列 , 使 得 当 x[n |] 为 实 序列 时 得 到 实 变换 序 
列 4Lk]。 由 此 可 导出 许多 其 他 的 正 交 变换 表示 的 定义 ,如 Haar 变换 ,Hadamard 变换 ( Elliott and 
Rao,1982) 及 Hartley 变换 (Bracewell,1983 , 1984, 1986 ) ( Hartley 变换 定义 和 性 质 的 讨论 见习 题 
8. 68 ) 。 另 一 种 实 序列 的 正 交 变换 是 DCT, 或 称 离散 余弦 变换 ( 见 Ahmed et al. ,1974 及 Rao and 
Yip,1990), DCT 与 DFT 有 密切 联系 ,并 且 在 许多 信号 处 理 的 应 用 中 ,尤其 是 在 语音 和 图 像 压缩 方 
面 ,特别 有 用 且 十 分 重要 。 本 节 将 引入 DCT 并 讨论 它 与 DFT 的 联系 作为 有 关 DFT 论述 的 结尾 。 


8. 8. 1 DCT 的 定义 


DCT 变换 的 形式 如 式 (8.147) 和 式 (8. 148) ,其 中 的 基 序列 $,[n] 为 余 强 函数 。 因 为 余弦 函数 既 
是 周期 的 又 是 偶 对 称 的 ,所 以 综合 式 (8. 148) 中 x[nj 在 区 间 0<n<N-1 外 的 延伸 也 是 周期 的 和 对 称 
的 。 换 句 话说 ,正如 DFT 隐 含 着 周期 性 假设 一 样 ,DCT 同时 隐 含 着 周期 性 和 偶 对 称 性 的 假设 。 

在 DFT 的 推导 中 ,首先 构造 出 能 够 唯一 地 恢复 原 有 限 长 序列 的 周期 序列 ,然后 利用 周期 复 指 
数 的 展开 式 来 表示 该 有 限 长 序列 。 与 此 相 类 似 ,DCT 相应 地 由 有 限 长 序列 构造 出 一 个 周期 的 对 称 
序列 ,由 此 可 唯一 地 恢复 原 有 限 长 序列 。 因 为 这 样 做 有 许多 方式 ,所 以 DCT 有 多 种 定义 。 图 8. 25 
给 出 一 个 4 点 序列 对 称 周期 延 拓 的 4 种 方式 ,对 每 种 方式 画 出 了 17 个 样本 点 。 在 每 个 小 图 中 , 原 
有 限 长 序列 的 样本 都 用 实心 点 表示 。 这 些 序列 都 是 周期 的 ( 周期 为 16 或 更 小 ) 和 偶 对 称 的 。 在 每 
种 情况 中 , 均 可 很 容易 地 将 原 4 点 有 限 长 序列 作为 一 个 周期 的 前 4 个 点 。 为 了 方便 起 见 ,把 
图 8.25(a) 至 图 8.25(d) 中 的 4 个 子 序列 均 做 周期 为 16 的 延 拓 ,从 而 得 到 周期 序列 ,是 分 别 用 
XLnj] ,XLnj ,xz3Ln] 和 [nj 表示。 注意 ,zi [nj 的 周期 为 (2N -2) =6, H x, [n] HF n=0 Flna=(N 
-1) =3 为 偶 对 称 。 序列,[n] 的 周期 为 2W =8, 且 t[n] 关 于 “ 半 样 本 "点 即 4= -An 
对 称 。 序 列 [n] 的 周期 为 4N =16, 且 zs[n] 关 于 n=0 和 n=8 为 偶 对 称 。 序 列 [n] 的 周期 为 4N 
=16, 且 [mn] 也 关于 “ 半 样本 "点 n= -二 和 n=2N -二 = 号 为 偶 对 称 。 

图 8.25 中 给 出 的 4 种 不 同情 况 表明 了 DCT 的 4 种 常用 形式 中 所 隐 含 的 周期 性 ,这 4 种 形式 分 
别称 为 DCT-1， DCT-2, DCT-3 和 DCT-4。 可 以 证 明 ( 见 Martucci, 1994) 至 少 有 4 种 方法 可 由 
x[n] 来 产生 一 个 偶 周 期 序列 。 这 表明 可 能 还 有 4 种 DCT 的 表达 式 。 此 外 ,也 有 可 能 由 x[n] 产 生 8 


列 为 正弦 函数 。 对 于 实 序列 这 些 变 换 构成 了 一 族 含 有 16 种 形式 的 正 交 归 一 化 变换 。 这 些 变换 中 
最 常 使 用 的 是 DCT-1 和 DCT-2 表达 式 , 因 此 下 面 将 重点 讨论 DCT-1 和 DCT-2 表 达 式 。 
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一 4 -4 
(c) (d) 


图 8.25 将 一 个 4 点 序列 x[ nj] 进行 周期 和 对 称 扩 展 的 4 种 方式 。 有 限 长 序列 x[ nj 用 实心 点 表示 。(a) 1 型 
Je] 期 扩展 DCT-1;(b)2 型 周期 扩展 DCT-2;(c)3 型 周期 扩展 DCT-3;(d)4 型 周期 扩展 DCT-4 


8.8.2 DCT-1 和 DCT-2 的 定义 


导致 不 同形 式 DCT 的 各 种 周期 延 拓 均 可 看 成 N 点 序列 +x[n] 和 +x[ 一 nj 平移 复 本 的 和 。 
DCT-1 和 DCT-2 的 延 拓 之 间 的 区 别 取决 于 它们 的 端点 是 否 与 它们 自身 平移 后 的 部 分 重 全 ,如果 
He PRP OR PRB AR. MAF DCT-1,x[n|] 先 在 端点 处 做 一 改变 ,然后 进行 周期 为 2N -2 
的 延 拓 ,所 得 周期 序列 为 
[n] = xal(())2N -2] + xa[(( 一 2))2N-2] (8. 150) 
式 中 ,x,[ nj] 是 改变 后 的 序列 ,为 x,[n] =alnjxln|], 其 中 
1 一 = 
am= f} n=0 HN 1 
l1, klsn<=N-2 
端点 的 加 权 抵消 了 当 式 (8. 150) 的 两 项 在 =0,m=(N=-1) 以 及 与 它们 相隔 (2V -2) RRR A E 
时 所 产生 的 加 售 。 利 用 这 个 加 权 , 很 容易 证 明 , 当 n=0,1,…,N 一 1 时 ,x[n] =zx[Ln]。 所 得 到 的 周期 序列 
a[n] XFA n =0,n=N-1,2N -2 等 为 偶 周期 对 称 ,这 种 对 称 性 称 为 1 型 周期 对 称 。 图 8.25(a) 为 1 型 
对 称 的 例子 ,其 中 N =4, 且 周期 序列 [zj 的 周期 为 2V -2 =6。DCT-1 定义 为 如 下 变换 对 : 
N-1] 、 
Tkr 
xak =2 Y alnieinleos ( x s O<k<N-1 (8. 152) 


1 一 们 


(8. 151) 








1 
x[n] = ToT © athe i cos ( =i 过 中 和 入 二 (8. 153) 


N k=0 
SO a[n] Bsk(8. 151) 中 定义 相同 。 
对 于 DCT-2,x[ nj] 延 拓 为 周期 为 2N 的 周期 序列 ,用 下 式 表示 : 
aln] = x[(())an] + xin — 1))2n] (8. 154) 
A FFIR Si A EE , PTA AN ote BEE EAE TA, LARIE n =0,1,-°,N-1 afela] = [n]. 
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这 种 对 称 性 称 为 2 型 周期 对 称 。 在 这 种 情况 下 ,周期 序列 *, [nj 关于 “ 半 样 本 "点 -1/2, N-172, 
2N -1/2 等 为 偶 周期 对 称 。 图 8.25(b) 为 V=4, 周 期 2V =8 的 例子 。DCT-2 定义 为 如 下 变换 对 : 


SA、 k(2n+1 
x] =2 J atn)oos (SE). O<k<sN-1 (8. 155) 
n=O 
= 3 rk(2n + 1) 
x[n] = — Ñ PUS eos ( 0D), O<sn<N-I1 (8. 156) 
式 中 ,DCT-2 3 ER FH BIA eR BL 
alr £=0 
gik] = 1 1<k<N-1 (8. 157) 
在 许多 处 理 中 ,DCT 定义 包括 使 该 变换 成 为 单 式 的 归 一 化 因子 ” ,例如 ,DCT-2 通常 定义 为 
2 x tk(2n +1). _ 
-NB am Joos (OS ae J. 0<k<N-1 (8. 158) 
nk(2n + 1) 
x[n] = = J} Dawe cos (=O). O<n<N-1 (8. 159) 
式 中 ， 
+t k=0, 
nas|} kalZ: Nl (8. 160) 


将 上 式 与 式 (8. 155) 0 (8. 156) 进行 比较 ,可 知 乘 积 因子 2,1ZN Al BLA] TEIE iw a sk Hb EAR 
同 的 位 置 (一 种 类 似 的 归 一 化 可 用 来 定义 DCT-1 的 归 一 化 形式 ) 。 虽 然 这 种 归 一 化 产生 了 一 种 单 
式 变换 表达 式 , 但 是 式 (8. 152) 和 式 (8. 153) 以 及 式 (8. 155) 和 式 (8. 156) 的 定义 更 容易 与 本 章 所 定 
义 的 DFT 联系 在 一 起 。 因 此 ,在 下 面 的 讨论 中 ,采用 自己 的 定义 而 不 是 如 在 Rao and Yip(1990 ) 及 
其 他 文献 中 所 涉及 的 归 一 化 定义 。 

虽然 通常 只 计算 当 0<hk<N-1 时 的 DCT, 但 是 在 这 个 区 间 外 也 可 以 毫 无 困难 地 计算 DCT, TF 
如 图 8. 26 Wray, AP 4 Osk<N -1 时 的 DCT 值 用 实心 点 表示 。 这 些 图 说 明了 DCT 也 是 偶 周期 序 
列 。 然 而 ,变换 序列 的 对 称 性 并 不 总 与 隐 含 周期 性 的 输入 序列 的 对 称 性 相同 :虽然 [nj] 及 X"[k] 
的 延 拓 均 具 有 1 型 对 称 性 ,但 是 通过 比较 图 8.25(c) 和 图 8.26(b) 可 以 看 出 X*[k] 具 有 与 x[n] 相 
同 而 不 是 与 +,[n] 相 同 的 对 称 性 。 而 且 ,X [nj] 的 周期 扩展 为 4N, 而 x,[n] 的 周期 为 2N。 

由 于 DCT 都 是 正 交 变换 表示 的 ,因此 它们 具有 形式 上 与 DFT 特性 相似 的 性 质 。 在 Ahmed 等 
人 (1974) 和 Rand and Yip(1990) 的 论文 中 对 这 些 性 质 的 一 些 细节 进行 了 较 详 细 的 论述 。 


8.8.3 DFT 5 DCT-1 的 关系 


正如 所 预见 到 的 ,有 限 长 序列 的 DFT 和 它们 的 各 种 DCT 之 间 有 着 密切 的 联系 。 为 了 表明 这 种 
联系 ,注意 ,由 于 对 于 DCT-1, 吉 [四 是 由 %[m] 根 据 式 (8. 150) 和 式 (8. 151 ) 得 出 的 ,因此 周期 序列 
Xi [nj] 的 一 个 周期 就 定义 了 有 限 长 序列 : 





D DCT EERW HAER: Sin)? = Xe [个 )2, 则 它 为 归 一 化 变换 。 
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X[k] X[K] 





? | 
| | La Lo | 
0 6 12 k 0 


| 局 16 k 


-20 
(a) (b) 
图 8.26 图 8.25 中 4 点 序列 的 DCT-1 #1 DCT-2, (a) DCT-1;(b) DCT-2 
xiin] = xe[((2))2N-2] + Xal((—n))2n-2] = Ki1[n], ñ = 0,1, ZN =3 (8. 161) 


式 中 ,x,[n] =af[n]x[a] 是 一 个 端点 除 以 2 AYN 点 实 序列 。 由 式 (8. 161) 可 以 得 出 (2N -2) 点 序列 
xj [ma] 的 (2N-2) 点 DFT 为 


X[k] = Xalk] + XZ [k] = 2Re{X olk]}. k=0,1,°°:,2N -3 (8. 162) 
式 中 ,X [E] A N 点 序列 a[njx[n] 的 (2N -2) S DET; Bal njal[n] the (N-2) PEA. 根据 补 
零 后 序列 的 (2V -2) 点 DFT 的 定义 , 当 上 =0,1,…,N=-1l 时 可 得 
N 一 1 
2nkn 
ricci = (2 i) = x rk] (8. 163) 


因此 ,w 点 序列 的 DCT-1 5 X [kl AT N 点 相同 ,与 对 称 延 拓 序 列 zx [mx 的 (2V-2) 点 DFT 相同 ， 
而 且 也 与 加 权 序 列 x,[n] 的 (2N -2) 点 DFT 的 前 N 点 值 的 实 部 的 2 倍 相同 。 
正如 在 第 9 章 中 所 讨论 的 ,由 于 DFT 有 快速 算法 ,可 用 于 计算 式 (8. 163) 中 的 DFT X [人 ] 或 
XiLk]。 因 此 ,DCT-1 也 有 一 个 方便 可 行 的 快速 算法 。 因 为 DCT-1 的 定义 只 涉及 实 值 系数 ,所 以 
也 有 直接 计算 实 序列 的 DCT-1 的 有 效 算 法 ,而 无 须 进行 复数 的 乘 加 运算 ( 见 Ahmed et al . ,1974; 
Chen et al. ,1977) 。 
DCT—1 逆 变 换 也 可 用 DET 的 逆 变 换 来 计算 。 只 需要 利用 式 (8. 163) FX LA] RH XL AIR 
后 计算 (2N -2) 点 DFT 逆 变 换 , 特 别 是 
x= | al | k=0,.…,N—1 (8. 164) 
[2N —2—k], k=N,: 2N -3 


且 利 用 (2N -2) 点 DFT 逆 变 换 的 定义 ,可 计算 出 对 称 延 拓 序 列 
2N 一 3 
> X [Je "T" 2N- 2) n=0 i+ WN (8. 165 ) 


k=0 


xila] = IN 2 


抽取 该 序列 的 前 N SREB x[n], A xlna] =x,[n],n=0,1,--,N—1, (8. 164) (RA 
式 (8. 165) ,得 出 DCT-1 道 变换 可 用 X[k ] 和 余弦 函数 来 表示 ,如 式 (8.153) 所 示 ( 见习 题 8.71) 。 
8.8.4 DFT 和 DCT-2 的 关系 

用 DFT 来 表示 有 限 长 序列 x[n] 的 DCT-2 也 是 有 可 能 的 。 为 了 导出 这 一 关系 ,注意 周期 序列 
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zs[n | 的 一 个 周期 定义 一 个 2N 点 序列 


x[n] = x[n] + xin = 1x] = zoln], n=0,1,.…,2N—1 (8. 166) 
式 中 ,x[nj] 是 原点 实 序列 。 由 式 (8. 166) 可 得 出 2N 点 序列 xLnj] 的 2N 点 DFT 为 
X[k] = X [k] + X*[k]ei? TCM, k=0,1,-,2N—1 (8. 167) 


式 中 ,X[k 是 NN 点 序列 x[n] 的 2N 点 DET; thE, CERT Ra xl] Ah NSE H 
式 (8. 167) 可 得 
X[k] = X [k] + X*[k]e TCM 


— i C [k]e iT 2M 十 X*[ktejrtCN) (8. 168) 
= elth/2N) Rel x (Heinen 
Hei Ah Aaa ea ZN 点 DFT 的 定义 可 以 得 出 


N-1 : 
Re{ x pee eran} = >, x[n] cos (=) (8. 169) 


n=0 


因此 ,根据 式 (8. 155) 、 式 (8.167) 和 式 (8.169), 可 用 NN 点 序列 x[nj 的 2N 点 DFT X[k] KKR 
X° Ck]. 


xk] = Rela [ke HEN], k= 0,1,-+,N 1 (8. 170) 
或 用 式 (8. 166) 所 定义 的 2N 点 对 称 延 拓 序 列 ms[n] 的 2N 点 DFT 表示 
Xk] = e7 ITN X zik], k=0,1,..…,N—1 (8. 171) 
或 等 效 表 示 为 
X afk] = eiFK/C2NXc2[1 ksü 1,- N21 (8. 172) 


在 DCT-1 的 情况 中 ,快速 算法 可 用 于 计算 式 (8.170) 和 式 (8.171) 中 的 2N 点 DFT, Makhoul 
(1980) 讨 论 了 用 DFT 来 计算 DCT-2 的 其 他 方法 (也 可 见习 题 8.72)。 另 外 ,已 经 推导 出 计算 
DCT-2 的 特别 快速 算法 (Rao and Yip ,1990 ) 。 

DCT-2 逆 变 换 也 可 用 DET 的 逆 变 换 来 计算 。 计 算 过 程 中 用 到 式 (8. 172) 和 DCT-2 的 对 称 性 
质 。 特 别 是 ,直接 代入 式 (8. 155 ) 后 可 以 很 容易 地 证 明 





XN —k]=—-X@[k], k=0,1,..…,2N-1 (8. 173) 
由 此 可 得 出 
X (0), k=, 
Seles FRAN) x Fk], k=1,--,N-1 8. 194) 
0, k=N, 


一 ejrk/CNXc2[2N — k], k=N+1,N+2,+:-,2N—-1 
利用 DFT 逆 变 换 的 定义 ,可 以 计算 对 称 延 拓 序 列 


2N—1 
ae ee A j2mkn/(2N) = is 
x2[n] = oN D X s[k]e! ‘ n=0,1,°:°,2N-1 (8.175) 


Hay 43 xn] =x[n],n=0,1,…,N 一 1。 将 式 (8.174) 代 入 式 (8.175), 可 以 很 容易 地 证 明 ， 
DCT-2 逆 变换 的 关系 式 可 由 式 (8. 156) 给 出 (见习 题 8.73)。 
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8.8.5 DCT-2 的 能 量 压缩 性 质 


在 许多 数据 压缩 的 应 用 中 ,DCT-2 优 于 DFT, 这 是 因为 它 具 有 一 种 通常 称 为 “能 量 压缩 ”的 性 
质 。 特 别 地 ,有 限 长 序列 的 DCT-2 的 系数 通常 比 DFT 更 多 地 集中 在 较 低 序号 的 部 分 。 由 Parseval 


定理 可 说 明 这 一 性 质 的 重要 性 ,对 于 DCT-1, 有 


N-1 1 N=1 
Dn cl 2 
> alalt? = yD kX II 
n=0 k=0 
而 对 DCT-2 ,有 
N 一 1 1 AN 一 1 
M ET SEE: A c2ry.112 
ZTE = iy 2 EL 网 


(8. 176) 


(8. 177) 


ICP BL A] UNsk(8. 157) 中 所 定义 的 。 如 果 信 和 号 能 量 没 有 受到 显著 压缩 , 除 低 序号 DCT 系数 外 的 系 
数 可 设 为 零 , 则 此 时 DCT 可 看 成 集中 于 DCT 的 低 序 号 部 分 。 下 例 将 说 明 这 一 能 量 压缩 性 质 。 


例 8. 13 DCT-2 中 的 能 量 压缩 
考虑 一 个 形式 如 下 式 的 测试 输入 序列 : 
x[n] = a" cos(won 十 办 )， n=O1,°°°,;N-1 
当 w=9,w=0.1mr, 由 =0 及 N=32 时 ,这 种 信号 如 图 8.27 所 示 。 

















图 8.27 比较 DFT 和 DCT 的 测试 信号 。 


(8. 178) 


图 8.27 32 点 序列 的 32 点 DFT 的 实 部 和 虚 部 分 别 见 图 8.28(a) 和 图 8.28(b) ,该 序列 
的 DCT-2 见 图 8.28(c)。 在 DFT 的 情况 下 ,给 出 了 当 上 大 =0,1,…,16 时 的 实 部 和 讶 部 。 由 于 
信号 是 实 信 号 ,所 以 [0] 和 XX[16] 都 为 实数 。 其余 值 均 为 复数 且 共 罗 e 对 称 。 因 此 ， 
图 8.28(a) 和 图 8.28 (b) 所 示 的 32 个 实数 完全 决定 了 32 点 DFT。 在 DCT-2 的 情况 下 ,给 出 
了 DCT-2 的 全 部 32 个 实数 值 。 显然 ,DCT-2 的 值 主要 集中 在 低 序号 部 分 ,所 以 Parseval 定理 


指出 序列 的 能 量 在 DCT-2 表示 比 在 DFT 表示 中 更 加 集中 。 


对 于 具有 相同 数目 的 实 系数 的 两 种 表示 ,通过 采用 截断 且 比 较 它 们 的 均 方 和 逼近 误差 可 以 


定量 地 描述 能 量 集 中 特性 。 为 了 做 到 这 一 点 ,定义 
1 Na 
xgtt[m] = T dX Tm[k]X [kle N, n=0,1,.,N-1 


在 这 种 情况 下 ,X[k] 为 x[n] 的 NN 点 DFT, 并 且 


(8. 179) 
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1, O<kS<(N-—1—m)/2 
Tm [kK] = 4 0, (N+1—m)/2<k <(N -—1+m)/2 
1, (N+1+m)/2<k=<N-1 
如 果 m=1, 则 XX[N/2] 这 一 项 就 会 消失 。 若 m=3, 则 X[N/21 项 ,X[N/2 -1|] 及 其 相应 的 复 共 
示 项 久 [N/2+1] 均 会 消失 ,以 此 类 推 ;也 就 是 说 , 当 m=1,3,5,…,N-1 时 x%[n] 是 对 称 地 省 
略 掉 m 个 DFT 系数 后 所 构成 的 序列 。 为 了 简化 起 见 , 假 设 NN 为 偶数 。 而 对 于 DET 的 值 有 例 
外 ,X[N/2] 为 实数 ,每 个 所 去 掉 的 DFT 复数 值 及 其 相应 的 复 共 罗 值 实际 上 相当 于 去 掉 了 两 个 
HA, 例如 ,由 图 8.28(a) 和 图 8.28 (b) 所 示 的 32 点 DFT 合成 x5[n] 时 ,m=5, 对 应 于 将 
A žk X( 14] ,X[15],X[16],X[17] 和 X[18] 设 为 零 。 同样 ,也 可 截断 DCT-2 表示 得 到 
N-l-m 
xatin] = > bD PIkIX lk] cos (RS) ` O<n<=N-1 (8. 180) 
k=0 
在 这 种 情况 下 , 若 m=5, 在 由 图 8. 28(c) 所 示 的 DCT-2 ASK x(n ORLA RAH 
咯 掉 DCT-2 的 系数 XX [27],…,X“[31]。 因 为 这 些 系数 很 小 ,所 以 x"[n] 与 x*[n] 的 差 
别 很 小 ， 
为 了 说 明 DFT 和 DCT -2 的 晕 近 误差 取决 于 mm, 定 义 
N-1 
Edftlm] = x 5. |x[n] 一 xd in]? 
n=0 


N-1 
、 1 
Etim] = = > [xin] — x9 in]? 
n=0 


分 别 为 截断 后 的 DFT 和 DCT 的 均 方 允 近 误差 。 在 图 8.29 画 出 了 这 些 误差 ,其 中 用 “。" 表 示 E"[m], 用 
“。. "表示 E"[m]。 对 于 m=0( 无 截断 ) 和 m =-1( 只 保留 直流 分 量 ) 的 特殊 情况 ,DFT 的 截断 函数 为 
Ty[k] =1,0<k<N-1,7,_,[k] =0,1<k<N-1 及 T,1[0] =1。 在 这 些 情况 下 ,两 种 表示 有 同样 的 误 
差 。 当 1<m<30 时 ,DFT 的 误差 随 着 m 的 增加 而 稳步 增 大 ,而 DCT 的 误差 大 约 在 m=25 之 前 均 很 小 。 
这 意味 着 序列 x[n] 的 32 个 样本 值 可 用 7 个 DCT-2 的 系数 来 表示 , 且 误差 很 小 。 

6 
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图 8.28 (a) 32 点 DFT 的 实 部 ;(b) 32 点 DFT 的 虚 部 ;(c) 图 8. 27 所 示 测 试 信号 的 32 点 DCT-2 
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图 8.28( 续 ) (a) 32 点 DFT 的 实 部 ;(b) 32 点 DFT 的 虚 部 ;(c) 图 8. 27 所 示 测 试 信号 的 32 点 DCT-2 


一 一 DCT 截断 误差 
一 一 一 DFT 截断 误差 





AMI ARIK 
图 8.29 DFT 和 DCT-2 截断 误差 的 比较 


例 8. 13 和 选择 这 个 例子 ,是 为 了 重点 说 明 这 
一 能 量 压缩 性 质 。 并 不 是 每 一 个 x[n] 都 能 给 出 如 此 理想 的 结果 。 高 通信 号 ,以 及 如 式 (8. 178) 给 
ee eras , 均 不 能 给 出 如 此 理想 的 差别 。 然 而 ,在 许多 人 们 关心 的 数据 压缩 的 
场合 , DCT-2 比 DFT 具有 显著 的 优点 。 可 以 证 明 ( Rao and Yip,1990), 对 于 具有 复 指数 相关 函数 
的 序列 在 使 均 方 截断 误差 最 小 的 意义 上 ,DCT-2 是 接近 最 优 的 。 


8.8.6 DCT 的 应 用 


DCT-2 主要 应 用 在 信号 压缩 方面 , 它 是 许多 标准 化 算法 的 关键 部 分 。( 见 Jayant and Noll, 
1984 ; Pau , 1995 ;Rao and Hwang,1996;Tambman and Marcellin ,2002 ; Bosi and Gold berg ,2003 ; Spani- 
as Painter and Atti ,2007。) 在 应 用 中 ,信号 各 段 用 它们 的 余弦 变换 来 表示 。 在 信号 压缩 中 广泛 使 用 
DCT 主要 是 因为 它 具 有 能 量 集中 特性 ,在 上 一 节 通 过 一 个 简单 的 例子 已 说 明了 该 特性 。 

DCT 表示 ay 一 样 同 属 正 交 变 换 , 有 许多 与 DFT 相 类 似 的 性 质 ,这 使 得 它们 可 以 很 灵活 地 来 
处 理 所 表 示 的 信号 。DFT 最 重要 的 性 质 之 一 是 两 个 有 限 长 序列 的 周期 卷 积 对 应 于 它们 的 DFT 的 乘 
积 。 在 8.7 Fray BL ,有 可 能 利用 这 一 性 质 使 得 通过 只 计算 DFT 来 实现 线性 卷 积 的 计算 。 在 
DCT ARAT, 相应 的 结果 是 序列 DCT 的 乘积 对 应 于 基本 对 称 延 拓 后 序列 的 周期 卷 积 。 但 是 ,还 有 

另外 的 困难 。 例 如 ,两 个 2 型 对 称 周 期 序列 的 周期 卷 积 不 是 2 型 序列 ,而 是 一 个 1 型 序列 。 另 一 方面 ， 
一 个 1 型 序列 与 一 个 具有 相同 隐 含 周期 的 2 型 序列 的 周期 卷 积 是 一 个 2 型 序列 。 因 此 DCT 乘积 的 逆 
变换 要 求 不 同 DCT 的 组 合 ,使 周期 对 称 卷 积 成 立 。 由 于 有 许多 不 同 的 DCT 定义 可 供 选 择 , 所 以 存在 
很 多 不 同 的 方法 来 实现 这 一 点 。 每 种 不 同 的 组 合 都 相应 于 一 对 对 称 延 拓 的 有 限 长 序列 的 周期 卷 积 。 
Murtucci( 1994 ) 全 面 讨论 了 将 DCT 和 DST 变换 用 于 实现 对 称 周期 卷 积 的 情况 。 

DCT 的 乘积 对 应 Se 它 具 有 在 一 些 应 用 中 可 能 有 用 的 特性 。 正 如 对 DFT 的 
认识 ,端点 效应 或 “ 卷 绕 "效应 决定 了 周期 卷 积 的 特性 。 在 实际 中 ,两 个 有 限 长 序列 的 偶 线性 卷 积 和 由 
输入 的 接 入 和 断 开 引 起 的 脉冲 响应 一 样 ,具有 端点 效应 。 周 期 对 称 卷 积 的 端点 效应 与 普通 卷 积 以 及 
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由 DFT 乘积 得 出 的 周期 卷 积 不 同 。 对 称 延 拓 在 端点 产生 对 称 性 。“ 平 滑 "的 边界 意味 着 通常 会 减轻 
有 限 长 序列 卷 积 时 所 产生 的 端点 效应 。 对 称 卷 积极 为 有 用 的 一 个 领域 是 图 像 滤波 ,在 滤波 处 理 中 对 
称 卷 积 可 发 觉 有 害 的 边缘 效应 且 被 看 成 有 碍 的 人 为 现象 。 在 这 类 表示 方法 中 ,DCT 可 能 要 比 DFT 或 
通常 的 线性 卷 积 优越 。 当 通过 DCT 的 乘积 来 计算 周期 对 称 卷 积 时 ,可 把 它 看 成 将 足 量 的 零 样本 点 加 
在 每 个 序列 的 起 始 和 结束 端 而 形成 的 扩展 序列 的 一 般 卷 积 


8.9 小 结 


本 章 讨论 了 有 限 长 序列 的 傅 里 叶 表 示 。 讨 论 大 部 分 集中 于 离散 傅 里 叶 变 换 (DFT) , 它 以 周期 
序列 的 离散 傅 里 叶 级 数 表示 为 基础 。 通 过 定义 一 个 每 个 周期 都 等 于 某 有 限 长 序列 的 周期 序列 ， 
DFT 就 等 于 一 个 周期 中 的 傅 里 叶 级 数 系数 。 因 为 基本 周期 性 的 重要 性 ,首先 研究 了 离散 傅 里 叶 级 
数 表示 的 性 质 , 然 后 利用 有 限 长 序列 来 解释 这 些 性 质 。 一 个 重要 的 结论 是 DFT 的 值 等 于 在 单位 圆 
的 等 间隔 点 上 变换 的 采样 值 。 这 就 引起 了 在 解释 DFT 性 质 时 对 时 间 混 全 的 关注 , 当 人 研究 循环 卷 积 
以 及 它 和 线性 卷 积 的 关系 时 广泛 地 用 到 这 一 概念 。 另 外 ,还 利用 这 一 研究 成 果 说 明 如 何 利用 DFT 
来 实现 一 个 有 限 长 脉冲 响应 与 一 个 长 度 相等 的 输入 信号 之 间 的 线性 卷 积 。 

本 章 最 后 引入 了 对 离散 余弦 变换 的 介绍 ,说 明了 DCT 和 DFT 两 者 是 紧密 联系 在 一 起 的 ,并 都 
对 周期 性 有 着 隐 含 的 假设 。 本 章 用 一 个 例子 说 明了 能 量 压缩 性 质 , 它 是 DCT 在 数据 压缩 中 广泛 应 
用 的 重要 原因 


习题 
基本 题 ( 附 答案 ) 
8. 1 假设 x,(1) 是 一 个 周期 的 连续 时 间 信 号 ,其 周期 为 1 ms, 它 的 傅 里 叶 级 数 为 
Xet) = > ape i(20007kr) 
k=-9 
对 于 1#1 >9, 傅 里 叶 系 数 a 为 零 。 以 采样 间隔 T= L x10 s 对 x,(1) 采 样 得 到 x[ n]: 
x[n] = xc (o) 


(a) x[n] E WE Hy & be 
(b) 采样 率 是 否 高 于 奈奈 斯 特 采 样 率 ,也 就 是 说 了 是 否 充分 小 从 而 可 以 避免 混 蚕 ? 
Co) 利用 a 求 出 x[n] 的 离散 侍 里 叶 级 数 系数 。 

8.2 设 t[n] 是 一 个 周期 为 N 的 周期 序列 ,x[n] 还 是 一 个 周期 为 3N 的 周期 序列 。 邻 计 [k] 表 示 为 周期 为 
N 的 周期 序列 的 #[n] 的 DES 系数 ,总 [ 妇 表 示 为 周期 为 3N 的 周期 序列 的 z[n] 的 DFS 系数 。 
(a) FLX [A] eae, k]. Bins 
(b) 用 公式 计算 X [k] A X[k], Maln] A 

图 P8.2 中 给 定 的 序列 时 ,证 明 你 在 (a) 





2 -1 0 123456 7 n 
中 得 出 的 结果 图 P8. 2 


8.3 图 P8.3 miih = SE x, [nn] Bley n] BOLE RE Ay AY ey EA 


N-1 
1 P f 
ifn) = > JQOT/N)k 
X[n] = 7, Eerie n 
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(a) 哪 一 个 序列 可 通过 选择 时 间 起 始点 使 所 有 的 证 [有 ] 为 实数 ? 
(b) 哪 一 个 序列 可 通过 选择 时 间 起 始点 使 所 有 的 关上] 为 虚数 (k 为 N 的 整数 倍 时 除外 )? 
(c) 哪 一 个 序列 及 [k] =0,k= +2, +4, +647 


xi[n] 








图 P8.3 
8.4 FEHR [n] =a"uln|] 给 出 的 序列 x[n]。 周 期 序列 x*[n] 由 x[n] 用 下 列 方式 构成 : 
kln]= >》 xIn+rN] 


(a) 求 x[n] 的 侍 里 叶 变 换 X(e*)。 
(b) 求 *[n] 的 离散 传 里 叶 级 数 UE]. 


(e) X[k] 9 X(e") ARR? 

8.5 计算 下 列 每 一 个 长 度 为 N(N 为 偶数 ) 的 有 限 长 序列 的 DFT: 
(a) x[n] = dn], 
(b) x[n] = 6[n — nol. 0<no< N—1 


vtny= dh n 为 奇数 O<n<N-1 
(e) x[n] = 0，n 为 偶数 OSn <N-1 


0<n<N/2-1 


i, 
(d) *In] = la N/2<n<N-1 


a", O<Sn<S=N-1 
8.6 考虑 复 序列 


elo") O<n<N-1 
0, 其 他 


x[n] = 


(a) 求 x[n] 的 傅 里 叶 变 换 X(e”)。 
(b) 求 有 限 长 序列 x[n] 的 NV 点 DFT X[k]. 
(c) 对 于 wo =2mho/N, 其 中 局 为 整数 的 情况 , 求 x[n] 的 DFT。 
8.7 考虑 图 P8.7 中 的 有 限 长 序列 x[n]。 令 X(z) 为 x[nj] 的 z BR, WBE =e" =0,1,2,3 
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8.8 


8.9 


8.10 


处 对 X(z) 采 样 , 则 可 得 到 
XK] = X)| eien k=0,1.2,3 


夯 出 作为 [有] 的 IDFT 的 序列 x, [nj] 的 草图 。 


-3 -2-1 0 1 2 3 45 6 7 8 9 RA 


图 P8.7 


设 X(e*) 为 序列 x[n] =(0.5)"u[m] 的 傅 里 叶 变换 。 令 y[m] 表 示 一 个 长 度 为 10 的 有 限 长 序 
Jl B y(n] =0,m<0 和 7y[z] =0,n210, y[n] fh 10 x DFT H Y[k] am, EMM F X( e”) H 
10 个 等 间隔 样本 , 即 ¥LA] =X (e), Kyl nr]. 
研究 20 点 有 限 长 序列 x[ n] ,使 得 在 0<n<19 之 外 x[n] =0, 4} AS Xe) RA x(n] HSB 
叶 变换 。 
(a) 如 果 希 望 通过 计算 一 个 MM 点 DFT 来 求 出 w=4m/5 ARAI X (e ) , 试 确定 最 小 可 能 的 数 M 
并 提出 一 种 用 最 小 的 履 求 出 w=4m/5 处 X(e”) 的 方法 。 
(b) 如 果 和 希望 通过 计算 一 个 工 点 DFT 来 求 出 w = 100/27 处 的 X(e*), 试 确定 最 小 可 能 的 数 工 
并 提出 一 种 用 最 小 的 工 求 出 X(e …””) 的 方法 。 
两 个 8 FH x[n] Al x, [n] WI P8. 10 所 示 , 其 DFT aH AX, (AJAX, Lk]. WE X LE] 
和 X,[ kj 之 间 的 关系 式 。 


x[n] & xfr] 








图 P8. 10 
图 P8. 11 表示 两 个 有 限 长 序列 x,[n] 和 %[n]。 绘 出 它们 6 点 循环 卷 积 的 图 形 。 
5 6 x,[n] x[n] 
7 3 ， l 
.— o o t I | | geese ca 
0 1:2 3° } 5 nt 01 2 n 
图 P8. 11 


假设 有 两 个 4 点 序列 xLn] 和 h[n] ,表达 式 如 下 : 
x[n] = cos (Z5), a=, 1,2,3 
hin] = 2", A =:0, 1,2,3 
(a) 计算 4 点 DFT X[k]. 
(b) 计算 4 点 DFT H[ k]. 
(c) 直接 循环 卷 积 计 算 yin] =x[n]@h[n], 
(d) 利用 将 x[n] 和 hh[n] 的 DFT 相 乘 ,然后 求 其 IDFT 的 方法 ,计算 (c) 中 的 y[n]。 
考虑 如 图 P8. 13 所 示 的 有 限 长 序列 x[n]。 用 X[k] 表示 x[n] 的 5 点 DFT。 画 出 序列 yin], 
其 DFT 为 


Y [k] = W7” x [k] 
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图 P8. 13 


8. 14 如 图 P8. 14 Pras TARR Ria x(n] Mln], 假设 x[n],x,[ nj 在 图 中 所 示 区 域 之 外 
WA, a[n] Ax, [a] Fx,[n] A) 8 MOAB, BI x,[n] =x,[2]®x,[n] Kx,[2]. 








xfa] 2 








图 P8. 14 


8.15 [Al P8. 15-1 mih AFJ x[n] Al x[n] x[n] ERTE] n=3 处 的 值 未 知 , 但 可 用 变量 a 
表示 . 图 P8. 15-2 IR x[n] F x[n] 4 HPA BA yin). BPA ARH yin], ETHE 
一 地 确定 a? 如果 可 以 ,a RAD? 如 果 不 行 ,给 出 可 产生 如 图 P8. 15-2 所 示 序 列 ylin] Kg 
可 能 的 两 个 a 值 ， 


WwW 


xfa] 





图 P8. 15-1 图 P8. 15-2 


8.16 图 P8. 16-1 表示 一 个 6 点 离散 时 间 序 列 x[n]。 假设 在 图 示 区 间 外 x[n] =0。x[4] 的 值 未 知 
HH b 表示。 注意 ,图 中 用 4b 表示 的 样本 并 不 一 定 是 按 比 例 画 出 的 。 今 XX(e”) 表 示 x[n] 的 
DTFT,X,[ 表示 X(e”) 在 每 隔 r/2 处 的 样本 , 即 

Xk] = XC!) nacre. 0k<3 
H X, LA] A 4 DET AE AS BAY 4 FS x, [nn] QE P8. 16-2 所 示 。 根 据 这 幅 图 ,能 否 唯 
一 地 确定 5b 值 ? 如 果 可 以 , 试 求 出 b 的 值 。 

8.17 ”两 个 有 限 长 序列 x,[n] 和 x,[n] 如 图 P8.17 所 示 。 使 得 x[n] 和 [nj] 的 NV 点 循环 卷 积 等 于 

这 两 个 序列 的 线性 卷 积 , 即 [n] [n] =x, [0] *ww[n] 的 最 小 NN 值 是 多 少 ? 
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图 P8. 17 


图 P8. 16-2 
8.18 图 P8.18-1 表示 一 个 序列 xLn|], 其 x[3|]1 的 值 是 未 知 常数 <。 幅 度 为 c 的 样本 并 不 一 定 是 按 比 
例 画 出 的 。 设 


X[k] =e X [kje 2 Am /6) 
FUE XL Ade x(n] A 5 点 DFT。 图 P8. 18-2 mH YFP a x[n] Ze X[k] 9 DFT WAR. Be 








值 是 多 少 ? 
2 x[n] 2 2 xiln] 
LE 了 
© } + + + 2 3 . e 
A 0 | 24 4 5 6 41 9 71 2 | 4 5 
-1 1 


图 P8. 18-1 图 P8. 18-2 
8. 19 ”两 个 有 限 长 序列 x[n] 和 zx,[Lnj] 如 图 P8. 19 所 示 。 它 们 的 DFT 分 别 为 XL 和 X[k], 且 有 如 下 关系 : 
X[k] = X [kJe 2 hm/6) 
SUP m 是 未 知 常数 。 能 否 求 出 与 图 P8. 19 相 一 致 的 m (EL? m 值 是 否 唯 一 ?如 果 唯 一 ,说 明理 由 。 
如 果 不 唯一 , 求 出 男 一 个 符合 上 述 条件 的 m 值 。 
8.20 ”两 个 有 限 长 序列 x[in] 和 x[n] 如 图 P8.20 所 示 。 它 们 的 DFT 分 别 记 为 X[ 旭 和 [有 ,关系 如 下 式 : 
3 : x[n] X 11k] = X [kJei? Tk2/N 


: 其 中 W 是 未 知 常量 。 可 和 否 求 出 与 图 P8. 20 相 一 致 的 
N? N 是 否 唯一 ”若是 ,验证 你 的 答案 。 若 不 是 , 求 出 
=e - z = 一 dA A AN 
=! 0 | 2 3 | 2 3 另 一 个 符合 条 件 的 N。 
= E 1 1 x[n] 














2 
al 
0 1 3 | 4 
a 人 o—e o—eo o 
本 | 2 | 4 5 6 7 0 í 2 3 | 5 6 
E E e 


图 P8. 19 图 P8. 20 


484 离散 时 间 信 号 处 理 ( 第 三 版 ) 





8.21 (a) 图 P8.21-1 表示 两 个 周期 N=7 RAPS x [nl Alain], RMA y(n], PE DFS 
F a [nn] ft) DFS Ail x,[n] 9 DFS 的 乘积 , 即 
Y [k] = X1 [k]X2[k] 
(b) 图 P8. 21-2 表示 一 个 周期 序列 ain], EW N =7 REJ y,[n] ,使 其 DFS EF x, [a] 
的 DFS All x,[n] 69 DFS 的 乘积 , 即 
Yolk] = X1 [k]X3[k] 


© 2 6 x,[n] 








-7 -5 -3 -10123456 m 
图 P8. 21-2 


8.22 考虑 一 个 N 点 序列 x[m] , 即 
x[n]=0, n>N-1Aln<O 
x[n] É BS eB A Pi] (EY AB RH X (el) NA DFT AXA), MRYK=0,1,-°-,N-1 时 ， 
Re| X[k]! =0, 是 否 可 以 得 出 结论 , 当 -nsw n AY, Re | X(e”)} =0? 如 果 可 以 , 试 说 明 原 
因 。 如 果 不 可 以 , 试 给 出 简单 的 反例 。 
8. 23 考虑 有 限 长 实数 列 x[n] ,如 图 P8. 23 所 示 。 





图 P8. 23 


通 出 有 限 长 序列 y[Ln |] 的 草图 ,使 得 其 6 点 DFT 为 
Y [k] = Wok X [k] 


(a 


Se 


式 中 ,X[k] 为 x[nj] 的 6 点 DET, 
(b) 画 出 有 限 长 序列 w[ nj] 的 草图 ,使 得 其 6 点 DFT 为 
W [k] = Zm{X [k]} 


8. 24 


8. 25 


8. 26 


8. 27 


8. 28 
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(c) 画 出 有 限 长 序列 9[z] 的 草图 ,使 得 其 3 点 DFT 为 
QIK] =X(2k+1),  k=0.1,2 
图 P8. 24 表示 一 个 有 限 长 序列 x[ ne] mH A Pt Ee x, [n] x, [zj 的 草图 : 


x[n] = x[((n 一 2))4]， 0<n<3 
x2[n] = x[((—n))a]. 0<n<3 
考虑 信号 x[n|] =8[n-4] +26[n-5] +d[n-6], 6 5 x[n] 
(a) 求 *[zj 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 X(e”)。 写 出 2 
Xe") 的 幅度 和 相位 的 表达 式 并 画 出 函数 
草图 。 O12 3 i 
: 图 P8. 24 


(b) 找 出 所 有 使 得 点 DFT 为 实数 的 N 值 。 
(c) 试 找 出 一 3 点 因果 信号 xi[n]( 如 当 n<0 和 n>2 时 ,x,[n] =0) ,使 得 其 3 点 DET 为 
X1[K] = |X[K]|. k=0,1,2 

式 中 ,X[k 是 x[nj] 的 3 点 DFT, 
已 知 有 限 长 序列 x[nj] 的 DFT X[k] DTFT X(e”) 在 频率 w= (27/N) k 处 的 抽样 值 相等 , 即 
X k=0,1,---, NN-1 时 ,X[k] =X(e"™*)。 现 考虑 序列 y[n] =e "x[n], 其 DFT 为 Y[k]。 
(a) 确定 DFTY[k] 和 DTFT X(e”) 的 关系 。 
(b) (a) 中 的 结果 表明 YL 是 X(e”) 不 同形 式 的 采样 ,那么 对 X(e”) 采 样 的 频率 是 什么 ? 
(c) 如 何 修改 DFT YLk] ,才能 恢复 原始 信号 x[n]? 
10 点 序列 gLnj] 的 10 点 DFT 为 

G[k] = 108[k] 
R gln] i DTFT G(e”) 。 
考虑 6 点 序列 
x[n] = 65[n] + 56[n — 1] + 46[n — 2] + 38[n — 3] + 25[n — 4] + 5[n — 5] 
如 图 P8. 28 所 示 。 
x[n] 





图 P8. 28 


(a) R x[n] 6] 6 & DFT X[k], H W, =e IRR. 
(b) 画 出 Wk] =W; ”X[k]h9 6 et DFT w[n],n=0,1,…,5。 
(c) 选用 合适 方法 求 x[n] 与 序列 hln] =6[nj + 6[n-1]l+5[z-2] 的 6 点 循环 卷 积 ,并 画 
出 结果 。 
Cd) 如 何 确 定 入 ,使 得 x[ nj 与 给 定 h[n] 的 入 点 循环 卷 积 与 线性 卷 积 结 果 相 同 ? 也 就 是 确定 
N ,使 得 
N-1 
¥p[n] = x[n] Main] = 5 x[mJh[((n — m))y] 
m=0 


= x[n] * h[n] = D x[mjh[n —m], OS nsN-1 


mm 二 一 OO 


8. 29 


8. 30 


8. 31 
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(e) 在 某 些 应 用 中 ,如 多 载波 通信 系统 ( 见 Starr et al.,1999) ,要 求 有 限 长 信号 的 了 点 抽样 什 
x[ nj 与 更 短 的 有 限 长 冲 激 响应 h[nj 的 线性 卷 积 在 0<n<L-1 上 与 相应 的 工 点 循环 卷 
积 相等 。 taal ] 来 实现 。 在 图 P8. 28 中 ,L=6, 在 给 定 序列 x[n] 上 增 


加 点 数 得 到 新 序列 x,[n] ,使 得 x,[n| 与 (c) 中 序列 hi nl WREE yn] =x [nj|*h 
[nj] 满足 下 面 方程 : 
yilan] = x[n] * hfn] = > xy [mJh[n — m] 
5 
= yp[n] = x[n] Dhin] = y x[mla[l((n — mol, OSns5 
m=0 


(£) 将 (e) 中 的 结果 一 般 化 ,hlnj] 在 0<n<M 时 为 非 零 ,x[n] 在 0<n<L-1 时 为 非 零 ,这 
M <L。 应 如 何 根据 x[L nj] 构造 x,[n], 使 得 当 0<n<L-1 时 ,线性 卷 积 x,[n ie 
HAER [n] hin]? 
考虑 5 点 实 序列 
xlna] = d[n| + d[n — 1] + d5[n — 2] — d[n — 3] + d[n — 4] 
其 自 相 关 为 下 式 的 逆 DTFT: 
Ceit) = Xel”) x* eit) = Xei”)? 
AP, X’ (e) E Xe") RIA, MAE x[ nj], 自 相关 为 
cln] = x[n] * x[—n] 
(a) 男 出 序列 cL nj] 。 观 察 对 于 所 有 的 n ABA cl -n] a 
(b) 假设 计算 序列 x[n] 的 7 点 DFT(N=5), 记 为 X,;[k]。 然 后 计算 CL k] =X [k]X; [kM 
wi DFT。 夯 出 cs[Ln]。csLn] 与 (a) 中 的 c[n serge 
Cc) 假设 计算 序列 x[n ] 的 10 点 DFT(N=10), 记 为 X[k]。 计 算 Cio[k] =X, (AIX LAI 
Di DFT。 画 出 cv[z]。 
(d) FUGA A X[k] BD, [kh] = WiC olk] = WAX o [kX [人 OPW, =e CO" ,计算 
Dolk] HJE DFT ,并 画图 。 
考虑 两 序列 x[n] 和 hln],y[ nj] 是 它们 的 线性 卷 积 ,y[n] =x[n] = hin] Bi xn] 4E21<n 
<31 区 间 外 为 0,h[nj 在 18<n<31 区 间 外 为 0。 
(a) 信号 y[n] 将 在 和 Nn<N, 外 为 0, 求 N, 和 WN, 的 值 。 
(b) 现 假设 计算 下 列 序列 的 32 点 DFT: 


win ay n =21,22, +, 31 
h= Pn a ee a 
( 即 序列 开始 时 的 0 采样 值 也 包含 在 内 ) FUSSY, [k] =X, [k] ACK], My [a] 
为 六 [人 的 32 saat DFT IBA y,[n] 与 线性 卷 积 y[ nj] 的 关系 是 什么 7 当 0<n<31 时 , 写 
出 yy[nj] 关 于 y[n|] 的 表达 式 。 
Co) 假设 可 以 任意 设 定 (b) 中 DFT 的 长 度 入 ,使 得 序列 的 末尾 也 填充 为 0, 那 么 当 0<n<sN-1 
时 ,满足 y,[n] =y[n] 的 最 小 NN 值 是 多 少 ? 
考虑 序列 x[n] =26[n] +6[n-1] -6[n -2] 
(a) RK x[n] DTFT X(e*) 和 y[n]=x[ -四 的 DTFT Y(e”) 
(b) 利用 (a) 中 的 结果 求 W(e*)=X(e”*)Y(e*)， 
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(c) 利用 (b) 中 的 结果 , 夯 出 win] =x[n] *y[n]. 
(d) 画 出 当 0<ns<3 时 ,序列 y,[n] =x[(( 一 n)),] 作 为 n 的 函数 的 图 形 。 
(e) 选用 合适 的 方法 计算 x[ nj 与 y,[nj] 的 4 点 循环 卷 积 , 记 为 w,L nj], 并 画图 。 
(f) 如 果 将 x[nj] 与 y,[n]=x[(( 一 n))、] 进 行 卷 积 ,如 何 选择 和 使 其 可 以 避免 时 域 混 释 ? 
8. 32 ”对 于 长 度 为 P 的 有 限 长 序列 x[n], 当 n<0 和 n=P 时 x[n] =0。 要 计算 傅 里 叶 变换 在 N 等 
间隔 采样 频率 处 的 采样 值 


= 一， 大 =01…,N-1 
N 
仅 利 用 wN 点 DET 计算 下 面 两 种 情况 下 传 里 叶 变换 的 N 点 采样 值 : 
(a) N>P, 
(bì N<P, 


8.33 — FIR 的 10 点 冲 激 响应 如 下 : 
h[n] =0, n<0 和 n>9 
h[n] fy 10 点 DFT 为 
H{k] = ölk — 1) + Zlk- 7] 
SR h| n] hy) DTFT H(e™) 。 
8.34 wiln] 和 x,[n|] 为 两 个 N 点 有 限 长 序列 , 即 在 0<n<N-1 区 间 外 x[n] =x,[n] =0, x, [nr] 和 
x(n] AY z 变换 分 别 为 X[k] 和 X[k]。Xi[k] 与 X[k] 的 关系 如 下 : 


Xo[k] = X1(z) 1 j 25k ’ k= 1 NE 
z IN 


mys 
确定 x(n] lnl ARR. 

提高 题 

8.35 图 P8.35-1 为 6 点 离散 时 间 序列 xLnj],x[nj] 在 图 示 区 域外 的 值 为 0。x[4] 的 值 未 知 ,为 4。 
图 中 采样 值 并 不 是 按 比例 显示 的 。 设 X(e*) 为 x*[n] 的 DTFT,X,[ 有 为 X(e”) 在 频率 w= 
Qak/4 处 的 采样 , 即 


Xi tk) = Xejo)| O0<k<3 


= mks 
w= 3 


4 Pe x Ln) FX, [AAS 4 Aa DET 得 到 ,如 图 P8.35-2 所 示 。 能 否 根 据 图 示 唯 一 确定 5 
(H? 如 果 可 以 , 试 给 出 5 值 。 








2 2 
x[n] b 2 
xfa] 
1 1 
2 2 
1 
2s ® en —® e 7i 
一 0 1 2 3 4 5 6 7 -1 0 1 2 3 4 5 


图 P8. 35-1 图 8. 35-2 
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8.36 (a) X(e”) 是 离散 时 间 信号 x[n] = (1/2)n,[nj 的 DTFT。 求 长 度 为 5 的 序列 gln], EH 
5 点 DFT GLA] 5 X(e™”) FEA w, =2rk/5 处 的 值 相等 ,也 就 是 
gin] =0,n<0,n>4 
G[k] =X(e?™*) ,k=0,1,++-,4 
(b) O<n<9 Hf wl mo 严格 非 零 ,而 其 他 点 处 为 0, 也 就 是 
w[n] #0, 0&n £9 
w[ n] =0, 其 他 
SR w[n] 使 得 满足 在 频率 w=27nk/5 ,k=0,1,…,4 处 其 DTFT W(e”) 等 于 X(e”)。 
W (ei2rk/5) 一 X(eji2rk/15) | k=0,1,...,4 
8.37 ”利用 重 秋 保留 法 产生 一 个 离散 时 间 LTI 滤波 器 S。 在 重奏 保留 法 中 ,输入 信和 号 被 划分 为 重重 


8. 38 


8. 39 


8. 40 


块 ,这 和 重 琶 相 加 法 不 同 , 重 肆 相 加 法 的 输入 块 没 有 重 毒 。 在 此 次 产生 过 程 中 ,输入 信号 x[ 7] 
被 分 为 256 AJER x [n], PARRE E 255 点 ,因此 仅 有 1 点 不 同 ,如 式 (P8.37-1) 所 示 , 表 
未 %,L nj 与 x[nj] 的 关系 。 


(P8. 37-1) 


x,[ 7m] = 


x[n+r], O<n<255 
{o,f 
式 中 ,r 取 值 为 所 有 整数 ,对 于 每 一 r 得 到 不 同 块 x,[ nj]。 
对 每 一 块 x,[nj] 计 算 256 点 DFT, 并 与 式 (P8.37-2) 给 出 的 HLE] 相 乘 , 对 乘积 求 256 点 逆 DFT. 
| 1, 0<k<3l 
H[{k] = 4 0, 32 < k < 224 

Ls 225k S255 ( P8. 37-2) 
计算 中 每 块 只 hrapa n 
(a) S 是 理想 频率 选择 滤波 器 吗 ? 证 明 你 的 结论 。 
(b) S 的 冲 激 响应 是 否 是 实数 ? 证明 你 we 论 。 

) 求 5 的 冲 激 响 应 。 

x[ 7 为 一 长 度 为 512 点 的 有 限 长 实 序列 , BD 


x[nJ=O , azh, n= 512 
存储 于 512 点 数据 存储 区 。 已 知 x[n] 的 512 点 DFT X[k] 有 如 下 性 质 
X[k]=0 |, 250<k<262 


在 数据 存储 中 ,最 多 只 有 一 个 数据 被 损坏 。 如 果 s[n] 表 示 存 储 的 数据 , 除 某 一 未 知 位 mm 点 
Sb, A s[n] =x[Lnj]。 为 测试 并 纠正 数据 ,需要 检查 s[nj] 的 512 点 DFT S[k}, 
(a) 确定 检查 SL 和 的 方法 是 否 可 行 ,如 果 可 以 ,如 何 检测 在 某 数 据点 中 是 否 存 在 错误 ,也 就 
是 如 何 检测 是 否 对 于 所 有 nn 都 有 sLn] =x[L 0], 
在 (b) 和 (c) 中 ,假设 知道 蘑 一 数据 点 被 破坏 ,也 就 是 除 n=no 外 ,s[n] =a nr]. 
人 假设 n 未 知 ,如 何 根据 SL he] WAGE noo 
) 假设 已 知 mw ,如 何 根 据 SEAR x[n lo 
“a P8. 39 所 示 的 系统 ,x [nj 与 x%[ nj 都 为 32 点 因果 序列 , 即 在 0 三 "大 31 区 间 外 为 0。 
y[n] 为 x,[n] 和 zx,[nj] 的 线性 卷 积 ,y ee (ai 
(a) 求 N 值 ,使 得 y[n] 可 完全 由 x;[n] 恢 复 。 
(b) 对 于 (a) 中 的 最 小 NN 值 ,如 何 根据 x, [nn | REE yin]. 
三 个 7 REAPS x(n], x[n], x[n] WA P8.40 所 示 。 是 否 对 于 每 个 序列 ,7 点 DFT 都 可 以 
写 为 如 下 形式 ， 





X;[k] = Aj[kJe7 1 C™4/ Dhar k=0,1,°°:.6 


第 8 章 离散 傅 里 叶 变 换 489 





式 中 ,A,[ 上 是 实 序 列 ,2a, 为 整数 。 对 于 每 个 可 以 用 以 上 形式 表述 的 序列 , 求 相应 的 满足 0< 


a; <7 ÁI aio 





点 xs{n] = x32] ® xaln] 
WA EFA 


图 P8. 39 


8.41 x[nj] 为 8 点 复 序列 ,x[ nj] =x [n] +jx;[L nj, 实 部 为 x,[n], 虚 部 为 x,[n], 如 图 P8.41 所 示 。 
y[m] 为 4 点 复 序列 , 求 4 点 DFT Y[k] 等 于 x[n] 的 8 点 DFT [kk] 的 奇数 值 ,也 就 是 求 对 
于 k=1,3,5,7 WH X[k]. 
Ry, [n] y ln] MRA, WR yin] ASE A ER 


(a) (a) at 


(b) (b) 
(2) 





(a) vla] (-1) (-1) 


(b) (b) (b) (b) (b) 


i pooo po 








0 1 2 3 4 5 6 
— o 
(a) x[n] 0 1 i “la s e 7 * 
(b) (b) 4) 
0 1 2 3 4 5 6 4 (3) 
图 P8. 40 图 P8. 41 


8. 42 x[n] 为 1024 点 的 有 限 长 序列 , 即 
x[n] =0, n <0, n > 1023 
x[ nj 的 自 相 关 定 义 为 


cxx[m] = = x[n]x[n +m] 


n=—00 


490 离散 时 间 信 号 处 理 ( 第 三 版 ) 


X[k] x[n] A) N DFT, N=1024, 
为 计算 c [m], —A OFT ATT KE CHR AX] 1 AO DET 得 到 N 点 序列 gy[n], 即 
gnin] = NA IDET {1X y1]? } 
(a) 求 能 从 g,[n] 得 到 c,[m] 的 最 小 NN 值 ,并 说 明 如 何 由 gv[n] 得 到 c[m]， 
(b) 求 能 从 gv[n] 得 到 |m|<10 的 ce。[m] 的 最 小 w 值 ,并 说 明 如 何 由 gx\[z] 得 到 这 些 值 。 
8. 43 在 图 P8.43 Hal n] Ay 1024 点 有 限 长 序列 ,x[n] 的 1024 点 DFT 压缩 2 W458) R k] 





(a) 从 下 面 的 式 子 中 选 出 RIE] 的 512 点 逆 DFT r[n] 的 最 准确 的 表达 式 , 并 简要 说 明理 由 : 
G) rln]= x[n]. 0&7 <511 

Gi) r[n] =x[2n], 0&7 < 511 

(iii) r[n] = x[n] + xin +512], 0< ns 511 

(iv) r{n] = x[n] +x[—n +512], 0< 7 s< 511 

(y) r[n] = x[n] + x[1023 — n]. O<n <511 

以 上 均 有 ,在 0<n<511 区 间 外 ,rin|] =0。 

YL 由 RLE] 扩 展 2 倍 得 到 。 从 下 面 的 式 子 中 选择 YI A] AY 1024 Ri DFT y[n] 的 最 准确 

的 表达 式 ,并 简要 说 明理 由 : 


一 、 
o 
Wy 


4 (x[n] + x[n +512), OSn<511 
$ alm] + x[n —512]), 512 <n < 1023 


(i) yia] = | 





xin], 0O<n<511 
x[n — 512], 512<n< 1023 


x[n], n HER 


(ii) y[n] = | 


(iii) y[n] = | 


0, n 为 偶数 
> x[2n]. O<n<SIl 
(iv) ylz] = 
x[2(n —512)], 512 <n < 1023 
(v) y[n] = 5 (x[n] + x[1023 —n]). OS n <1023 


以 上 均 有 ,在 0<n<1023 区 间 外 ,y[n] =0 
8.44 ”图 P8.44 所 示 为 两 个 7 点 有 限 长 序列 x [nj] ,xy[n]。X,(e”) 为 x,[n] 的 DTFT,X.[k] 为 x,[n] 
的 7 点 DFT。 
验证 对 于 x,[nj 与 x,[nj] 是 否 都 满足 下 列 性 质 : 
(a) A (e) O IRIRA 
Xie”) = Alwe, w e(n, n) 


式 中 ,4(o) 为 实数 ,a, 为 常数 。 
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8. 45 


8. 46 


8. 47 


4 


afa] 








-1 -1 -1 -1 -1 
图 P8. 44 
(b) X[k] 可 以 表示 为 
X;[k] = BilkJe 
AP Bk) ASR, B 为 常数 。 
x[n] Ay 128 点 序列 ( 当 n<0 和 n>127 HY ,x[n] =0), H s[n] ELERAN ERE, Xe") 
为 *[m] 的 DTFT。 求 使 Xe ”) 对 所 有 整数 大 都 为 0 的 最 大 凡 值 ,并 举例 说 明 。 
在 本 题 中 ,每 部 分 可 独立 求解 ,所 用 信号 x[nj] 如 下 : 
x(n] = 38[n] — d[n — 1] + 26[n — 3] + ôn — 4] — én— 6] 
(a) X(e”) H x[n] 6 DTFT, 3k 


RIK] = X (ete) 





jg OSkS3 
w= 


miih RUA AY 4 a DFT rin], 

(b) X[k] A x[n] A 8 DET, ALA] Apa hy hon | AY 8 DFT, 
hin] = [n] — 6[n — 4] 

XIF OSk<7, R YL AK] =X AJA). miih Y[k] H 8 wi DFT y[n]。 
x (t) HFFA Ay 100 ms 的 连续 时 间 信 和 号。 假设 x,(1) 有 一 个 带 限 的 傅 里 叶 变 换 , 使 得 当 
| 09|=27(10 000) rad/s Hf X, (GQ) =0, 即 混和 迭 可 以 忽略 。 要 计算 在 0<Q<2n (10 000) 范围 
AXT XOGO) 以 5 Hz 为 间隔 的 采样 值 ,可 以 通过 计算 4000 点 的 DFT 来 实现 。 特 别 是 ,要 得 到 
4000 点 序列 x[n] ,应 使 4000 点 DFT 和 X.(jQ) 有 如 下 关系 : 

X[k] = wXe(j2 丈 .5 .大 )， k =0, 1, +++, 1999 ( P8. 47-1) 

式 中 ,a 为 已 知 比例 因子 。 下 面 给 出 的 方法 可 以 得 到 4000 点 序列 ,使 其 DFT 为 所 要 求 的 
X.(jQ) 的 采样 值 。 首 先 ,对 x, (4) 以 T=50 hs 的 间隔 采样 ,然后 由 所 得 的 2000 点 序列 得 出 
x[n] 


Xe(nT), O<n<1999 
ĉin] = { x-((n — 2000)T), 2000 <n < 3999 
0, 其 他 (P8. 47-2) 


最 后 ,由 此 序列 得 到 4000 点 DFT X[k]. MERETE. Xk] 9 X GO KAS, IEPA oe 


型 "的 傅 里 叶 变 换 X.(jQ ) 简要 表示 。 说 明 X[ 引 是否 为 所 要 求 的 结果 , 即 AL] 是否 等 于 
式 (P8.47-1) 中 的 X[A]。 
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8. 49 


8. 50 


8. 51 


8. 52 


x[n] X 1024 点 有 限 长 实 序列 , 即 
x[n] =0, n <0.n >1023 
x[n] 的 1024 点 DFT 中 只 有 下 列 采样 值 已 知 : 
X[k], k = 0, 16, 16 x 2,16 x 3, °°, 16 x (64 — 1) 
s[n] 是 前 64 个 点 被 损坏 后 的 x[m] , Bl n=64 Af s[n] =x[n], O<n<63 HY} s[n] ¥x[n], 4 
出 如 何 只 利用 1024 DET 和 IDFT AYER AB He AAA DE RZ x[ nj 的 前 64 个 值 的 步 又 。 
两 个 实 序列 的 互相 关 函 数 定义 为 


cryln| = > yim |x[a +m] = x y[—m]x[n — m] = y[—n] » x[n], — o0 <n < œ 
站 一 一 Co m=-00 


(a) 证 明 c [n] K9 DTFT X C (e) =X(e)Y (e). 
(b) 假设 当 n <0 FMn >99 It x[n] =0, 4n <0 An >49 Hf y[n] =0, HIRKA c [n ÉE 
有 限 范围 NV, <n <N, 内 为 非 零 , 求 W M N,- 
(c) 假设 利用 下 述 方法 计算 当 0<n<20 时 的 c, [nj]: 
(i) 计算 x[nj 的 NV 点 DFT X[k]; 
(ii) 计算 y[nj] 的 入 点 DFT Y[ k]; 
(iii) 计算 当 0<k<N-1 时 的 C[k] =X[k]Y*[k]; 
(iv) 计算 CLA] Aw DFT c[n]。 
REA 4 O<n<20 Hf eln] =e, [n| WB) N ABS FARA. 
一 个 有 限 长 序列 的 DFT 对 应 于 它 的 z 变 换 在 单位 圆 上 的 采样 。 例 如 ,一 个 10 点 序列 x[z] 的 
DFT 对 应 于 X(z) 在 如 图 P8.50-1 所 示 的 10 个 等 间隔 点 处 的 采样 。 和 希望 求 出 并 (z) 在 如 
图 P8. 50-2 所 示 的 围 线 上 等 间隔 的 采样 ,也 就 是 说 ,要 得 出 
X(z)|。_0 seitoertlo+tvlol 
证 明 如 何 修正 x[ nj] 以 得 到 一 个 序列 x,[ nj ,使 其 DFT 与 X(z) 所 希望 的 采样 值 相对 应 。 


Im 
2 平面 





一 


< 
单位 加 We a EI 





Re 





图 P8. 50-1 P8. 50-2 
w[nj 为 x[n] 和 y[Lnj 的 线性 卷 积 ,g[ nj] 为 x[n] 和 y[nj] 的 40 点 的 循环 卷 积 : 


wln] = x[n] * y[n] = > x[kly[n — k] 


类 一 一 Co 
39 


gin] = x[n] yin] = > x[k]y[((n — k)) 401 
k=0 


(a) 求 n 的 值 ,使 得 w[in] 为 非 零 。 

(b) R n 的 值 ,使 得 w[n] 可 由 g[n] 得 到 ,并 说 明 当 nn 为 多 少时 g[n] 与 w[n] 的 值 相等 。 
设 一 8 点 实 序 列 为 xLn] =0,n<0,n>7 Fik X[k] HE 8 点 DFT, 

(a) 利用 x[n] 计 算 
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0| p= 


7 
> X [klei 2/S)kn 
k=0 


n=9 
(b) 设 一 个 8 点 实 序列 为 
v[n]=0, n<O,n>7 
并 设 VLk] 是 其 8 点 DFT, WFR A =0,---,7 时 ,在 z=2exp(j(2mwk+m)/8) 处 VLk] = 
X(z) ,其 中 X(z) 是 x[n] 的 z 变换 ,试用 x[n] 表 示 wv[n]。 
(c) 设 
w[n]=0, n<0,n>3 
是 一 个 4 点 序列 ,并 设 WW 请 为 其 4 点 DFT, 
如 果 WLR) =X[k] +X[k +4], WH x[n] ÆR wln], 
(d) 设 
y[n]=0, n<0,n>7 
是 一 个 8 点 序列 ,并 设 Yl k | EH 8 点 DFT, 


如 果 
[2xX[， k=0,2,4,6 
r= | k=1,3,5,7 
试用 xLn] 表 示 ylin]. 


8.53 仔细 阅读 本 题 的 各 部 分 ,并 注意 各 部 分 间 的 不 同 之 处 。 
(a) 考虑 信号 
1+cos(xn/4)— 0.5cos(3nn/4), 0<n<7 
"= Th 其 他 
它 可 用 IDFT 表示 为 


k=0 


0, 其 他 
Herp X[k] de x(n] A984 DET, 面 出 当 0<h<7 Hf X, [k] WA. 


7 
x[n] = | 82, X glk]Jei rk/B)n, O<snS7 


(b) 求 一 个 16 点 序列 为 
sai | 1 十 cos(F1/4) — 0.5cos(3rn/4), O<n<15 
0, 其 他 
求 该 序列 的 16 点 DFT Vis[k]。 夯 出 当 0<k<15 f Ve [的 图 形 。 
(c) 最 后 ,考虑 一 个 8 点 序列 
hea, ee es O<ns7 
; 其 他 
其 16 点 DFT HIREA Xele] l, BIE DFT 的 解析 表达 式 , 面 出 当 0<k<15 时 
|X elk] | 的 图 形 。 由 (a) 和 (b) 的 结果 不 能 求 出 Xalk] | 的 全 部 值 ,但 可 以 准确 地 求 出 
其 部 分 值 。 用 实心 圆圈 画 出 你 能 准确 求 出 的 全 部 值 ,并 用 空心 圆圈 画 出 不 能 准确 求 出 的 
估计 值 。 
扩充 题 


8. 54 在 推导 DFS 的 分 析 式 (8. 11) 中 用 到 等 式 (8.7)。 为 了 证 明 这 个 等 式 , 分 别 考虑 -r=mN 和 
上 -r 关 mN 这 两 种 条 件 。 
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(a) 当 k —~r=mN 时 ,证 明 BNE =n =1 ,并 由 此 式 证 明 


N-i 
L yejCrNrOm 1, k-r=mN (P8. 54-1) 


n=0 


(b) 因为 在 式 (8.7) 中 正和 7 均 为 整数 ,所 以 可 用 上 -rr=t 进行 替换 ,并 且 考虑 到 求 和 式 


pia. pA l 
a x, el (2R/N En = T F lor/ Ma ( P8. 54-2) 
n=0 n=0 

因为 这 是 几何 级 数 中 有 限 项 的 求 和 ,可 写成 闭合 形式 
1 1 1 —ed(2m/nyen 
= [el (2/N)ejn peie 

€ 取 何 值 时 ,上 式 右边 为 不 定式 , 即 分 子 和 分 母 均 为 零 ? 

(ce) 由 (b) 的 结果 证 明 ; 当 上 -rmN 时 ， 
一 | 
1 Deion Wem o ( P8. 54-4) 


n=0 


N 1 一 ejCmN)E ( P8. 54-3) 


8.55 8.2 节 中 曾 叙 述 过 如 下 性 质 : 


[a] = X[n — m] 
则 
X[k] = Wy" X Ik] 


step XA] AX, [kl aln] Az, [n] AY DFS 系数 。 本 题 中 来 证 明 这 一 性 质 
(a) 利用 式 (8.11) 并 做 适当 的 变量 替换 ,证 明 这 [所] 可 表示 成 


AN 一 1 一 六 
X= wi" >》 arwy (P8. 55-1) 
(b) 式 (P8.55-1) 中 的 求 和 可 写 为 
人 一 1 一 六 一 1 N-1—m 
> anwy = > anwy Y anwy (P8. 55-2) 
r=—m r=—m r=0 
利用 x[r] 和 Ww 均 是 周期 的 这 一 事实 ,证明 
一 ] N-1 
> Hwy = SO srw ( P8. 55-3) 
r=—m r=N—m i 
(c) 由 在 (a) 和 (b) 中 得 出 的 结果 ,证 明 
N—i 
Xalk] = WA" D> ziriwĘ = wim X Ik] 
r=0 
8.56 (a) 表 8.1 列 出 了 许多 周期 序列 离散 傅 里 叶 级 数 的 对 称 性 质 , 下 面 重新 列 出 其 中 的 几 个 。 试 
证 明 下 列 每 个 性 质 均 是 正确 的 。 证 明 中 可 以 利用 离散 傅 里 叶 级 数 的 定义 和 表 中 列 出 的 
任何 性 质 ( 如 在 证 明 性 质 3 中 可 利用 性 质 1 和 性 质 2) 。 


序列 DFS 
1. x*[n] X"[-k] 
2. ¥*[—n] X [人 
3. Re{#In]} Xelk] 
4. jZm{z[n}} Xolk] 


8. 57 


8. 58 


8. 59 
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(b) 由 在 (a) 中 证 明 的 性 质 , 证 明 对 于 一 个 实 周期 序列 *[n] ,下 列 离散 传 里 叶 级 数 的 对 称 性 
质 成 立 : 
1. Re{X [k]} = RelX [-k]} 
2. Tm{X [k]} = —Zm{X [—k]} 
3. |X [K] = |X [ 一 可 | 
4. LX [k] = —ZX[-k] 


在 8.4 WS OT LE SEI Xe) MIX A] Slay EEK Ash, Hep X[k | AY 

DFS 系数 ,而 Y(e") 是 一 个 周期 的 傅 里 叶 变 换 。 因 为 ALLFA e”) 的 样本 ,所 以 这 一 关 

系 式 相当 于 一 个 内 捅 公式 

要 得 出 所 和 希望 的 关系 式 , 有 一 种 方法 是 以 8.4 节 的 讨论 和 式 (8.54) ,以 及 2.9.7 节 的 调制 性 

质 为 基础 的 ,其 步骤 如 下 : 

(1) 用 入 代表 Xn] 的 DFS 系数 ,把 *[n] 的 傅 里 叶 变 换 六 (e*) 表 示 成 一 个 脉冲 串 

(2) 由 式 (8.57) x[n] TARRE x[n] =x[njw[lnj, 其 中 win]j] 是 一 个 适当 的 有 限 长 窗 

(3) 由 2.9.7 节 可 知 ,因为 x[n] =X[njw[n], 所 以 X(e*) 可 以 表示 为 X(e”*) 和 WW(e”) 的 ( 周 
期 ) 卷 积 。 

经 过 上 述 步骤 的 详细 推导 ,证明 XCe”) 可 以 表示 成 


Loe... sinl(oN —2Tk)/2] uy oi 
X (ei?) = — 和议 JIN —1)/2Mw—2ek/N) 
c N xl ee (21k/N)|/2} 





并 说 明 上 式 求 和 的 极限 
设 X[k 表示 WN 点 序列 x[ nj 的 入 点 DET 
(a) WEH: A xl nj 满足 关系 式 
x[n] = —x[N —1—n] 
则 XL0] =0。 分 别 考虑 N 为 偶数 和 为 奇数 时 的 情况 。 
(b) 证 明 : 若 N 为 偶数 且 
xin] =x[N -—1—n] 
WJ X[ N72] =0。 
在 2.8 WP , FES xl n | AIHEET PR oP at ASE AE RT ERA EA E LO 


1 
xeln] = 5 xiz] +x*[—n]) 


Xo[n] = 5 (ln] — x*[—n]) 


在 8.6.4 节 中 可 以 很 方便 地 将 一 个 有 限 长 为 N AIFA K JE HAER ER i aE E A E E 
对 称 分 量 分 别 定义 为 


xepln] = SAN] +n 0O<n<NMN-1 


xopla} = $IN] = x*w] OSN] 
(a) 证 明 :x[nj 与 x*.[nj 之 间 以 及 x [n] 与 x,[n] 之 间 有 如 下 关系 : 
Xep[n] = (xeln] + xeln — N ]). 0<n<N-1 
Xopln| = (xoln] + xoln — N]), O<n<N-1 


(b) 设 xLnj 是 一 个 长 度 为 N 的 序列 ,通常 不 能 由 x,,[n] 得 出 x,[n], 也 不 能 由 x,,[n] 得 出 
x[n], 证明: 车 认为 x[n] 是 一 个 长 度 为 NN 的 序列 ,但 是 当 n > N/2 If x[ nn] =0, 则 可 以 由 
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xw[nj 得 出 x.[nj, 且 可 由 x。,[nj] 得 出 x,Lnj]。 


8.60 设 x[n] 为 一 个 NN 点 序列 ,上 且 X[k] 是 其 N 点 DFT。 由 式 (8.65) 和 式 (8.66) 说 明 
N-I 5 1 N-1 , 
De hm? = g DX TI? 
n=O k=0 


以 上 通常 称 为 对 于 DET 的 Parseval 关系 式 。 
8. 61 x[nj] 是 一 个 长 度 为 N 的 实 非 负 有 限 长 序列 ,也 就 是 说 ,对 于 0<n<N -1,x[7] 为 实数 和 非 负 
的 ,否则 均 为 零 。x[nj 的 NN 点 DFT Æ Xk], E x[n] KREE A AX e") o 
试 确定 下 面 的 每 一 种 表述 是 正确 的 还 是 错误 的 。 如 果 你 认为 是 正确 的 , 试 详 述 原因 。 如 果 认 
为 是 不 正确 的 , 试 给 出 一 个 这 种 表述 不 成 立 的 例子 。 
(a) 若 X(e”) 可 用 下 述 形式 表示 : 
Xet”) = B(w)ejesw 
其 中 B(o) 是 实数 ,上 且 a 为 实 常数 , 则 X[k] 可 表示 成 
X [k] = Alkleirt 
式 中 ALEJ ALMA y AKER. 
(b) Æ XL k] TRKA 
X [k] = A[klei”* 
其 中 ALA] 为 实数 , 且 y 为 实 常 数 , 则 X(Ce”) 可 表示 成 如 下 形式 : 
X (el?) = B(w)ejaw 
式 中 Blo) ALM, A a 为 实 常 数 。 
8. 62 x[n] 和 y[n|] 是 两 个 长 度 为 256 的 正 实 值 有 限 长 序列 , 即 
x[n] >0, O<n<255 
yin] >0, O<n<255 
x[n] =y[n]=0, 其 他 
r[n] 表 示 x[Ln] 和 y[n] 的 线性 卷 积 。R(e”) 表 示 r[n] 的 傅 里 叶 变 换 。R,[ 上 表示 R(e”*) 的 
128 个 等 间隔 样本 , 即 





R k] = Rei? = 0,1,..…, 
slk] (e) w=27k/128 ač iat 
若 已 知 x[n] 和 y[nj ,希望 尽 可 能 有 效 地 求 出 RL[k] 。 只 有 列 于 图 P8. 62 中 的 模型 可 以 利用 。 
模型 1 模型 HI 
sifa] 
s[n] | | = 一 | 上 
之 s[n + 128r] saln] 之 si[ml]ss[n — m] 
(a) (c) 
KOT me 
si[n] 
IV 
s[n] | | wll = s[n],0 << 127 
In] = F 其 他 soln] $ 38, [rt ]s2[n — mi] 
(b) (d) 
异型 V 
sfa] S[k] y s [rte 1228k 
(e) 


图 P8. 62 
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8. 63 


8. 64 


8. 65 


与 每 种 模型 相关 的 成 本 如 下 : 
模型 As 免费 
模型 亚 : 10 
模型 IV : 50 
模型 V : 100 
适当 地 把 其 中 的 一 个 或 几 个 连接 起 来 ,构造 一 个 输入 为 x[n] 和 y[n] ,输出 为 RLk] 的 系统 。 
应 当 考 虑 的 重要 问题 是 : (a) 系统 能 否 工 作 ,并 且 (b) 它 的 有 效 性 如 何 ?” 总 成 本 越 低 , 则 越 - 
有 效 。 
y[n] 是 系统 函数 为 H(z) =1/(2-b2°') WR LTI 系统 的 输出 ,其 中 4b 是 一 个 已 知 常数 。 希 
望 通过 对 yl m] 进 行 一 定 的 运算 来 恢复 输入 信号 xLn]。 这 里 提出 如 下 步骤 从 数据 yl n l HER 
(1) 利用 y[n],0<n<N-1, 计 算 y[n] 的 N 点 DFT Y[ k], 
(2) 按照 下 式 构造 YLA] : 

V[k] = (Wy* — bWẸ)Y [k] 
(3) 计算 [有 站 的 IDFT 得 出 wv[n]。 在 ”=0,1,…,V-1l 的 范围 内 = 取 何 值 可 保证 x[n] =v[n]? 
曾 有 人 提出 一 种 修正 的 离散 傅 里 叶 变换 法 (MDEFT) ( Vernet,1971 ) ,用 以 计算 在 单位 圆 上 z 变 
换 的 样本 ,这些 样本 偏离 用 DFT 计算 出 的 样本 。 具 体 地 ,用 XX,Lk] 表 示 x(n) 的 MDFT,， 


X ylk] = X2) k=0,1,2,°°°,N—-1 


sme I2RK/N+R/N | 

假设 Ny 

(a) 序列 x[ nj 的 入 点 MDFT 对 应 于 序列 xw[m] 的 N 点 DFT,xw[m] 很 容易 由 xf[o] 构 造 出 来 。 
IAAI FA rla JOR HH xy [re] 。 

(b) Æ aln] HEX MW DFT 的 全 部 点 不 都 是 独立 的 ,因为 DFT Ze SEE RT PAY , BP 0 Sks 
N-1, X[k] =X°[((-k))ylo FARE, Æ sln] EKR, HE MDFT 中 的 全 部 点 也 不 都 是 独 
立 的 。 当 xfz] 为 实数 时 , 试 确定 在 XL] 中 各 点 之 间 的 关系 。 


(c) G) S R[k] =X [24]; BI R k] EE Xul k] PIERA MARE Cb) PRR , WE 
Xul k] TAH RUA] RRS Gi) 及 [让 可 以 看 成 W2 点 序列 r[n] 的 N/A2 点 MDFT。 求 出 
将 rin] A5 *[m] 联 系 在 一 起 的 简单 表达 式 。 
按照 (b) 和 (c) 部 分 的 结果 ,要 计算 实 序列 x[n] 的 NN 点 MDFT, 可 以 首先 由 xLnj 构 成 rLnj, 然 
后 计算 r[nj 的 N/2 点 MDFT。 下 面 两 部 分 直接 表明 ,MDFT 可 以 用 于 实现 线性 卷 积 。 

(d) 考虑 三 个 长 度 均 为 N 的 序列 x [Ln],xs[n] 和 x[n]。 令 XXw[] ,XowLk] 和 X[k 分 别 表 


示 这 三 个 序列 的 MDFT。 若 XXw lk] = Xyy Lk]XowL#], 则 可 利用 xi[n] 和 %[n] 来 表示 
Ln|]。 你 的 表达 式 必须 是 对 于 x,[nj] 和 zx,[nj] 的 “组 合 " 进 行 单 求 和 的 形式 ,与 循环 卷 积 
有 同样 的 (但 不 是 完全 相等 的 ) 形 式 。 

(e) 为 了 方便 起 见 , 把 (d) 的 结果 称 为 修正 循环 卷 积 。 如 果 对 于 n 宇 N/2, 序 列 x[n] 和 x,[n] 
均 为 零 , 证 明 x,[n] 和 zx,Lnj 的 修正 循环 卷 积 等 于 xi[n] 和 x,[ nj 的 线性 卷 积 。 

在 编码 理论 的 一 些 应 用 中 ,需要 计算 两 个 63 点 序列 x[n] 和 h[n] 的 63 点 循环 卷 积 。 假 设 可 

供 使 用 的 计算 器 件 只 有 乘法 器 .加 法 器 和 计算 N 点 DFT 的 处 理 器 (限制 N 为 2 的 某 次 宕 ) 。 

(a) 可 以 利用 一 系列 的 64 点 DFT,IDFT 以 及 重 奉 相 加 法 来 计算 x[n] 和 h[n] 的 63 点 循环 卷 
积 。 需 要 多 少 次 DFT? [提示 :可 将 每 个 63 点 序列 看 成 一 个 32 点 序列 和 一 个 31 点 序列 
之 和 。] 
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(b) 确定 一 种 算法 , 它 可 以 用 二 次 128 点 的 DFT 和 一 次 128 点 的 IDFT 算出 x[n] 和 h[n] 的 
63 点 循环 卷 积 

(c) 也 可 以 用 先 在 时 域 计算 x[n] 和 h[n]j 的 线性 卷 积 ,然后 将 结果 混 秋 在 一 起 的 方法 ,来 计算 
x[n] 和 h[n] 的 63 点 循环 卷 积 。 若 使 用 乘法 ,上 面 三 种 方法 中 哪 一 种 是 最 有 效 的 ? 哪 一 种 
是 最 无 效 的 ? (假定 1 次 复数 乘法 需要 4 次 实数 乘法 , 且 x[n] 和 h[n]j 均 为 实数 。) 

用 一 个 脉冲 响应 为 50 个 样本 长 的 FIR 滤波 器 对 一 个 很 长 的 数据 串 滤波 ,并 且 希 望 用 重生 保 

留 技 术 通 过 DFT 来 实现 这 一 滤波 。 过 程 如 下 : 

(1) $i ABE Be Ai ae OV REAR 

(2) MA BE Be eS h Pei M4 RR AS ,以 使 当 这 些 样 本 从 每 段 中 抽出 相 接 在 一 起 时 ,所 得 
到 的 序列 正 是 所 希望 的 滤波 后 的 输出 ， 


假设 输入 序列 长 为 100 个 样本 点 , 且 DFT 的 长 度 为 128( =2 ) 点 。 还 假定 循环 卷 积 的 输 
出 序列 的 序号 为 0 到 127。 

(a) 求 V. 

(b) 3k M. 


(c) 确定 所 抽取 的 好 点 样本 的 起 始 和 终止 的 序号 , 即 要 与 先前 一 段 的 结果 相 接 在 一 起 ,确定 
从 循环 卷 积 中 抽取 哪 128 点 ? 
在 实际 中 常常 会 出 现 的 一 个 问题 是 ,用 一 个 线性 时 不 变 系 统 对 信号 xLn] 进 行 滤波 ,而 系统 的 
输出 是 受到 畸变 的 信号 yLn]。 希望 通 过 对 y[ nj] 做 处 理 来 恢复 原始 信号 x[n]。 理 论 上 ,将 
y[ nj] 通过 一 个 逆 滤 波 器 就 可 从 y[ nj 中 恢复 出 x[n] ,而 该 逆 滤 波 器 的 系统 函数 应 等 于 原 畸 变 
滤波 器 系统 函数 的 倒数 。 
假设 畸变 是 由 一 个 FIR 滤波 器 引起 的 ,其 脉冲 响应 为 
hin] = d[n] — 0.58[n — no] 
IUP n 为 正 整数 ,也 就 是 说 ,对 x[z] 的 干扰 是 在 延 时 mm 处 出 现 的 一 个 回 波 。 
(a) 求 脉冲 响应 h[n] 的 z 变 换 H(z) 和 NN 点 DFT HLA], i£ N=4n,. 
(b) $ 及.(z) 表 示 逆 滤波 器 系统 函数 ,h,[ nj] 为 所 对 应 的 脉冲 响应 。 求 h[n]。 它 是 一 个 FIR 
滤波 器 或 IIR 滤波 器 吗 ? hinl KEELD? 
(ce) 如 果 试 图 利用 一 个 长 度 为 N 的 FIR 滤波 器 来 实现 该 道 滤波 器 ,并 且 假 定 FIR 滤波 器 的 
NN 点 DFT 为 G[k]=1AHLE] ,=0,1,…,N 一 1, 则 FIR 滤波 器 的 脉冲 响应 g[ nj] 是 什么 ? 
(d) 用 其 DFT GLA) =1/H[ k] H) FIR 滤波 需 来 实现 逆 滤 波 器 似乎 是 很 好 的 。 于 是 有 人 可 能 会 
认为 ,FIR 栈 变 滤波 器 有 N 点 DFT H[ k], $f A BAY FIR 滤波 器 有 NN 点 DFT G[k] = 
1ZH[ k] ,因为 对 于 全 部 的 k,GLk]HLk] =1 ,所 以 已 经 实现 了 一 个 全 通 无 畸变 滤波 器 。 简 
要 说 明 这 种 说 法 的 错误 之 处 。 
(e) 试 完成 gL] 和 h[Ln] 的 卷 积 ,并 且 确 定 如 何 能 用 其 N 点 DFT GL Ak] =1/H[ k] iY FIR 滤波 
带 很 好 地 实现 道 滤波 。 
一 个 长 度 为 NN 的 序列 x[n] 的 离散 Hartley 变换 (DHT) 定 义 为 
N-1 
X ylkl= 》 xlnJAy Ink]. k=0,1, >, N—1 ( P8. 68-1) 


式 中 ， 


Hnlal = Cwlal + SNlal 


Cwlal = cos(2Ta/N)、 SN[al = Sin(2Ta/N) 
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最 初 这 是 由 R. V. L. Hartley 在 1942 年 针对 连续 时 间 的 情况 提出 来 的 。Haruey 变换 在 离散 时 
间 情 况 下 也 是 非常 有 用 和 有 吸引 力 的 (Bracewell,1983 ,1984) ,具体 地 ,由 式 (P8.68-1) 可 明显 
看 出 一 个 实 序列 的 DHT 也 是 一 个 实 序列 。 此 外 ,DHT 具有 卷 积 性 质 ,并 且 有 快速 计算 算法 。 

对 DFT 的 全 面 分 析 可 知 ,DHT 具有 必须 在 它 的 使 用 中 才能 了 解 的 隐 仿 周期 性 。 也 就 是 说 ， 
如 果 将 x[n] 看 成 当 n<0 且 n>N-1 时 x[n]=0 的 有 限 长 序列 , 则 可 构造 出 一 个 周期 序列 


Co 


X[n] = Yo x[n+rN ] 


使 得 x[ nj] 仅 是 x[nj 的 一 个 周期 。 这 个 周期 序列 xX[n] 可 以 用 离散 Hartley 2% 2X DHS) 表示 ， 
如 果 只 取 周 期 序列 的 一 个 周期 , 则 DHS 可 以 看 成 DHT. 
(a) DHS 的 解析 式 定 义 为 


N-1 
Xylkl= 》 en] Hy ink] ( P8. 68-2) 


n=0 
证 明 DHS 的 系数 也 构成 一 个 周期 为 NN 的 周期 序列 , 即 对 所 有 的 上 大， 
Xulk]= Xplk+N] 
(b) 还 可 证 明 序 列 Ay | nk |] 是 正 交 的 , 即 


sh N, ((n)w = ((m)) 

>》 Hylnk]HN[mk] = (a ith j N 

k=0 

利用 这 一 性 质 和 DHS 的 解析 式 (P8. 68-2) ,证 明 DHS 的 综合 式 为 
N-1 
1 is 
žin] = > 2 Xa lk Aw ink] ( P8. 68-3) 

k=0 


注意 , DHT 仅 是 DHS 系数 的 一 个 周期 ,同样 DHT 4 4 sk OA fa] BA) SF DHS 的 综合 
式 (P8. 68-3), 当 只 抽取 xX[nj] 的 一 个 周期 时 例外 ; 即 DHT 的 综合 式 是 
N-1 


1 
snd = 2 Aai, A=0,1,*°*.N=1 ( P8. 68-4) 


对 于 DHT ,分 别 用 式 (P8. 68-1) ASK P8. 68-4 ) 分别 作为 解析 式 和 综合 式 的 定义 。 由 此 可 推 
导出 有 限 长 离散 时 间 信 和 号 的 这 种 表示 的 有 用 性 质 。 
(c) 证 明太 [a]=H,[a+N], 并 证 明 H,[a] 的 下 列 有 用 的 性 质 : 
Hyla +b] = HNlalCN[b] + Hn[~alSw[b] 
= Hy|b\Cyla] + Hnl~—blSwlal 
(d) 考虑 一 个 循环 平移 序列 


x[n] = i — nol = x[((n 一 20))N]， n= 0,1, N— 


( P8. 68-5) 
换 句 话说 ,zi La EOP I & En - mm] 的 一 个 周期 而 得 到 的 序列 。 利 用 在 
(c) 中 所 证 明 的 等 式 证 明 平移 周期 序列 的 DHS 系数 为 
fm 一 no] S X ylkICwInok] + Xp-ASwInokl ( P8. 68-6) 
由 此 ,可 以 得 出 结论 ,有 限 长 循环 平移 序列 x[((z-m))v] 的 DHT 是 
x[((n 一 no)N] cay X AlklCn [nok] + X HIK) )y Sy [nok] ( P8. 68-7) 


(e) BE x[n] ÆA N RS x[n] A lnl N TARER, B 
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x3[n] = xı [7] ln] 


N-1 ( P8. 68-8 ) 
= 》 alman- my)  n=0,1, e, N1 


m=0 
对 式 (P8. 68-8 ) 的 两 边 做 DHT ,并 利用 式 (P8. 68-7) 证 明 当 =0,1,…,V-1 了 时 有 
XH3lk] = 4X pi IkI(X plk] + X p2l(—k)) ND) 
+4X yil((—k))w(X p[k] — X mky) 
这 就 是 所 要 求 的 卷 积 性 质 。 
注意 ,DHT 可 用 于 计算 线性 卷 积 ,同样 DFT 也 可 用 来 计算 线性 卷 积 。 虽 然 由 Xj kl AMX pelk] 
计算 Xj [与 从 X[k 有] 和 X[k 计算 讯 [| 所 需要 的 计算 量 相 同 ,但 是 计算 DHT 所 需要 的 实 
数 乘法 次 数 仅 是 计算 DFT 所 要 求 的 一 半 。 
(f) 假设 要 计算 一 个 NN 点 序列 x[n] 的 DHT, 并 且 已 有 计算 N 点 DFT 的 方法 。 找 出 一 种 当 上 = 
0,1,…,N-1 时 由 X[k] 得 到 XX,[ 有 的 方法 。 
(g) 假设 要 计算 一 个 NN 点 序列 x[ nj 的 DFT, 并 且 已 有 计算 N 点 DHT 的 方法 , 找 出 一 种 当 大 = 
0,1,…,N-1 时 由 X[k] 得 到 X[K] 的 方法 。 
8.69 设 x[n] 为 当 n<0 和 n>N-1 时 x[n]=0 的 NN 点 序列 。 令 x[n] 为 将 x[nj] 重 复 所 得 到 的 2N 


( P8. 68-9 ) 





点 序列 , 即 
xin], O<n<N-1 
ŝin] = 4 xin- N], N<n<2N-1 
0, 


考虑 图 P8. 69-1 所 示 的 离散 时 间 滤 波 器 的 实现 。 该 系统 具有 一 个 2N 点 长 的 脉冲 响应 h[n 

M4 n<0 fln>2N-1 ii A[n] =0。 

(a) 在 图 P8. 69-1 中 ,用 x[n] 的 入 点 DFT X[k] aR HY ln] hY 2N 点 DET X[k] 是 什么 形式 ? 

(b) 正如 图 P8. 69-2 所 示 , 恰 当选 取 系统 4 和 系统 B, 就 可 只 用 图 P8. 69-2 中 的 N 点 DFT RX 
现 图 P8. 69-1 所 示 的 系统 。 确 定 系统 A 和 系统 B, 使 得 当 0<n<2N -1 时 图 P8.69-1 中 的 
y[n] 等 于 图 P8. 69-2 中 的 y[n]。 注 意 ,在 图 P8. 69 -2 中 的 h[n] 和 ylLnj] 均 为 2N 点 序列 ， 
wlLn] 和 gLnj] 均 为 N 点 序列 。 





hfn] 


图 P8. 69-1 





8. 70 在 本 题 中 ,你 将 深入 了 解 如 何 用 DFT 对 一 个 信和 号 的 离散 时 间 内 插 进行 必 要 的 滤波 或 对 这 
个 信 号 进行 过 采样 。 
假设 离散 时 间 信号 x[n] 是 以 采样 周期 7 对 一 个 连续 时 间 信 号 x.(1) 采 样 所 得 到 的 。 而 
H ,连续 时 间 信号 是 恰当 带 限 的 , 即 当 10 |=2w/7T 时 X(jQ) =0。 对 于 这 个 问题 ,假设 





8. 71 
8. 72 


8. 73 


8. 74 
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x[ nj] 的 长 度 为 N; 即 当 n<0 或 n>N-1 时 x[n]=0, 其 中 N 为 偶数 。 严 格 地 讲 , 一 个 信 

号 不 可 能 既是 完全 带 限 的 ,同时 又 是 有 限 长 的 ,但 在 实际 系统 中 经 常 假设 所 处 理 的 是 在 

|Q|<2a/T 的 频带 之 外 只 有 很 少 能 量 的 有 限 长 信号 。 

要 实现 一 个 1:4 的 内 插 ,也 就 是 将 采样 频率 提高 到 4 倍 。 正 如 在 图 4.23 中 看 到 的 ,可 以 

利用 一 个 采样 率 倍 增 器 并 跟随 一 个 适当 的 低 通 滤波 器 来 实现 采样 率 的 改变 。 在 本 章 中 

已 经 知道 ,如果 低 通 滤波 器 具有 FIR 脉冲 响应 , 则 该 滤波 器 可 用 DFT 来 实现 。 本 题 假设 

该 滤波 器 有 N+1 点 的 脉冲 响应 hin]。 图 P8.70-1 面 出 了 这 样 一 个 系统 ,其 中 HL] 是 

这 个 低 通 滤波 器 脉冲 响应 的 4N 点 DFT, 注意,v[n] 和 y[n] 都 是 4N 点 序列 。 

(a) 求 可 使 图 P8. 70-1 中 的 系统 能 够 实现 所 求 的 过 采样 系统 的 DFT HLk]。 仔细 考 虑 
HLE] 值 的 相位 。 

(b) 也 可 用 图 P8. 70-2 中 的 系统 对 x[ nj] 过 采样 。 确 定 中 间 方 框 中 系统 4, 使 得 图 中 的 
4N 点 信号 y,Ln] 等 于 图 P8. 70-2 中 的 yLn]。 注 意 系 统 4 可 包含 多 次 操作 . 

(c) 是 否 有 理由 表明 图 P8.70-2 的 实现 方法 优 于 图 P8. 70-1? 





利用 式 (8. 153) 和 式 (8. 164) 推 导 式 (8. 165 ) 。 
考虑 下 列 步 又: 
(a) 构造 一 序列 vn] =x,[2n] ,其 中 x,[ nj] 由 式 (8.166) 给 出 ,由 此 可 得 出 


v[n] = x[2n], n=0,1,"°, N/2—1 
v[N — 1 — n] = x[2n+ 1], n=0.1,.…,N/2—1 


(b) 计算 winj 的 N 点 DFT, V[ k]. 


证 明 下 式 成 立 : 
X P[k] = 2Re{e—i27h/(4N) vig, ‘=0,1,..…,N-1 
N-I 
Tk(4n + 1) 
= 2 poe i Es Mbp = wee = 
5 uimteos | JN |: k=0,1,..……,N—1 
n=0 
N-1 
_ Tk(2n + 1) 
=2 0x 一 一 | f= 0,1,---,N— 
È xtmeos| IN | k=0,1, N-1 


注意 ,这 一 算法 用 NN 点 DFT 而 不 是 式 (8. 167) 中 所 要 求 的 2V 点 DFT。 此 外 ,由 于 v[n] 是 
实 序列 ,可 利用 奇偶 对 称 性 来 计算 一 个 NA4 点 复 DFT 中 的 VL). 
利用 式 (8. 156) 和 式 (8. 174) 推导 式 (8. 157) 。 


(a) 利用 DFT 的 Parseval 定理 推导 入 IX TKI? gy >., Enl > A i 


Cb) 利用 DFT 的 Parseval 定理 推导 2 XUN 和 2 IIP 之 间 的 关系 。 


第 ?9 章 离散 傅 里 叶 变 换 的 计算 


9.0 引言 


离散 傅 里 叶 变换 (DFT) 在 离散 时 间 信 号 处 理 算法 和 系统 的 分 析 ,设计 及 实现 中 起 着 十 分 重要 
的 作用 。 第 2 章 和 第 8 章 中 所 讨论 的 傅 里 叶 变 换 和 离散 传 里 叶 变 换 的 基本 性 质 使 得 在 传 氏 域 中 分 
析 和 设计 系统 非常 方便 。 同 样 重要 的 是 ,已 经 有 了 明确 计算 DFT 的 各 种 有 效 算法 。 因 此 ,在 离散 
时 间 系 统 的 许多 实际 应 用 中 DFT 是 十 分 重要 的 一 部 分 。 

本 章 讨论 计算 DFT 值 的 几 种 方法 。 重 点 讨论 对 N 点 DET 的 数字 计算 特别 有 效 的 一 类 算法 。 
这 些 将 在 9.2 节 9. 3 节 和 9.5 节 中 讨论 的 有 效 算 法 统称 为 快速 傅 里 叶 变 换 (FFT) 算 法 。 为 了 取得 

最 高 的 效率 ,FFT 算法 必须 计算 DFT 的 所 有 N 个 值 。 而 当 只 需要 计算 在 0 和 wo <2r 范围 内 的 一 部 
分 频率 上 的 DFT 值 时 ,可 能 其 他 的 一 些 算 法 更 加 灵活 有 效 , 尽 管 这 些 算 法 在 计算 DFT 的 全 部 值 时 
不 具有 FFT 算法 那么 高 的 效率 。 这 类 算法 中 的 代表 就 是 将 在 9. 1.2 节 中 讨论 的 Coertzel 算法 和 将 
在 9. 6. 2 节 中 讨论 的 线性 调频 变换 算法 。 

度量 某 一 实现 方法 或 算法 的 复杂 性 和 有 效 性 有 许多 方式 ,而 最 终 的 评价 同时 取决 于 可 以 利 
用 的 技术 和 打算 应 用 的 场合 。 将 利用 算术 乘法 和 加 法 的 次 数 来 作为 计算 复杂 性 的 度量 。 这 种 
度量 方法 使 用 起 来 很 简单 ,如 果 在 通用 计算 机 或 专用 处 理 机 上 来 实现 这 些 算法 , 则 乘法 和 加 法 
的 次 数 就 直接 与 计算 速度 有 关 。 但 是 ,有 时 其 他 的 度量 方法 更 合适 。 例 如 ,在 常用 的 VLSI 实现 
时 ,芯片 的 面积 和 功率 要 求 往 往 是 最 重要 的 考虑 因素 ,而 它们 有 可 能 与 算法 的 运算 次 数 没有 直 
接 的 关系 。 

若 采用 乘法 和 加 法 ,FFT 类 算法 的 计算 效率 要 比 其 他 算法 高 出 几 个 数量 级 。 事实 上 由 于 FFT 
的 高 效率 ,以 至 于 在 许多 情况 下 使 得 实现 卷 积 最 有 效 的 方法 成 为 首先 计算 参与 卷 积 之 序列 的 变换 ， 
然后 将 它们 的 变换 相 乘 ,最 后 计算 这 些 变换 乘积 的 道 变换 。 这 一 技术 的 细节 曾 在 8.7 节 中 讨论 过 。 
似乎 矛盾 的 一 个 方面 是 ,一 些 计算 DFT( 或 者 更 一 般 的 计算 一 组 傅 里 叶 变 换 的 样本 ) 的 算法 (将 在 
9.6 节 中 简要 介绍 ) 之 所 以 能 提高 计算 效率 ,是 从 利用 卷 积 来 重新 改写 傅 里 叶 变换 计算 式 出 发 ,并 
音 此 利用 与 卷 各 有关 的 高 效 计算 方法 来 实现 傅 里 叶 变 换 的 计算 。 这 表明 能 够 用 DFT 的 相 乘 来 实 
现 卷 积 ,其 中 DFT 的 实现 是 首先 将 它们 表示 成 卷 积 ,然后 利用 高 效 的 算法 来 实现 相应 的 卷 积 。 虽 
然 表 面 上 看 这 似乎 是 十 分 矛盾 的 ,但 是 在 9.6 节 中 将 会 看 到 ,在 某 些 情况 下 这 是 一 种 十 分 合理 的 方 
MASE AAPA o 

本 章 还 将 研究 几 种 计算 离散 傅 里 叶 变 换 的 算法 。 首 先 在 9. 1 节 中 讨论 直接 计算 方法 ,也 就 是 
基于 直接 采用 DFT 定义 作为 计算 公式 的 方法 。 讨 论 中 包括 了 Goertzel 算法 ( Goertzel 1958) , 它 的 
计算 量 正比 于 NV ,但 具有 比 基 于 定义 公式 的 直接 法 要 小 的 比例 常数 。 直 接 法 或 Goertzel 算法 的 主 
要 优点 之 一 是 ,它们 不 只 限于 计算 DFT ,而 且 能 够 计算 任何 所 需 的 有 限 长 序列 DTFT 的 样本 集 。 

9.2 节 和 9.3 节 将 仔细 讨论 计算 量 正比 于 Mog, N 的 FFT 算法 。 当 采用 算术 运算 次 数 来 比较 
时 ,这 类 算法 要 比 Coertzel 算法 有 效 得 多 ,但 是 它 主要 适用 于 计算 全 部 的 DFT 值 。 这 里 并 不 打算 细 
致 地 讲解 所 有 此 类 算法 ,而 只 是 想 仔 细 讨 论 几 个 较 常 用 的 方案 来 举例 说 明 所 有 这 类 算法 共用 的 一 
般 原 理 ， 
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9.4 节 将 讨论 实现 9.2 节 和 9.3 节 中 讨论 的 以 2 为 基 的 FFT 算法 时 所 产生 的 实际 问题 。9. 5 市 
给 出 了 对 于 和 数 NN 的 算法 的 概述 ,包括 了 用 于 特定 的 计算 机 体系 结构 优化 的 FFT 算法 的 主要 参 
考 。9.6 节 将 讨论 以 采用 卷 积 来 构成 计算 DFT 公式 的 算法 。 最 后 ,9.7 节 将 研究 在 FFT 算法 中 运 
算 量 化 的 影响 。 


9.1 离散 傅 里 叶 变 换 的 直接 计算 


正如 第 8 章 中 所 定义 的 ,一 个 长 度 为 N 的 有 限 长 序列 的 DFT 为 
N-1 
XIk]= So rinw,  k=0,1, e, N1 (9.1) 
n=0 


RP Wy =e 7 。 离 散 傅 里 叶 逆 变换 为 
1 N=! 
te] T XW 9 ; n=0.1,---,N—-1 (9.2) 


在 式 (9.1) 和 式 (9.2) 中 ,x[n] 和 XIk] 均 可 以 是 复数 D。 因 为 在 式 (9.1) 和 式 (9.2) 的 右边 仅 
在 Wy 指数 上 差 一 个 符号 ,并 相差 一 个 比例 因子 1MV, 所 以 有 关 式 (9. 1) 计 算 步 又 的 讨论 稍 加 修改 
可 以 直接 用 于 式 (9.2) (见习 题 9. 1) 。 

改善 DFT 计算 效率 的 大 多 数 方法 均 利 用 了 Ww 的 对 称 性 和 周期 性 。 有 具体 地 讲 , 有 


Wy? = Wy" = (WN")”( 复 共 办 对 称 ) (9. 3a) 
Wit = WAN) 二 WEN" (对 于 nn 和 k 呈 现 周 期 性 ) (9. 3b) 


[因为 WW = cos(2arkn/N) — jsin( 2arkn/N) ,所 以 这 些 性 质 是 基本 的 正弦 和 余弦 函数 的 对 称 性 和 周 
期 性 的 直接 结果 。] 因 为 复数 WY 在 式 (9. 1) 和 式 (9.2) 中 起 到 系数 的 作用 ,所 以 这 些 条 件 隐 含 的 宛 
余 可 被 用 来 减少 需要 的 计算 量 。 


9.1.1 DFT 定义 的 直接 估算 


为 了 建立 一 个 参考 框架 ,首先 研究 一 下 式 (9. 1 ) 定 义 的 DFT 方程 的 直接 计算 法 。 由 于 x(n] ay 
能 是 复数 ,所 以 , 若 直 接 用 式 (9. 1) 作为 计算 公式 , 则 计算 DFT 每 一 个 值 就 需要 N 次 复数 乘法 和 
(N-1) 次 复数 加 法 。 因 此 ,计算 全 部 的 N 个 值 总 共 需 要 N 次 复数 乘法 和 N(N - 1) 次 复数 加 法 。 
若 用 实数 运算 来 表示 式 (9. 1) ,可 以 得 到 
N-I 
XIk]= >》， [ RetxlaRet wh") — Im{x[n]}Zm{wi"}) 
"0 + j(Re{x[n]}Zm{ Wh") + Tm{x[n]}Re{ Wk"}) 
k=0,1; 4, N=] 
上 式 表明 ,每 个 复数 乘法 rin] Wr 需要 4 次 实数 乘法 和 2 次 实数 加 法 ,并 且 每 个 复数 加 法 需要 
2 次 实数 加 法 。 所 以 ,对 于 每 一 个 大 值 ,直接 计 算 X[K] EE AN 次 实数 乘法 和 (4N -2) 次 实数 加 


(9.4) 





了 对 有 限 长 序列 x[ nj 的 DET 计算 方法 的 讨论 ,有 必要 回忆 第 8 章 中 的 内 容 , 由 式 (9.1) 定 义 的 DFT 值 既 可 以 认为 是 
DTFT X (e ) 在 频率 w =2rk/ N 处 的 样本 ,也 可 以 看 作 是 以 下 周期 序列 的 离散 时 间 傅 里 叶 级 数 的 系数 ; 


o0 


7 一 一 DO 


这 将 有 助 于 记 住 这 两 种 解释 ,并 能 够 很 方便 地 从 一 种 关注 点 转换 到 另 一 种 关注 点 。 
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法 。 因 为 必须 计算 对 于 NAR k (BLY XL Ae] ,所 以 序列 x[z] 的 傅 里 叶 变换 的 直接 计算 法 需要 4N- 
次 实数 乘法 和 N(4N -2) 次 实数 加 法 “。 除 了 式 (9.4) 要 求 的 乘法 和 加 法 之 外 ,通用 计算 机 或 专用 
硬件 进行 DFT 数字 计算 还 需要 储存 和 读 取 NV 个 复数 输入 序列 值 x*[n |] 和 复 系数 Ww 值 的 设备 。 由 
于 计算 的 总 次 数 和 所 需 的 时 间 大 致 上 正比 于 M ,显然 当 ON 值 很 大 时 用 直接 法 计算 DFT 所 需要 的 
算术 运算 的 次 数 就 非常 大 。 正 是 这 个 原因 , 才 十 分 关注 能 减少 乘法 和 加 法 次 数 的 计算 方法 。 
举 一 个 例子 来 说 明 如 何 应 用 WY 的 性 质 。 利 用 式 (9. 3a) 的 对 称 性 ,可 以 将 式 (9.4) 的 和 式 中 
含有 n 和 (Nn) 的 项 组 合 在 一 起 。 例 如 ,可 将 下 式 组 合 : 
Re(xin|}Re{Wk"} + Re{x[N — n]}Re{ Wh")} 
= (Re{x[n]} + Re{x[N — n])Re{Wh} 
忽略 实数 乘法 , 则 可 组 合 为 
—Im{x|[n]}Zm{wy"} — Tm{x[N 一 n}}Zm{whh—”) 
= —(Im{x{n]} — Im{x[N — n])ZIm{ wir} 
对 于 式 (9.4) 中 的 其 他 项 可 做 类 似 的 组 合 。 这 样 ,乘法 的 次 数 大 约 可 以 减少 1M2。 还 可 以 利用 如 下 
事实 :对 于 乘积 kn 的 某 些 值 ,正弦 和 余 弱 函数 取 值 为 1 或 0, 因 此 就 可 以 省 略 掉 这 些 乘法 。 尽 管 如 
此 ,这 种 减少 仍然 使 面临 着 正比 于 N 的 大 量 计算 。 值 得 庆幸 的 是 ,可 以 利用 第 二 个 性 质 [ 见 
式 (9.3b) |, 即 复数 序列 Wy 的 周期 性 ,通过 递 推 使 得 计算 量 显 著 减 少 。 


9.1.2 Goertzel 算法 


Goertzel 算法 (Goertzel,1958 ) 是 一 个 利用 序列 WY" 的 周期 性 来 减少 计算 量 的 例子 。 为 了 推导 这 
一 算法 ,首先 注意 到 
wren 一 ejCr/NMNA _ gi2mk 一 1 (9.5) 
其 中 上 为 整数 。 这 是 以 N NRA W” OEP n B k ARERR Pak (9.5), AEAT A 
Wy 乘 以 式 (9.1) 的 右边 而 不 影响 该 式 。 因 此 ， 


N 一 1 N-1 
X= Wy" 》 xbwe = > raw O~ (9.6) 
r=0 r=0 
为 了 联想 到 最 终 的 结果 ,定义 序列 
yln] = >》 xw un- r] (9.7) 
由 式 (9.6) 和 式 (9.7) ,以 及 当 n<0 和 nN 时 ,x[n] =0 的 事实 ,可 得 
XI = wo ，， (9.8) 


式 (9.7) 可 以 解释 为 ,有 限 长 序列 x[n] O<n<N -1 ,与 序列 Wy "ul 的 离散 卷 积 。 所 以 ,六 fn] ATL 
看 作 脉冲 响应 为 “xf[m] 的 系统 对 有 限 长 输入 x[m] 的 响应 。 特 别 是 X[ 句 就 是 m = 时 的 输出 值 。 
图 9.1 绘 出 了 有 具有 脉冲 响应 为 W,“u[ nj 的 系统 的 信号 流 图 ,其 差分 方程 如 下 所 示 : 
yelin] = Wy* yeln — 1] + x[n] (9.9) 
其 中 已 经 假设 初始 松弛 条 件 。 因 为 通常 的 输入 x[n] 和 系数 Wy" 均 为 复数 ,所 以 利用 图 9.1 中 的 系数 
来 计算 y,[n] 的 每 个 新 的 值 需要 4 次 实数 乘法 和 4 次 实数 加 法 。 为 了 计算 y,[N] =X[k] ,必须 计算 





D 在 整个 讨论 中 ,有 关 计 算 次 数 的 数字 只 是 近似 的 。 例 如 ,与 W% 相 乘 , 实 际 上 并 不 需要 一 次 乘法 。 尽 管 如 此 , 当 NN 很 大 
时 ,包括 这 种 情况 的 乘法 在 内 而 得 出 的 计算 复杂 性 的 估计 仍然 是 相当 精确 的 ,可 以 用 于 两 种 不 同类 型 算法 间 的 比较 。 


第 9 章 离散 倩 里 叶 变 换 的 计算 505 








MEHI y l1], y [2],…, LN-1I] 值 ,因此 利用 >= e= 

图 9. 1 中 的 系数 作为 一 种 计算 算法 来 计算 特定 上 值 

下 的 X[k] 时 ,需要 4N 次 实数 乘法 和 4N 次 实数 加 = 

法 。 所 以 这 种 方法 比 直 接 法 稍 差 一 些 。 但 是 ,图 9.1 

所 示 的 方法 避免 了 计算 或 存储 系数 WW ,因此 已 通过 Mw 

图 9. 1 所 示 的 递 推 过 程 计 算出 了 这 些 量 。 图 9.1 史 妇 的 一 阶 复 递 推 计算 流 图 
保持 这 种 简化 而 将 乘法 次 数 再 减少 一 半 是 可 能 

的 。 为 了 看 出 如 何 才能 做 到 这 一 点 ,注意 到 图 9. 1 STAN ASEM AB PAB 








1 
= Tae (9. 10) 
用 因子 (1 -Wiz RA H(z) 的 分 子 和 分 母 ,可 得 
Hl) G S 
ka) = —k,-] k,l 
ad- Wy z-)(l— Wrz") 
j si (9.11) 
1— Wiz! 
~ 1—2cos(2rk/N)z7! + 2-2 
图 9. 2 所 示 的 信号 流 图 对 应 于 系统 函数 为 式 (9. 11) 的 直接 卫 型 实现 ,其 极点 的 差分 方程 为 
vg[n] = 2 cos(2nk/N )vg[n — 1] — vln — 2] + x[n] (9. 12a) 
式 (9. 12a) 以 起 始 静 止 条 件 由 [ -2] =wi[ -1] =0 ZAR N Oa EEK DET 值 可 以 通过 置 零 来 得 到 
X[k] = yell] = vel] — Wave — 1] (9. 12b) 


若 输 入 为 复数 ,由 于 系数 是 实数 并 且 因 子 -1 不 必 算 做 一 次 乘法 ,所 以 实现 该 系统 的 极点 只 需 
要 每 个 样本 做 2 次 实数 乘法 。 和 一 阶 系统 的 情况 相同 ,对 于 复 输入 ,实现 极点 需要 每 个 样本 做 4 次 
实数 加 法 。 因 为 只 须 使 该 系统 处 于 可 以 计算 出 %[N] 的 状态 ,所 以 实现 系统 函数 的 零点 所 要 求 的 
与 ( -W%) 做 复数 相 乘 就 不 必 在 差分 方程 的 每 一 步 迭 代 中 进行 ,只 须 在 第 N 次 迭代 后 完成 。 这 样 ， 
全 部 的 计算 量 为 :对 极点 做 2N 次 实数 乘法 和 o> ——— o ~——0 
AN 次 实数 加 法 中 ,加 上 对 零点 做 4 次 实数 乘法 “” oe 
和 4 次 实数 加 法 ( 当 输 入 为 复数 时 )。 因 此 ,总 
计算 量 为 2(N +2) 次 实数 乘法 和 4(N+1) 次 实 
数 加 法 ,所 需要 的 实数 乘法 次 数 大 约 是 直接 法 
的 一 半 。 在 这 种 比较 有 效 的 方法 中 ,仍然 保持 
着 只 需 计 算 和 储存 cos(2rk/N) 和 W ix #6 KB 
的 优点 。 系 数 WX 已 在 图 9.2 所 示 的 递 推 公式 
的 迭代 中 再 次 被 隐 含 地 计算 出 了 。 

为 了 说 明 利 用 这 种 网 络 的 另 一 个 优点 ,研究 一 下 如 何 计 算 x[ nj 在 两 个 对 称 频 率 24mrZN 和 
2a(N-k)/N 处 的 DFT, 即 计算 XL AIAN XL N-&k]. TAARE, i X(N - k] ESR AY on 
图 9. 2 形式 的 网 络 与 计算 X[k] 所 要 求 的 如 图 9. 2 中 的 网 络 有 完全 相同 的 极点 ,但 前 者 零点 的 系数 
与 后 者 零点 的 系数 是 复 共 斩 的 关系 (见习 题 9.21)。 因 为 仅 在 最 后 的 迭代 中 实现 零点 ,所 以 ,可 以 
利用 极点 所 要 求 的 2N 次 乘法 和 4N 次 加 法 来 计算 两 个 DFT 值 。 这 样 , 当 利用 Goertzel 算法 来 计算 
离散 傅 里 叶 变 换 所 有 的 个 值 时 ,所 需要 的 实数 乘法 次 数 约 为 W ,并 且 实 数 加 法 次 数 约 为 2N?。 











图 9.2 XI 的 二 阶 递 推 计算 流 图 ( Goertzel 算法 ) 





© ”这 里 假设 xLn| 是 复数 。 如 果 x[ nj] 是 实数 ,实现 极点 的 计算 量 为 N 次 实数 乘法 和 2N 次 实数 加 法 。 
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尽管 这 比 直接 计算 离散 傅 里 叶 变 换 要 有 效 得 多 ,但 是 计算 量 仍然 正比 于 N 。 
无 论 是 在 直接 法 中 还 是 在 Goertzel 法 中 ,并 不 需要 计算 全 部 N A k EAX k] Ki, EA H 
图 9. 2 所 示 形 式 的 具有 适当 系数 的 递 推 系统 可 以 计算 出 每 一 个 DFT 值 , 所 以 可 以 计算 任意 M 个 大 
值 的 X[k]。 在 这 种 情况 下 ,总 计算 量 正比 于 NM。 当 M 很 小 时 , Goertzel 法 和 直接 法 都 是 可 取 的 ; 
但 是 如 前 所 示 , 当 WN 为 2 的 整数 宕 时 还 有 计算 量 正比 于 Mog N WAI. BUE, M/F log: N 时 ， 
无 论 Goertzel 算法 或 直接 法 实际 上 都 是 最 有 效 的 方法 ,但 是 当 需 要 计算 AL 的 全 部 V 个 值 时 ,下 
面 将 要 研究 的 按时 间 抽 取 算法 的 效率 约 为 直接 法 或 Coertzel 算法 的 (N/AogyN) 售 。 
正如 所 推导 出 的 ,Goertzel 算法 计算 X[k] 的 DFT 值 与 DTFT X(e”*) 在 频率 w=2mk/N 处 的 计 
算 值 是 相同 的 。 只 须 对 以 上 推导 稍 做 修改 ,就 可 以 通过 和 迭 代 
valn] = 2 cos(wo)valn — 1] — valn — 2] + xin] (9. 13a) 
NN 次 ,并 用 式 
X (ei) = ei" (y [N] — ei, [N — 1)) (9. 13b) 


计算 出 所 要 求 的 DTFT X(e”) 在 任意 频率 w, 处 的 值 。 应 注意 , 当 w, =2mUN 时 式 (9. 13a) 和 
式 (9. 13b) 简化 为 式 (9. 12a) 和 式 (9. 12b) 。 因 为 式 (9. 13b) 只 能 计算 1 次 ,所 以 在 任意 选 定 的 频 
率 处 计算 X(e" ) 值 的 效率 只 比 在 DFT 频率 处 计算 略 低 一 点 。 

Goertzel 算法 在 一 些 实时 应 用 中 的 男 一 个 优点 是 , 当 给 出 第 一 个 输入 样本 后 计算 就 可 以 开始 。 
当 给 出 每 个 新 的 输入 样本 时 ,就 可 利用 差分 方程 式 (9. 12a) 或 式 (9. 13a) 进 行 兴 代 计 算 。N 次 迭代 
后 ,所 要 求 的 X(e*) 的 值 可 以 通过 合适 选取 式 (9. 12b) 或 式 (9. 13b) 来 计算 。 


9. 1.3 同时 利用 对 称 性 和 周期 性 


同时 利用 序列 WY 的 对 称 性 和 周期 性 的 计算 算法 在 高 速 数字 计算 出 现 的 年 代 之 前 很 长 时 间 已 
为 人 们 所 知 。 那 时 ,任何 即便 仅 能 减少 手工 计算 量 一 半 的 方法 都 是 很 受 欢迎 的 。Heideman John- 
son and Burrus (1984) 追溯 FFT 的 源 由 始 于 1805 年 的 高 斯 。Runge(1905 ) 以 及 后 来 的 Danielson 
and Lanczos(1942 ) 曾 论 述 过 计算 量 大 体 上 正比 于 Mogi N 而 不 是 Wi 的 算法 。 但 是 , 当 N 的 值 很 小 
时 ,这 种 差别 并 不 是 很 重要 ,在 这 种 情况 下 手工 计算 还 是 可 行 的 。 大 约 直到 1965 年 ,人 们 才 普 遍 注 
意 到 显著 减少 计算 量 的 可 行 性 ,当时 Cooley and Tukey(1965 ) 发 表 了 一 种 计算 离散 傅 里 叶 变 换 的 算 
法 , 当 WV 为 一 个 复合 数 , 即 N 是 两 个 或 多 个 整数 的 乘积 时 ,该 算法 是 行 之 有 效 的 。 这 篇 论文 的 发 表 
掀起 了 研究 将 离散 傅 里 时 变换 用 于 信和 号 处 理 的 高 潮 , 并 导致 发 现 了 一 大 批 高 效 的 计算 算法 。 总 起 
来 说 ,全 部 这 类 算法 被 人 们 称 为 快速 傅 里 叶 变 换 , 或 FFT。 

相 比 于 前 面 讨论 过 的 直接 算法 ,FFT 算法 是 基于 可 以 将 一 个 长 度 为 N 的 序列 的 离散 傅 里 叶 变 
换 逐 次 分 解 为 较 短 的 离散 傅 里 叶 变 换 , 并 将 其 组 合 形成 V 点 变换 来 计算 这 一 基本 原理 。 这 些 较 短 
的 变换 可 以 通过 直接 法 来 计算 ,或 者 可 以 将 它们 分 为 更 短 的 变换 。 这 一 原理 产生 了 许多 不 同 的 算 
法 ,但 它们 在 计算 速度 上 均 取 得 了 大 致 相当 的 改善 。 本 章 集中 讨论 两 类 基本 的 FFT 算法 。 第 一 类 
称 为 按时 间 抽 取 的 FFT 算法 , 它 的 命名 来 自如 下 事实 :在 把 原 计算 安排 成 较 短 变换 的 过 程 中 ,序列 
am | (通常 看 作 一 个 时 间 序 列 ) 可 逐次 分 解 为 较 短 的 子 序 列 。 第 二 类 称 为 按 频 率 抽 取 的 FFT 算法 ， 
因为 这 类 算法 是 将 离散 傅 里 叶 变 换 系 数 序列 AT he] 分解 为 较 短 的 子 序列 。 

9. 2 节 将 讨论 按时 间 抽 取 算 法 。9. 3 节 讨 论 按 频率 抽取 算法 。 这 是 一 个 任意 的 顺序 。 这 两 部 





D HTS PET 有 关 的 研究 结果 发 展 史 的 总 结 见 Cooley, Lewis and Welch (1967) 以 及 Heidman ,Johnson and Burrus (1984) 
的 论文 。 
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分 基本 上 是 独立 的 ,因此 可 以 以 任何 顺序 阅读 。 


9.2 按时 间 抽 取 的 FFT 算法 


当 计 算 DFT 时 ,把 整个 计算 逐次 分 解 成 较 短 的 DFT 计算 将 会 显著 地 提高 效率 。 在 这 一 过 程 
中 ,将 同时 利用 复 指数 WR =e ”Ww 的 对 称 性 和 周期 性 。 这 些 算法 是 以 将 序列 x[n |] 逐次 分 解 为 
较 短 的 子 序 列 为 基础 的 , 称 这 类 算法 为 按时 间 抽 取 算法 。 

通过 人 研究 NN 为 2 的 整数 寡 , 即 V=2” 的 这 种 特殊 情况 , a ne in 
理 。 因 为 N 可 以 被 2 R, OAA xl nj] 分解 成 两 个 (N/2) 点 序列 来 计算 X[k ,其 中 一 
列 由 偶数 点 g[n] =x[2n] 组 成 ,而 另 一 个 序列 则 由 奇数 点 hlnj] =xL2n+1] 组 成 。 “a 3 给 出 ins 
种 分 解 方法 ,同时 也 给 出 了 (有 点 明显 ,但 是 很 重要 的 ) 一 个 事实 ,就 是 可 以 通过 将 两 个 序列 简单 地 
重新 交叉 来 恢复 原 序列 。 


x[n] 





O0sn<N2-1 
图 9.3 按时 间 抽 取 算 法 基本 原理 的 证 明 


为 了 理解 图 9.3 作为 DFT 计算 流程 原理 的 意义 ,有 必要 考虑 框图 Panes 绘 的 运算 在 频 域 中 的 等 
价 形式 。 首 先 ,注意 时 域 运算 标记 “ 左 移 1” 对 应 于 在 频 域 X(e*) 乘 以 e*。 其 次 ,正如 4.6.1 节 所 
述 , 对 应 于 将 时 间 序 列 压缩 一 半 ,离散 时 间 传 里 叶 变换 G(e*) A He”) (因此 GLA] A AL] ) Æ 
通过 频 域 混 秋 得 到 的 , 而 该 混 秋 是 在 将 X(e*) 和 e*X(e”*) 中 的 w 用 w/2 代替 进行 频率 尺度 扩展 
时 产生 的 。 也 就 是 说 ,压缩 后 的 序列 er) =x|2n] Hl hln] =x[2n +1] AY DTFT 分 别 为 


Glei®) = 5 (x) + X(ei@-2)/2)) (9. 14a) 
H(ei®) = ; (xele 4 Mille BAP yy Korth) (9. 14b) 
图 9. 3 中 框图 右 半 部 分 所 示 的 2 倍 序 列 扩展 导致 DTFT 的 频率 压缩 G,(e*) = C(e) FH, (e) = 


H(e**) ,根据 图 9.3 通过 下 式 组 合成 XCe” ) : 
X(e!”) = Gelet”) 十 e JH (e}”) 
3 (9. 15) 
= G(el™) + e J¢H(e!) 
将 式 (9. 14a) 和 式 (9. 14b) {EASE (9.15) 可 以 证 明 ,w 点 序列 x[nj 的 DTFT X(e”) ,可 以 如 
式 (9.15) 所 示 ,表示 成 W2 点 序列 g[n] =x[2n] F hln] =x[2n+1] A) DTFT 的 形式 。 因 此 DFT 
Xk] PPE ARRIE gin | Ahn] 的 DFT 的 形式 。 
具体 来 说 ,X[ 有 对 应 于 X(e*) 在 频率 ww = 2ak/N,k =0,1,-°,N-1 处 的 取 值 。 因 此 ,采用 
式 (9; 15 ) 得 
X[k] =. X(ej2rk/N) = G(ejCrk/N)2) +e ARKIN H (e 2Tk/N)2) (9. 16) 
根据 gl n | Al CC) MEA 





D bie FFT 算法 时 ,一 般 交 替 使 用 “样本 "和 * 点 "这 两 个 词 来 表示 序列 值 , 即 单独 的 一 个 数 。 同 样 ,也 可 把 一 个 长 为 N 
的 序列 称 为 N 点 序列 ,把 一 个 长 度 为 N 的 序列 的 DFT 称 为 NN 点 DFT 
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N/2-1 
Gled 2tk/N)2) 一 y x[2n]e7 jrk/N)2n 


n=0 


N/2-1 
= Y gje ree (9. 17a) 
n=0 
N/2-1 
= > x[2n] WN 
n=0 
通过 类 似 的 运算 ,可 以 得 到 
N/2-1 
H(el@nkiNy) = Y xin + 11W (9. 17b) 
n=0 
于 是 ,由 式 (9. 17a) , 式 (9. 17b) 和 式 (9. 16) ,将 得 出 
N/2-1 N/2-1 
X[k]= > xl2nJWh + Wh JO xl2n +1Wh, k=0,1,.…,N-1 (9. 18) 
n=0) n=0 
其 中 ,X[k 的 入 点 DET 定义 为 
N 一 1 
XIk] = 》 xInWH, = 大 =0.1 e, N1 (9.19) 
n=0 
HEE, gin] MAL nly N/2 点 DFT 为 
N/2-1 
GIk] = >> x[2n Wi, k=0,1,+++,N/2-1 (9. 20a) 
n=0 
N/2-1 
Hik = >》 x[2n+1)Wyy, 大 =01 ,NM2-1 (9. 20b) 


n=0 


sh (9. 18) Æ N A DFT X| k] AT LARS N/2 点 DFT GLA] AHL k] H A =0, 1,---, N-1 (0 
常 所 做 的 N/2 点 DFT 时 的 上 =0, 1,… , N/2 -1 来 得 到 。 甚 至 当 只 计算 CLAIM H| k]Æk=0, 1, 
e, NM2-1 上 的 值 时 ,也 很 容易 得 到 ,因为 W2 点 变换 隐 含 的 周期 为 N/2。 通 过 这 些 观察 ， 
式 (9.18) 可 以 重 写 为 


X[k] = GIUk)) wal + Wh ALK) wal, =0,4,°7',¥=1 (9.21) 


符号 ( (有 ) )w 方 便 地 表明 ,即使 民 在 k=0, 1,---, N/2-1 H4 CLAIM ALA), Et AHH k 
N/2 为 模 周 期 性 地 扩展 (不 需要 附加 计算 )。 

计算 出 两 个 DFT 后 ,按照 式 (9. 21) 将 两 者 组 合成 NW 点 DFT X[k]。 图 9.4 绘 出 了 当 N=8 时 的 
这 一 计算 过 程 。 在 该 图 中 使 用 了 信号 流 图 的 规定 ,这 些 曾 在 第 6 章 中 表示 差分 方程 时 介绍 过 。 这 
就 是 说 ,进入 一 个 节点 的 支 路 相 加 后 就 得 到 该 节点 的 变量 。 当 支 路 上 没有 标明 系数 时 ,就 假定 该 支 
路 的 传输 比 为 1。 对 于 其 他 支 路 而 言 ,一 个 支 路 的 传输 比 为 Wy 的 整数 寡 。 

在 图 9.4 中 计算 了 两 个 4 点 DFT,G[E] 表 示 偶 数 点 的 4 点 DFT, 而 HLk] 表 示 奇 数 点 的 4 点 
DFT。 根 据 式 (9.21) ,ET[0] 乘 以 W% 并 与 GL0] 相 加 就 得 到 X[0] 。AH[1] 乘 以 W, 再 加 上 C[1] 就 得 
到 XL1j] 的 DFT 值 。 式 (9.21) 表 明 ,( 因 为 隐 含 的 GLk] 和 [Lk] 的 周期 性 ) 要 计算 X[4] ,应 当 用 W% 
HEV AL ( (4) ), FROME GL((4))s]。 因 此 ,X[4] 可 以 用 HL0] 乘 以 Ww% 青 加 上 GL0] 得 到 。 如 
图 9.4 所 示 , 类 似 地 可 以 得 到 X[5] X16 | A XL7 | ASE. 
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HB] wi 
图 9.4 把 一 个 NN 点 DET 计算 分 解 成 为 两 个 (N/2) 点 DFT 计算 的 按时 间 抽 取信 号 流 图 (N= 


对 于 按照 式 (9. 21) 安排 的 计算 ,可 以 将 其 所 需要 的 乘法 和 加 法 次 数 与 直接 计算 DFT 所 需要 的 
加 以 比较 。 前 面 已 经 看 出 ,对 于 没有 利用 对 称 性 的 直接 计算 ,需要 N* 次 复数 乘法 和 加 法 ,了 通过 比 
较 , 式 (9.21) 需 要 计算 两 个 (N/2) 点 DFT, 而 如 果 用 直接 法 计算 (N/2) 点 DFT 则 需要 2(N/2)” 次 
复数 乘法 和 大 约 2(N/2) 次 复数 加 法 。 然 后 必须 将 两 个 (N/2) 点 DFT 组 合 在 一 起 ,对 应 于 第 二 个 
和 式 乘 以 WEE N 次 复数 乘法 ,而 对 应 于 把 乘积 加 到 第 一 个 和 式 上 需要 NN 次 复数 加 法 。 因 此 , 若 
对 于 所 有 的 处 值 计算 式 (9. 21) 至 多 要 求 N+2(N/2) 或 N+N /2 次 复数 乘法 和 加 法 。 很 容易 证 
明 , 当 NN>2 时 ,N+N’ /2 将 会 小 于 NN?”。 

式 (9.21) 对 应 于 将 原来 的 NN 点 计算 分 解 为 2 个 N/2 点 的 DET 计算 。 如 果 N/2 为 偶数 , 当 ON 
等 于 2 的 整数 震 时 就 是 这 样 的 情况 , 则 可 以 认为 计算 式 (9.21 ) 中 的 每 一 个 (M2) 点 DFT 可 以 通过 
将 式 (9.21) 中 的 每 个 和 式 分 解 为 2 个 (NM4) 点 DIET 来 进行 ,然后 再 把 它们 组 合 在 一 起 得 到 (NMZ2 ) 
点 DFT。 这样, 式 (9.21) 中 的 CLA] TERAN 


(N/2)—1 (N/4)-1 (N/4)—1 
GIkKJ= 》 girlwito = 》 gi2ewe'h+ 》 e(2e+iwy st (9. 22) 
r=0 =O {=0 
或 
(N/4)—1 (N/4)—1 
GIA= 》 gl2Wijgt Wr XO gi2e+ uwi, (9. 23) 
0=0 ¢=0 
TRE AL 感应 当 表 示 为 
(N /有 一 1 (N/4)—1 
HIK= >》 RAWE + Wry XO Al2e + Wii (9. 24) 


{=0 {=0 
所 以 ,将 序列 g[2 妈 和 g[2t+1] 的 (N/A4) 点 DFT 组 合 在 一 起 ,可 以 得 到 (N/2) 点 DFT GLA). W 
样 ,将 序列 h[2《] 和 h[L2€+1 的 (NA4) 点 DET 组 合 起 来 ,就 可 以 得 到 (N/2) 点 DET H[k], AE, 
如 果 按照 式 (9. 23) 和 式 (9. 24) 来 计算 图 9.4 中 的 4 点 DFT, 则 计算 将 按照 图 9.5 所 示 的 那样 进行 。 
知 将 图 9.5 的 计算 流 图 插入 到 图 9.4 所 示 的 流 图 中 去 , 则 可 以 得 到 图 9.6 所 示 的 完整 流 图 ,图 中 因 
为 可 利用 Wyo = Ws 这 一 性 质 , 所 以 已 用 Wy 的 震 而 不 是 Wy KOR AER AR. 








© 简 便 起 见 ,假定 较 大 ,因此 (CN -1) 可 近似 为 N。 
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图 9.6 将 图 9.5 代入 图 9.4 的 结果 
对 于 举例 用 到 的 8 点 DFT, 已 经 将 计算 简化 为 2 点 DFT 的 计算 。 例 如 ,包括 x[0] 和 x[4] 序 列 
的 2 点 DFT 绘 于 图 9.7 中 。 将 图 9.7 所 示 的 计算 再 插 到 图 9.6 的 流 图 中 去 ,就 可 以 得 到 计算 8 点 
DFT 的 完整 流 图 ,如 图 9.9 所 示 。 










x|[0] 

WN=1 第 (m—1) 级 E m 级 
x[4] mawaa we NP) 
图 9.7 2 点 DFT 的 流 图 图 9.8 图 9.9 中 的 基本 蝶 形 计算 流 图 


对 于 更 一 般 的 情况 ,但 V 仍 为 2 的 整数 寡 时 ,应 当 将 式 (9. 23 ) 和 式 (9.24) 中 的 (N4) 点 变换 
分 解 为 ( M8 ) 点 变换 ,继续 进行 下 去 直到 只 剩 下 2 点 变换 为 止 。 这 需要 做 v 级 运算 ,其 中 v= 
log:N。 以 前 曾 求 得 , 当 一 个 N 点 的 变换 最 初 分 解 成 两 个 ( MMX2 ) 点 变换 时 ,所 要 求 的 复数 乘法 和 加 
法 次 数 为 V+2(M2) 。 当 (NM2) 点 的 变换 分 解 为 (W4) 点 变换 时 , 则 用 N/2 +2(NM4): 代替 因子 
(M2) ,这 样 所 要 求 的 全 部 计算 次 数 为 N+N+4(N/4)? 次 复数 乘法 和 加 法 。 若 W =2” ,这 样 最 多 
可 以 分 解 v=logyN 次 ,所 以 这 种 分 解 全 部 完成 之 后 ,复数 乘法 和 加 法 的 次 数 为 Ny = Mog, N, 

图 9.9 所 示 的 流 图 很 清楚 地 表现 出 了 这 种 运算 过 程 。 若 计算 转 输 比 为 WW\ 的 支 路 数目 ,就 会 注 
意 到 每 一 级 有 N 次 复数 乘法 和 N 次 复数 加 法 。 因 为 一 共有 log, N 级 ,所 以 全 部 有 Nog, N 次 复数 乘 
法 和 加 法 。 这 就 是 可 以 显著 节省 计算 量 的 情况 。 例 如 ,车 N=2" =1024, 则 N? =22 =1048576 而 
Nlog, N = 10240 ,减少 了 不 止 两 个 数量 级 ! 
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图 9.9 按时 间 抽 取 将 8 点 DFT 计算 完全 分 解 的 流 图 


利用 系数 Wy 的 对 称 性 和 周期 性 可 以 进一步 减 小 图 9.9 所 示 流 图 的 计算 量 。 首 先 注意 到 
图 9.9 从 某 一 级 到 下 一 级 的 过 程 中 ,基本 的 计算 是 图 9.8 所 示 的 形式 , 即 先 用 前 一 级 的 一 对 数值 求 
得 这 一 级 的 一 对 数值 ,其 中 系数 总 是 Wy 的 宪 , 而 其 指数 总 要 相差 N/2。 由 于 流 图 的 形状 像 蝴 蝶 ， 
因此 这 种 基本 的 运算 称 为 蝶 形 计算 。 因 为 
Wy? =6-iCVNNA2 Seit =] (9. 25) 
所 以 因子 Wy? a A 
with? = WA WE = -wi (9. 26) 
根据 这 一 点 ,图 9.8 所 示 的 蝶 形 计算 可 以 简化 成 图 9. 10 所 
示 的 形式 需要 一 次 复数 加 法 和 一 次 复数 减法 ,但 是 只 需要 
一 次 复数 乘法 而 不 是 两 次 。 利 用 图 9. 10 所 示 的 基本 流 图 8 om 1) 
来 代替 图 9.8 形式 的 蝶 形 图 ,可 以 由 图 9. 9 得 到 图 9.11 的 
流 图 。 特 别 是 ,复数 乘法 的 次 数 已 经 比 图 9.9 中 所 需 的 次 
数 减 少 了 一 半 ， 
图 9.11 给 出 了 log N 级 的 计算 ,每 一 级 包括 一 组 N/2 
个 2 点 DFT( 蝶 形 ) 计 算 。 在 每 组 2 点 DFT 变换 之 间 乘 以 
W 形式 的 复数 ， 这些 复数 称 为 “旋转 因子 ”, 因 为 它们 在 将 2 点 变换 转换 为 更 长 的 变换 的 过 程 中 
起 到 调整 的 作用 。 


9.2.1 FFT 的 推广 和 编程 


图 9. 11 所 示 流 图 描述 了 计算 一 个 8 点 离散 傅 里 叶 变 换 的 一 种 算法 ,很 容易 推广 到 任意 N =2” 
的 情况 ,所 以 它 既 可 以 表明 在 计算 中 所 需要 确定 的 N logN 次 运算 的 阶 次 ,又 可 以 作为 一 种 编程 实 
现 的 图 形 表示 。 由 于 高 级 计算 机 编程 语言 的 广泛 使 用 ,所 以 在 某 些 情况 下 有 必要 开发 一 个 面向 新 
型 计算 机 的 程序 ,或 者 利用 已 有 计算 机 结构 的 低级 编程 语言 来 优化 一 个 给 定 的 程序 。 对 图 表 的 仔 
细 分 析 揭 示 出 用 于 计算 DFT 时 编程 或 者 设计 特定 硬件 的 很 多 重要 细节 。 应 该 注意 9.2.2 节 和 
9.2.3 节 中 按时 间 抽 取 算 法 以 及 9.3.1 节 和 9.3.2 节 中 按 频 率 抽取 算法 的 一 些 细 节 。9.4 节 讨 论 
了 一 些 实际 问题 。 虽然 这 些 部 分 对 于 基本 了 解 FFT 的 原理 并 不 是 必需 的 ,但 是 提供 了 对 编程 和 系 
统 设 计 十 分 有 用 的 指导 






a8 m Bh 


Wy 


图 9. 10 只 需要 一 次 复数 乘法 
的 简化 蝶 形 计算 流 图 
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图 9.11 用 图 9.10 所 示 蝶 形 计算 实现 8 点 DFT 的 流 图 


9.2.2 同 址 计算 


图 9. 11 所 示 的 流 图 中 特别 重要 的 特征 是 连接 节点 的 支 路 和 每 个 支 路 的 传输 比 。 只 要 节点 间 
的 连接 和 连接 的 传输 比 维持 不 变 , 则 无 论 在 流 图 中 的 诸 节 点 如 何 重新 排列 , 它 始 终 表 示 相 同 的 计 
算 。 图 9.11 中 特定 形式 的 流 图 来 自如 下 算法 的 推导 过 程 :首先 将 原始 序列 分 成 偶数 点 和 奇数 点 ， 
然后 用 同样 的 方式 不 断 地 分 成 越 来 越 短 的 子 序列 。 这 一 推导 的 一 种 有 益 的 附带 结果 是 ,该 流 图 除 
了 证 明 对 于 计算 离散 传 里 叶 变换 的 一 种 有 效 方法 外 ,还 提出 存储 始 数据 以 及 存储 中 间 各 列 计算 结 
果 的 有 效 方式 。 

为 了 证 明 这 一 点 ,注意 到 ,按照 图 9. 11 ,每 一 级 运算 均 需 要 一 组 N 个 复数 ,并 通过 图 9. 10 形式 
的 基本 蝶 形 计算 把 它们 变换 成 另 一 组 的 NN 个 复数 。 这 种 过 程 重复 = log N 次 ,最 后 得 到 所 要 求 的 
离散 傅 里 叶 变换 。 当 实现 图 9. 10 中 描述 的 计算 时 ,可 以 想象 使 用 两 列 ( 复数 的 ) 存 储 寄存 器 ,一 列 
存储 要 计算 的 数据 , 另 一 列 存储 计算 中 要 用 到 的 数据 。 例 如 , 当 计算 图 9. 11 中 的 第 一 列 时 ,第 一 组 
存储 寄存 器 应 当 存 放 输 入 数据 ,而 第 二 组 存储 寄存 器 应 当 存放 第 一 级 计算 出 的 结果 。 因 为 图 9.11 
的 有 效 性 与 输入 数据 存放 的 顺序 无 关 , 所 以 用 与 在 图 9.11 中 出 现 的 同样 顺序 (从 上 到 下 ) 来 排列 
该 组 复数 。 把 从 第 m 级 计算 得 出 的 复数 序列 记 作 半 ,[《] ,其 中 f=0,1:…,N-1, 有 m=1,2,…,v。 
此 外 ,为 了 方便 起 见 , 把 输入 样本 集 记 为 已 [L] 。 对 于 第 m 级 计算 ,可 以 认为 X,_1[L]] 是 输入 列 ， 
X,,( 如 是 输出 列 。 这 样 ,对 于 图 9. 11 所 示 的 N=8 的 情况 ,有 

Xo[0] = x[0] 


Xol] = x14] 
X [2] = x[2] 
Xo(3] = x16] 
Xol4] = x[1] bare 
Xol5] = x151 
Xof6] = x(3] 
Xol7] = x17] 


利用 这 种 表示 法 ,可 将 图 9. 10 中 蝶 形 计算 的 输入 和 输出 标记 为 图 9. 12 所 示 的 那样 ,并 有 相应 的 
方程 
Xm[P] = Xm—1LP] + Wg Xm-ilq] (9. 28a) 
Xml[g] = Xm—11P] — Wy Xm-il@] (9. 28b) 
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fest(9. 28) p,q 和 7 从 一 级 到 男 一 级 是 不 同 的 ， x [plo —> x 四] 
其 变化 规律 很 容易 从 图 9.11 及 式 (9.21) 式 (9.23) 和 
式 (9. 24) 中 得 出 。 从 图 9. 11 和 图 9. 12 中 可 以 清楚 地 
看 出 ,要 计算 第 m 列 的 p 和 g 位 置 上 的 复数 节点 值 , 只 
需要 第 (mm -1) 列 在 p 和 g 位 置 上 的 复数 节点 值 。 因 此 ， Xn ile »— Xa] 
车 将 X,[p] MX, la] ob all FF ie FE FF OX, Lp | A 
X,，i[g] 的 同一 存储 寄存 器 中 , 则 实现 全 部 计算 实际 上 
只 需要 一 列 存储 N 个 复数 的 寄存 器 。 这 种 计算 通常 称 为 同 址 计算 。 事 实 上 ,图 9. 11( 或 图 9.9) 代 
表 了 同 址 计算 ,这 是 因为 已 经 把 流 图 中 位 于 同一 水 平 线 上 的 节点 与 相同 位 置 的 寄存 器 联系 起 来 ,并 
且 使 两 列 之 间 的 计算 由 输入 节点 和 输出 节点 是 水 平 相 邻 的 蝶 形 计算 组 成 。 
为 了 实现 以 上 讨论 的 同 址 计算 ,输入 序列 不 能 按照 原来 的 先后 顺序 存储 (或 至 少 不 能 这 样 读 
取 ) ,而 应 如 图 9. 11 中 流 图 所 示 的 那样 。 事 实 上 ,这 种 输入 数据 存储 和 读 取 的 次 序 称 为 倒 位 序 。 为 
了 证 明 该 术语 的 含义 ,注意 到 ,对 于 已 经 讨论 过 的 8 点 流 图 ,只 须 用 三 位 二 进 制 代码 来 标注 整个 数 
据 。 如 果 用 二 进 制 形式 写 出 式 (9. 27) 中 的 标号 ,就 会 得 到 如 下 一 组 式 子 : 
Xo[000] = x[000] 
Xo[001] = x[100] 
Xo[010] = x[010] 
Xo[011] = x[110] 
Xo[100] = x[001] 
Xo[101] = x[101] 
Xo[110] = x[011] 
Xo[111] = x[111] 
若 (m mynn ) 为 序列 x[ 中 标号 的 二 进 制 表示 , 则 序列 值 z[m ,mw ,no ERGI Xa Lnn na] 
的 位 置 上 。 这 就 是 说 ,要 确定 xL n,n ,no] 在 输入 序列 中 的 位 置 ,必须 将 标号 n 的 位 序 颠 倒 。 
为 了 通过 连续 检查 代表 数据 标号 的 码 位 而 将 一 个 数据 序列 排 成 正常 序列 ,首先 研究 一 下 
图 9. 13 所 表示 的 过 程 。 如 果 数 据 标号 的 最 高 位 是 零 , 则 x[ nj] 就 属于 已 排序 数列 的 上 半 部 分 ;否则 
x[n] 属 于 下 半 部 分 。 其 次 ,通过 检查 次 高 位 ,就 可 排出 上 半 部 和 下 半 部 子 序列 的 顺序 ,以 此 类 推 。 
为 了 证 明 为 什么 倒 位 序 对 于 同 址 运算 是 必需 的 ,回顾 一 下 得 出 图 9.9 和 图 9. 11 的 过 程 。 序 
列 x[n] 首先 分 为 偶 序号 样本 和 奇 序 号 样本 两 部 分 ,前 者 出 现在 图 9.4 的 上 半 部 分 ,后 者 出 现在 
图 9.4 的 下 半 部 分 。 通 过 检查 序号 n 中 的 最 低位 [no ] 就 可 实现 数据 的 这 种 划分 。 若 最 低位 为 
零 , 则 序列 值 对 应 于 偶 序 号 的 样本 ,因此 将 出 现在 数列 和 [6 的 上 半 部 分 ; 若 最 低位 为 1, 则 序列 
值 对 应 于 奇 序号 的 样本 ,因此 将 出 现在 数列 访 [《] 的 下 半 部 分 。 然 后 ,通过 检查 标号 n 中 的 次 低 
位 就 可 把 偶 序 号 和 奇 序号 的 子 序列 再 分 成 偶 序 号 部 分 和 奇 序 号 部 分 。 首 先 研 究 一 下 偶 序 号 的 
子 序列 , 春 次 低位 为 0, 则 序列 值 是 子 序列 中 的 某 个 偶 序 号 项 ; 若 次 低位 为 1, 则 序列 值 在 这 个 子 
序列 中 具有 奇 序号 。 对 于 由 原来 奇 序号 的 序列 值 构成 的 子 序列 执行 同样 的 过 程 。 这 种 过 程 重 
复 进行 直到 得 出 入 个 长 度 为 1 的 子 序列 为 止 。 图 9. 14 所 示 的 树 状 图 绘 出 了 将 数据 划分 为 偶 序 
号 子 序 列 和 奇 序号 子 序列 的 过 程 。 
图 9.13 和 图 9. 14 的 树 状 图 基本 相同 ,只 是 对 于 正常 排列 从 左 到 右 检 查 表示 序号 的 二 进 制 数 
码 ; 而 对 于 自然 得 出 图 9.9 或 图 9.11 的 排列 方式 ,从 右 到 左 以 相反 的 次 序 来 检查 数码 ,导致 了 倒 位 
排序 。 因 此 ,序列 xL nj 之 所 以 需要 倒 位 排序 是 由 于 DFT 的 计算 要 逐次 分 解 为 较 短 的 DFT 计算 以 
得 到 如 图 9.9 和 图 9. 11 所 示 的 形式 所 致 。 





图 9.12 式 (9.28) 的 流 图 


(9.29) 
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图 9.13 描述 正常 排序 的 树 状 图 图 9.14 描述 倒 位 排序 的 树 状 图 


9.2.3 其 他 形式 


虽然 按照 在 图 9. 11 中 出 现 的 节点 的 顺序 来 存储 每 级 计算 的 结果 是 合理 的 ,但 是 却 完 全 没有 必 
要 这 样 做 。 无 论 图 9. 11 的 节点 如 何 重新 排列 ,只 要 支 路 的 传输 比 不 变 , 则 最 后 结果 总 是 lnl 
散 传 里 叶 变 换 的 一 种 有 效 计 算 , 只 是 数据 读 取 和 存储 的 次 序 将 会 改变 。 从 以 上 的 讨论 显然 可 见 , 如 
果 把 节点 与 一 列 复 数 寄存 器 的 标号 联系 起 来 , 则 只 有 当 重 新 排列 节点 使 得 每 个 蝶 形 运算 的 输入 节 
点 和 输出 节点 呈 水 平 相 邻 时 才 可 以 得 到 对 应 xmole > 
于 同 址 运算 的 流 图 ,否则 需要 两 列 复数 寄存 
器 ,自然 ,图 9.11 就 是 这 样 排列 的 。 另 一 种 排 
列 方式 如 图 9. 15 所 示 。 在 这 种 情况 下 输入 序 XPT 
列 是 正常 序列 ,而 DFT 序列 是 倒 位 序 。 图 9.15 Blo 
可 以 由 图 .9. 11 得 出 ,过 程 如 下 :在 图 9.11 中 与 xm。 
x[41] 水 平 相 邻 的 全 部 节点 和 与 x[ 1 ] 水 平 相 邻 
的 全 部 节点 互 换 。 同 样 ,在 图 9.11 中 与 x[6] 
水 平 相 邻 的 全 部 节点 和 与 *[3] 水 平 相 邻 的 全 “~ 
部 节点 互 换 。 与 x[0],x[2] ,x[5] 和 x[7] 水 平 xl bsg othe te xT 
相 邻 的 诸 节点 不 变 。 这 样 所 得 到 的 图 9. 15 中 
的 流 图 就 对 应 于 最 初 由 Cooley and Tukey 
(1965 ) 提 出 的 按时 间 抽 取 算 法 的 形式 。 

图 9.11 和 图 9.15 之 间 的 唯一 差别 是 节点 的 排序 不 同 。 这 意味 着 图 9. 11 和 图 9. 15 代表 了 两 
种 不 同 的 计算 方案 。 支 路 的 传输 比 (WW 的 各 次 窜 ) 不 变 ,因此 中 间 的 结果 会 完全 一 样 它们 将 
在 每 个 阶段 以 不 同 的 顺序 计算 。 当 然 , 也 存在 着 许多 其 他 可 能 的 排序 。 但 是 ,从 计算 的 观点 看 大 多 
数 都 没有 多 大 的 意义 。 试 举 一 个 例子 ,假设 诸 节点 的 输入 和 输出 均 按 正常 位 序 排列 。 这 种 形式 的 
流 图 示 于 图 9. 16 中 。 但 是 在 这 种 情况 下 ,因为 蝶 形 结构 在 第 一 级 后 就 不 能 继续 存在 ,所 以 就 无 法 
实现 同 址 运算 。 这 样 ,完成 图 9. 16 所 示 的 计算 就 需要 两 列 长 度 为 N 的 复数 寄存 器 。 

在 实现 图 9.11, 图 9.15 和 图 9. 16 所 示 的 计算 时 ,显然 不 能 按 顺 序 来 读 取 中 间 各 列 的 数 。 因 
此 ,对 于 较 快 的 计算 速度 ,复数 必须 存放 在 随机 存储 器 中 了 。 例 如 ,在 图 9. 11 中 由 输入 数据 列 计算 












x[1] o 一 一 和 

















图 9.15 将 图 9.11 重新 排列 成 输入 为 
正常 位 序 而 输出 为 倒 位 序 








D “4 Cooley-Tukey 算法 在 1965 年 首次 提出 时 ,数字 存储 器 是 十 分 昌 贵 的 并 且 容 量 有 限 。 除 了 N 取 值 特别 大 的 情况 , 随 
机 存储 器 的 容量 和 选用 现在 已 经 不 是 问题 
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第 一 列 时 ,每 个 蝶 形 计算 的 两 个 输入 都 是 相 邻 的 节点 变量 ,并 且 可 以 认为 存放 在 相 邻 的 存储 位 置 
上 。 由 第 一 列 计算 第 二 个 中 间 列 时 , 蝶 形 计算 的 两 个 输入 端 间隔 2 个 存储 位 置 ;由 第 二 中 间 列 计算 
第 三 中 间 列 时 , 蝶 形 计算 的 两 个 输入 端 间隔 4 个 存储 单元 。 如 果 N >8, 对 于 第 四 级 蝶 形 计算 两 输 
入 端 间隔 为 8 ,第 五 级 为 16 ,等 等 。 最 后 一 级 (第 ”> 级) 的 间隔 为 W2。 

在 图 9. 15 中 ,情况 是 类 似 的 ,由 输入 数据 计算 第 一 列 时 用 间隔 为 4 的 数据 ,由 第 一 列 计算 第 二 
列 时 用 间隔 为 2 的 输入 数据 ,最 后 在 计算 最 后 一 列 时 用 相 邻 的 数据 。 如 果 数 据 存储 在 随机 存储 器 
中 ,不 难 构思 一 种 简单 的 算法 来 修正 存 取 网 9. 11 或 图 9. 15 流 图 中 数据 的 标号 寄存 髓 的 内 容 。 但 
是 在 图 9. 16 的 流 图 中 ,数据 不 按 顺 序 存 取 , 计 算 也 不 是 同 址 的 ,对 数据 标号 的 方案 比 上 面 的 两 种 情 
况 均 复杂 得 多 。 即 使 提供 大 量 的 可 用 随机 存储 器 ,标号 计算 的 开销 很 容易 就 抵消 了 通过 消除 乘法 
和 加 法 的 计算 优势 。 因 此 ,这 种 结构 没有 明显 的 优点 。 

即使 不 允许 同 址 计算 ,但 某 些 形 式 仍 有 优点 。 当 没有 足够 的 随机 存 取 存 储 器 时 ,如 图 9.17 所 
示 重 新 排列 图 9. 11 中 的 流 图 是 特别 有 用 的 。 这 种 流 图 表示 最 初 由 Singleton( 1969 ) 提出 的 按时 间 
抽取 的 算法 。 首 先 应 当 指 出 ,在 这 个 流 图 中 输入 是 倒 位 序 , 而 输出 是 正常 位 序 。 这 种 流 图 的 重要 特 
点 是 ,对 每 一 级 来 说 几何 形状 完全 相同 ;只 有 支 路 的 传输 比 从 一 级 到 另 一 级 有 变化 。 这 样 可 能 使 存 
取 数 据 按 顺 序 进行 。 例 如 ,假设 有 4 个 独立 的 大 容量 存储 文件 ,并 假设 输入 序列 (为 个 位 序 ) 的 前 
一 半 存 放 在 文件 1 中 ,而 后 一 半 存 放 在 文件 2 中 。 接 着 该 序列 可 以 按 顺 序 从 文件 1 和 文件 2 中 存 
取 , 并 且 将 结果 按 顺 序 写 入 文件 3 和 文件 4 中 ,新 数列 的 前 一 半 写 人 文件 3 ,而 后 一 半 写 入 文件 4。 
然后 在 计算 下 一 级 时 ,文件 3 和 文件 4 成 为 输入 ,而 输出 写 人 文件 1 和 文件 2。 对 于 v 级 中 的 每 一 
级 均 如 此 重复 进行 。 
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图 9.16 图 9.11 的 输入 和 输出 均 图 9.17 图 9.11 的 重新 排列 ,对 于 每 一 级 具有 相同 的 
为 正常 位 序 的 重新 排列 几何 形状 ,因此 可 以 顺序 读 取 和 存储 数据 
这 一 算法 在 计算 很 长 序列 的 DFT 时 是 很 有 用 的 。 同 样 意味 着 可 以 计算 数 以 亿 计 的 NV 值 ,因为 
千 兆 字 节 的 随机 存储 需 很 容易 获得 。 在 图 9. 17 中 一 个 十 分 有 趣 的 特性 是 标号 是 非常 简单 的 ,并 且 
从 一 级 到 男 一 级 是 相同 的 。 采 用 两 层 的 随机 存储 器 ,该 算法 将 具有 非常 简单 的 标号 计算 。 


9.3 按 频率 抽取 的 FFT 算法 





按时 间 抽 取 的 FFT 算法 完全 是 以 把 序列 x[ nj 分 解 成 越 来 越 短 的 子 序 列 这 种 DFT 计算 的 分 解 
为 基础 的 。 另 外 ,也 可 以 考虑 用 同样 的 方法 把 输出 序列 x[ 刀 分 解 成 越 来 越 短 的 子 序列 。 以 这 种 处 
理 方式 为 基础 的 FFT 算 法 通常 称 为 按 频率 抽取 算法 。 
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为 了 推导 出 这 类 FFT 算法 ,再 次 只 限于 讨 
EN A2 WRK ATR IF A oP 
字号 频率 样本 和 奇 序号 频率 样本 。 已 经 在 图 
9.18 的 方 框图 中 描述 过 这 些 ,其 中 X[k] = 
X[2k],X,[k] = X[2k+1]。 左 移 一 个 DFT 样 
本 使 得 压缩 器 选择 奇数 标号 样本 ,重要 的 是 
应 记 住 DFT X[k] RR EAMA N ÆR 
9. 18 中 表示 为 “循环 左 移 1”( 对 应 的 有 “循环 
右 移 1")。 可 以 看 出 ,该 图 与 图 9.3 具有 相似 的 结构 ,对 时 间 序 列 x[n] 有 相同 的 运算 ,而 不 是 DFT 
X[k]。 在 这 种 情况 下 ,图 9.18 直接 给 出 入 点 变换 XL 上 可 以 通过 将 扩张 2 倍 的 偶 标号 样本 和 奇 标 

号 样本 交叉 得 到 。 

图 9. 18 Æ X[k] 的 一 种 正确 表示 形式 ,但 是 为 了 将 它 作 为 计算 X[k) 的 基础 ,首先 可 以 证 明 
X[2k] 和 X[2k+1] 可 以 由 时 域 序列 x[n] 计 算出 来 。 在 8.4 节 中 看 到 DTFT 与 DFT 的 关系 是 , 对 
DFT 在 频率 2wk/N 处 采样 ,其 结果 对 应 于 在 时 域 以 长 度 (周期 )N 重复 进行 的 混 秋 运算。 正如 在 
8.4 节 中 所 讨论 的 ,如 果 N 大 于 或 等 于 序列 x[n] 的 长 度 , 当 0< ns N-1 时 道 DFT 得 到 原先 的 序 

列 , 因 为 当 重复 的 时 间 混 琶 偏 移入 时 x[n] 的 NN 点 副本 不 会 重合 。 然 而 ,在 图 9.18 中 ,DFT 被 压缩 
了 一 半 , 相 当 于 对 DTFTX(e*) 在 频率 2wk/(N/2) 处 采样 。 因 此 ,周期 隐 含 的 时 域 信号 X[k] = 
XL2k] 可 表示 为 
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图 9. 18 


cc 


čoln] = > x[n+mN/2], 一 co < 几 <co (9. 30) 


m=- 


因为 x[n] 的 长 度 为 N, 只 有 x[n] 的 两 个 平移 副本 在 区 间 0 < n < N/2 -1 上 重合, 所 以 相应 的 有 
限 长 序列 xol n] 为 
xola] = x[n] + x[n + N/2], O<n<N/2-1 (9.31a) 


为 了 得 到 奇数 下 标的 DFT 样本 的 比较 结果 ,回忆 循环 移动 DFT X[k +1] 对 应 的 WW%x[ nj ( 见 表 8.2 
的 性 质 6) 。 因 此 N/2 APPS x(n) MAY X [A] =XL2k+1] 为 


xila] = x[n]Wy + x[n + N/2]Ww't NA? 


(9.31b) 
= (ax[n]—x[n+N/2))WH, O<n<N/2-1 
其 中 wr? = -1, 
根据 式 (9.31a) 和 式 (9.31b) 有 

N/2-1 
Xolkl= 》 ln] + xin + N/2) WN, (9. 32a) 

n=0 

N/2-1 
X[k] = [(x[n] — xla + N/2])wh wkn 

之 ase (9, 32b) 


k=0,1,...,.N/2—1 
式 (9. 32a) 是 把 前 一 半 和 后 一 半 输 入 序列 加 在 一 起 得 到 的 (N/2) 点 序列 wo[n] 的 (N/2) 点 DET, 
式 (9.32b) 是 从 输入 序列 的 前 一 半 中 减 去 后 一 半 然 后 乘 以 WW 所 得 到 序列 x,[n] 的 (N/2) 点 DFT, 

因此 ,根据 式 (9. 32a) 和 式 (9. 32b) ,X[ 6 的 偶 序号 输出 样本 和 奇 序号 输出 样本 可 以 分 别 计 算 ， 
因为 X[2k] =X [k], X[2k +1] =X, [k] K 9.19 举例 说 明 对 于 一 个 8 点 DFT 的 情况 用 
式 (9.32a) 和 式 (9.32b) 所 建议 的 方法 。 
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图 9. 19 将 一 个 NN 点 DFT 分 解 为 两 个 (N/2) 点 DFT 计算 的 按 频 率 抽取 流 图 (N=8) 


当 用 类 似 于 推导 按时 间 抽 取 算 法 所 采用 的 方式 逐步 进行 时 ,注意 到 ,由 于 是 2 的 整数 过 ,因此 
可 以 通过 计算 偶 序 号 输出 点 和 奇 序 号 输出 点 来 分 别 计算 (MW2) 点 DFT。 正 如 导出 式 (9.32a) 和 
式 (9.32b) 所 用 的 方法 一 样 ,可 以 首先 将 每 个 (N/A2) 点 DFT 的 输入 点 的 前 半 部 分 和 后 半 部 分 合 在 一 
起 ,然后 再 计算 (MW4) 点 DFT。 对 于 8 点 的 例子 ,用 这 种 方法 得 出 的 流 图 如 图 9. 20 所 示 。 在 该 例 中 ,8 
点 DFT 已 经 简化 为 2 点 DFT 的 计算 。 如 前 所 述 , 它 可 以 通过 将 输入 点 相 加 和 相 减 来 实现 。 这 样 ， 
图 9.20 中 的 2 点 DFT 可 以 用 图 9.21 所 示 的 计算 来 代替 ,因此 8 点 的 DFT 可 以 用 图 9.22 所 绘 的 算法 来 
完成 。 再 次 看 到 2 点 变换 的 log, N 级 之 间 通 过 旋转 因子 联系 在 一 起 ,这 种 情况 发 生 在 2 点 变换 的 输出 。 





























Xi1lp] as = o XIp] 
0 
X, -1[9] >i = © X, [q] 
图 9.20 将 一 个 8 点 DFT 分解 为 4 个 2 图 9.21 按 频率 抽取 分 解 方法 的 最 后 一 组 
点 DFT 计算 的 按 频率 抽取 流 图 中 所 要 求 的 典型 2 DET 的 流 图 


计算 一 下 图 9. 22 中 算术 运算 的 次 数 ,并 推广 至 N=2” 的 情况 ,可 以 看 出 ,图 9.22 的 计算 需要 
(NN/2)logyN 次 复数 乘法 和 Mog N 次 复数 加 法 。 因 此 ,对 于 按 频 率 抽取 算法 和 按时 间 抽 取 算 法 ,总 
的 计算 量 是 相同 的 。 
9.3.1 同 址 计算 

图 9. 22 所 示 流 图 示 出 了 一 种 以 按 频 率 抽取 为 基础 的 FFT 算法 ,将 这 一 流 图 与 根据 按时 间 抽 取 
推导 出 的 流 图 加 以 比较 ,可 以 看 出 它们 的 许多 相似 之 处 和 不 同 之 处 。 当 然 ,如 像 按 时 间 抽 取 那 样 ， 
只 要 图 9. 22 中 用 适当 的 传输 比 将 同样 的 节点 相互 联系 起 来 ,图 9. 22 的 流 图 就 对 应 于 同一 离散 傅 
里 叶 变换 的 计算 ,而 与 如 何 画 出 该 流 图 无 关 。 换 名 话说 ,图 9. 22 的 流 图 不 依赖 于 任何 有 关 存 放 输 
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入 序列 值 次 序 的 假设 。 但 是 ,正如 对 按时 
间 抽 取 算 法 所 做 的 那样 ,可 以 把 图 9. 22 流 
图 中 相继 的 垂直 节点 解释 为 所 对 应 的 在 
数字 存储 器 中 相继 的 存储 寄存 器 。 在 这 
种 情况 下 ,图 9. 22 所 示 流 图 以 正常 位 序 的 
输入 序列 开始 , 而 给 出 倒 位 序 的 输出 
DFT. 虽然 蝶 形 计算 与 按时 间 抽 取 算 法 中 
的 不 同 , 但 是 基本 计算 仍然 是 蝶 形 计算 的 
形式 。 然 而 ,因为 计算 上 的 蝶 形 特点 ,所 
以 图 9. 22 的 流 图 就 可 以 看 作 离 散 傅 里 叶 
变换 的 一 种 同 址 运算 


9.3.2 ”其 他 形式 


通过 对 在 9. 2. 3 世 中 推导 出 的 按时 间 抽 取 的 形式 进行 转 置 可 以 得 到 各 种 按 频 率 抽取 算法 的 其 
他 形式 。 如 果 把 由 计算 的 第 m 级 得 出 的 复数 列 记 作 X, [1《] ,其 中 t=0,1,…,N-1 和 m=1,2,…， 
v, 则 图 9. 23 所 示 的 基本 蝶 形 计算 有 如 下 形式 : 
Xm[P] = Xilpl+ Xi1[lq] (9. 33a) 
Xml] = (Xml pP] — Xm—114) Ww (9. 33b) 
比较 图 9. 12 和 图 9. 23 BSE (9. 28) 和 式 (9.33) 可 x, ip] 
以 看 出 ,对 于 这 两 类 FFT 算法 ,它们 的 蝶 形 计算 是 不 同 
的 。 但 是 ,按照 第 6 章 的 术语 这 两 个 蝶 形 流 图 互 为 转 
BL, DORAL WR A) AT AT i], TE SLA 9.12 的 
输入 .输出 节点 ,得 到 图 9. 23 ,反之 亦 然 。 因 为 FFT 信号 x lq 
流 图 由 许多 相连 的 蝶 形 组 成 ,所 以 并 不 奇怪 ,也 看 到 
图 9.11 和 图 9.22 的 FFT 流 图 之 间 的 相似 之 处 。 具 体 EaP 图 9.22 中 所 要 求 的 典 
地 讲 , 图 9.22 可 通过 对 图 9.11 将 信号 流 反 向 并 且 将 输 A 
入 和 输出 互 换 而 得 到 。 也 就 是 说 ,图 9. 22 就 是 图 9.11 流 图 的 转 置 。 第 6 章 中 介绍 的 转 置 定理 仅 
用 于 单 输入 / 单 输出 流 图 。 然 而 以 流 图 的 观点 ,FFT 算法 可 看 成 多 输入 /多 输出 系统 ,这 需要 一 个 更 
一 般 形式 的 转 置 定理 。( 见 Claasen and Mecklenbräuker, 1978,) wma J., HAIT U EE HH 
转 置 的 观点 ,图 9.11 和 图 9. 22 的 流 图 的 输入 /输出 特性 是 相同 的 。 这 一 点 可 以 通过 式 (9. 33 ) fy ee 
形 方程 由 输出 数列 开始 反 向 求解 而 得 到 证 明 ( 习题 9.31 给 出 了 证 明 这 一 点 结果 的 要 点 ) 。 更 一 般 
地 ,对 于 每 一 个 按时 间 抽 取 的 FFT 算法 ,的确 存在 一 个 按 频率 抽取 的 FFT 算法 ,它们 都 相应 于 将 流 
图 中 的 输入 和 输出 互 换 并 且 将 所 有 箭头 的 方向 反 向 。 
这 个 结果 意味 着 9. 2 节 的 所 有 流 图 均 有 按 频 率 抽取 之 类 的 算法 与 之 对 应 。 当 然 ,这 也 对 应 于 
如 前 所 述 的 能 够 重新 排列 按 频 率 抽取 流 图 的 节点 而 不 改变 最 终结 果 这 一 事实 。 
将 转 置 方法 用 于 图 9. 15 就 得 到 图 9. 24。 在 这 个 流 图 中 ,输出 是 正常 位 序 , 而 输入 是 倒 位 序 。 
图 9. 16 所 示 流 图 的 转 置 将 导致 一 个 流 图 中 输入 和 输出 均 是 正常 位 序 。 由 此 流 图 产生 的 算法 将 受 
到 和 图 9. 16 相同 的 限制 。 
图 9. 17 的 转 置 如 图 9.25 所 示 。 图 9. 25 的 每 一 级 都 有 同样 的 几何 形状 ,正如 前 面 所 讨论 的 ， 
一 个 性 质 简 化 了 数据 存储 。 
































图 9.22 一 个 8 点 DFT 计算 按 频率 抽取 完全 分 解 的 流 图 
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图 9.24 由 图 9.22 所 得 出 的 按 频 率 抽取 DFT 图 9.25 重新 排列 图 9. 22 使 每 一 级 都 有 相同 
算法 的 流 图 .输入 为 倒 位 序 , 输 的 几何 形状 ,因此 可 以 读 取 和 存储 
出 为 正常 位 序 (图 9.15 的 转 置 ) 按 顺 序 的 数据 (图 9.17 的 转 置 ) 


9.4 实现 问题 考虑 


9.2 节 和 9.3 节 讨 论 了 当 N 为 2 的 整数 寡 时 ,DFT 高 效 计算 的 基本 原则 。 在 这 些 讨 论 中 ,喜欢 
用 信号 流 图 表示 法 而 不 明显 地 给 出 这 些 流 图 所 表示 的 方程 式 的 细节 。 当 然 对 特定 的 V 值 ,应 画 出 
信号 流 图 。 但 是 ,对 一 特定 NN 值 ,由 图 9.11 所 示 的 流 图 可 看 出 如 何 构造 适合 于 任意 N=2” 的 通用 
计算 算法 。 虽然 9.2 节 和 9.3 节 对 于 理解 FFT 原理 是 完全 充分 的 ,本 节 旨 在 为 编程 和 系统 设计 提 
供 有 益 的 指导 . 

虽然 ,上 一 节 给 出 的 流 图 的 确 抓 住 了 所 描述 的 FFT 算法 的 本 质 , 但 是 在 实现 一 个 给 定 算法 时 ， 
必须 考虑 各 种 细节 。 本 节 主 要 讨论 其 中 的 一 部 分 。 特 别 是 ,9.4. 1 节 将 讨论 与 FFT 中 间 数 列 的 数 
据 的 读 取 和 存储 有 关 的 问题 。9. 4. 2 节 将 讨论 有 关 信 和 号 流 图 中 计算 或 读 取 支 路 系数 的 问题 。 重 点 
是 六 为 2 的 整数 寡 时 的 算法 ,但 是 许多 讨论 可 用 于 一 般 的 情况 。 为 了 举例 说 明 ,侧重 于 图 9.11 所 
示 的 按时 间 抽 取 算 法 


9.4.1 标号 排列 


在 图 9. 11 所 示 的 算法 中 ,输入 必须 是 倒 位 序 ,这 样 才能 实现 同 址 运算 。 由 此 得 到 的 DFT. 则 是 
正常 位 序 。 通 常 ,输入 序列 不 是 倒 位 序 的 。 因 此 实现 图 9.11 的 第 一 步 就 是 将 输入 序列 排 成 倒 位 
序 。 正 如 从 图 9.11 及 式 (9.27) 和 式 (9. 29) 所 看 出 的 , 倒 位 序 的 排列 可 以 同 址 进行 ,这 是 因为 样本 
只 是 成 对 的 互 换 , 即 给 定 标号 的 样本 与 由 倒 位 序 标号 所 要 求 的 位 置 上 的 样本 互 换 。 这 可 以 很 方便 
地 用 两 个 计数 器 用 同 址 方式 来 实现 ,一 个 为 正常 位 序 而 另 一 个 为 倒 位 序 ,然后 将 两 个 计数 器 所 限定 
的 两 个 位 置 上 的 数据 简单 互 换 即 可 。 只 要 输入 是 倒 位 序 的 ,就 可 以 进行 第 一 级 运算 。 在 这 种 情况 
下 , 蝶 形 的 输入 都 是 数列 XD  ] 的 相 邻 节点 值 。 在 第 二 级 中 蝶 形 的 输入 相隔 为 2。 在 第 六 级 中 蝶 
形 的 输入 相隔 为 2”'。 第 m 级 中 的 系数 是 不 ”的 宕 次 ,并 且 若 蝶 形 计算 从 图 9. 11 所 示 流 图 的 
顶部 开始 则 要 求 是 正常 位 序 。 上 面 的 论述 规定 了 在 给 定 的 级 中 数据 存 取 的 方式 ,当然 它 与 具体 实 
现 的 流 图 有 关 。 例 如 ,在 图 9.15 的 第 m 级 中 , 蝶 形 的 间隔 是 2'" ,并且 在 这 种 情况 下 要 求 系数 为 
倒 位 序 。 正 如 前 面 所 讨论 的 ,输入 是 正常 位 序 , 但 是 输出 是 倒 位 序 , 所 以 通常 需要 利用 一 个 正常 位 
序 计数 器 和 一 个 倒 位 序 计 数 器 把 输出 排列 成 正常 位 序 。 
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一 般 说 来 ,如 果 考 虑 9.2 节 和 9.3 节 中 所 有 的 流 图 , 则 会 看 到 ,每 一 种 算法 都 有 自己 所 特有 的 
排序 问题 。 一 种 具体 算法 的 选取 取决 于 许多 因素 。 利 用 同 址 运算 的 算法 具有 高 效 使 用 存储 器 的 优 
点 。 但 是 也 有 两 个 缺点 :一 是 要 求 存储 器 是 随机 存储 器 而 不 是 顺序 存储 器 ,二 是 输入 序列 或 输出 序 
列 必须 为 倒 位 序 。 此 外 ,根据 选取 的 是 按时 间 抽 取 算法 还 是 按 频 率 抽取 算法 ,以 及 输入 或 输出 是 倒 
位 序 , 决 定 存 取 系数 是 正常 位 序 还 是 倒 位 序 。 如 果 不 用 随机 存储 器 ,输入 或 输出 必须 为 倒 位 序 。 虽 
然 ,这 种 算法 的 流 图 可 以 排列 成 使 其 输入 ,输出 和 系数 均 为 正常 位 序 ,但 是 实现 这 些 算法 所 要 求 的 
标号 排列 的 结构 就 很 复杂 ,需要 两 倍 的 随机 存 取 存 储 器 。 因 此 ,使 用 这 些 算法 就 表现 不 出 什么 优 
越 性 ， 

图 9.11 ,图 9.15 ,图 9.22 和 图 9.24 所 示 的 同 址 FFT 算法 是 最 常用 的 算法 。 如 果 一 个 序列 只 
做 一 次 变换 , 则 倒 位 序 排列 就 必须 在 输入 端 或 在 输出 端 来 实现 。 但 是 ,在 某 些 情况 下 , 先 对 一 个 序 
列 进行 离散 储 里 叶 变换 然后 对 其 结果 做 一 些 修改 后 再 计算 离散 传 里 叶 逆 变 换 。 例 如 , 当 利 用 离散 
伟 里 叶 变换 通过 块 卷 积 实现 FIR 数字 滤波 器 时 , 先 对 一 段 输入 序列 的 DFT 乘 以 滤波 器 脉冲 响应 的 


DFT ,然后 对 所 得 结果 做 离散 传 里 叶 逆 变 换 , 得 出 滤波 融 的 一 段 输出 。 同 样 , 当 利用 离散 傅 里 叶 变 
换 计 算 自 相关 函数 或 互相 关上 图 数 时 ,首先 对 序列 进行 变换 ,并 将 其 DFT 相 乘 ,然后 再 对 乘积 做 闭 变 


换 。 当 两 个 变换 用 这 种 方式 级 联 在 一 起 时 ,有 可 能 适当 地 选择 FFT 算法 来 避免 倒 位 序 的 算法 。 例 
如 ,在 用 DFT 实现 FIR 数字 滤波 器 时 ,可 以 选择 一 种 直接 变换 的 算法 , 它 利 用 正常 位 序 的 数据 ,而 
给 出 倒 位 序 的 DFT。 这样 一 来 , 既 可 以 利用 基于 按时 间 抽 取 算 法 与 图 9. 15 相对 应 的 流 图 ,也 可 以 
利用 基于 按 频 率 抽取 算法 与 图 9.22 相对 应 的 流 图 。 这 两 种 形式 的 差别 是 ,按时 间 抽 取 形 式 要 求 倒 
位 序 的 系数 ,而 按 频率 抽取 形式 则 要 求 正 常 位 序 的 系数 。 

注意 ,图 9.11 利用 正常 位 序 的 系数 ,而 图 9.24 则 要 求 倒 位 序 的 系数 。 如 果 对 于 正 变换 选取 
按时 间 抽 取 的 算法 形式 , 则 对 于 逆 变 换 应 当选 取 按 频率 抽取 的 算法 形式 ,要 求 系 数 为 倒 位 序 。 
同样 ,对 于 正 变换 选取 按 频 率 抽取 算法 则 对 于 逆 变 换 应 当选 取 按 时 间 抽 取 算 法 ,可 以 使 用 正常 
位 序 系 数 。 


9.4.2 系数 


已 经 看 到 ,系数 WW\ 可 以 要 求 是 倒 位 序 ,也 可 以 是 正常 位 序 。 无 论 哪 一 种 情况 ,都 必须 存储 一 个 
能 够 查阅 到 所 需要 的 全 部 数值 的 数 表 , 或 者 当 需 要 时 必须 能 够 计算 出 所 需要 的 数值 。 前 一 种 方式 
有 具有 速度 快 的 优点 ,但 是 需要 额外 的 存储 器 。 从 流 图 中 可 以 看 出 ,需要 r=0,1,…,(N/2) -1 时 的 
Wro REER T W\ 值 的 一 个 完整 数 表 , 需 要 ( N/2) 个 复数 存储 寄存 器 。 在 算法 要 求 系数 为 倒 位 序 
的 情况 下 ,可 以 简单 地 按 倒 位 序 存储 该 数 表 。 

虽然 当 需 要 时 计算 系数 可 以 节省 存储 器 ,但 是 不 如 存储 一 个 查阅 表 效 率 高 。 如 果 系 数 是 需要 
计算 的 , 则 通常 利用 递 推 公式 是 最 有 效 的 。 在 给 定 的 任何 一 级 ,所 需要 的 系数 都 是 复数 W RER, 
其 中 4 与 算法 和 级 数 有 关 。 因 此 , 若 系数 要 求 是 正常 位 序 , 则 可 使 用 递 推 公式 

we! = WY wie) (9. 34) 

从 第 (上 -1) 个 系数 得 到 第 上 个 系数 。 显 然 ,要 求 倒 位 序 系 数 的 算法 就 不 适合 用 这 种 方法 .应 当 注 
意 , 式 (9.34) 实 质 上 是 习题 6. 21 所 给 出 的 耦合 形式 振荡 器 。 当 使 用 有 限 精度 的 算术 算法 时 ,在 这 
个 差分 方程 的 迭代 过 程 中 就 产生 误差 。 所 以 ,通常 需要 重新 设置 预定 点 上 的 值 (如 WX = -j) ,以 
使 误差 在 允许 范围 内 。 





”车 利 用 对 称 性 , 则 可 减少 这 个 数目 ,但 是 增加 了 读 取 所 需要 数值 的 复杂 性 。 
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9.5 更 一 般 的 FFT 算法 


9.2 节 和 9.3 节 中 详细 讨论 的 2 的 震 次 的 算法 是 直接 高 效 和 易于 编程 的 。 然 而 ,对 于 N 的 其 
他 值 的 有 效 算法 在 很 多 应 用 中 是 非常 有 用 的 。 


9.5.1 AN 为 复合 数 的 算法 


虽然 六 为 2 的 整数 寡 的 特殊 情况 可 得 出 一 种 简单 结构 的 算法 ,但 这 并 不 是 可 减少 DFT 计算 量 
的 六 值 的 唯一 情况 。 当 N 为 复合 数 , 即 两 个 或 更 多 整数 因子 的 乘积 时 ,可 采用 适用 于 2 BE HE 
情况 的 按时 间 抽 取 和 按 频 率 抽取 算法 的 一 些 方法 。 例 如 , 若 N=NN:, 则 有 可 能 将 N 点 DET 表示 
为 Ni 个 入 点 DFT 的 和 或 A N, 点 DFT 的 和 ,这 样 可 以 减少 计算 的 次 数 。 由 上 述 讨 论 ,指数 n 
和 可 以 表示 如 下 : 
NI 一 1 


= 1=0,1 
n = Non, +n2, eG .NW —1 (9. 35a) 
ki=0,1,..., Ni—1 
k =k, + Niko, oe 1 -,N5—1 (9. 35b) 


DY N= NN, ,这 些 标号 分 解 应 保证 ”和 上 大 的 取 值 范围 覆盖 所 有 0, 1,… , N -1 的 值 。 将 这 些 n,k 
的 表达 式 代 入 DFT 的 定义 式 经 过 一 些 运 算 后 得 到 
X[k] = X[k + Nık2] 


No-1[ /Ni-i 
kn kına kon> (9. 36) 
= (3 x[Nony + n2] Wy, | WA | Wy, 


m2=0 | Nni=0 
其 中 ,k=0, 1,…, M -lk =0, 1,0, N, -1。 式 (9.36) 括 号 内 的 部 分 表示 NN, 点 DFT, 求 和 号 
外 面 对 应 于 旋转 因子 不 必修 订 后 的 第 一 组 变换 输出 的 WiN: 点 DFT. 
WR N, =2,N =N/2, 式 (9.36) 将 退化 为 9.3 节 中 图 9. 19 表示 的 2 的 寡 次 按 频率 抽取 算法 的 
第 一 级 分 解 ,该 算法 由 MX2 个 2 点 变换 级 联 2 个 N/2 点 变换 构成 。 相 反 地 ,如 果 N = N/2,N, =2， 
式 (9.36) 将 退化 为 9. 2 节 中 图 9. 4 表示 的 2 的 窜 次 按时 间 抽 取 算 法 的 第 一 级 分 解 ,该 算法 由 两 个 
N/2 点 变换 级 联 N/2 个 2 点 变换 构成 -了 
先进 行 N, 点 的 变换 ,然后 再 对 NAN, 的 另 一 个 剩余 因子 N, 应 用 式 (9. 36) ,直到 所 有 N 的 因子 
都 使 用 后 ,可 得 到 一 般 复 合 数 N 的 Cooley-Tukey 算法 。 重 复 应 用 式 (9. 36) 可 以 得 到 类 似 于 2 的 整 
数 震 算法 的 分 解 形式 。 这 些 算 法 相 比 2 的 索 次 的 情况 仅仅 需要 稍微 复杂 一 些 的 标号 运算 。 如 果 N 
的 因子 互 为 素数 ,以 更 复杂 的 标号 运算 为 代价 ,乘法 次 数 可 进一步 碱 少 。 为 了 消除 式 (9.36) 中 旋 
转 因 子 的 影响 ,“ 素 因子 "算法 采用 了 与 式 (9.35a) 和 式 (9.35b) 不 同 的 标号 分 解 ,因此 显著 减少 了 
计算 量 。 在 Burrus and Parks (1985), Burrus (1988) and Blahut (1985) 的 论文 中 讨论 了 更 通用 的 
Cooley-Tukey 算法 及 素 因 子 算法 的 细节 。 
为 了 说 明 采 用 这 种 素 因子 算法 可 以 达到 的 效果 ,查看 图 9. 26 所 绘 出 的 计算 结果 。 这 些 作 为 
的 函数 的 浮 点 运算 (FLOPS) 次 数 的 结果 是 用 MATLAB 5. 2 版 本 中 的 Eft ( ) 函数 得 出 的 @。 正 如 讨 





T 如 果 图 9.4 要 成 为 式 (9. 36) 的 完全 表示 ,其 最 后 一 级 的 两 点 蝶 形 必须 用 图 9. 10 中 的 蝶 形 来 代替 
D 本 图 是 由 C.S. Burrus 所 写 程序 的 修正 版 本 所 生成 的 。 由 于 近来 的 MATLAB 版 本 已 不 能 提供 对 浮 点 运算 的 测量 ,因此 
读者 可 能 不 能 再 对 此 实验 进行 复 现 
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论 过 的 , 浮 点 计算 的 总 次 数 应 当 与 N log, N 成 正比 ,因为 对 于 直接 计算 是 2 a oar ft HE Pe 
N? o XEF N 的 其 他 值 , 总 的 运算 次 数 取 决 于 因子 (和 基数 ) 的 数目 。 

“4 ON 是 素数 时 ,需要 直接 计算 ,因此 浮 点 运算 次 数 正 比 于 入 - 图 9. 26 上 边 ( 实 ) 的 曲线 得 出 以 
下 函数 : 





FLOPS(N) = 6N? + 2N(N — 1) (9. 37) 
对 于 W 为 素数 的 值 ,所 有 的 点 均 落 在 这 条 曲线 上 .下边 的 虚线 得 出 以 下 函数 : 
FLOPS(N) = 6N logs N (9. 38) 
x 105 MATLAB FFT 函数 的 FLOPS 数量 
6 7 T 


MATLAB FFT 函数 的 FLOPS 数量 














变换 长 度 NN 


图 9.26 JA MATLAB fft () 函 数 (修订 版 5.2) 计 算 作为 N 的 函数 时 的 浮 点 运算 次 数 


沙 在 这 条 曲线 上 的 点 是 V 为 2 的 寡 次 时 所 有 的 值 。 其 他 复合 数 运 算 次 数落 在 两 条 曲线 之 间 。 
要 了 解 整数 到 整数 如 何 有 效 地 变化 ,考虑 N 为 199 到 202 的 值 。 数 199 是 一 个 素数 ,所 以 运算 次 数 
(318004) 落 在 最 大 的 曲线 上 。N =200 可 因 式 分 解 为 YV=2 .2 .2.5.5, 运 算 次 数 (27 134) 接近 
于 最 小 的 曲线 。 对 于 N =201 =3 .67 , 浮 点 运算 次 数 为 113788 , 当 N=202 =2 + 101 时 , 浮 点 运算 次 
BH 167676. N=201 Al N =202 之 间 的 这 一 显著 差别 是 因为 101 点 的 变换 比 67 点 的 变换 需要 更 
多 的 计算 次 数 。 还 应 注意 , 当 NN 有 很 多 小 的 因子 时 ,( 例 如 ,N=200) 其 计算 效率 会 更 高 。 


9. 5.2 FFT 算法 的 优化 


FFT 算法 是 基于 将 DFT 数学 分 解 为 小 规模 变换 的 组 合 , 正 如 9.2 节 和 9.3 节 中 详细 介绍 的 。 
FFT 算法 可 以 用 高 级 编程 语言 来 表示 ,该 语言 可 编译 成 能 在 目标 机 器 上 运行 的 机 器 指令 。 一 般 来 
说 ,这 将 导致 实现 的 效率 随机 器 结构 的 不 同 而 变化 。 为 了 解决 许多 机 器 效率 最 大 化 的 问题 , Frigo 
和 Johnson(1998 ,2005 ) ,开发 了 一 套 自由 软件 库 , 称 为 FFTW (Fast Fourier Transform in the West). 
在 特定 的 硬件 平台 上 FFTW 使 用 “planner” 以 适应 广义 Cooley-Tukey 类 型 的 FFT 算法 ,从 而 使 计算 
效率 最 大 化 。 系 统计 算 分 为 两 级 :第 一 级 是 规划 级 ,为 了 优化 给 定 机 器 的 性 能 而 组 织 计 算 ; 第 二 级 
是 计算 级 ,执行 得 出 的 计划 (程序 ) 。 对 于 给 定 的 机 器 一 旦 确定 了 计划 ,就 可 以 在 该 机 器 上 进行 尽 
可 能 多 的 所 需 计 算 次 数 。FFTW 的 细节 超出 了 本 书 讨 论 范 围 。 然 而 ,Frigo and Johnson ,2005 年 已 
经 证 明 , 对 于 许多 主机 来 说 ,N 取 值 从 16 到 8192 时 的 FFTW 算法 的 计算 速度 明显 比 其 他 方法 快 得 
多 ,NN 值 大 于 8192 时 ,由 于 存储 器 缓存 的 原因 ,FFTW 的 性 能 显著 下 降 
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9.6 用 卷 积 实现 DFT 


因为 FFT 惊人 的 高 效 性 ,人 们 常常 通过 计算 两 个 互相 卷 积 的 序列 的 DFT 及 其 乘积 的 IDFT 
来 实现 卷 积 运算 ,其 中 使 用 FFT 算法 来 计算 正 向 和 反 向 DFT。 与 此 相反 ,并 且 看 上 去 显然 ( 当然 
实际 上 并 不 ) 是 一 种 矛盾 的 作法 ,人 们 有 时 喜欢 首先 把 DFT 的 计算 转换 为 卷 积 来 进行 。 已 经 在 
Goertzel 算法 中 见 到 这 样 的 一 个 例子 ,并 且 即 将 讨论 的 一 些 其 他 较为 复杂 的 算法 也 以 这 种 方法 
为 基础 。 


9.6.1 Winograd 傅 里 叶 变 换算 法 概述 


S. Winograd (1978 ) 曾 提 出 并 推导 了 一 种 算法 通常 称 为 Winograd 傅 里 叶 变 换算 法 (WFTA ) ,该 
算法 利用 多 项 式 乘法 或 与 之 等 效 的 卷 积 实现 了 DFT 的 高 效 计算 。WFTA 使 用 将 DFT 分 解 成 长 度 
为 互 素数 的 许多 短 长 度 的 DET 的 序号 排列 方式 。 然 后 把 短 DFT 转变 为 周期 卷 积 。Rader( 1968 ) 曾 
提出 一 种 当 输 入 样本 数 为 素数 时 把 DFT 转化 成 卷 积 的 方法 ,但 是 这 种 方法 的 应 用 尚 等 待 着 计算 周 
期 卷 积 的 高 效 方法 的 出 现 。Winograd 将 上 面 的 各 种 方法 与 计算 循环 卷 积 的 高 效 算法 合 为 一 体 , 形 
成 了 一 种 计算 DET 的 新 方法 。 因 为 推导 计算 短 卷 积 高 效 算法 的 技术 是 以 像 用 于 多 项 式 的 中 国 余 
数 定理 之 类 的 高 等 数论 概念 为 基础 的 ,所 以 在 这 里 不 介绍 其 细节 。 但 有 关 WETA 细节 全 面 深入 的 
讨论 可 见 McClellan and Rader(1979),Blahut(1985 ) 及 Burrus(1988 ) 的 论文 。 

使 用 WFTA 方法 时 ,对 于 一 个 NN 点 DFT 所 需要 的 乘法 次 数 正比 于 NN, 而 不 是 WiogN。 虽 然 这 种 
方法 可 以 得 出 在 使 乘法 次 数 最 少 方面 最 优 的 算法 ,但 是 与 FET 相 比 加 法 次 数 却 明 显 增加 。 因 此 ， 
WETA 最 适用 于 乘法 运算 比 加 法 运算 慢 得 多 的 场合 ,如 像 通常 遇 到 的 定点 数字 算术 运算 的 情况 。 
但 是 ,在 乘法 和 累加 为 一 体 的 处 理 器 中 ,Cooley-Turkey 或 素 因 子 算法 常常 是 比较 好 的 。WFTA 的 另 
一 个 缺点 是 标号 排列 比较 复杂 ,不 可 能 同 址 计算 ,而 且 对 于 不 同 V 值 ,算法 的 主要 结构 也 各 不 同 。 

因此 ,虽然 从 作为 衡量 DFT 计算 (利用 乘法 ) 所 能 达到 的 有 效 程度 为 基准 来 看 , WEA 是 非常 
重要 的 ,但 是 在 确定 实现 DFT 计算 的 软 机 或 硬件 的 速度 和 有 效 性 时 ,往往 其 他 因素 占 主导 地 位 。 


9. 6.2 线性 调频 变换 算法 


以 把 DFT 表示 成 卷 积 为 基础 的 男 一 种 算法 称 为 线性 调频 变换 算法 (CTA)。 这 种 算法 虽然 在 
减少 计算 复杂 性 方面 不 是 最 优 的 ,但 是 在 许多 应 用 场合 ,特别 是 当 实 现 一 个 固定 的 预先 给 定 的 脉冲 
响应 进行 卷 积 的 技术 时 , 它 是 十 分 有 用 的 。CTA 也 比 FFT 具有 更 广泛 的 适应 性 ,因为 它 可 以 用 于 
计算 在 单位 圆 上 离散 傅 里 叶 变 换 的 任意 一 组 等 间隔 
为 了 推导 出 线性 调频 变换 算法 (CTA ) , 令 x[n] ans 
表示 一 个 NN 点 序列 ,X(e*) 表 示 其 傅 里 叶 变 换 。 来 研 
究 计算 X(e*) 的 MM 个 样本 ,这 些 样 本 在 单位 圆 上 以 
等 角度 间隔 排列 ,如 图 9.27 所 示 , 即 在 如 下 频率 处 : 
wk = wo +kAw, k=0,1.':'*,M—1 (9.39) 
其 中 起 始 频率 wo 和 频率 增 量 Aw 可 任意 选取 。 
(对 于 DFT 的 特殊 情况 ,os =0,M=N 和 Aw=2m/ 
N,) 与 这 个 通常 的 频率 样本 集 相对 应 的 傅 里 叶 变 
换 是 图 9.27 线性 调频 变换 的 频率 样本 
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N-1 
Xie = J zich I, k=0,1,.……,M—1 (9. 40) 
n=0 
RA AE LWW 
W = ei^o (9.41) 
且 利 用 式 (9.39) ,有 
N-1 
X (ei) = J x[n] je wnt (9.42) 
n=0 
为 了 将 X(e”) 表 示 成 一 个 卷 积 , 利 用 等 式 
nk = 5[n? + k? — (k—n)?] (9.43) 
可 将 式 (9.42 ) 表 示 为 
N-1 
X(eiob) 二 bD x [nje— 100" w” (2 wk 2w ik=) /2 (9. 44) 
n=0 
gin] = x[n]e ie” WwW" /2 (9.45) 
则 可 以 得 出 
3 N-I zd 
Xei) = wh? TS giw V2, =01 MAL (9. 46) 
n=0 


为 了 能 把 式 (9. 46 ) 看 作 一 个 线性 时 不 变 系 统 的 输出 ,在 式 (9. 46) PIH n RE k JEJ k ARE ,得 到 
较为 熟悉 的 形式 


N-I 
X (ei) = WP (= Ta : n=0,1,.…,M—1 (9.47) 
k=0 

在 式 (9.47) 的 形式 中 ,X(e”) 相 当 于 序列 gL n | 与 序列 
W““ 的 卷 积 ,然后 乘 以 序列 及 2? 。 用 独立 变量 标注 的 输 
出 序列 是 频率 样本 序列 X(e”)。 根 据 这 一 解释 , 式 (9.47) 
的 计算 过 程 绘 于 图 9. 28 中 。 可 以 认定 序列 到 "2 是 频率 以 em ome’? Wo 
间隔 nAw 线性 增加 的 复 指数 序列 。 在 雷达 系统 中 ,这 种 信 图 9.28 线性 调频 变换 算法 的 方 框图 
号 称 为 线性 调频 信号 ,所 以 该 方法 取 名 为 线性 调频 变换 。 在 
雷达 和 声 纳 信号 处 理 中 常常 用 与 图 9. 28 类 似 的 系统 作 脉冲 压缩 CSkolnik ,2002 ) 。 

为 了 计算 式 (9.47) 表 示 的 传 里 叶 变换 的 样本 ,只 须 计 算 图 9. 28 所 示 系 统 在 一 个 有 限 区 间 上 的 
输出 。 图 9. 29 绘 出 了 序列 gln], WOM gin] * W, AW el n | ARK AY, AEK n= 
0,1,0, M -1 EM gin] + Wo"? RABIES WO" RARR, BE EM in = -(N-1) 到 
n=M -1 的 部 分 。 定 义 h[n] 为 





W—"/2, -—(N-1)<n<M-—1 


hin] = 0. 其 他 (9. 48 ) 
如 图 9. 30 所 示 。 利 用 卷 积 过 程 的 图 形 表示 ,很 容易 证 明 : 
gin]* Wo /2 = ginjxh{n]. n=0,1,---,M—1 (9.49) 


因此 ,在 图 9. 28 所 示 系 统 中 的 无 限 长 脉冲 响应 WW-"“ 可 用 图 9. 30 的 有 限 长 脉冲 响应 来 代替 。 新 得 
到 的 系统 如 图 9. 31 所 示 , 其 中 h[n] 由 式 (9. 48 ) 表 示 ,频率 样本 X eh) 由 下 式 给 出 ; 
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X(el) = y[n], 1 =0,1,---,-M—1 


aeaee Ua 


(N-1) 


gin] 





n 
a 


we 





M 


Mimun 


(M-1) 





(c) 





图 9.29 ”在 线性 调频 变换 算法 中 所 用 到 的 序列 。 注 意 ,实际 上 所 涉及 的 序列 是 
复数 值 ,(a)eln] =x[n]Je W? ; (b) WP; (Ce)gln] «We? 


hjn] 


I 


-~(N-1) (M-1) 








图 9.30 FIR 线性 调频 滤波 器 的 支撑 区 。 注 意 ,由 式 (9. 48) 给 出 的 h[n] 为 复数 


(9. 50) 


利用 图 9. 31 所 示 过 程 计 算 频 率 样本 有 许多 潜在 的 优 
点 。 总 地 来 说 ,不 像 FFT 算法 那样 要 求 N=M, 并 且 N 或 M pr Or (= 
均 不 要 求 是 合成 数 (composite numbers), HX E, WRR E 


的 话 , 它 们 可 以 是 素数 。 此 外 ,参数 w, 是 任意 的 。 这 种 比 | enw? 


wire 


FET 更 广泛 的 适应 性 并 不 排除 计算 的 高 效 性 ,因为 可 以 利用 图 9 31 有 限 长 脉冲 响应 的 线性 
FFT 算 法 以 及 8.7 节 介绍 的 计算 卷 积 的 技术 高 效 的 实现 调频 变换 系统 的 方 框图 

图 9.31 中 的 卷 积 。 正 如 8.7 节 所 讨论 的 ,为 了 使 循环 卷 积 当 0<n<M-1 时 等 于 g[n] *h[h]， 
PPT 的 长 度 必须 大 于 等 于 (M+N-1)。 另 外 FET 的 长 度 可 以 是 任意 的 ,例如 , 它 可 以 取 作 2 的 过 
次 。 十 分 有 趣 地 注意 到 ,用 于 计算 隐 含 在 线性 调频 变换 算法 中 的 卷 积 的 FFT 算法 可 以 是 Winograd 


类 型 的 。 这 些 算 法 本 身 利 用 卷 积 去 实现 DFT 计算 。 


ER 9. 31 所 示 系 统 中 ,因为 hl] 是 非 因果 的 ,而 对 于 某 些 实时 的 实现 ,为 了 得 到 一 个 因果 系 
统 必须 对 h[nj 加 以 修正 ,因为 h[nj 是 有 限 长 的 ,所 以 这 种 修正 很 容易 完成 ,只 须 把 h[n] 延 迟 (N - 1) 


就 可 得 到 一 个 因果 脉冲 响应 


—(n—N+1)2/2 = Beaks 
mal ,n=0,1,.…,M+N—2 


0, 其 他 


(9. 51) 
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因为 在 输出 端的 线性 调频 解 调 因子 和 输出 信和 号 也 均 延 迟 (NM - 1) 个 样本 ,所 以 傅 里 叶 变 换 值 为 
Xeic) = yin +N — 1], n=0,1,.……,M—1 (9. 52) 
为 了 得 到 一 个 因果 系统 而 对 图 9.31 所 示 系 统 加 以 修正 ,可 得 出 图 9.32 所 示 的 因果 系统 。 
图 9. 32 所 示 系 统 的 优点 在 于 : 它 涉 及 输入 信号 (受到 某 一 线性 频率 调制 率 的 调制 ) 和 一 个 固定 的 、 
因果 的 脉冲 响应 的 卷 积 。 如 像 电 荷 耦 合 器 件 (CCD ) 和 声 表面 波 (SAW ) 器 件 之 类 的 技术 对 于 实现 
与 固定 的 预先 规定 的 脉冲 响应 的 卷 积 特别 有 用 。 这些 器 件 可 以 用 于 实现 FIR 滤波 带 , 该 滤波 带 在 
制造 时 就 由 电极 的 几何 形状 确定 了 它 的 脉冲 响应 。Hewes 等 人 (1979 ) 在 用 CCD 带 件 实现 线性 调 
频 变换 算法 时 使 用 了 类 似 的 方法 。 
当 要 计算 的 频率 样本 与 DFT 一 致 时 ,线性 调频 变换 算法 可 以 进一步 简化 。 在 这 种 情况 下 ， 
a =0 AW =e ,所 以 w, =2wnAN。 这 可 以 很 方便 地 对 图 9.32 所 示 系 统 加 以 修正 。 特 别 是 , 令 
wo =0 A W =e "=W,, 并 且 考 虑 将 一 个 附加 的 单位 延迟 加 到 图 9. 32 所 示 的 脉冲 响应 上 。 若 人 
为 偶数 , 则 WY =e”"=1, 因 此 
wore _ wy"? (9.53) 
所 以 ,此 时 的 系统 如 图 9. 33 所 示 ,其 中 


， 
一 /1/2 


在 这 种 情况 下 ,调制 xLnj 的 线性 调频 信号 和 调制 FIR 滤波 器 输出 的 线性 调频 信号 是 相同 的 ,并 且 


Xe") = yin +N], n=0.1,.…,M-1 (9.55) 
"Om Oa alm] 
x[n] gin] mi 9 yila] xla] ©) gin] an Q yaln] 
e- eann”? Wwn- N+ 1)72 wana MPR N?N = wr z 
图 9.32 因果 有 限 长 脉冲 响应 的 线 图 9.33 得 出 DFT 样本 的 线性 调 
性 调频 变换 系统 的 方 框图 频 变 换 系 统 的 方 框图 


例 9.1 线性 调频 变换 的 参数 
假设 有 限 长 序列 x[n] 仅 在 区 间 n =0,…,25 上 为 非 零 , 且 要 计算 当 上 =0,…,15 时 在 频率 
点 w, =2T7/27 +2mk/1024 上 DTFT X(e*) 处 的 16 个 样本 。 可 利用 图 9.32 所 示 选 择 适 当 参 数 
的 系统 通过 与 一 个 因果 脉冲 响应 的 卷 积 来 计算 所 要 求 的 频率 样本 。 设 所 求 样本 个 数 M = 16 
及 序列 长 度 NW=26。 初 始 样本 的 频率 w 为 2mX27 ,而 相 邻 频率 样本 的 间隔 Aw A 27/1024 
这 样 选择 参数 后 ,由 式 (9.41) 可 知 肌 =e 和 各, 且 由 式 (9.51) 可 得 出 所 要 求 的 因果 脉冲 响应 为 
[e742 /1024)—(n—25)"/2, 7 = 0, +++, 40 
其 他 
对 于 这 个 因果 脉冲 ,输出 yi[n] 就 是 以 y[25] 处 为 起 点 的 所 要 求 的 频率 样本 , 即 


yila +25] = Xe] luo, =2r/27+27n/1024 =O, AS 


Bluestein ( 1970) 首次 提出 了 与 线性 调频 变换 算法 类 似 的 算法 ,他 曾 证 明 , 对 于 Aw =2m/V Fil NV 
为 某 整数 的 平方 的 情况 ,可 以 递 推 的 实现 图 9. 32 所 示 的 系统 ( 见习 题 9. 48 ) Rabiner 等 人 (1969 ) 
归纳 提出 了 在 = 平面 的 螺旋 曲线 上 计算 等 角度 间隔 的 z 变换 样本 的 算法 。 这 种 线性 调频 变换 更 一 
般 的 形式 称 为 线性 调频 z 变换 算法 (CZT) 。 被 称 为 线性 调频 算法 的 计算 方法 是 线性 调频 = 变换 算 
法 的 一 种 特殊 情况 。 


hilan] = 
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9.7 有 限 寄存 器 长 度 的 影响 


因为 在 数字 滤波 和 谱 分 析 中 广泛 用 到 快速 傅 里 叶 变 换 , 所 以 了 解 有 限 寄存 融 长 度 在 计算 中 的 
影响 是 十 分 重要 的 。 但 是 ,与 数字 滤波 器 的 情况 一 样 , 精 确 分 析 这 种 影响 是 很 困难 的 ,为 了 达到 选 
取 合 适 的 寄存 器 长 度 的 目的 ,通常 进行 简化 分 析 就 可 以 满足 要 求 。 将 要 论述 的 分 析 方 法 类 似 于 
6.9 节 中 所 采用 的 形式 。 有 具体 地 讲 ,将 采用 线性 噪声 模型 来 分 析 运 算 舍 人 问题 ,该 模型 通过 在 计算 
算法 中 产生 伟人 现象 的 每 个 点 上 插入 一 个 加 性 品 声 (additive noise) 源 而 得 到 。 此 外 ,为 了 简化 分 
析 过 程 , 将 做 一 系列 的 假设 。 得 出 的 一 些 结果 将 导出 几 种 简化 但 有 用 的 可 以 估计 运算 舍 人 所 产生 
的 影响 的 方法 。 昌 然 分 析 是 对 舍 入 而 言 ,但 是 通常 可 以 很 容易 地 将 结果 加 以 修正 而 用 于 截 尾 的 
情况 

已 经 看 到 ,对 于 FFT 有 许多 不 同 的 算法 结构 。 但 是 在 不 同类 的 算法 中 舍 人 噪声 的 影响 是 非常 
相似 的 。 因 此 ,虽然 只 考虑 基 2 按时 间 抽 取 算 法 ,但 是 得 出 的 结果 也 可 以 作为 其 他 形式 算法 的 
RR. 

绘 于 图 9.11 中 的 描述 当 N =8 时 按时 间 抽 取 算 法 的 流 图 现在 重 绘 于 图 9. 34 中 。 该 图 的 一 些 
关键 环节 也 是 其 他 所 有 的 标准 基 2 算法 所 共同 的 。 计 算 DFT wH v = log N 级 。 在 每 一 级 中 新 数 
列 的 N 个 数 均 由 先前 数列 中 的 两 个 元 素 线性 组 合 在 一 起 而 产生 。 第 > 级 数列 就 是 所 要 求 得 DET. 
对 于 基 2 按时 间 抽 取 算 法 ,基本 的 2 点 DFT 计算 (使 用 旋转 因子 ) 的 表达 式 为 

Xml Pp] = Xm—-11P] + Wy Xm-11¢] (9. 56a) 

Xmlg] = Xm—-1lP] — WyXm-il4] (9. 56b) 
这 里 下 标 m 和 (m 一 1) 分 别 表 示 第 m 级 数列 和 第 (m - 1) RR, p 和 9 表示 在 每 个 数列 中 数 
的 位 置 (应 注意 ,m=0 指 输入 数列 ,而 m=z 指 输出 数列 )。 图 9. 35 绘 出 了 表示 该 蝶 形 计算 
的 流 图 。 














图 9.34 按时 间 抽 取 FFT 算法 的 流 图 


在 每 一 级 均 进行 N/2 次 单独 的 蝶 形 计算 以 产生 下 一 级 数列 。 整 数 r BRE pq 和 m 的 变化 而 改 
变 , 它 取决 于 所 用 FET 算法 的 具体 形式 。 然 而 ,这 里 的 分 析 与 上 变化 的 具体 方式 没有 关系 。 而 且 ， 
用 以 确定 如 何 对 整个 第 m 级 数列 进行 标号 的 有 关 p .gq 和 m 之 间 的 具体 关系 对 于 分 析 并 不 重要 。 
由 于 不 同 的 蝶 形 形式 ,所 以 对 于 按时 间 抽 取 和 按 频率 抽取 的 分 析 细 节 也 略 有 不 同 , 但 是 得 出 的 基本 
结果 没有 多 大 变化 。 在 分 析 中 假定 蝶 形 计算 为 对 应 于 按时 间 抽 取 的 由 式 (9. 56a) 和 式 (9. 56b) 所 
描述 的 基本 形式 。 
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把 每 个 定点 乘法 运算 与 一 个 加 性 噪声 发 生 器 联系 在 一 起 来 建立 伟人 噪声 的 模型 。 当 分 析 舍 人 
噪声 效应 时 ,由 于 使 用 这 种 模型 ,图 9. 35 所 示 的 蝶 形 将 由 图 9. 36 所 示 的 蝶 形 来 代替 .记号 elm, | 
清楚 地 表明 , 这 个 量 代表 在 由 第 (m - 1) 级 数列 计算 第 m 级 数列 的 第 q 个 元 素 与 一 个 复 系数 相 乘 
的 结果 进行 量化 时 所 产生 的 误差 。 














Xm—i[p] o- > Xn Lp] 
Xm-1lp] > > = Xm [p] 
, Wi Xm ila] Xm lq] 
Xm- il] o—>— 5 Xm[q] elm, 4] 
图 9.35 按时 间 抽 取 的 蝶 形 计算 图 9.36 在 按时 间 抽 取得 蝶 形 算法 中 定 


点 舍 人 噪声 的 线性 噪声 模型 


因为 假设 在 一 般 情 况 下 FET 的 输入 均 为 复 序列 ,所 以 每 次 相 乘 的 结果 也 是 复数 ,实际 上 它 由 4 
个 实数 乘法 组 成 。 假 设 每 个 实数 乘法 产生 的 误差 有 下 列 性 质 : 

(1) 误差 是 在 - (1/2) x2 到 (1X2) x2 一 区 间 上 均匀 分 布 的 随机 变量 ,这 里 将 数 表 示 为 (有 +1) 
位 带 符号 的 小 数 ,与 6.7. 1 节 中 定义 的 一 样 。 因 此 每 个 噪声 源 的 方差 为 2 /12 。 

(2) 误差 相互 之 间 不 相关 。 

(3) 所 有 的 误差 均 与 输入 不 相关 ,因此 与 输出 也 不 相关 。 

由 于 四 个 噪声 序列 都 是 互 不 相关 的 零 均 值 白 噪声 ,并 且 有 相同 的 方差 
—2B 
12 
为 了 确定 在 任何 输出 节点 上 输出 噪声 的 均 方 值 ,必须 考虑 传 至 该 节点 的 每 个 噪声 源 的 贡献 。 从 
图 9. 34 所 示 的 流 图 可 以 看 出 以 下 两 点 : 

(1) 从 流 图 中 任 一 节点 到 相连 接 的 任 一 其 他 节点 的 传输 函数 均 与 单位 幅度 的 复 常 数 相 乘 ( 因 
为 每 个 支 路 的 传输 比 或 者 为 1, 或 者 为 Wy 的 整数 次 震 ) 。 

(2) 每 个 输出 节点 均 与 流 图 中 的 7 个 蝶 形 相连 接 。[ 在 一般 情况 下 ,每 个 输出 节点 应 当 与 
(CN-1) 个 蝶 形 相连 接 ,] 例 如 ,图 9.37(a) 绘 出 了 除去 不 与 X[0] 相 连接 的 蝶 形 后 所 有 蝶 形 构成 的 
流 图 ,而 图 9. 37(b) 绘 出 了 除去 不 与 X[2] 连 接 的 蝶 形 后 所 有 蝶 形 构成 的 流 图 。 

上 述 两 点 结论 可 以 推广 到 N 为 2 的 任意 寡 的 情况 。 

由 结论 (1) 可 知 , 由 每 个 基 元 噪声 源 产生 的 输出 噪声 分 量 幅 度 的 均 方 值 相 同 , 均 为 o%。 每 个 输 
出 节点 的 全 部 输出 噪声 等 于 传播 到 该 节点 的 噪声 之 和 。 因 为 假设 所 有 的 噪声 源 之 间 均 不 相关 ,所 
以 输出 噪声 幅度 的 均 方 值 等 于 传播 到 该 节点 的 噪声 源 数目 的 ex 倍 。 每 一 个 蝶 形 至 多 引信 一 个 复 
噪声 源 ; 因 此 ,由 结论 (2) 可知, 最 多 有 (N-1) 个 噪声 源 的 噪声 传播 至 每 个 输出 节点 。 事 实 上 ,并 不 
是 所 有 的 蝶 形 都 产生 舍 入 噪声 ,因为 一 些 蝶 形 (如 N=8 时 ,在 第 一 级 和 第 二 级 中 的 所 有 暴 形 ) 只 涉 
及 与 1 相 乘 。 但 是 ,如 果 为 了 简化 假定 每 个 蝶 形 均 有 伟人 发 生 , 则 可 以 把 所 有 结果 作为 输出 噪声 的 
上 限 。 根 据 这 一 假设 ,在 第 上 个 DIET 值 克拉 的 计算 中 ,输出 噪声 的 均 方 值 为 

E{|F[KI|7} = (N — lo} (9.58) 


Ellelm. ql?) =4- 








“ON BOR , PUEMA 

E(|FIK]|?} = No? (9. 59) 
按照 这 一 结果 ,输出 噪声 的 均 方 值 正比 于 变换 的 点 数 W。 将 N 加 售 或 在 FFT 中 增加 另外 一 级 的 影 
响 是 ,将 输出 噪声 的 均 方 值 加 倍 。 习 题 9. 52 就 是 当 并 没有 给 那些 只 涉及 与 1 或 j 相 乘 的 蝶 形 中 插 
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入 噪声 源 时 ,人 研究 如 何 对 上 面 的 结果 做 出 修正 。 请 注意 ,对 于 FFT 算法 ,长 度 加 倍 的 累加 器 并 不 能 
帮助 减少 舍 人 噪声 ,因为 在 每 一 级 的 输出 端 蝶 形 计算 的 输出 必须 存储 在 (8 + 1) 位 的 寄存 器 中 。 








>—? X[2] 

















(a) (b) 


图 9.37 (a) 对 XL0] 有 影响 的 蝶 形 ; (b) 对 X[2] 有 影响 的 蝶 形 


在 实现 定点 运算 的 FFT 算法 时 ,必须 保证 没有 溢出 。 由 式 (9. 56a) 和 式 (9. 56b) 可 得 
max(|X»—1[P]|, |Xm—1lg]) < max(|Xm[p]|. Xml] (9. 60) 
以 及 
max(|Xm[P]|,|Xmlq]|) < 2max(|X ip [Xm -1[q]|) (9.61) 
(见习 题 9.51) 式 (9.60) 表 明 , 最 大 幅度 不 是 逐 级 递减 的 。 如 果 FFT 的 输出 幅度 小 于 1, 则 在 每 个 
数列 中 各 节点 的 幅度 必 小 于 19。 
为 了 把 这 一 限制 表示 为 输入 序列 的 幅度 上 限 ,注意 到 ,条件 


x[n] <5 O<n<N-1 (9. 62) 
是 保证 
|X[k]| < 1. O<k<N-1 (9. 63) 
的 必要 和 充分 条 件 。 这 可 由 DFT 的 定义 得 出 ,因为 
N-1 N-1 
|X[k]] = XO xlnJwh < > Ix[n]] 大 =0.1.….N 一 1 (9. 64) 
n=0 n=0 








因此 ,要 保证 算法 的 每 一 级 均 无 溢出 发 生 , 式 (9. 62 ) 是 充分 条 件 。 

为 了 得 出 FFT 算法 输出 噪声 信号 比 的 解析 表达 式 , 考 虑 输入 为 相 邻 序列 值 互 不 相关 的 序列 ， 
即 白 噪声 输入 信和 号。 仍然 假定 输入 序列 的 实 部 和 虚 部 是 不 相关 的 , 而且 各 部 分 的 幅度 密度 在 
-1A(Y2N) 和 +1/(Y2N) 之 间 是 均匀 分 布 的 [注意 ,这 个 信号 满足 式 (9. 62) ] 。 因 此 , 复 输入 序列 





D 也 就 是 说 ,在 任 一 数列 中 均 不 会 出 现 溢出 ,实际 上 应 当 利用 数据 的 实 部 和 虚 部 而 不 是 幅度 来 讨论 溢出 。 但 是 ,x <1 意 
RÆ Rel xl | <1 和 1Zm|x|1<1, 车 以 实 部 和 虚 部 为 基础 调整 比例 因子 ,只 能 使 允许 的 信号 电 平 有 少量 增加 。 
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的 均 方 幅度 为 
E{|x[n]?} = wi =o? (9. 65) 
输入 序列 的 DFT 为 
N-I 
X[k] = Xo ainw" (9.66) 
n=0 
在 上 述 有 关 输 入 序列 的 假设 条 件 下 ,由 上 式 可 以 证 明 : 
N-1 
EXIXIAIP} = D> Ell dP? Wwe"? 
n=0 (9. 67) 
= No? = = 
同时 利用 式 (9. 59) 和 式 (9.67 ) 可 得 
<EflFIAI>} =3N7o2 = N22-24 (9. 68) 


E{IXIKIP 
按照 式 (9. 68) ,噪声 信号 比 随 N 的 增加 而 增 大 ,或 者 每 一 级 增加 1 位 。 这 就 是 说 , 若 N 增 大 一 倍 ， 
相当 于 给 FFT 又 附加 了 一 级 , 则 要 维持 同样 的 噪声 信号 比 ,就 必须 使 寄存 器 的 长 度 增加 1 位 。 实 际 
上 ,输入 信号 为 白 噪声 的 假设 在 这 里 并 不 是 关键 。 对 于 各 种 其 他 的 输入 信号 ,噪声 信号 比 仍然 正比 
于 N: ,只 是 比例 常数 有 所 不 同 

式 (9.61) 提 供 了 另 一 种 改变 信号 比例 的 方法 
因为 从 上 一 级 到 下 一 级 最 大 幅度 至 多 增加 一 倍 ,所 以 xx， 由。 
只 要 有 |ala] | <1 并 且 在 每 一 级 的 输入 加 入 1/2 的 
衰减 就 可 防止 溢出 。 在 这 种 情况 下 ,输出 是 DFT 的 1/ 
N 信 。 虽然 均 方 输出 信号 是 没有 引入 比例 因子 时 输出 
的 1/N 倍 ,但 是 输入 信号 幅度 可 以 增 大 N 们 而 不 引起 
溢出 。 对 于 白 噪声 输入 信和 号 ,这 就 意味 着 可 以 假设 其 “中 
实 部 和 虚 部 都 是 在 区 间 [ - 1//2 ,1 人 M2 ] 上 的 均匀 分 
布 ,因此 |x[nj | <1。 所 以 , 若 用 2 除 > 次 , 则 (对 于 9.38 表示 比例 因子 乘法 器 和 有 关 
白 噪声 输入 信和 号) 所 能 得 到 的 DFT 幅度 平方 的 最 大 期 定点 伟人 噪声 的 蝶 形 结构 
望 值 与 式 (9. 67) 给 出 的 相同 。 但 是 ,输出 噪声 级 将 比 式 (9. 59 ) 得 出 的 小 得 多 ,因为 由 FFT 最 初 几 级 引 
入 的 噪声 将 被 在 后 面 几 级 数列 中 加 入 的 比例 因子 所 衰减 。 具 体 来 说 , 若 在 每 个 蝶 形 的 输入 端 均 加 入 
1/2 的 比例 因子 , 则 图 9. 36 所 示 的 蝶 形 就 修改 成 为 图 9. 38 所 示 的 蝶 形 ,图 中 特别 是 每 个 蝶 形 均 与 两 
个 噪声 源 有 联系 。 如 前 所 述 , 仍 假设 这 些 噪 声 源 的 实 部 和 虚 部 是 不 相关 的 ,并 且 与 其 他 噪声 源 也 不 相 
关 , 另 外 实 部 和 虚 部 在 +(1/2)2 "之 间 为 均匀 分 布 。 因 此 ,和 前 面 一 样 ,有 

Ellelm. ql?) = o5 = $ 2-78 = Efletm, pl?) (9. 69) 

因为 各 噪声 源 之 间 均 不 相关 ,所 以 在 各 输出 节点 处 噪声 的 均 方 幅度 仍然 是 流 图 中 各 噪声 源 的 贡献 
之 和 。 但 是 有 一 点 与 上 述 情况 不 同 ,每 个 噪声 源 经 历 整个 流 图 时 所 受到 的 训 减 与 该 噪声 源 最 初 所 
在 的 数列 有 关 。 起 始 于 第 m 列 的 噪声 源 传播 至 输出 端 时 要 乘 以 幅 值 为 (1/2) 所 "的 复 常数 。 通 过 
考察 图 9.34 可 以 看 出 ,对 于 N=8 的 情况 ,每 个 输出 节点 与 下 列 蝶 形 相连 接 : 

起 始 于 第 (wv -1) 列 的 1 个 蝶 形 

起 始 于 第 (v -2) 列 的 2 个 蝶 形 

起 始 于 第 (v -3) 列 的 4 个 蝶 形 ,等 等 . 


ejm, p] 







Ti 一 





Xn [9] 


elm. q] 
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对 于 WN=2* 的 一 般 情 况 , 每 个 输出 节点 与 第 m 列 的 2"" “个 蝶 形 相连 接 , 因 而 也 就 与 2 “个 品 
声 源 相连 接 。 所 以 ,在 每 个 输出 节点 处 ,噪声 的 均 方 幅度 为 
"一 | 
E(FIKII7) = oR pa Irn. (0.5)2 "22 


m=0 


vol 
= oR yas" 
m=0 (9. 70) 


v—| 
一 的:2》 05" 
k=0 
1—0.5" 
1—0.5 
当 N KRET, (ee 0. 5” B/N) 5 1 相 比 可 以 忽略 , 则 
E(|FIRI?} = 4o = 4 (9.71) 
上 上 式 比 所 有 的 比例 因子 都 加 到 输入 数据 上 时 所 得 出 的 噪声 方差 要 小 得 多 。 
现在 可 以 将 式 (9.71) 和 式 (9.67) 联 立 , 得 出 在 逐 级 改变 比例 和 输入 为 白 品 声 情况 下 的 输出 噪 
声 信号 比 , 有 





= 20} = 408(1 — 0.5") 


E(|FIKIP) 

E{|X[k]|?} 
这 个 结果 正比 于 ON AR AEN? 。 对 式 (9.72) 的 一 种 解释 是 ,输出 噪声 信号 比 随 N 而 增加 ,相当 于 每 
一 级 增加 半 个 码 位 ,该 结果 首次 由 Welch(1969 ) 得 出 。 还 应 当 特 别 注意 ,和 白 噪 声 信 号 的 假设 在 分 析 
中 并 不 是 必 不 可 少 的 。 每 增加 一 级 输出 ,噪声 信和 号 比 就 相当 于 增加 半 个 码 位 ,这 一 基本 结论 对 于 其 
他 许多 信号 也 成 立 , 只 是 在 式 (9.72) 中 的 常数 因子 与 信号 形式 有 关 ， 

还 应 当 注 意 , 导 致 噪声 信号 比 随 N 增 大 而 增加 的 主要 原因 是 , 当 信 号 逐 级 通过 时 ,信号 电 平 会 
逐 级 减少 (这 是 限制 溢出 所 要 求 的) 。 根 据 式 (9.71) 可知, 在 最 后 一 列 只 有 很 小 的 噪声 ( 只 有 一 位 
或 两 位 ) 。 由 于 改变 比例 的 作用 大 部 分 噪声 被 移 位 移 掉 了 。 

在 前 面 的 讨论 中 已 经 假设 采用 直接 定点 运算 ,也 就 是 说 ,只 允许 预先 设置 衰减 ,而 不 允许 在 洲 
出 检验 的 基础 上 重新 调整 比例 。 显 然 , 如 果 使 用 只 能 做 直接 定点 运算 的 硬件 或 编程 设备 ,应 当 在 
(如 果 可 能 ) 每 一 列 加 入 172 的 衰减 ,而 不 是 在 输入 列 用 一 个 大 的 衰减 。 

避免 溢出 的 第 三 种 方法 是 利用 块 浮 点 (block-floating point) 运算 。 在 这 种 方法 中 由 于 限制 

[a[n] | <1, 将 原始 数列 归 一 化 到 计算 机 字 的 最 左边 ;计算 按 定 点 运算 进行 ,只 是 在 每 次 加 法 之 后 
不 进行 溢出 检验 。 如 果 查 出 有 浇 出 , 则 用 2 除 全 部 数列 并 继续 进行 计算 。 为 了 确定 最 后 整个 数列 
的 比例 因子 ,要 算出 必须 用 2 除 的 次 数 。 输 出 噪声 信号 比 密切 依赖 于 发 生 洪 出 的 次 数 以 及 计算 中 
是 哪 一 级 发 生 洪 出 的 。 洲 出 发 生 的 位 置 和 时 间 由 所 变换 的 信号 而 决定 ,因此 ,为 了 分 析 在 FFT 的 
块 浮 点 实现 中 的 噪声 信号 比 ,必须 要 知道 输入 信和 号. 

以 上 分 析 表 明 , 当 确定 定点 实现 FET 算法 的 噪声 信号 比 时 改变 比例 是 避免 溢出 的 主要 方法 。 
因此 , 浮 点 运算 应 当 能 改善 性 能 。Gentleman and Sande(1966) , Weinstein and Oppenheim ( 1969 ) 以 
及 Kaneko and Liu( 1970) 从 理论 和 试验 上 分 析 了 浮 点 爹 人 对 FFT 的 影响 。 这 些 研 究 表明 ,因为 不 
再 需要 改变 比例 ,所 以 与 定点 运算 相 比 , 其 噪声 信和 号 比 随 w 的 增加 而 大 幅度 的 减 小 ， 

例如 , Weinstein( 1969) 从 理论 上 证 明 , 对 于 N=2” 的 情况 ,噪声 信号 比 正比 于 v 而 不 像 定 
点 运算 那样 正比 于 N。 因 此 ,将 v 增 大 4 倍 ( 即 把 N 提 高 到 原来 的 4 次 方 ) 只 能 把 噪声 信和 号 比 
增加 1 位。 





= 12Nøĝ = 4N .2 28 (9. 72) 
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9.8 小 结 


本 章 研 究 了 计算 离散 傅 里 叶 变 换 的 方法 ,并 且 认 识 到 如 何 利 用 复 因子 e ”的 周期 性 和 对 
称 性 来 提高 DFT 计算 的 效率 。 

本 章 论 述 了 DFT 表示 的 Goertzel 算法 和 直接 算法 ,因为 在 不 需要 计算 全 部 NN 个 DFT 值 的 情况 
下 这 些 方法 是 十 分 重要 的 。 但 是 ,重点 曾 述 快速 傅 里 叶 变 换 (FFT) 算 法 。 较 为 详细 地 讨论 了 按时 
间 抽 取 和 按 频 率 抽取 类 的 FFT 算法 和 一 些 解 释 所 要 考虑 的 ,如 标号 及 系数 量化 。 讨论 的 大 部 分 细 
节 是 关于 要 求 N 为 2 的 晖 的 算法 ,因为 这 些 算 法 经 常 使 用 ,容易 理解 且 编 程 简单 

本 章 还 简要 论述 了 利用 卷 积 作为 计算 DET 的 基础 。 概 述 了 Winograd 傅 里 叶 变 换算 法 , 较 详 细 
地 讨论 了 线性 调频 变换 算法 ， 

本 章 最 后 一 节 集 中 讨论 了 DFT 计算 中 量化 的 影响 。 利 用 线性 噪声 模型 证 明 ,DFT 计算 的 
品 声 信号 比 随 序列 长 度 的 不 同 而 改变 ,这 取决 于 如 何 设置 比例 因子 。 还 简要 讨论 了 浮 点 表示 
的 作用 。 


习题 
基本 题 ( 附 答案 ) 
9.1 假设 有 一 个 计算 机 程序 可 用 来 计算 如 下 DFT: 
N-1 
XI6 = 》 > xlajeJOr/N kn = 0, 1,---,N = 1 


n=0 
即 程序 的 输入 是 序列 x[n] ,而 输出 是 DFT X[k] ,证 明 如 何 将 输入 和 /或 输出 序列 重新 安排 ,使 
得 该 程序 也 可 用 来 计算 IDFT 


x|n| = a z XlkleiQr/Nhn  n=0.1, 2, N1 
BORE C0 AW 4 Xk] XA PU NH TA E ac] BG lnl A 
简单 联系 的 一 个 序列 。 有 多 种 可 能 的 方法 。 

9.2 计算 DFT 通常 需要 复数 乘法 。 考 虑 乘积 X+jY= (4+jB)(C+jD)=(4C-BD)+ 
j( BC + 4D)。 在 这 个 式 子 中 ,1 次 复数 乘法 需要 4 次 实数 乘法 和 2 次 实数 加 法 。 证 明 利 
用 算法 

X =(A-—B)D+(C—D)A 
Y =(A—B)D+(C+D)B 
可 用 3 次 实数 乘法 和 5 次 加 法 完成 1 次 复数 乘法 。 

9. 3 ”假设 将 一 个 实 值 的 32 点 序列 x[ 四 做 时 间 倒序 并 延迟 得 到 wx, [n] =x[32 -nj]。 如 果 x [mn] 为 
图 P9. 4 中 系统 的 输入 , 求 用 原 序列 x[n] 的 离散 时 间 传 里 叶 变 换 X (e) 表示 的 y[32] 的 表 
达 式 。 

9.4 考虑 如 图 P9.4 所 示 的 系统 。 如 果 该 系统 的 输入 *[n] 是 一 个 在 区 间 0<n<31 上 的 32 点 序列 ， 
输出 yLn] 在 n=32 处 的 值 等 于 X(e*) 在 某 一 特定 频率 wx 处 的 值 。 对 于 如 图 P9.4 所 示 的 系 
数 ,w 应 为 多 少 ? 
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9.5 考虑 图 P9.5 中 的 信和 号 流 图 。 假设 该 系统 的 输入 x[n] 是 一 个 8 点 序列 。 选 择 a 和 4 的 值 使 得 
y[8] =X(e*"*) 











图 P9.5 


9.6 图 P9.6 给 出 N=8 时 按时 间 抽 取 FET 算法 的 流 图 表示 。 粗 线 指出 从 样本 x[7] 到 DFT 样本 

X[2] 的 一 条 路 径 。 

(a) 沿 着 图 P9. 6 中 粗 线 所 示 路 径 的 “增益 "是 多 少 ? 

(b) 在 流 图 中 始 于 X[7] 且 止 于 X[2] 的 路 径 有 多 少 条 ? 在 一 般 情 况 下 这 个 结果 是 否 也 正确 ， 
即 在 每 个 输入 样本 和 每 个 输出 样本 之 间 有 多 少 条 路 径 ? 

(c) 现在 考虑 DFT 样本 X[2]。 沿 着 图 P9.6 所 示 流 图 中 的 路 径 ,证 明 每 个 输入 样本 都 对 输出 
的 DFT 样本 有 适量 的 贡献 , 即 证 明 

N-I 


XI21 = > x[n]e7 jn/N)2n 
n=0 
































图 P9. 6 


9.7 图 P9.7 表示 一 个 8 点 按时 间 抽 取 FFT 算法 的 流 图 。 令 序列 x[n] 的 DET 是 X[k]。 在 流 图 中 ， 
AL + ],BL + J CU + JADI > |] 表示 分 开 的 不 同 数列 ,这 些 数列 连续 的 标号 与 流 图 中 所 标 出 的 
节点 有 相同 的 顺序 。 

Ca) 说 明 如 何 将 序列 *[z] 的 元 素 放 在 4[7] 中 ,=0,1,…,7, 还 说 明 如 何 将 DFT 序列 中 的 元 素 
从 数列 D[7] ,r=0,1,…,7 中 取出 。 

(b) 如 果 输 入 序列 为 x[n] = (一 WW )",n=0,1,…,7, 不 用 求 出 中 间 数 列 B[ ] 和 C[ + ] 的 值 
而 求 出 数列 D[r] ,r=0,1,…,7 的 值 ,并 作 图 。 
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图 P9.7 


(c) 如 果 输 出 傅 里 叶 变 换 为 X[k =1,k=0,1,…,7, 求 序列 Clr] ,r=0,1,…,7, 并 作 图 
9.8 在 实现 一 种 FFT 算法 时 ,利用 递归 差分 方程 或 振荡 器 产生 W, 的 寡 往 往 是 很 有 用 的 。 本 习题 来 
研究 当 N =2" 时 的 一 种 基 2 按时 间 抽 取 算 法 。 图 9. 11 绘 出 N=8 时 的 这 种 算法 。 为 了 有 效 地 
产生 这 些 系数 ,应 当 逐 级 地 改变 振荡 器 的 频率 。 
假设 数列 的 编号 是 从 0 到 > =log,N, 因 此 有 初始 输入 序列 的 数列 是 第 零 列 ,而 DFT 是 第 v 
列 。 当 计算 某 一 给 定 级 的 蝶 形 运算 时 ,所 有 要 求 相同 系数 WW 的 蝶 形 在 得 到 新 系数 之 前 都 计算 
出 来 。 在 给 全 部 数列 标号 时 假定 数列 中 的 数据 存储 在 编号 从 0 到 (N -1) 依 次 排列 的 复数 寄 
存 器 中 。 下 面 的 所 有 问题 都 是 关于 从 第 (m -1) 号 数列 来 计算 第 m 号 数列 ,其 中 1<m<v。 答 
案 应 当 用 m 表示 。 
(a) 在 第 m 级 中 应 当 计 算 多 少 个 蝶 形 ?在 第 m 级 中 需要 多 少 个 不 同 的 系数 ? 
(b) 写 出 一 个 冲 激 响 应 hL nj 包括 第 m 项 蝶 形 所 要 求 的 系数 W, 的 差分 方程 。 
(c)(b) 中 的 差分 方程 具有 振荡 器 形式 , 即 n==0 时 hiln] 是 周期 的 。 则 h[n] 的 周期 为 多 少 7 
根据 这 个 写 出 此 振荡 融 频 率 作 为 m 的 函数 表达 式 。 
9.9 考虑 图 P9.9 中 的 蝶 形 。 这 个 蝶 形 是 从 实现 某 种 FFT 算法 的 信号 o> 一 = o 
流 图 中 取出 的 。 从 下 列 论 述 中 选择 出 最 准确 的 一 个 : 
(a) 这 个 蝶 形 是 从 一 个 按时 间 抽 取 的 FFT 算法 中 取出 的 。 
(b) 这 个 蝶 形 是 从 一 个 按 频率 抽取 的 FFT 算法 中 取出 的 。 








(c) 由 图 无 法 判断 该 蝶 形 取 自 何 种 FET 算法 。 me 
9.10 ”有 限 长 信号 x(n] EKG O<n<19 上 为 非 零 ,该 信号 是 如 图 图 P9.9 
P9. 10 所 示 系 统 的 输入 ,其 中 
ef 2n/21in-19)?/2 =0,1.:.:..,28 


hin] = 其 他 


w = e~} (27/21) 
系统 的 输出 yLnj] 在 区 间 n=19,…,28 上 的 值 可 用 wmw 取 合适 值 的 DTFT X(e”*) 表 示 。 写 出 在 
此 区 间 上 用 X(e”) 来 表示 的 yLn |] 的 表达 式 。 
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yia] 


x[n] 


e~n Tn pyr 2 wn - 19)?/2 
图 P9. 10 


图 9. 10 中 的 蝶 形 流 图 可 用 于 计算 长 度 为 N=2" 的 序列 的 “ 同 址 ” DFT, 即 利用 复 值 寄存 妖 的 
单一 数列 。 假 设 ,寄存 器 4[ 引 地 数列 按 0 大 和 V -l 标号。 输入 序列 起 始 以 倒 位 序 置 于 4[ E] 
中 ， 然 后 数列 通过 z 级 急 形 处 理 。 每 个 蝶 形 取 两 个 数列 元 素 4[6] 和 4[6] 作 为 输入 ,然后 
将 输出 存 信 同样 的 数列 位 置 。w 和 8& 的 值 取 决 于 级 号 和 蝶 形 在 信号 流 图 中 的 位 置 。 计 算 的 
级 数 依次 用 m=1,…,v 标记 。 
(a) 作为 级 号 m 的 函数 的 |4 -h | 是 多 少 ? 
(b) 许多 级 中 都 包含 有 同一 “旋转 ”因子 W, 的 蝶 形 。 对 于 这 些 级 ,有 同样 W 的 蝶 形 的 & 值 
相距 多 远 ? 
考虑 如 图 P9. 12 所 示 的 系统 ,有 
ie ee n=0 1+ 15 
ü, 其 他 
需要 求 出 该 系统 的 输出 y[n+11] =X(ew), 其 中 当 n=0,…,4 时 ,w, = (20/19) +n(27/10), 
求 图 P9. 12 中 数列 rLn| 的 正确 值 使 得 输出 yl nj 具有 离散 傅 里 叶 变 换 所 要 求 的 样本 值 。 





ei(2r/10) = 1197/2 


rin] 
图 P9. 12 
假设 要 将 一 个 长 度 =16 的 序列 x[ zj 重新 排列 为 倒 位 序 作 为 某 一 FFT 算法 的 输入 。 给 出 新 


的 倒 位 序 后 序列 的 样本 序号 。 
在 下 面 的 命题 中 ,假设 序列 x[ nj 长 度 N=2”, 目 X[k] 是 x[nj] 的 入 点 DFT。 判断 该 命题 是 否 


正确 ,并 说 明理 由 。 
命题 :要 构造 一 个 由 xL nj 计算 Xk 的 信和 号 流 图 使 得 x[n] 和 XL 有 j 均 为 正常 顺序 ( 非 倒 位 序 ) 
是 不 可 能 的 。 


图 P9. 15 中 的 蝶 形 是 从 一 个 N=16 的 按 频 率 抽 取 的 FFT 中 取出 得 ,其 中 输入 序列 为 正常 顺 
序 。 注 意 ,16 点 FFT 共 4 级 ,序号 为 m=1,…,4， 则 在 这 4 级 中 哪 一 级 具有 这 种 形式 的 蝶 形 ? 
说 明理 由 。 

图 P9. 16 中 的 蝶 形 是 从 一 个 N=16 的 按时 间 抽 取 的 FFT 中 取出 得 。 假 设 信号 流 图 中 4 级 的 
序号 为 m=1,…,4。 则 对 每 一 级 来 说 r 的 可 能 值 为 多 少 ? 














o > > 和 -0 C > =p- o 
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9. 17 假设 有 两 个 计算 序列 x[n] hy DFT 的 程序 ,其 中 x[zj 有 N=2" 个 非 零 样本 。 程 序 A 是 直接 按 
照 式 (8.67) 给 出 的 DET 求 和 定义 式 来 计算 DFT, 且 计算 所 需 时 间 为 No 程序 B 按时 间 抽 取 
FFT 算法 来 计算 DFT, 所 需 计算 时 间 为 10Nlog,N。 使 得 程序 B 的 速度 快 于 程序 A 的 最 短 序列 
长 度 入 是 多 少 ? 
9.18 图 P9. 18 中 的 蝶 形 取 自 和 N=16 的 按时 间 抽 取 FFT。 设 信和 号 流 图 。 一 ~ »—o 
中 4 级 的 序号 为 m=1,…,4。 则 在 这 4 级 中 哪 一 级 具有 这 种 形 
式 的 蝶 形 ? 
9.19 ”假设 已 知 一 个 N=32 的 FFT 算 法 在 其 第 5 级 (最 后 一 级 ) 的 一 个 。 。 
蝶 形 中 具有 "旋转 "因子 Wee PFET 算法 为 按时 间 抽取 算法 Wis = 
还 是 按 频 率 抽取 算法 ? 图 P9. 18 
9.20 假设 信号 x[n] AA 1021 个 非 零 样本 的 , 且 和 希望 通过 计算 DFT 来 估计 出 该 信号 的 离散 时 间 傅 
里 叶 变 换 。 已 知 计算 机 计算 x[n] 的 1021 点 DFT 需要 100s, rsd p Ah ns 
样本 构成 一 个 1024 点 的 序列 x,[ nj]。 用 同样 的 程序 和 计算 机 计算 [所 ] 只 需 1s。 这 说 明 可 
i ee ee 导 时 间 内 计算 
出 更 多 的 Xe") 的 样本 。 如何 解释 这 种 似乎 矛盾 的 说 法 ? 
基本 题 
9.21 9.12 节 中 利用 Wy" =1 推导 出 由 有 限 长 序列 x[m](z=0,1,…,N-1) 计 算 一 个 指定 DFT 值 
XUE] 的 递 推 算法 。 
(a) HH WY = WY" =1, WEB XL N - k] TEHE P9.21-1 所 描述 的 差分 方程 经 次 迭代 后 输 
出 而 求 得 。 也 就 是 说 ,证 明 
XIN —k] = yx[N] 
(b) 证 明 XLN- 上 也 等 于 图 P9. 21-2 所 示 差 分 方程 经 V 次 迭代 后 的 输出 。 注 意 ,图 P9. 21-2 
所 示 的 系统 与 图 9.2 所 示 的 系统 有 相同 的 极点 ,但 是 实现 图 PO. 21-2 中 复 零点 所 要 求 的 
系统 是 图 9.2 中 对 应 系数 的 复 共 恩 , 即 W = (Wi) to 
x[n] 7 
zi í 7 valn] 
WA 
图 P9. 21-1 图 P9. 21-2 
9.22 考虑 图 P9. 22 所 示 系 统 。 从 xL nj] 到 y[n] 的 子 系 统 是 一 个 因果 的 线性 时 不 变 系 统 , 它 可 用 以 


下 差分 方程 表示 : 


y[n] = x[n) + ay[n — 1] 


x[ nj] 是 一 个 长 度 为 90 的 有 限 长 序列 , 即 


x[n]=0,n<0 和 n> 89 
求 复 常 数 a 和 采样 间隔 M 使 得 


[M] = X(el® 
vt ] w=2r/60 
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图 P9. 22 


mH 16 点 基 2 按时 间 抽 取 FFT 算法 的 一 种 流 图 。 用 OW), RERE th A RAE A IAL hs 
出 任何 传输 比 等 于 -1 的 支 路 。 用 输入 序列 和 DFT 序列 的 适当 值 分 别 标 出 输入 和 输出 节点 ， 
求 执行 流 图 运算 所 需要 的 实 乘法 次 数 和 实 加 法 次 数 。 
如 果 你 有 计算 N 点 DFT 的 FFT 子 程序 ,N 点 序列 的 逆 DFT 建议 可 采用 该 子 程序 按 以 下 
步骤 来 计算 : 
(1) 交换 每 个 DFT 系数 XL 的 实 部 和 虚 部 。 
(2) 对 输入 序列 采用 FFT 程序 。 
(3) 交换 输出 序列 的 实 部 和 虚 部 。 
(4) 对 得 出 的 序列 乘 以 1ZN 得 到 序列 x[ nj] ,对 应 于 X[k] 的 逆 DFT. 
确定 这 一 步骤 是 否 如 前 所 述 是 有 效 的 。 如 果 不 是 ,提出 一 个 经 简便 修 定 后 的 有 效 方法 。 
DTFT 是 一 个 有 限 长 序列 的 DFT 的 采样 后 形式 ; 即 

XIk| = X (el 2 /N ky 


= Xie jc 





;=(27 /N)k 

con = (20 / Nk (P9. 25-1) 
N-I 

= 》 spe jor/Nin, EOL NHI 


n=0 
而 FFT 算法 是 计算 XLk] 值 的 一 种 有 效 方 法 。 
考虑 长 度 为 N 个 样本 点 的 有 限 长 序列 x[ 中 j。 想 要 在 z 平 面 的 下 列 点 处 计算 有 限 长 序列 的 


z 变 换 X(z) : 


太一 rej2rNK， k=0,1..:,N-1 
其 中 7 为 正 数 。 可 用 已 有 的 FFT 算法 。 
(a) 4N=8,r=0.9 时 , 画 出 z 平 面 上 的 点 zo 
(b) 写 出 X(z) 的 方程 | 类 似 于 上 面 的 式 (9. 25-1)] 证 明 XX(z) 是 修正 序列 x[n] 的 DFT, 给 
出 xX [n]. 
(c) 描述 一 个 采用 给 定 FFT 函数 计算 X(z, ) 的 算法 。( 不 能 采用 直接 计算 。) 可 以 采用 任何 将 
英文 文本 和 公式 组 合 的 任意 形式 来 描述 你 的 算法 ,但 是 你 必须 给 出 以 序列 x[n] 开 始 和 
以 X(z) 结 束 的 每 个 计算 步骤 。 
已 知 一 长 度 为 627 的 有 限 长 序列 x[nj( 即 , 当 n<0 和 n>626 时 ,x[n]=0), 且 有 计算 任何 长 
度 为 N=2" 的 序列 DET AY FFT 程序 可 供 使 用 。 
对 于 某 一 给 定 序列 , 想 在 如 下 频率 处 计算 离散 时 间 侍 里 叶 变 换 的 样本 : 
2n 2mk 
wk = 627 + 256" 
说 明 如 何 由 x(n] A yn] ,使 得 可 以 将 所 提供 的 FFT 程序 用 于 y[n], 在 v 尽 可 
能 小 的 情况 下 得 出 所 要 求 频率 的 样本 。 
KÆ L =500 的 有 限 长 信号 (对 于 n<0 和 n>L-1,x[n] =0) 是 用 每 秒 10000 个 样本 的 采样 


k=0,1,...,255 
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率 对 某 一 连续 时 间 信 和 号 采样 而 得 到 的 。 和 希望 在 有 效 频率 间隔 为 50 Hz 或 更 小 的 N 个 等 间隔 点 
z, = (0.8)e*™*(0<k<N-1) 处 计算 x[n] 的 z 变 换 的 样本 。 
(a) 若 N=2 ,确定 NN 的 最 小 值 。 
(b) 当 N 为 (a) 所 求 出 的 值 时 , 求 一 个 长 度 为 N 的 序列 y[n] ,使 得 其 DFT Y[k] 等 于 所 要 求 的 
x[n] ig e 变换 的 样本 . 
建立 一 个 用 于 计算 4 点 序列 x[0], x[1], x[2], x[3]DFT HAR. 
可 以 以 表 9. 1 给 出 的 单价 购买 任意 数量 的 计算 单元 。 
表 9.1 
计算 模块 每 单位 成 本 





8 点 DFT $1 





8 点 IDFT $1 
加 法 器 $10 
乘法 器 $100 
设计 一 个 最 低 成 本 的 系统 。 画 出 相应 的 方 框图 并 给 出 系统 成 本 














深入 题 
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考虑 一 个 NA FPSI x[n], HE DFT A X[k], k=0,1,=,N-1, 下 面 的 算法 只 用 一 个 N/2 点 
DFT( N 为 偶数 ) 来 计算 偶 序号 DFT 值 XLk] ,k=0,2,…,N -2， 

C) 用 时 间 混 到 构成 序列 yin], Bp 

xn] + xlna + N/2]. O<n<N/2-1 

0, 


FN 


yla] = 


(2) 计算 ZX[ 门 ,r=0,1,…,(M2) -1,y[n] 69 N/2 点 DFT。 
(3) X[k] 的 偶 序号 值 为 X[k] =Y[k/2],k=0,2,,N-2, 
(a) 证 明 上 述 算法 可 以 得 出 所 要 求 的 结果 。 

(b) 假设 用 下 式 由 序列 x*[ | 构造 一 个 有 限 长 序列 yin]: 


co 


> x[n+rM|, O<n<M-1 
r= 


0. 其 他 
确定 M xi DFT 也 妇 与 xm 的 傅 里 叶 变 换 XCe”) 之 间 的 关系 。 证 明 (a) 的 结果 是 (b) 的 
结果 的 一 种 特殊 情况 ， 
(co) 推导 一 种 类 似 于 (a) 的 算法 ,只 用 一 个 N/2 点 DFT(WN 为 偶数 ) 来 计算 奇 序号 DFT 值 
X[k] ,k=1,3,,N-1.。 
图 P9. 30 中 的 系统 计算 一 个 入 点 序列 x[nj] 的 NN 点 DFT( 其 中 为 偶数 ) ,首先 将 NN 点 序列 
xin] 分 解 为 两 个 N/2 点 序列 g[n] 和 gL nj] ,其 次 计算 出 N/2 点 DFT G [k] 4 G [k], Ea 
将 它们 组 合 起 来 构成 XL]. 


gifa] 


yln| = 





ŠI P9. 30 
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如 果 gj[n] 是 x[n] 的 偶数 标号 值 ,g,[ nj 是 x[n] 奇 数 标号 值 , 即 g [nj =x[2n] Ail g,[n] = 
x[2n+1], 则 X[k] 是 x[n] 的 DFT. 
当 使 用 图 P9. 30 的 系统 形成 gj[n] 和 g,[ nj] 时 产生 了 一 个 误差 ,使 得 gLn |] 错误 地 选择 为 奇 
Hob SHA, AL g,[n] 错 误 地 选择 为 偶数 标号 值 。 但 是 G, Lk] A CA 仍然 是 如 图 P9. 30 那样 
组 合 ,得 出 错误 的 序列 X[]。 给 出 用 X[ 们 表示 的 X[ 有 人 
9.3.2 节 中 曾 断 言 ,一 个 FET 算法 流 图 的 转 置 仍然 是 一 个 FFT 算法 的 流 图 。 本 习题 的 目的 就 
是 对 基 2 FFT 算法 推导 出 这 一 结论 。 
(a) 按时 间 抽 取 基 2 FFT 算法 的 基本 蝶 形 图 绘 于 图 P9. 31-1 中 。 这 个 流 图 表示 如 下 方程 : 
Xml pl = X11pl+ Xm_1lgl 
Xmlgl = (Xm—ilPl — Xm—1laDWy 
从 这 些 方程 人 手 , 证 明 利 用 图 P9.31-2 所 示 的 蝶 形 图 可 由 XX, [Lp] 和 XX,[gj 计 算出 XX 
[pj] 和 ZX,_,L9q]。 
(b) 在 图 9.22 的 按 频 率 抽 取 算法 中 ,X,[r] ,r=0,1,…,N 一 1 为 倒 位 序 排列 的 DFT X[k], mi 
BAS X Lr) =xlr],r=0,1,---,N-1 为 正常 位 序 排列 的 输入 序列 。 如 果 图 9. 22 中 的 
每 个 蝶 形 都 用 图 P9. 31-2 形式 的 适当 蝶 形 来 代替 , 则 所 得 结果 就 是 由 DPT X[k | ( 倒 位 
序 ) 来 计算 序列 x[ nj (正常 位 序 ) 的 流 图 。 夯 出 当 NN=8 时 所 得 结果 的 流 图 。 
Ce) 在 (b) 中 得 出 的 流 图 表示 一 种 IDFT 算法 , 即 计算 下 式 的 算法 : 





N-I 
1 —k 
s= g > XIKTWN 7 ， n=0.1,.…,N-—1 
n= 


对 (Pb ) 中 所 得 流 图 加 以 修改 ,使 其 可 计算 DFT 

N-i 

XIkl= So siniwi. k=0.1..,N-1 

n=0 

而 不 是 IDFT。 
(d) 可 以 看 出 ,(c) 的 结果 就 是 图 9. 22 按 频率 抽取 算法 的 转 置 , 它 等 同 于 图 9. 11 所 示 的 按时 间 

抽取 算法 。 是 否 可 得 出 结论 ,对 于 每 一 种 按时 间 抽 取 算 法 (如 图 9. 15 至 图 9.17 所 示 ) , 必 有 
一 种 按 频 率 抽取 算法 ( 它 是 按时 间 抽 取 算 法 的 转 置 ) 与 之 对 应 ,反之 亦 然 ?请 说 明 原 因 。 





Xm -1lp] Xm P| Xm lp] Xin —11P] 





Wn 
Xm-ila] “| Xm [9] X mla] Xm- ila] 


图 P9. 31-1 图 P9. 31-2 


9.32 希望 采用 混合 基 方 法 来 实现 6 点 按时 间 抽 取 的 FFT。 一 种 选择 是 首先 采用 3 个 2 DFT, 9% 


后 采用 该 结果 来 计算 6 点 DFT。 对 于 这 种 选择 : 
(a) 画 出 2 点 DFT 计算 的 流 图 。 并 且 填 入 包括 计算 DFT {H X, X, FLX, 的 图 P9.32-1 的 流 图 
部 分 。 
(b) 这 种 选择 需要 多 少 次 复数 乘法 运算 ?( 乘 以 -1 不 记 人 复数 乘法 运算 ,) 
妨 一 种 选择 是 首先 计算 2 个 3 点 DFT, 然 后 采用 其 结果 来 计算 6 点 DFT, 
Ce) 画 出 3 点 DFT 计算 的 流 图 。 并 且 填 入 所 有 图 P9. 32-2 所 示 的 流 图 ,简要 说 明 你 是 如 何 实 现 的 。 
(d) 这 种 选择 需要 多 少 次 复数 乘法 运算 ? 
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> > > Xs 
Ws 
图 P9. 32-2 
9.3 节 推 性 了 基 为 2( 即 N=2") 的 按 频 率 抽取 FFT 算 法 。 当 N=3” 时 ,类 似 地 可 得 出 基 为 3 的 


算法 。 

(a) 采用 DFT 的 3 x3 分 解 画 出 9 点 按 频率 抽取 算法 的 流 图 。 

(b) 当 N=3” 时 ,根据 W, 所 需 的 短 次 采用 基 为 3 的 按 频率 抽取 FFT 算法 来 计算 N 点 复数 序 
列 的 DFT ,需要 多 少 次 复数 乘法 运算 ? 

(eo) “4 N=3" 时 ,对 于 基 为 3 的 按 频率 抽取 算法 是 否 可 采用 同 址 计算 ? 

已 经 知道 ,FFT 算法 可 以 看 作 是 称 之 为 蝶 形 的 计算 单元 间 的 一 种 互 连 。 例 如 ,对 基 2 按 频 率 

抽取 FFT 算法 的 蝶 形 如 图 P9. 34-1 所 示 。 该 蝶 形 取 两 个 复数 作为 输入 而 产生 两 个 复数 作为 

输出 。 它 的 实现 需要 一 次 与 WW 的 复数 乘法 ,其 中 7 是 取决 于 算法 流 图 中 蝶 形 位 置 的 整数 。 

因为 复数 乘法 器 的 形式 为 =e"”, 所 以 可 以 用 在 习题 9. 46 中 讨论 的 CORDIC 旋转 子 算法 来 

有 效 地 实现 复数 乘法 。 可 惜 的 是 ,虽然 CORDIC 旋转 子 算法 可 以 获得 要 求 的 幅 角 变化 ,但 同 

时 也 引入 了 一 个 依赖 于 幅 角 9 的 固定 放大 系数 。 因 此 ,如 果 用 CORDIC 旋转 子 算法 来 实现 与 

W, 相 乘 , 则 图 P9. 34-1 所 示 的 蝶 形 将 被 图 P9. 34-2 所 示 的 蝶 形 所 代替 ,其 中 6 代表 CORDIC 

旋转 子 的 固定 放大 因子 (假设 在 逼近 旋转 幅 角 时 没有 误差 )。 如 果 在 按 频 率 抽取 FFT 算法 流 

图 中 的 每 个 蝶 形 都 用 图 P9. 34-2 所 示 的 蝶 形 代替 , 则 得 到 一 种 修正 的 FFT 算法 , 当 NN=8 时 该 

算法 的 流 图 如 图 P9. 34-3 所 示 。 这 个 修正 算法 的 输出 却 不 是 所 要 求 的 DFT。 


Xm 1lp] Xn [P] Xm-ılp] Xm lp] 





Wy GWN 
Xn 1[9] Xn lq) Xm ila] "1 X» [4] 


图 P9. 34-1 图 P9. 34-2 
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(a) 证 明 该 修正 的 FFT 算法 的 输出 是 Yk] = WLR] < Xk) XL A] a AESI xl n] IE 
ff DFT, mi Wk] Æ OLN FI k RRR. 
(b) 希望 序列 及 如 服从 一 种 特别 简单 的 规则 。 请 找 出 该 规则 并 指出 它 与 6,V 和 上 的 依赖 关系 。 
Co) 假设 想 通过 对 输入 序列 *[m] 做 预 处 理 来 补偿 修正 FFT 算法 的 影响 。 请 找 出 一 种 是 由 
x[n] 得 到 序列 x [n] 的 方法 ,使 得 若 z [n] 为 修正 FFT 算法 的 输入 , 则 输出 将 是 原始 
x[n] 的 正确 DFT X[k]. 
本 习题 涉及 有 限 长 序列 z 变换 样本 的 有 效 计算 问题 。 利 用 线性 调频 变换 算法 ,给 出 计算 在 半 
径 为 0.5 ,起 始 角 为 - 7/6 和 终止 角 为 27w/3 的 圆 弧 上 均匀 相间 的 25 点 XX(z) 值 的 步骤 。 序 列 
长 度 为 100 个 样本 
考虑 一 个 由 两 个 512 点 序列 x, [n] x, [ n] SFP AY 1024 点 序列 x[n]。 具 体 地 ， 
| xeln/2], n=0,2,4,....,1022 
x[n] = { xolin — 1)/2]. n = 1. 3. 5. +++, 1023 
. 对 于 区 间 0 和 < 1023 以 外 的 n 
令 X[k] das x[n] 1024 4 DFT, X. [k] AX, [k] 457R x, [n] Mx, [n] 512 点 DFT。 若 
X[k] 已 知 , 想 用 一 种 高 效 计算 的 方法 由 X[k] 求 出 X,[k] ,这 里 计算 效率 是 用 所 需 的 复数 乘 
法 和 加 法 的 总 次 数 来 度量 。 有 一 种 计算 效率 不 很 高 的 方法 如 图 P9. 36 所 示 : 


1024 点 IDFT 


给 出 能 够 由 XI] 得 出 X[k] 的 最 高 效 算法 ( 当然 要 比 图 P9. 36 所 示 的 方 框图 更 加 有 效 o 

设 有 一 个 DFT 程序 ,可 用 来 计算 复 序列 的 DFT。 如 果 想 要 计算 一 个 实 序列 的 DFT 则 可 以 简 

单 地 将 虚 部 设置 为 零 ,而 直接 使 用 该 程序 。 但 是 ,可 以 利用 实 序列 DFT 的 对 称 性 来 减少 计 

算 量 。 

(a) 令 x[nj] 是 长 度 为 N 的 实 序列 , 且 X[k] 是 其 DFT, 它 的 实 部 和 虚 部 分 别 记 作 Xel k] A 
X[k] ,有 


0 





XIA] 





512 点 DFT 





图 P9. 36 
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X[k] = Xplkl+ jXılkl 
证 明 若 [n] HIB, MY k=1,2,---,N-1 A X,Ck] =XsLN-k] 和 X[k]= -X,[N-] 

(b) 考虑 两 个 实 序列 x [n] Al x, [nr] HE DET 分 别 为 X[k] 和 X,[k]。 令 gLn|] 是 复 序 列 g[ nj] = 
x[n] +j, [n], JEX RR DFT WH GLA] =G,y[k] +j6,[k]. FES Conl hk] Gen l hk] Gu lk] 
和 Calk OP BY eA SEP AY AF EB ARB GLK] HERB AY AT eB A AB, 具体 地 讲 , 对 于 1 
<k<N-1l, 

Gor Ikl = 3{GRIKI— GRIN — kI} 

Ger Ik] = 3{GRIKI + GRIN — kl} 

Gop lk] = 4{Gilk] -CGIN — kl} 

Ggilk] = {G1 [k] + GIN — KI} 
Cu[0] = Gu[0] =0, Gon [O] = Cr[0], Cu [0] = G[0]。 求 利用 Gon[k] ,Gen[k] ,Go[k] 
和 Gea[k] 的 X[k] 和 X[k] 表 达 式 。 
假设 N=2", 并 且 可 用 一 个 基 2 FFT 程序 来 计算 DFT。 在 以 下 两 种 情况 下 求 出 计算 X[k] 
LX, [k] 两 者 所 需要 的 实数 乘法 次 数 和 实数 加 法 次 数 :(i) 使 用 该 程序 两 次 (同时 将 输入 
序列 的 虚 部 设 为 零 ) 分 别 计 算 两 个 复 AN 点 DFT X [k] A XL k]; Gi) EH Cb) P ieh AY 
法 , 它 只 需要 计算 一 次 NN 点 DET, 
(d) 假定 只 有 一 个 实 NN 点 序列 x[n] ,其 中 NN 为 2 窜 。 令 x[Ln] 和 x,[nj] 是 两 个 实 N/2 点 序列 
x[n] =x[2n] M x, [n] =x[2n+1],H#Pn=0,1,---,(N/2) -1. 借助 (N/2) 点 DFT 
X [k] 和 X[k] 求 X[k]。 
利用 (b) ,(e) 和 (d) 的 结果 提出 只 用 一 次 W2 点 FFT 算法 来 计算 实 N ae foe 的 
DFT 的 方法 。 求 用 这 种 方法 所 需要 的 实数 乘法 和 实数 加 法 的 次 数 。 将 这 一 与 利用 
一 次 设 虚 部 为 零 的 点 FFT 算法 来 计算 AL k | 所 需要 的 次 数 进行 比较 ， 
x[n] 和 hln] 是 两 个 实 有 限 长 序列 ,使 得 x[ nn] oe Hh[n]=0 
当 在 区 间 O<n<P-1 之 外 时 。 和 希望 计算 序列 y[m] =x[n] * hln], RE" SRRA E 
卷 积 。 
(a) 序列 y[n] 的 长 度 是 多 少 ? 
(b) 当 直 接 计算 卷 积 和 时 ,计算 y[ zj] 全 部 的 非 零 样本 需要 多 少 次 实数 乘法 ? 下 述 等 式 可 能 

有 用 : 


(e 


— 


sa 


(e 


i= a 


(c) 说 出 用 DFT 来 计算 y[ ] 全 部 非 零 样本 的 方法 。 求 用 LL 和 PP 表示 的 DFT All IDFT 的 最 小 
KE. 

(d) 假设 L=P=N/2, 其 中 N=2” 是 DFT 的 长 度 。 求 利用 (e) 的 方法 计算 y[ AEREN 
所 需 实 乘法 次 数 的 计算 公式 ,假设 用 基 2 FFT 算法 来 计算 DFT。 利 用 这 个 公式 计算 N 的 
最 小 值 , 在 这 种 情况 下 FFT 方法 比 直接 计算 卷 积 和 需要 较 少 的 实数 乘法 。 

8.7.3 节 曾 表明 ,线性 时 不 变 滤波 可 以 用 以 下 步骤 来 实现 : 先 把 输入 信和 号 分 成 有 限 长 的 信号 

段 ,然后 用 DFT 来 实现 这 些 信号 段 的 循环 卷 积 。 曾 讨论 过 的 两 种 方法 称 为 重 倒 相 加 法 和 重生 

保留 法 。 如 果 用 一 个 FFT 算法 来 计算 DFT, 则 用 这 些 分 段 的 方法 计算 每 个 输出 样本 所 需要 的 

复数 乘法 要 比 直 接 计算 卷 积 和 来 得 少 。 

(a) 假设 复 输入 序列 x[n] 是 有 限 长 的 , 且 复 脉冲 响应 h[n] 有 PP 个 样本 ,因此 只 有 当 0<n<P 
-1 时 hLnj] 际 0。 还 假设 用 重 著 保留 法 且 利 用 由 基 2 FFT 算法 实现 的 长 度 L=2” 的 DFT 


9. 42 
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来 计算 输出 。 请 给 出 计算 每 个 输出 样本 所 需要 的 复数 乘法 次 数 的 计算 式 , 且 该 式 为 > 和 
P fy eR RX. 

(b) 假设 脉冲 响应 的 长 度 为 P=500。 利 用 (a) 得 出 的 计算 公式 并 使 用 重合 保留 法 ,给 出 每 个 
输出 样本 的 乘法 次 数 作为 v 之 函数 的 曲线 (v20)。vz 为 何 值 时 乘法 次 数 最 少 ?” 比较 用 
FFT 的 重 琶 保留 法 计算 每 个 输出 样本 所 需要 的 复数 乘法 次 数 与 直接 计算 卷 积 和 所 需要 
的 每 个 输出 样本 的 复数 乘法 次 数 。 

(c) 证 明 , 当 FFT 很 长 时 ,计算 每 个 输出 样本 的 复数 乘法 次 数 大 约 为 x。 因 此 ,超出 一 定 的 
FFT 长 度 , 重 辣 保 留 法 就 不 如 直接 法 效率 高 。 若 P=500, 则 vw 为 何 值 时 直接 法 将 更 有 效 ? 

(d) 假定 FFT 的 长 度 是 脉冲 响应 长 度 的 两 倍 ( 即 =2P), 且 LL=2”。 利 用 (a) 得 出 的 公式 , 求 
P 的 最 小 值 ,使 得 用 FFT 的 重 芭 保留 法 所 需 的 复 乘法 次 数 比 直接 卷 积 法 少 。 

x[nj] 为 一 个 1024 点 的 序列 ,在 0<n<1023 上 为 非 零 。 令 Xj 为 x[n] 的 1024 点 DET。 若 已 

RX LA], 利用 图 P9. 40 中 的 系统 计算 当 0<n<3 Fil 1020<n<1023 WAY xl nn], HER, 系统 

的 输入 为 DFT 系数 的 序列 。 通 过 选择 m [n], m [n] MAL na] ,说明 系 统 可 用 于 计算 所 要 求 的 

s[n] AREAS, TERS, “4 O<n<7 时 ylLn|] 的 样本 必须 包含 所 要 求 的 x[n |] 的 样本 。 


Afa] 
s[n] = XTK]lk =n 了 四 下 y[n] = x[((n + 1020))1024] 


miln] maln] 


图 P9. 40 


已 有 一 个 系统 可 用 来 计算 序列 y[0], y[1],…, y[7] 的 8 点 DFTY[0], Y[1],…, Y[7]. 

然而 ,系统 不 能 完全 正常 工作 :只 有 偶数 DFT 的 样本 Y[0],Y[2],Y[4],Y[6] 计 算 正确 。 为 

了 帮助 解决 这 一 问题 ,你 可 调用 以 下 数据 ; 

© (正确 的 ) 偶 数 DFT FFAS, Y0], Y[2],Y[4],Y[6]; 

。 前 4 个 输入 值 Y10], y[1],y[2],y[3] (其 他 输入 值 无 法 得 到 ) 。 

(a) 如 果 yL0] =1,y[1] =y[2] =y[3] =0, HY[O] =¥[2] =¥[4] =Y[6] =2, 缺 失 的 Y[1]， 
YL3] ,YL5],Y[7] 值 为 多 少 ? 请 说 明 。 

(b) 你 须要 建立 一 个 有 效 的 系统 来 计算 任意 组 输入 值 时 的 奇数 样本 Y[1],Y[3],Y[5]， 
YL7]。 你 可 以 使 用 的 计算 模块 是 一 个 4 点 DFT 和 一 个 4 点 IDFT。 两 者 都 是 免费 提供 
的 。 你 可 购买 每 个 10 元 的 加 法 器 ,减法 器 或 乘法 器 。 设 计 一 个 成 本 最 低 的 系统 ,其 输 
入 为 








yO], y[1]. >[2]. >[3]. Y [0], Y[2]. Y[4], Y[6] 
产生 的 输出 为 
Y[1], Y[3], YES). Y[7] 
画 出 相应 的 方 框图 并 给 出 总 的 成 本 。 
研究 一 种 以 DFT 为 基础 的 用 于 实现 因果 FIR 滤波 器 的 算法 ,该 滤波 器 的 频率 响应 h[n] 在 区 
间 0<n<63 外 为 0。 输入 信号 (FIR 滤波 器 的 输入 )x[n] 分 为 无 限 多 个 可 能 重 释 的 128 点 系 
列 块 x[n], i HERH -o siso ,使 得 


xla]. iL <n<iL+127 
Xal = 0 其 他 


式 中 工 为 正 整 数 。 
给 出 i 取 任 意 值 时 计算 下 式 的 方法 : 


yila] = x[n] * hfn] 
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答案 应 以 方 框图 的 形式 给 出 , 且 只 能 采用 图 P9. 42-1 和 图 PO. 42-2 中 的 模块 。 每 个 模块 可 用 


多 次 也 可 不 用 。 

图 P9. 42-2 中 的 4 个 模块 可 利用 基 2 FFT 来 计算 x[n] 的 NN 点 DFT X[k], 也 可 则 用 基 
2 FFT wiper XL A] RIT x(n]. 

答案 的 条 件 必 人 FFT fil IFFT 的 长 度 。 对 每 一 个 “ 移 位 mm "的 模块 ,必须 确 
E no 的 值 , 即 输 入 序列 的 移 位 量 


移 位 no xla] 相 乘 
x[n] x[n— no] xy[n]x2[n] 


图 P9. 42-1 
FFT-! 
HP PIK] 是 XI] 的 倒 位 序 
xa] (NF) FA 
rie 其 中 g lon) xn] BL 
aln] X X[k] 


IFFT-1 
i rin] 3è xin) AAGE 
aa re sof rin JB xl] BLE 
其 中 5S[ 和 是 X TA) 的 倒 位 序 
S[k] is x[n] 


深入 题 

9. 43 ”在 许多 应 用 中 ( 如 计算 频率 响应 或 内 持 ) ,十 分 关心 计算 一 个 短 序列 “经 补 零 后 "的 DFT。 在 
这 种 情况 下 可 用 一 种 特殊 的 (修剪 ) FFT A 。 本 题 研究 当 输 
入 序列 的 长 度 为 M <2" ,而 DFT 的 长 度 为 N=2”(jw<v) 时 ,如 何 对 基 2 按 频 率 抽取 算法 进行 
修剪 。 
(a) 画 出 当 N =16 时 按 频率 抽取 基 2 FFT 算法 的 完整 流 图 。 x, lp] Xm lp] 

合理 地 标示 出 全 部 的 分 支 。 

KEX M =2, 即 仅 当 NM=0 和 N=l 时 了 

x[nj] 关 0。 面 出 一 个 对 于 入 =16 的 新 流 图 ,说 明 非 零 输 — Xn [q] 

ee eels DFT 的 ,也 就 是 说 ,除去 或 修 图 P9. 43 

BY HALE (a) 的 流 图 中 代表 零 输 入 运算 的 所 有 分 支 。 

在 (b) 中 位 于 计算 的 前 三 级 中 所 有 的 蝶 形 均 由 图 P9. 43 所 示 的 半 蝶 形 来 代替 ,而 在 最 后 

一 级 中 所 有 的 蝶 形 仍 用 规范 形式 。 对 于 输入 序列 的 长 度 为 M<2* AL DFT 的 长 度 为 N= 

2 (4<z) 的 一 般 情 况 , 求 可 以 用 于 修剪 的 蝶 形 的 级 数 。 并 求 用 修剪 的 FTT 算法 计算 M 

点 序列 的 NN 点 所 需要 的 复数 乘法 的 次 数 。 用 vv 和 来 表示 你 的 答案 。 

9.44 9.2 WUE, AN BJZ 2 整除 , 则 NN 点 DET 可 表示 为 


(b 


~S 


~~ 


(e 


XIkKI= GIA y2] + WEHI val 0<k<N-1 (P9. 44-1) 
其 中 GLk] 是 如 下 偶 序号 样本 序列 的 N/2 点 DFT: 
gln] = x[2n], O<n<(N/2)-1 


且 HLk] 是 如 下 奇 序号 样本 序列 的 N/2 点 DFT: 


9. 45 
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hln| = x|2n + 1). O0O<n<(N/2)-1 
当 N = 2” 时 ,重复 使 用 这 种 分 解 方 法 可 以 得 出 按时 间 抽 取 FFT 算法 ,对 于 N=8 的 情况 绘 于 
图 9.11 中 。 正如 所 看 到 的 ,这 类 算法 需要 与 旋转 因子 WW 做 复数 乘法 。Rader and Brenner 
(1976) 曾 推导 出 一 种 新 算法 , 它 的 乘法 器 系数 均 为 纯 虚 数 , 这 样 只 需要 2 次 实数 乘法 ,而 不 需 
要 实数 加 法 。 在 这 一 算法 中 , 式 (P9.44-1) 由 如 下 方程 式 来 代替 : 


X|0| = GI0I+ F101 (P9. 44-2) 
X|N/2| = G[O| — FO] ( P9. 44-3) 
1 FIk 
ee AL kA0.N/2 (P9, 44-4) 





2° sin(2mk/N)° 


在 这 种 情况 下 PLA) Eu Be oY N/2 点 DFT: 
f\nl =xl2n + 1] —x/2n -—1]+ Q 





其 中 ， 
3 (N/2)-1 


Ces pD x[2n + 1| 


n=0 








是 一 个 只 需要 计算 一 次 的 量 。 
(a) 证 明 FLO] = ALO] ,因此 式 (P9.44-2) 和 式 (P9.44-3) 给 出 相同 的 结果 ,如 当天 =0 和 WN/2 
时 式 (P9.44-1) 那 样 。 
(b) 证 明 , 对 于 k=1,2,…,(N/2)--1, 有 
F\k| = HIKIWS (Wi — wk) 
利用 这 一 结果 得 出 式 ( P9. 44-4)。 为 什么 必须 用 不 同 的 方程 来 计算 X[0] 和 X[N/2]? 
(e) 4 N=2" 时 ,可 以 重复 使 用 式 (P9.44-2) 一 式 (P9.44-4) 得 出 一 种 完整 的 按时 间 抽 取 
的 FFT 算 法。 求 出 作为 的 函数 计算 实 乘法 次 数 和 实 加 法 次 数 的 公式 。 在 按照 式 
(P9. 44-4) 计 数 运算 次 数 时 应 利用 其 对 称 性 和 周期 性 ,但 不 要 排除 “微不足道 的 ”与 
+j/2 的 乘法 。 
(d) Rader and Brenner( 1976) 表明 ,根据 式 (P9. 44-2) 一 式 (P9.44-4) 的 FFT 算 法 具有 “ 较 差 
的 噪声 特性 ” 。 请 解释 为 什么 这 可 能 是 对 的 。 
Duhamel and Hollman(1984) 以 及 Duhamel ( 1986 ) 兽 提 出 一 种 称 为 分 裂 基 (split-radix ) FFT 
或 SRFFT 的 修正 FFET 算 法 。 分 裂 基 算 法 的 流 图 与 基 2 算法 的 流 图 相似 ,但 是 它 需 要 的 实 
数 乘法 要 少 一 些 。 本 习题 来 说 明 计算 一 个 长 为 V 的 序列 x[z] 的 DFT X[k] A) SRFFT 算法 
的 原理 。 
(a) 证 明 XLk] 的 偶 序 号 项 可 表示 成 对 于 k=0,1,…,(N/2) -1 的 N/2 点 DFT 
(N/2)—1 


X(2kl= >》 (Ga 二 xm + N/2D Wk" 
n=0 


(b) 证 明 DFT X[k 的 奇 序号 项 可 表示 成 N/4 点 DFT 





(N/4)—1 
X[4k +1] = bD {(xln] — xin + N/2) — jln + N/A — xln + 3N/AD} We wAn 
n=0 
对 于 k=0,1,…,(N/4) -1; 且 
(N/4)—1 
X[4k + 3)= > {(xlnl -xin + N/2)) + jln + N/4] — xin + 3N/AD} we" w4kn 


n=0 


对 于 上 =0,1,…,(M4) -1。 
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(c) 图 P9. 45 中 的 流 图 表示 对 一 个 16 点 变换 的 这 种 DFT 分 解 重新 画 出 这 一 流 图 ,用 恰当 的 
乘法 器 系数 标 出 每 一 个 文 路。 
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图 P9. 45 


(d) H SRFFT 算法 计算 图 P9. 45 中 其 他 的 DFT 时 ,求实 现 16 点 变换 所 需要 的 实数 乘法 次 
数 。 将 这 个 次 数 与 实现 一 个 16 点 基 2 按 频率 抽取 算法 所 需要 的 实数 乘法 次 数 进行 比 
较 。 在 这 两 种 情况 下 均 假设 与 W% 的 乘法 可 省 去 。 

9.46 在 计算 DFT 中 ,有 必要 使 一 个 复数 与 另 一 个 幅 值 为 1 的 复数 相 乘 , 即 (X+jy)e"。 显 然 ,这样 
一 种 复数 乘法 只 改变 该 复数 的 幅 角 ,而 不 改变 其 幅 值 。 正 是 这 个 原因 ,有 时 把 乘 以 复数 e* 的 
乘法 称 为 旋转 。 在 DET at FFT 算法 中 可 能 需要 许多 不 同 的 幅 角 0 值 。 但 是 可 能 并 不 希望 将 
sin 0 和 cos 6 所 需要 的 值 都 储存 为 一 个 数 表 ,而 用 寡 级 数 计算 这 些 函 数 都 需要 许多 次 乘法 和 
加 法 。 若 使 用 Volder(1959 ) 给 出 的 CORDIC 算法 , 则 可 用 将 加 法 .二进制 移 位 和 由 一 个 小 表 
来 查 表 相 结 合 的 方法 来 高 效 地 计算 乘积 (XX+jY) e”, 

(a) 定义 0, =arctan(2“)。 证 明 任 何 幅 角 0<9<"mw/2 可 表示 为 
M-I 


8 = J ati +e =O +e 
i=0 


其 中 ao, = +1, Hind e 的 界限 为 
le] < arctan(27™ ) 

(b) 可 以 事先 将 幅 角 9 算出 并 储存 在 一 个 长 度 为 M 的 小 数 表 中 。 找 出 一 种 算法 用 以 得 到 序 
列 lelG=0,1,…,W-1) ,使 得 a; = +1。 当 以 =11 时 ,用 你 的 算法 计算 表示 幅 角 0= 
1007/512 的 序列 | a, | < 

(e) 利用 (a) 的 结果 证 明 , 递 推 
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9. 47 


9. 48 


X0 =X. 
Yo =Y, 

Xi = X1 aT, b= 12M 
Y; = Y; taj 1 a2, b= 12, 


将 产生 复数 
(Xm +jYm) = (X + {ryG yes” 
其 中 , 9= ”a0,, Cy 是 实 正 数 且 与 9 无 关 。 也 就 是 说 ,原始 的 复数 以 幅 角 6 在 复 平面 
中 旋转 , 且 幅 值 由 常数 Cy 人 确定， 
d) ily Sel cattle Gyo 

9.3 节 曾 推导 了 对 于 基 2(N =2") 的 按 频 率 抽取 FFT BE MPN =m" (m 为 整数 ) 的 一 般 情 

Ce 这 种 算法 称 为 基 mm FFT 算法 。 本 题 中 ,将 对 N=9. 即 当 n< 

0 Hn>8 时 输入 序列 x[n]=0 的 情况 ,考查 按 频 率 抽取 基 3 FET 算法 . 

(a) 给 出 计算 当 上 =0,1,2 时 DFT 样本 X[36] 的 表达 式 。 定 义 忆 [类 ] SAXA) | ,sw3。 如 何 
利用 x[n] 来 定义 一 个 时 间 序 列 x,[n] 使 得 x,[n] 的 3 点 DFT X, [k] =X[ 3k]? 

(b) 利用 x[n] 定 义 一 个 序列 x,[ nj] 使 得 当 k=0,1,2 时 x,[nj] 的 3 点 DFT X[k] =X[3k+1]. 
同样 ,定义 x;L nj 使 得 当 和 =0,1,2 时 , 它 的 3 点 DFT X[k] =XL3k+2]。 注 意 ,现在 已 经 
定义 了 9 DET 就 是 由 一 定 结 构 的 3 点 序列 形成 的 三 个 3 DFT, 

(c) 画 出 当 N=3 时 的 DFT,. 即 基 3 蝶 形 的 信号 流 图 。 

(Cd) 利用 (a) 和 (b) 的 结果 , 男 出 构成 序列 x ues nj] 和 xLnj 的 系统 的 信号 流 图 。 然 后 利 

用 这 些 序列 的 3 点 DFT 方 框 产生 当 丰 =0,…,8 时 的 Xk]。 注 意 ,为 了 清楚 起 见 ， 

画 出 N=3 时 的 DFT 的 信号 流 图 ,只 需要 简单 地 在 方 框 中 标明 “N=3 的 DFT” 些 方 

框 内 部 就 是 在 (c) 中 所 画 出 的 系统 。 

适当 地 将 (d) 中 所 画 系 统 中 W, 的 震 次 因子 化 能 够 使 得 这 些 系统 化 作 N=3 的 DFT 以 及 

与 之 级 联 的 与 基 2 算法 类 似 的 “旋转 "因子 。 重 画 (d) 中 的 系统 ,使 得 它 完 全 包含 带 有 

“旋转 ”因子 的 W=3 的 DFT。 这 就 是 当 N=9 时 的 按 频率 抽取 基 3 FFT 的 完整 表达 式 。 

采用 计算 DFT 的 直接 算法 来 计算 9 点 DFT 需要 多 少 次 复数 乘法 ? 将 它 与 (e) 中 所 画 系统 

需要 的 复数 乘法 的 次 数 相 比较 。 通 常 , 计 算 一 个 长 度 为 N=3" 的 序列 的 基 3 FFT 需要 多 

少 次 复数 乘法 ? 

Bluestein (1970 ) 曾 证 明 , 若 N = M? , 则 线性 调频 变换 算法 具有 递 推 实现 方法 。 

(a) 证 明 DFT 可 表示 成 如 下 卷 积 : 


(e 


— 


(f 


Ms 


N-1 
XIk| =A" Do Orla" in DAIk =n 
n=0 
其 中 ” «” SRRA, H 


A 2 
hin] as el (a/N ne 


=00 <A < © 
(b) 证 明 所 要 求 的 X[k] 值 ( 即 对 于 =0,1,…,N -1 的 值 ) 也 可 以 通过 计算 (a) 的 卷 积 ( 取 
k=N,N4+1,--,2N-1) 而 得 出 。 


(e) 利用 (b) 的 结果 证 明 , 当 =N,N+1,…,2N 一 1 时 X[K] 也 等 于 图 P9. 48 所 示 系 统 的 输 
出 ,其 中 h[k] 是 有 限 长 序列 


@j (xr/ Nk = 
Alk| = P a <2N-1 
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9. 50 


9. 51 


(d) EAN =M? WEBI RET Dk ob Neh k] A AS BCR 
2N-1 
H(z) = 于 ed (T/N? ok 
k=0 


j — 772M? 


M—1 
D STORNE par 
~ 1+ ejCT/M)rz -M 
r= 


[提示 :将 上 表示 成 上 =r+eEHM。] 

(e) 在 (d) 中 得 出 的 H(z) 表 达 式 给 出 了 FIR 系统 的 一 种 递 推 实现 方法 。 请 画 出 这 一 实现 方 
法 的 流 图 。 

(f) 利用 (e) 的 结果 , 求 计算 全 部 个 要 求 的 区 [ 妇 值 所 需要 的 复数 乘法 和 加 法 的 总 次 数 。 将 
这 个 次 数 与 直接 计算 XL 如 所 需要 的 次 数 进行 比较 。 


x[k] 7 四 ü 下 y[K] 


hi*[k] h*{k] 


图 P9. 48 


在 计算 离散 傅 里 叶 变 换 Goertzel 算法 中 ,将 XL k JER yin] RIS, 
即 
XIK| = INI 
式 中 ylLnj] 是 图 P9. 49 RRI o AEE A E AARRE Goertzel 算法 。 假 设 
寄存 器 长 度 为 B 位 再 加 上 一 个 符号 位 ,并 且 假 设 在 加 法 之 前 将 乘积 会 信 。 还 假定 舍 人 噪声 源 
是 相互 独立 的 。 
(a) 若 x[ nj 为 实数 , 画 出 有 限 精 度 计算 XLk] 实 部 和 虚 部 的 线性 噪声 模型 的 流 图 。 假 设 与 +1 
HAAG AS HE ATR 
(b) 计算 X[ 妇 实 部 和 虚 部 二 者 舍 人 噪声 的 方差 。 








图 P9. 49 


考虑 用 舍 人 定点 运算 的 DFT 直接 计算 法 。 假 设 寄存 器 长 度 为 有 位 再 加 上 一 个 符号 位 ( 即 总 
长 为 B+1 位 ) ,并 假设 由 任何 实数 乘法 引入 的 售 人 品 声 和 由 任何 其 他 的 实数 乘法 所 引入 的 售 
和 人 噪声 不 相关 。 若 xLn] 为 实数 , 求 每 个 DFT {H X 人] 的 实 部 和 虚 部 二 者 中 舍 入 噪声 的 方差 。 
当 执行 按时 间 抽 取 FFT 算法 时 ,基本 的 蝶 形 计算 是 

Xml Pl = Xm—ilPl+ Wy Xm-ilql 

Xmldl = Xm—ilPl— Wy Xn_1lg] 
在 用 定点 运算 来 实现 计算 时 ,通常 假定 改变 所 有 数 的 比例 使 其 小 于 1。 因 此 ,为 了 避免 溢出 ， 
必须 保证 由 蝶 形 计算 所 得 出 的 实数 不 大 于 1。 
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9. 52 


9. 53 


9. 54 


(a) 证 明 , 如 果 要 求 


1 
[Xn— ipl < 5 x Xm ill az 


则 溢出 就 不 会 在 蝶 形 计算 中 出 现 , 即 


[Re{Xml pi} < 1. |Zm{ Xml pPl}| <1 
和 
IRe{Xmlq Il < 1. Zm{Xmlql}| < 1 
(b) 在 实际 中 ,比较 容易 且 最 方便 的 方法 是 eer 
[RelXm 1lpl < 4. Zm Xm- ilp < 5 
和 
[RefXm ilglll <5. Zm Xman < 3 


为 了 保证 在 按时 间 抽 取 蝶 形 计算 中 不 出 现 溢出 ,这些 条 件 充分 吗 ? 请 说 明 原 因 。 
在 推导 定点 基 2 按时 间 抽 取 FFT 算法 的 噪声 信号 比 计 算 公式 时 ， drai 输出 节点 都 与 (N -1) 


个 蝶 形 计算 相连 接 , 每 个 蝶 形 计算 对 输出 噪声 方差 的 贡献 是 ex = 2“。 但 是 当 W,= +l 


或 +j 时 ,所 做 的 乘法 事实 上 没有 误差 。 因 此 , 若 考 虑 到 这 种 Mn 9.7 节 导 出 的 结果 加 
以 修正 ,就 可 以 得 到 一 种 减少 不 利 因素 的 量化 噪声 影响 的 估计 。 
(a) 对 于 9.7 节 中 讨论 的 按时 间 抽 取 算 法 ,对 于 每 一 级 求 出 涉及 与 1 或 +j 相 乘 的 蝶 形 个 数 。 
(b) 对 于 的 奇数 值 ,利用 (a) 中 的 结果 求 式 (9. 58) 中 的 输出 噪声 方差 和 式 (9. 68) 中 信 噪 比 
的 修正 估计 。 讨 论 一 下 这 些 估计 与 上 为 偶数 时 的 估计 有 何不 同 。 不 需要 求 出 % 为 偶数 
时 这 些 量 的 完整 公式 。 
(e) 对 于 每 一 级 的 输出 都 衰减 一 半 的 情况 重复 (a) 和 (b), 即 推导 对 应 于 输出 噪声 方差 
式 (9.71) 和 输出 噪声 信号 比 式 (9.72) 的 修正 表达 式 , 假 设 与 上 1 与 + 上 j 相 乘 不 产生 
误差 。 
9.7 节 研 究 了 图 9. 11 按时 间 抽 取 FFT 算法 的 噪声 分 析 。 对 于 图 9. 22 所 示 的 按 频率 抽取 算法 
试 进行 类 似 的 分 析 , 当 在 计算 的 输入 端 设置 比例 因子 且 在 每 一 级 也 设置 1Z2 的 比例 因子 时 ， 
得 出 输出 噪声 方差 和 噪声 信和 号 比 的 计算 式 。 
本 题 研 究 只 用 一 次 NN 点 DET 算法 来 计算 4 个 实 对 称 或 反对 称 N 点 序列 DET 的 一 种 方法 。 
为 只 考虑 有 限 长 序列 ,所 以 正如 8.6.4 节 E ie rhe 
称 和 周期 反对 称 。 令 [nj],xs[nj,xs[n] 和 x[n] 分 别 表示 4 个 长 度 为 N 的 实 序列 ,并 且 令 
X[k] ,X[k] ,X[k 和 X[K] 表示 所 对 应 的 DFT, 首 先 假定 x[n] 和 x,[n] 是 对 称 的 ,而 
x,[n]Mlx,[n] 是 反对 称 的 , 即 对 于 n=1,2,…,N-1 且 x3[0] =xs[0] =0, 有 
xila] = xilN — al, xla] = xN — nl 
x3ln| = —x3alN — nl], x4ln|=—xalN — n] 

(a) EX yi[n] sx, [n] +x,[n] FHS Y [k] ÆR yi [n] AY DFT, Rife Y [k] KRE 

X [k] X, [k]? 
(b) Ela) ae SAY ylin] EPS AIER x, ln] A PRB SP x,[n]。 同 样 ， 

定义 实 序列 y,[n] =x,[n] +xs[ nj], 并 且 令 y,[nj] 是 复 序列 

y3la] = yila] + jy21n] 

首先 求 如 何 由 Y, [AJRI Y [AJAI Y [k] ,然后 利用 (a) 的 结果 证 明 , 如 何 由 六 [6] 得 到 

X[k], X[k] X [k] 1 X,C41. 

(b) 的 结果 表明 ,只 用 一 次 N 点 DFT 计算 就 可 以 同时 算出 4 个 实 序列 的 DFT, 其 中 两 个 

序列 是 对 称 的 ,而 另外 两 个 是 反对 称 的 。 现 在 来 研究 所 有 4 个 序列 均 为 对 称 的 情况 , 即 
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9. 56 


9. 57 
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对 于 n=0,1,…,N-1， 
xiln| = XN —al, i=1,2,3,4 
(ce) 考虑 一 个 实 对 称 序列 x,[n]。 证 明 序 列 
uzla] = x3l((n + Dy] — x31 — D)w] 
是 一 个 反对 称 序列 , 即 当 n=1,2,…,N-1 时 wln]= -u,[N-n]Alu,[0] =0, 
(d) $ U,[k] Ras u [ n] NX DFT, RAIA X [AIER Vlk] RKR 
(e) 利用 (ce) 的 方法 ,构成 实 序列 yilan] =x[n]+wLnj, 其 中 x[nj] 是 y[nj] 的 对 称 部 分 ,而 
wlnj] 是 y [nj 的 反对 称 部 分 。 求 如 何 由 了 [有 来 恢复 X[k] 和 X[k]? 
(f) MES ylin] =v, [n] +jy[n], 其 中 对 于 n=0,1,…,N-1， 
yila] = xila] + ualn], yaln] = xo[n] + ugin] 
以 及 
uzin] = x3[((n + Dw]— xal((n — 1) ] 
uain] = xin + 1))y] xal((n 一 1)N] 
求 如 何 由 Yi (AAG X[k], X [k], X[k) MAk] CHER,X,(0] A X,[0] FRE hY, [k] 
来 恢复 ,并 且 当 WN 为 偶数 时 ,XL[LN/2| 和 XLN/2|] 也 不 能 由 [有 来 恢复 ,) 
某 一 线性 时 不 变 系 统 的 输入 和 输出 满足 如 下 差分 方程 : 


N M 
yla] = >》 aky[n — k] + $ bkx[n — k] 
k=1 k=0 


假设 可 用 一 FFT 程序 来 计算 长 度 N = 2” 的 任何 有 限 长 序列 的 DFT。 试 提出 一 种 方法 , 它 可 以 
用 提供 的 FFT 程序 来 计算 
HleiQr/SDk), k=0.1,...,511 
其 中 H(z) 是 该 系统 的 系统 函数 。 
假设 要 在 一 个 16 位 计算 机 上 计算 两 个 十 分 长 的 数 (可 能 有 几 千 位 长 ) 的 乘积 。 本 题 就 来 研究 
用 FFT 完成 此 事 的 一 种 方法 。 
(a) 令 p(x) 和 g(x) 分 别 为 两 个 多 项 式 
L-1 AM 一 | 
pix) = > ajx', q(x) = 5 bix! 
i=0 i=0 
证 明 多 项 式 r(x) =p(x)g(x) 的 系数 可 用 循环 卷 积 计算 。 
(b) 说 明 如 何 用 基 2 FFT 程序 计算 r(x) 的 系统 。 假 定 L+M=2”(w 为 某 些 整数 ) (L+M) AY 
值 为 多 少 知 次 时 可 使 这 种 方法 比 直 接 计 算法 更 有 效 ? 
Ce) 现在 假设 要 计算 两 个 十 分 长 的 正 整 数 u 和 w 的 乘积 。 证 明 它 们 的 乘积 可 用 多 项 式 乘法 来 
计算 ,并 且 给 出 一 种 用 FET 算法 来 计算 该 乘积 的 一 种 算法 。 如 果 〔“ 是 一 个 8000 位 的 数 ， 
且 v 是 一 个 1000 位 的 数 , 用 这 种 方法 计算 乘积 wv 需要 大 约 多 少 次 实数 乘法 和 加 法 。 
(d) 定性 讨论 在 实现 (c) 的 算法 中 有 限 精度 运算 的 影响 。 
一 个 长 度 为 N 的 序列 x[n] 的 离散 Hartley 变换 (DHT) 定义 为 
N-I 
Xylk] = 》 x[n]Ay [nk], k=0,1,...,N-1 


n=0 
式 中 ， 
Hyla] = Cy[a] + Swl[al 
且 
Cnla] = cos(2ma/N). Sy la] = sin(2ma/N) 
习题 8. 68 仔细 研究 了 DHT 的 性 质 , 特 别 是 它 的 循环 卷 积 特 性 。 


9. 58 


9. 59 
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(a) 证 明 Hy a] = 有 [La+N], 并 证 明 HH[a] 具 有 如 下 有 用 的 性 质 : 
Hy[a +b] = HylalCN[b]l + Ayl—a] Sy [b] 
= Hy[b]Cy[a] + Hy [4] Sy la] 
(b) 利用 (a) 中 推导 的 等 式 , 将 x[ n] Sot EB SA a , 2A h a E Ti] dh BOR AS 
快速 DHT 算法 。 
本 题 将 FFT 写 为 用 和 矩阵 运算 的 序列 。 考 虑 如 图 P9. 58 所 示 的 按时 间 抽 取 8 点 FET 算法 。 令 a 
Af 分 别 表示 输入 .输出 向 量 。 假 设 输入 为 倒 位 序 而 输出 为 正常 顺序 (与 图 9.11 相 比 )。 令 
b,c,d Ale 表示 流 图 中 的 中 间 向 量 。 





















































alol b[0] 
aji] i pul 
h 0 
a[2] pia Ws 
al3] i dk! We 
b[4] 
4[4] —> 
al5] [5] 
alé] 
a(7] 
图 P9. 58 
(a) REE F, shy sil ;7» 及 F, 及 使 得 
b= Fia 
c= Tib 
d =F ce 
e = Tad 
f= F3e 


(b) 将 整个 FFT, 看 成 输入 为 a 且 输 出 为 /, 用 一 个 矩阵 表示 的 形式 f= Qa, 其 中 
Q =F31nF2T\ Fy 
S Q" RIER Q 的 复 ( Hermitian ) 转 置 。 画 出 用 OY 运算 的 序列 信号 流 图 。 这 一 结构 计 
算出 的 结果 是 什么 ? 
(ce) RON) "Q, 
在 许多 应 用 中 ,需要 将 样本 均 为 整数 的 长 序列 x[n] 和 hln] 进 行 卷 积 。 由 于 序列 具有 整数 系 
数 , 卷 积 的 结果 yin] =x[n] *h[nj] 自 然 也 有 整数 系数 。 用 FET 计算 整数 序列 的 卷 积 的 一 个 
主要 问题 是 浮 点 运算 集成 芯片 要 比 整数 运算 芯片 贵 得 多 。 而 且 , 浮 点 运算 所 引入 的 伟人 噪声 
可 能 会 使 结果 不 可 靠 。 本 题 考虑 一 类 称 为 数字 理论 变换 ( NTT) 的 FFT 算法 ,这 种 算法 可 以 克 
服 上 述 问 题 。 
(a) Bala] Ala | BOY N 点 序列 , 且 X[k] 和 H[k] 分 别 表示 它们 的 DFT。 推 导 DFT 的 循环 卷 
积 特性 。 具 体 地 讲 ,证 明 Y[k] =XLk]AHLE] ,其 中 y[n] 是 x[n] 和 h[n] 的 N 点 循环 卷 积 。 
证 明 只 要 DFT 中 的 W, 满足 下 式 ,循环 卷 积 性 质 就 成 立 : 
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N-1 
Twi = | leas (P9. 59-1) 
a=0 


定义 NTT 的 关键 是 求 出 一 个 满足 式 (P9. 59-1) 的 整数 值 Wy. CHE SBC DFT 所 要 求 的 基 
向 量具 有 正 交 性 。 不幸 的 是 ,对 于 标准 整数 运算 并 不 存在 具有 这 一 性 质 的 整数 值 Wy o 
为 了 克服 这 一 难点 ,NTT 采用 以 某 些 整数 P 为 模 定 义 的 整数 运算 。 对 当前 的 整个 问 
题 ,假设 已 =17。 也 就 是 说 ,将 加 法 和 乘法 定义 为 以 已 =17 为 模 衰减 的 标准 整数 的 加 法 和 乘 
法 。 例 如 ,((23 +18))，=7,((10+7))7 =0,((23 x18))，=6, 以 及 ((10 x7))，=2。 
( 即 先 按 正常 的 方法 计算 和 或 积 , 再 取 以 17 为 模 所 得 的 余数 ,) 
(b) $ P=17,N=4 #l W, =4, 证明 


(c) 令 序 列 x[n] 和 hh[nj] 分 别 为 
x[n] = [n] + 26[n — 1] + 35[n — 2] 


hin] = 34[n] + d[n — 1] 
fe PUR x(n] 4 A NTT X[k]: 


N-I 
X[k] = (( x swine) 
n=0 P 


以 同样 的 方式 计算 ALA) 。 再 计算 [Ak] =X[k]H[k 假设 P,N Fl W, 值 由 (a) 给 出 。 
应 记 住 对 于 整个 计算 每 一 步 运算 都 要 对 17 求 模 ,并 不 只 是 对 最 后 的 结果 。 
(d) YLA) ÉI NTT 首 变 换 定义 为 
N-1 
yln| = (o > ww) ( P9. 59-2) 
k=0 P 


为 了 正确 地 计算 出 这 个 量 ,必须 求 出 整数 (1ZV) ”及 OW! 使 得 
((tw)) =i 
(www), = 


利用 (a) 中 给 出 的 P,N 和 下 ,的 值 , 求 出 上 述 整数 。 
利用 (d) 中 所 求 出 的 (N) 和 Wy! 的 值 来 计算 式 (P9. 59-2) 所 示 的 NTT 逆 变 换 。 利 用 手 
TIRER yin] =x[n] *h[n] 检 验 你 的 答案 。 
9.60 9.2 节 和 9.3 节 重 点 讨论 了 当 NN 为 2 的 整数 寡 时 序列 的 快速 傅 里 叶 变换 。 但 是 , 当 长 度 NW 有 
不 止 一 个 素 因 子 时 ,也 就 是 对 于 某 些 整数 m 不 能 表示 为 =m 时 ,也 有 可 能 找到 计算 DFT 的 
有 效 算法 。 本 题 将 讨论 当 N =6 时 的 情况 。 所 得 出 的 方法 也 可 容易 地 推广 到 其 他 合成 数 。 
Burrus and Parks(1985 ) 详细 讨论 了 这 类 算法 。 
(a) 分 解 当 N=6 时 FFT 的 关键 是 利用 标号 图 的 概念 ,这 一 概念 是 由 Cooley and Tukey(1965 ) 
在 他 们 关于 FFT 的 早期 论文 中 提出 的 。 具 体 地 讲 , 对 于 N =6 的 情况 ,将 标号 n 和 此 表 
示 为 


(e 


~ 


n = 3n, +n, ny =0, 1:9 =0,1,2 (P9. 60-1) 

k= ky +2k2. ky =0,1: k =0.1.2 (P9. 60-2) 
证 明 A n, Al n, 的 每 一 个 可 能 值 一 次 性 地 计算 出 n=0,…,5 的 每 一 个 值 , 且 计 算 只 有 
一 种 形式 。 并 说 明 对 于 用 A k, 的 每 一 个 值 来 求 上 时 也 同样 适用 。 
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(b) 将 式 (P9. 60-1) 和 式 (P9.60-2) 代 入 DFT 的 定义 式 得 到 一 个 用 n,n,,k,， Mlk, 表示 的 新 
的 DFT 表达 式 。 所 得 表达 式 应 当 对 n, 和 n, 双重 求 和 ,而 不 是 对 的 单 重 求 和 。 

Ce) 仔细 检查 你 所 得 出 的 表达 式 中 的 到 项 。 可 以 将 部 分 项 写成 用 W, AW, 表示 等 效 的 表 

(d) 根据 (c) 的 结果 ,组 织 DFT 中 各 项 使 得 先 对 n, 求 和 再 对 n, 求 和 。 你 可 将 所 写 表达 式 看 
作 3 个 N=2 的 DFT, 级 联 一 些 “ 旋 转 " 因 子 (W, HREN) 再 级 联 2 个 W=3 的 DFT。 

Ce) 画 出 计算 (d) 中 你 所 求 出 的 表达 式 的 信号 流 图 。 该 流 图 需要 多 少 次 复数 乘法 ? 与 直接 计 
算 N=6 的 DFT 方 程式 所 需 的 复数 乘法 次 数 相 比 ,结果 如 何 ? 

(f) 求 男 一 种 类 似 于 式 ( P9. 60-1) 和 式 (P9. 60-2) 的 标号 ,使 得 所 得 的 信号 流 图 为 2 个 N= 
3 DFT 级 联 3 个 N=2 DFT。 


第 10 章 ”利用 离散 健 里 叶 变 换 的 信号 传 里 叶 分 析 


10.0 引言 


在 第 8 章 推 导出 离散 傅 里 叶 变 换 (DFT) 作为 有 限 长 信号 的 傅 里 叶 表 示 。 因 为 DFT 可 以 快速 
”计算 ,所 以 在 包括 滤波 和 谱 分 析 在 内 的 信和 号 处 理应 用 的 广泛 领域 中 它 起 着 核心 作用 。 本 章 简要 介 
绍 如 何 用 DFT 来 进行 信号 的 傅 里 叶 分 析 。 

在 显 式 计算 傅 里 叶 变换 的 算法 和 应 用 中 ,人 们 所 希望 的 离散 时 间 传 里 叶 变 换 是 理想 化 的 ,而 真 
正 可 以 计算 的 却 是 DFT。 对 于 有 限 长 信号 ,DFT 可 以 给 出 离散 时 间 傅 里 时 变换 的 频 域 样本 ,但 是 对 
这 一 采样 过 程 的 本 质 还 必须 能 清楚 地 加 以 理解 和 说 明 。 例 如 ,在 8.7 节 中 所 研究 的 用 DFT 相 乘 而 
不 是 傅 里 叶 变 换 来 实现 线性 滤波 或 卷 积 时 ,需要 进行 循环 卷 积 ,此 时 要 特别 注意 应 该 能 保证 其 结果 
等 于 线性 卷 积 。 此 外 ,在 许多 滤波 和 谱 分 析 的 应 用 中 ,信号 本 来 并 不 是 有 限 长 的 。 正 如 将 要 讨论 
的 ,这 种 DFT 要 求 的 有 限 长 度 信 号 和 实际 的 无 限 长 信和 号 之 间 的 不 一 致 性 可 以 通过 加 窗 、 块 处 理 及 
依 时 傅 里 叶 变换 的 方法 完全 或 近似 地 给 予 调节 。 


10.1 用 DFT 的 信号 傅 里 叶 分 析 


DFT 的 主要 应 用 之 一 就 是 分 析 连 续 时 间 信 和 号 的 频率 成 分 。 例 如 ,10.4. 1 节 将 要 讨论 ,在 语音 
的 分 析 和 处 理 中 ,语音 信号 的 频率 分 析 对 于 音 腔 谐振 的 辨识 与 建 模 特别 有 用 。10. 4. 2 节 将 要 介绍 
的 另 一 个 例子 是 多 普 勒 雷达 系统 ,在 这 个 系统 中 用 发 射 信和 号 和 接收 信号 之 间 的 频 移 来 表示 目标 的 

把 DFT 用 于 连续 时 间 信 和 号 的 基本 步骤 如 图 10. 1 所 示 。 当 连续 时 间 信 和 号 转换 为 一 个 序列 时 ， 
需要 加 入 抗 混 有 登 滤 波 需 以 便 消 除 混 县 的 影响 ,或 者 将 它 减 小 到 最 低 程度 。 需 要 用 wln] RA x[n], 
即 进行 加 窗 处 理 , 这 是 DFT 要 求 有 限 长 度 的 必然 结果 。 在 许多 有 趣 的 实际 场合 ,* (站 很 长 ,甚至 无 
限 长 ,自然 x[ nj 也 如 此 (如 语音 和 音乐 的 情况 )。 因 此 ,在 计算 DFT 之 前 . 需 将 有 限 长 度 的 窗 wln] 
加 到 x[n] 上 。 图 10.2 说 明了 图 10.1 中 的 信号 傅 里 叶 变 换 。 具 体 地 ,图 10.2(a) 表 示 一 个 连续 时 
间 谱 , 它 在 高 频 区 有 逐渐 减 小 的 拖 尾 ,而 不 是 带 限 的 。 图 中 罕 的 尖锐 谱 峰 还 表明 存在 着 一 些 窗 带 信 
号 的 能 量 。 图 10. 2(b) 表 示 抗 混 秋 滤波 器 的 频率 响应 。 正 如 图 10.2(c) 所 指出 的 ,得 出 的 连续 时 
间 傅 里 叶 变换 X G ) 几乎 不 包含 有 5,(jQ) 在 滤波 器 截止 频率 以 上 部 分 的 有 用 信息 。 因 为 
H,,(jQ) 不 可 能 是 理想 的 ,所 以 输入 信号 在 通 带 和 过 渡 带 的 傅 里 叶 频 率 成 分 也 将 受到 滤波 器 频率 响 
应 的 影响 。 















Side BEAK 
通 滤 波 器 


连续 一 离散 


时 间 转 换 VI] 





Hal iQ) 


w[a] 


图 10. 1 连续 时 间 信 号 的 离散 时 间 傅 里 叶 分 析 的 处 理 步 又 
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X,(1) 向 样本 序列 x[ nj] 的 转换 ,可 在 频率 上 用 周期 重复 和 频率 归 一 化 来 表示 , 妈 


OO 


' | w 2yr 
aJ 一 二 区: eh ? 
X (e 二 未 》 x. (ig + i | (10. 1) 


如 图 10.2(d) AAR. FA PSE BSC LA CIR EU ARAB OT fe CE BEL A JEBE ae dk, EE BT LAT IL , 
式 (10. 1) FP MySims Je ak AE SER UE U aie, BA EF 
4. 8. 1 节 所 讨论 过 的 初始 过 采样 ,接着 通过 十 分 有 效 的 低 通 滤波 和 抽取 , 均 可 以 将 这 一 误差 减 小 到 
可 以 忽略 的 程度 。 如 果 x[z] 是 数字 信号 , 则 图 10. 1 中 的 A/D 转换 可 以 合并 到 第 二 个 系统 中 去 ,但 
















































X9) 
| | | 
$ Q 
-27 =e —o 0 wy=QoT T 2n w 
(d) 
Wem) 
| 
-27 -T 0 T 2n w 
(e) 2n 
1 N 
Vei) , V[k] 
-27 一 天 0 Tt 2r w 


(f) 
图 10.2 图 10.1 所 示 系 统 中 传 里 叶 变换 的 说 明 。(a) 连续 时 间 输 入 信号 的 傅 里 叶 变换 ;(b) 抗 混 到 
滤波 器 的 频率 响应 ;(e) 抗 混 短波 波 器 输出 的 傅 里 叶 变 换 ;(d) 采样 信号 的 传 里 叶 变 换 ; 
Ce) 窗 序列 的 傅 里 叶 变换 ;(f) 加 窗 信号 段 的 傅 里 叶 变换 和 用 DFT 样本 得 到 的 频率 样本 
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仍 会 引入 量化 误差 。 正 如 在 4. 8. 2 节 中 已 经 看 到 的 ,这 种 误差 可 以 作为 噪声 序列 加 到 xLn] 上 。 这 
种 噪声 也 可 以 通过 精细 的 量化 而 忽略 不 计 。 

如 前 所 述 ,因为 DFT 的 输入 信和 号 必须 是 有 限 长 的 ,所 以 通常 是 用 有 限 长 窗 wf n] RAFA 
x[n]。 这 就 产生 了 有 限 长 序列 vln] =w[ njxLn]。 它 在 频 域 上 表现 为 周期 卷 积 , 即 


; 1 T z : 
V(el®) = | X (e!")W(el@) do (10. 2) 
一 开 


图 10.2(e) 表 示 一 种 典型 窗 序 列 的 傅 里 叶 变 换 。 注 意 , 总 是 假设 主办 集中 在 w=0 附近 。 若 在 的 
某 一 范围 内 wln | 为 非 零 常数 , 则 称 其 为 矩形 窗 。 ee nn dt db 
处 呈 拖 尾 状 。 如 Bartlett 窗 Hamming 窗 .Hanning H Blackman 窗 及 Kaiser A SF PA RR AUO VE JE O E 
第 7 章 且 将 在 10. 2 节 中 讨论 ,从 这 一 点 上 必然 会 看 到 ,WW(e”) 与 X(e”*) 的 卷 积 将 对 X(e”) 中 的 尖 
峰 和 不 连续 点 起 到 平滑 作用 。 在 图 10.2(f) 中 ,这 种 现象 用 连续 的 曲线 表示 出 来 。 
图 10. 1 中 最 后 的 运算 是 DFT。 加 窗 序列 vLn] =w[njxlLnj 后 的 DFT 为 
AN 一 1 
Vi = So vinle FM, k=01°" N=1 (10. 3) 
n=0 
式 中 假定 窗 的 长 度 工 小 于 或 等 于 DFT WKE N, 有 限 长 序列 vL nj] 的 DFT VLA) Xa ol | AE 
里 叶 变 换 的 等 间隔 采样 , 即 
Vik] = Vee!) | ok yn (10. 4) 


图 10.2(f) 还 说 明 V[k] 是 V(e”*) 的 样本 。 因 为 DFT 相 邻 频率 间 的 间隔 为 2wAN, 且 归 一 化 离散 时 
间 频 率 变量 和 连续 时 间 频 率 变量 之 间 的 关系 是 w = OT, AE DFT 的 频率 对 应 于 连续 时 间 频 率 

2nk 

NT 
连续 时 间 频 率 和 DFT 频率 的 关系 将 在 例 10. 1 和 例 10. 2 PGR 


例 10.1 利用 DFT 进行 和 傅 里 时 分 析 
# BAN AG RG BES x (1), HS || S27( 2500) at X,(j0) =0。 要 利用 图 10.1 中 的 
ABR AH iT TEE OT GE A GA), HRI BIR S H. GQ) XP, H C/D 转换 器 的 采样 
# A 1/T =5000 样本 /s。 如 果 想 要 使 DFT HA VK] ET XGA) OHA, BAAR A M aR 
% A 2n(10) rad/s 或 10 Hz, 则 所 用 的 DFT 样本 数 N 的 最 小 值 应 为 多 少 ? 
由 式 (10.5) 可 以 看 出 ,DFT 中 相 邻 的 样本 对 应 于 间隔 为 2mr/(NT) 的 连续 时 间 频 率 。 因 此 ,要 求 


9 
IT < 20r 
NT 


2, = (10. 5) 


这 表明 N 宇 500 则 可 满足 条 件 。 如 果 要 用 基 2FFT 算法 来 计算 图 10.1 中 的 DFT, 则 应 当选 取 
N=512, 因 为 对 应 的 连续 时 间 频 率 间隔 AQ = 2m (5000/512) =2T(9.77)rad/s。 


例 10.2 DFT 值 之 间 的 联系 

考虑 例 10. 1 所 提出 的 问题 ,其 中 1/7T=5000,N=512 E x.(1) 的 值 为 实数 ,并 充分 带 限 以 
避免 在 给 定 采 样 频 率 下 发 生 混 登 。 如 果 已 给 定 VI11] =2000(1 +j), 则 V[] 或 X.(j0) Hs 
他 值 是 多 少 ? 

ee 出 的 DFT 的 对 称 性 ,有 VIk] =V [((-k))y],k=0,1, =, N-1, LT V[N - 
上 有] =V [及 ,因此 可 得 

VI512—11]= V[501] = V*[11] = 2000(1 — j) 

另外 还 知道 ,DFT 样本 点 上 =11 对 应 于 连续 时 间 频 率 0 =2a(11) (5000) /512 =27 (107.4), 
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同样 上 =501 对 应 于 频率 —27(11) (5000) /512 = -2T(107.4)。 虽 然 加 窗 可 使 频谱 平滑 ,但 可 
以 认为 
Xe(jQ11) = Xe(j2r(0107.4)) ~ T - V11] = 0.41 +j) 
注意 ,如 同 式 (10. 1) 一 样 ,因子 了 是 用 于 补偿 由 采样 所 引入 的 因子 T, RAA AE, T 
以 最 后 得 出 
Xec( 一 j211) = Xe(—j2n107.4)) ~ T - V*[11] = 0.4(1 — j) 

许多 商用 实时 谱 分 析 仪 就 是 基于 图 10. 1 和 图 10. 2 中 所 包含 的 原理 。 然 而 ,由 上 而 的 讨论 
可 以 清楚 地 看 出 ,利用 原 输入 信号 s, Mia 变换 来 解释 加 窗 的 采样 信号 段 的 
DFT ,会 受到 许多 因素 的 影响 。 考 虑 到 这 些 因素 ,在 对 输入 信号 滤波 和 采样 时 必须 十 分 小 心 。 此 
外 ,要 能 够 正确 地 解释 所 得 出 的 结果 ,必须 清楚 地 理解 在 DFT 中 国有 的 时 域 加 窗 和 频 域 采 样 的 
影响 。 对 于 后 面 的 讨论 ,假设 抗 混 释 滤波 和 连续 时 间 到 离散 时 间 的 转换 工作 均 已 完成 ,并 可 不 
再 考虑 。 下 一 节 集 中 讨论 由 DET 所 带 来 的 加 窗 和 频 域 采 样 的 影响 。 选 择 正 弦 信 号 作为 所 讨论 
的 典型 例子 ,是 因为 正弦 信和 号 是 理想 的 限 带 信和 号, 且 计 算 简 便 。 而 所 讨论 到 的 大 部 分 问题 均 具 
有 普遍 的 适用 性 。 


10.2 正弦 信号 的 DFT 分 析 


对 于 所 有 mm, 正弦 信号 Acos( won + 中 ) 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 是 在 + ou 和 一 wo 处 的 一 对 冲 激 
函数 (以 2T 为 周期 重复 ) 。 当 利用 DFT 分 析 正 弦 信 号 时 ,加 窗 和 频 域 的 频谱 采样 有 着 重要 的 影响 。 
在 10.2.1 节 中 将 会 看 到 ,加 窗 使 得 理论 的 傅 里 叶 表 示 中 的 冲 激 函 数 平滑 或 展 宽 , 因 此 很 难 精 确 确 
定 频率 。 marae ee a 号 的 分 养 能 力 。DFT 固有 的 频谱 采样 有 可 能 给 
出 正 弱 信号 真实 谱 的 错误 导向 或 不 准确 的 频谱 图 。 这 种 影响 将 在 10. 2. 3 节 中 讨论 。 


10.2.1 加 窗 的 影响 
下 面 研究 一 个 由 两 个 正弦 分 量 之 和 组 成 的 连续 时 间 信 号 , 即 


Sci) = Ag cos(Qot + 00) + Ay cos(Qyt + 41), 一 Oo <t <O (10.6) 
假定 采样 是 理想 的 ,没有 混 生 和 量化 误差 ,这 样 可 以 得 到 离散 时 间 信 号 
x[n] = Ap cos(won + 0o) + A1 cos(wn + 61), 一 Co <n < co 《10. 7) 
式 中 wo = OT, H w = 人 7。 在 图 10. 1 中 加 窗 后 的 序列 2[ n ] 则 为 
v[n] = Aowln| cos(w@pn + 69) + Ay w[n] cos(wjn + 61) (10.8) 


H TIER vl nj 的 傅 里 叶 变 换 , 可 以 利用 复 指数 将 式 (10.8) 展 开 ,并 利用 2.9.2 节 中 式 (2. 158) 中 的 
频率 平移 性 质 。 具 体 地 ,可 将 vn] 写成 


: Ac a i A : 
v[n] = ll Mele 十 lle Wher soon 


(10.9) 
$ Sunes ee i Swine e ian 
由 式 (10.9) 及 式 (2. 158) ,就 可 得 到 加 窗 序 列 的 傅 里 叶 变换 为 
Vial”) = 名 el Wel Jo 一 wo) 十 Be eo 3% Wei ton) 
(10. 10) 


A. Sell Wee! (w—a)) 十 fleit W (eito ) 
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根据 式 (10. 10) ,加 窗 信号 的 傅 里 叶 变换 包含 重复 出 现在 频率 +o Al two, 处 的 以 及 按 组 成 该 信号 

的 每 个 复 指数 的 复 振幅 换算 的 窗 函 数 的 传 里 叶 变换 。 
例 10. 3 ”加 窗 对 正弦 信号 傅 里 叶 分 析 的 影响 

研究 图 10. 1 所 示 的 系统 ,特别 是 对 于 式 (10.6) 中 s,(1) 的 采样 率 IT = 10kHz EÈ wln] 

长 度 为 64 的 具体 情况 下 的 W(e”) 和 V(e”)。 信 号 的 幅度 和 相位 参数 为 46 =1,A, =0.75 及 0, = 

0, =0, 为 了 说 明基 本 特性 ,有 意 只 给 出 倩 里 叶 变 换 的 幅度 。 

图 10.3(a) 画 出 了 | 歼 (e) | ,而 图 10.3(b) 一 图 10.3(e) 分 别 画 出 了 对 于 式 (10.6) 中 的 Q 和 


iw(e!) ively 
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图 10.3 ”加 矩形 窗 之 余弦 的 傅 里 叶 分 析 示 例 。(a) ARPER; b) 一 (e) 当 频 率 
间隔 OQ, — On 逐渐 减 小 时 加 窗 余 弦 的 傅 里 叶 变换 ,其 中 (b) Qg = (277/6) x 10*, Q, = 
(27/3) x10*, (e) O, = (27/14) x 10°, Q, = (40/15) x104.(d) Q, = 


(27/14) x 10° ,Q, = (22/12) x10*, (e) Q, = (27/14) x 10°, Q, = (47/25) x 10° 
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O, ,或 等 效 地 , 式 (10.7) 中 的 wo 和 wi 取 几 个 不 同 值 时 的 1V(e”) | 的 图 形 。 在 图 10.3(b) 中 

Qu = (27/6) x 10° $ Q, = (27/3) x10 ,或 等 效 地 ,wo =2T/6 和 w=2m/3。 在 图 10.3(c) 一 
(e) 中 这 些 频率 逐渐 靠近 。 对 于 图 10.3(b) 中 的 参数 ,每 个 分 量 的 频率 和 振幅 是 比较 清楚 的 。 
具体 地 讲 , 从 式 (10.10) 可 以 看 出 ,由 于 WW(e”) 有 一 个 高 度 为 64 的 峰 , 并 且 在 wo few, 处 
WW(e”*) 的 副本 之 间 没 有 重 胎 ,因此 在 wo 处 将 会 有 一 个 高 度 为 3240 的 峰 , 在 wl 处 有 一 高 度 为 
324| 的 峰 。 在 图 10.3(b) 中 ,两 个 峰 大 约 在 w=2T/6 $ w =20/3 处 ,其 高 度 之 间 有 正确 的 比 
例 。 图 10.3(c) 中 在 wo 和 mwl 处 窗 的 副本 之 间 有 较 多 重 滞 ,然而 两 个 可 区 分 的 峰 仍 存在 ,在 
w=wo 处 谱 的 幅度 受到 在 频率 wm, 处 正弦 信号 振幅 的 影响 ,反之 亦 然 。 这 种 相互 影响 称 为 港 
漏 :由 于 窗 函 数 引 入 的 谱 平滑 作用 ,使 得 在 一 个 频 府 处 的 分 量 泄漏 到 相 邻 的 另 一 个 分 量 中 去 。 
图 10.3(d) 表 示 泄 漏 很 大 的 情况 。 要 注意 ,加 入 异 相 的 旁 办 将 如 何 降 低 峰 的 高 度 。 图 10.3 
(e) FE oo fw, 处 谱 窗 之 间 的 重合 十 分 明显 ,使 得 在 图 10.3(b) ~(d) asl a 两 个 峰 
合并 成 一 个 。 换 名 话说 ,由 于 这 个 窗 的 影响 ,使 得 与 图 10.3(e) 对 应 的 两 个 频率 在 频谱 中 成 为 
不 可 分 辨 的 。 


10.2.2 窗 函 数 的 性 质 


作为 对 信号 加 窗 后 的 结果 ,分辩 率 降 低 和 发 生 泄漏 是 对 频谱 的 两 种 主要 影响 。 分 辩 率 主要 受 
Woe”) 主 为 宽度 的 影响 ， topair naia W(e”) 的 主 欠 和 旁 久 的 相对 幅度 。 在 第 7 章 有 关 
滤波 器 设计 的 论述 中 曾 指 出 , 主 锥 的 宽度 和 相对 旁 注 幅度 主要 取决 于 窗 的 长 度 L 和 窗 的 形状 ( 拖 
尾 的 大 小 ) 。 As 


W,(e!) = Senin = e Je(L-1)/2 sin(wL /2) 


sin(w/2) (10. 11) 


n=0 


对 于 给 定 长 度 (A =40/L) , EY ERR EAE ETA A HA OP EY RK. 在 
第 7 章 中 讨论 了 包括 Bartlett 窗 .Hann 窗 和 Hamming 窗 在 内 的 其 他 窗 函 数 。 这 些 窗 的 DTFT 的 主 
为 宽度 为 Au =8Tm/A(L-1), 约 为 矩形 窗 的 两 倍 , 但 是 旁 久 幅度 显著 减 小 。 所 有 这 些 窗 孔 数 的 共同 
问题 是 由 于 窗 函 数 的 长 度 是 唯一 的 可 变 参 数 , 因 此 主办 宽度 和 旁 兴 幅度 不 能 兼顾 , 
正如 在 第 7 章 中 所 定义 的 ,Kaiser 窗 为 
10o[B(1 — [(n — æ) /op) 
ee ol BC )/al) ] eee eae TM 

0, 其 他 
KHa=(L-1)/2 且 1m(…) 为 第 一 类 零 阶 修正 Bessel 函数 。[ 注意 , 式 (10.12) 中 的 记号 与 
式 (7.72) 中 的 稍 有 差别 。 在 式 (10. 12) 中 二 表示 窗 的 长 度 , 而 在 式 (7.72) 中 设计 滤波 器 窗 的 长 度 
记 为 M+1。] 从 滤波 器 设计 问题 中 已 经 看 出 ,这 种 窗 有 两 个 参数 B 和 工 ,它们 可 以 用 于 在 主办 宽度 
和 相对 旁 兴 幅度 之 间 进 行 折 中 。( 应当 记 得 , 当 B =0 时 Kaiser 窗 就 变 为 矩形 窗 ) 主办 宽度 A 定义 
为 在 中 央 的 两 个 过 零 交 点 之 间 的 对 称 距离 。 相 对 旁 兴 高度 4A, 定义 为 以 dB 计 的 主办 幅度 与 最 大 旁 
Ai EZ tk A 10. 4 为 图 7. 32 的 重复 , 它 表 示 Kaiser Behr EARS 值 时 的 傅 里 叶 变换 。 
在 设计 用 于 谱 分 析 的 Kaiser 窗 时 ,总 希望 能 事先 给 定 所 要 求 的 4., 值 并 确定 所 要 求 的 B 值 。 
图 10.4(c) 表 明 相 对 旁 准 幅度 基本 上 与 窗 的 长 度 无 关 , 因 而 只 取决 于 B, 这 一 点 已 由 Kaiser and 
Schafer( 1980) 证实 ,所 得 到 作为 A, KAO B 之 最 小 二 乘 近似 表达 式 如 下 : 

0, Ag < 13.26 


B = } 0.76609(Ag — 13.26)4 + 0.09834(Agy — 13.26), 13.26 < Ay < 60 (10. 13) 
0.12438(Ag + 6.3), 60 < Ay < 120 





560 离散 时 间 信 号 处 理 (第 三 版 ) 


























-100 
0 





dB 
1 
LA 
=] 














-100 
0 


| 
0.27 04n 0.67 0.81 T 
角 频 率 (w) 


(c) 


图 10.4 (a) B=0,3,6 AIL =21 的 Kaiser #;(b) 与 (a) 中 的 窗 对 应 的 傅 里 
叶 变 换 ; (c) HB =6 KL=11,21 和 41 的 Kaiser 窗 的 傅 里 叶 变换 


使 用 由 式 (10. 13) 得 到 的 B 值 所 给 出 的 窗 ,其 4, 的 实际 值 在 13. 26 <A, < 120 范围 内 ,与 所 希 
望 的 值 之 差 小 于 0.36。( 注意 , 值 13.26 是 矩形 窗 的 相对 旁 办 幅度 , 当 B6=0 时 Kaiser 窗 降 为 矩 
Ie fi.) 

图 10.4(c) 还 表明 , EIRE SARKER EISE AXT Se PE A A EV) T 
中 关系 可 以 用 如 下 近似 关系 式 表示 : 

_ 24m (Ag + 12) 
155A mi 

上 和 式 也 是 由 Kaiser and Schafer( 1980) 给 出 的 。 

当 确 定 一 个 具有 所 要 求 的 主 为 宽度 和 相对 旁 瓣 幅度 的 Kaiser 窗 时 , 式 (10.12) 3 (10. 13) 和 
式 (10.14) 是 必须 用 的 。 对 于 给 定 的 4 和 Auw 值 ,设计 一 个 窗 仅 需要 由 式 (10.13 ) 计算 B, 由 
式 (10. 14) 计 算 工 ,然后 用 式 (10. 12 ) 计算 窗 。 本 章 其 余 的 许多 例子 均 用 Kaiser 窗 。Harris(1978 ) 还 
研究 了 其 他 谱 分析 窗 。 


10.2.3 谱 采 样 的 影响 
TERIA TEU AY, OBA on | AY DFT 给 出 了 V(e”*) 在 NN 个 等 间隔 的 离散 时 间 域 频率 wy = 
27kAN,k =0,1,…,N 一 1 处 的 样本 。 这 等 效 于 在 连续 时 间 域 频率 OQ, = (2rk)/ (NT) ,k=0,1,…,N/2 
处 的 样本 (假设 入 为 偶数 )。 下 标 上 =N/2 +1,…,N -1 对 应 于 负 连 续 时 间 频 率 -2m(N 上)/(NT)。 
DFT 引入 的 谱 采 样 有 时 可 能 导致 错误 的 结果 。 对 于 这 种 情况 ,最 好 通过 举例 来 加 以 说 明 。 
$10.4 谱 采 样 影响 的 示例 
首先 来 研究 一 下 与 例 10.3 中 的 图 10.3(c) 相同 参数 的 情况 , 即 在 式 (10.8) 中 4, =1,A, = 


+1 (10. 14) 
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0.75 ,ou =277/14,w, =47/15 和 0,=0,=0,w[n] 是 长 度 为 64 HGH. 24 


2n 4n 
SOS | 一 一 Scos | 一 . O<n< 63 
sin] = cos ( Fin) +0.75 cos (TE) n (10. 15) 
0. 其 他 


图 10.5(a) 绘 出 了 加 窗 序列 v[n]。 图 10.5(b),(c),(d) 和 (e) 分 别 给 出 了 长 度 为 N=64 的 DFT 
的 相应 实 部 、 虚 部 .幅度 和 相位 。 可 以 看 出 ,由 于 x[n] 是 实 序列 ,因此 X[N-k] =X*[k]， 
X(eC™) =X*(e”), 即 实 部 和 幅度 是 上 和 ww 的 偶 函 数 , 虚 部 和 相位 是 上 和 中 HY BHR, 

在 图 10.5(b) 一 (e) 中 ,水 平 (频率 ) 轴 用 DET 的 标号 或 频率 样本 数 大 来 标注 。 值 上 =32 
对 应 于 mw = 三 或 相当 于 QQ =T/T。 正 如 通常 表示 一 个 时 间 序 列 的 DFT 的 约定 那样 ,给 出 在 上 = 
0 到 上 =N-l 范 围 内 的 DFT 值 , 相 当 于 给 出 在 0 到 27 的 频率 范围 内 离散 时 间 傅 里 时 变换 的 样 
本 值 。 由 于 离散 时 间 传 里 叶 变换 的 国有 周期 性 ,这 一 范围 内 的 前 一 半 对 应 于 正 的 连续 时 间 频 
率 , 即 0 从 0 到 T/T; 后 一 半 对 应 于 负 的 频率 , 即 0 从 -TXT 到 0; 应 注意 到 实 部 和 幅度 的 偶 周 
期 对 称 性 ,以 及 虚 部 和 相位 的 奇 周 期 对 称 性 。 

回忆 DFT V[ k] Æ DTFT Y(e") 的 采样 。 在 图 10.5(b) 一 图 10.5(e) 中 给 每 个 DFT 上 添加 
RK, BPRe| Ve*)| Im|V(e*)|、|V(e*) | 和 ARGIV(e*)| 就 可 以 得 到 相应 的 DTFT。 这 些 
函数 的 频率 范围 定义 为 归 一 化 的 频率 wN/(27) , BP DFT 中 的 下 标 N 对 应 与 DTFT 中 的 频率 w 
=2T。 在 下 面 的 图 10.6 至 图 10.9 中 同样 显示 了 添加 灰 线 所 表示 的 DTEFT。 

图 10.5(d) 中 DFT 的 幅 值 相 当 于 图 10.5( 门 中 画 出 的 频谱 幅度 的 样本 ,正如 所 料 , 它 集中 
在 输入 信号 的 两 个 正弦 分 量 的 频率 wj =20/7.5 和 wo =2m/14 的 周围 。 具 体 地 ,频率 w = 
4n/15 =2m(8. 533---)/64 位 于 人 =8 4] k =9 所 对 应 的 DFT HAZ, BA, AH w, =2m/14 
=2T(4.571 4…)/64 42 Fk =4 8] k=5 所 对 应 的 DFT 样本 之 间 。 注 意 ,图 10.5(d) 中 谱 峰 的 
频率 位 置 处 于 从 DFT 得 到 的 谱 样本 之 间 - 通常 ,DFT 值 中 峰 的 位 置 不 一 定 与 傅 里 叶 变 换 中 峰 
的 真正 频率 位 置 相 重合 ,这 是 因为 真正 的 谱 峰 可 以 位 于 谱 样 本 之 间 。 因 此 ,通过 观察 图 10.5 
(d) ,显而易见 ,在 DFT 中 峰 的 相对 幅度 不 一 定 能 确切 反映 真实 谱 峰 的 相对 幅度 | V(e*) | 。 


例 10.5 用 与 DFT 频率 一 致 的 频率 进行 谱 采样 
研究 如 图 10.6(a) 所 示 的 序列 


fe 0 63 
af 一 一 ./) cos | — i <n< 06: 
TE cos (Fen) + cos ( zn) n (10. 16) 
0, 其 他 


再 次 选用 N = 上 =64 的 矩形 窗 。 这 与 上 面 的 例子 非常 相似 ,不 同 的 是 在 这 种 情况 下 ,余弦 函数 
的 频率 与 两 个 DFT 的 频率 完全 重合 。 具 体 地 讲 ,频率 w =27/8 =2T8/64 完全 对 应 于 上 =8 的 
DET 样本 ,并且 频率 wu =27/16 =2m4/64 完全 对 应 于 上 =4 的 DFT HA, 

AP vin] 64 点 DFT 的 幅 值 如 图 10.6(b) 所 示 , 它 对 应 于 |V(e*) |( 同 样 添 加 灰 线 ) 
在 间隔 为 2m/64 的 各 频率 处 的 样本 值 。 虽 然 本 例 的 信号 参数 与 例 10.4 非常 相似 ,但 是 DFT 
的 形状 却 完 全 不 同 。 特 别 是 ,在 本 例 中 DFT 在 信号 的 两 个 正弦 分 量 的 频率 处 有 两 根 很 高 的 谱 
线 ,而 在 其 他 的 DFT 值 处 没有 频率 分 量 。 事 实 上 ,图 10.6(b) 中 DFT 的 这 种 “干净 "的 外 形 主 
要 是 由 谱 的 采样 而 得 到 的 一 种 假象 。 比 较 图 10.6(b) 和 图 10.6(c) 后 可 以 看 出 ,之 所 以 出 现 
图 10.6(b) 中 的 这 种 干净 外 形 ,是 因为 对 于 这 种 参数 的 选择 , 傅 里 叶 变 换 在 DFT 的 采样 频率 
处 , 除 与 上 =4,8,64 -8 和 64 -4 对 应 的 频率 外 ,其 他 值 完全 为 零 。 虽 然 图 10.6(a) 的 信号 几乎 
在 所 有 的 频率 处 都 有 明显 的 值 ,但 由 图 10.6(b) 中 的 灰 线 显然 可 见 , 由 于 谱 的 采样 ,在 DFT 中 
却 无 法 见 到 这 些 。 了 解 这 一 点 的 另外 一 种 方法 是 ,注意 64 点 的 和 矩 形 窗 正 好 取 为 式 (10. 16 ) 两 


离散 时 间 信 号 处 理 ( 第 三 版 ) 








2 v[n] 
I 
ae 
£ o = 
ai 
zE 32 64 
(a) 


40 7 Re[V|k]}. Ref Vie") | 








HT T T kaon 





幅度 





0 32 64 
(c) 
40 IV[A]I. (Wem) | 





0 32 64 


(d) 
ARG[V[K]}. ARG({V[(e)] 


NTH 
all 








EO 
k.wN/2n 
2 
-4 
0 32 64 
(e) 


图 10.5 加 了 短 形 窗 的 余弦 序列 及 其 离散 傅 里 叶 变 换 (N=64)。(a) 加 窗 的 信号 ; 
(b) DFT 的 实 部 ; (c) DFT 的 虚 部 ;(d) DFT 的 幅度 ;(e) DFT 的 相位 
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图 10.6 两 个 正弦 之 和 的 离散 傅 里 叶 分 析 , 在 这 种 情况 下 ,除了 与 两 个 正弦 分 量 对 
应 的 频率 之 外 ,在 其 他 DFT 频率 处 的 传 里 叶 变 换 皆 为 零 。(a) 加 窗 的 信 
号 ;(b)DFT 的 幅度 。 注 意 | VC) | 以 较 浅 的 连续 线形 式 被 到 加 在 上 面 


个 正弦 分 量 周期 的 整数 倍 。64 点 DET 正好 对 应 于 信号 按 64 为 周期 进行 复制 的 DFS。 对 应 于 
A(10.16) 中 的 两 个 正弦 分 量 ,复制 的 信号 只 有 4 个 非 零 的 DFS 系数 。 这 是 一 个 如 何 用 周期 
性 的 固有 假设 对 于 不 同 问题 给 出 正确 答案 的 例子 。 通 常 对 于 有 限 长 的 情况 很 感 兴趣 ,但 现在 
来 看 结果 却 往往 产生 误导 。 

为 了 进一步 说 明 这 一 点 ,可 以 用 补 零 的 方法 将 式 (10.16) 中 的 v[n] 扩 展 为 一 个 128 点 的 
序列 。 所 对 应 的 128 点 DFT 如 图 10.7 所 示 。 这 种 细 化 的 谱 采 样 ,使 得 在 另 一 些 频率 处 存在 的 
幅 值 就 显露 出 来 了 。 在 这 种 情况 下 ,加 窗 信号 当然 就 不 是 周期 为 128 的 周期 信号 。 
图 10.5 ,图 10. 6 和 图 10.7 中 的 窗 均 为 矩形 窗 。 在 以 下 的 一 组 例子 中 将 说 明 选 择 不 同窗 所 带 

来 的 影响 。 


IV[A]I, Ve) | 
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图 10.7 与 图 10.6(a) 中 同一 信号 的 DFT, 但 是 频率 样本 数 比 图 10.6(b) 增 加 一 倍 


例 10.6 加 Kaiser 窗 时 对 正弦 信号 的 DFT 分析 
回 到 例 10.4 所 给 出 的 频率 、 振 幅 和 相位 参数 上 ,但 是 使 用 Kaiser 窗 , 因 此 有 
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2 _ 4n 
ujal] = we lnjcos (7) + 0.75w g |n| cos (n) (10. 17) 


式 中 wx[n] 是 由 式 (10.12) 给 出 的 Kaiser 窗 。 选 取 Kaiser 窗 参 数 B =5.48, 此 时 按照 
式 (10. 13) 将 会 得 到 相对 旁 准 幅度 4A, =40dB 的 窗 。 图 10.8(a) 表 示 加 了 一 个 长 度 为 上 =64 的 
窗 后 的 序列 vn] ,图 10.8(b) 表 示 所 对 应 的 DET 的 幅 值 。 从 式 (10. 17) 可 以 看 出 ,两 个 频率 之 
i) 4 ZA w, 一 wo =2m/7.5 -27/14 =0.389， 由 式 (10.14) 可 以 得 到 LL=64 和 =5.48 的 
Kaiser 窗 的 伟 里 叶 变 换 的 主 关 宽度 为 A,, =0.401, 这 样 ,两 个 中 心 位 于 mw 和 mw 的 Wele) h 
副本 的 主办 在 两 个 频率 之 间 的 频率 区 间 上 仅 有 很 少 的 重 登 。 这 一 点 在 图 10.8(b) 中 已 很 明 
显 , 可 以 看 到 两 个 频率 分 量 能 够 清楚 地 加 以 分 辨 。 

图 10.8(c) 表 示 用 上 =32 和 B=5.48 的 Kaiser 窗 乘 以 相同 的 信号 。 因 为 窗 的 长 度 只 有 原 
来 的 一 半 , 可 以 预计 该 窗 的 倩 里 叶 变 换 的 主办 宽度 将 增加 一 倍 ,图 10.8(d) 证 实 了 这 一 点 。 具 
体 地 , 式 (10. 13 ) 和 式 (10.14) 证 实 , 对 于 上 L=32 和 B=5.48, 主 办 宽度 为 Au =0.815。 此 时 该 
窗 的 傅 里 叶 变 换 的 两 个 副本 在 两 个 余弦 频率 之 间 的 范围 内 完全 重 登 ,看 不 到 两 个 可 以 区 分 开 
来 的 峰 。 
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图 10.8 加 Kaiser 窗 的 离散 傅 里 叶 分 析 。(a) L=64 的 加 窗 序列 ;(b) L=64 
的 DFT 的 幅度 ;(c) L=32 的 加 窗 序列 ;(d) L=32 的 DFT 的 幅度 


除 图 10.7 中 给 出 的 示例 之 外 ,在 前 面 的 所 有 例子 中 , DFT 的 长 度 V 均等 于 窗 的 长 度 /。 
图 10.7 中 在 计算 DFT 之 前 给 窗 序列 补 零 以 便 能 得 到 频率 等 分 较 密 的 侍 里 叶 变 换 。 但 是 必须 认识 
到 , 补 零 并 不 能 提高 分 辨 率 , 分 辩 率 只 取决 于 窗 的 长 度 和 形状 。 下 面 的 例子 将 说 明 这 一 点 。 
例 10.7 用 32 点 Kaiser 窗 和 补 零 时 的 DFT 分 析 
在 这 个 问题 中 ,用 上 =32 和 B=5.48 的 Kaiser 窗 重复 例 10.6, 但 是 改变 了 DFT 的 长 度 。 图 10.9 
(a) Ra N=L=32 时 DFT 的 幅度 ,与 图 10.8(d) 相 同 。 图 10.9(b) 和 图 10.9(c) 也 表示 上 =32 时 
DFT 的 幅度 ,只 是 DFT 的 长 度 分 别 为 N=64,N=128 和 N=1024。 与 例 10.5 类 似 ,对 32 点 序列 补 零 
可 得 到 离散 傅 里 叶 变换 较 密 的 谱 采 样 。 图 10.9 中 每 个 DFT 幅度 图 的 基本 和 包 络 都 相同 。 所 以 ,用 补 
零 的 方法 增加 DET 的 长 度 并 不 能 改变 两 个 正弦 频率 分 量 的 分 辨 率 ,但 是 可 改变 频率 样本 的 间距 。 
如 果 N Rit 128,DFT 的 样本 值 将 会 变 得 稠密 而 不 清晰 。 因 此 ,在 绘图 时 ,DFT 的 值 经 常用 直线 段 连 
接 相 邻 点 来 表示 ,而 不 是 绘 出 每 个 独立 的 点 。 例如 ,从 图 10.5 到 图 10.8, 用 浅 连 续 线 表示 有 限 长 序 
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列 z[z] 的 DTFT |V(e*) | 。 事 实 上 ,这 个 曲线 就 是 将 序列 补 零 到 N=2048 的 DFT。 在 这 些 例子 中 ， 
由 于 DTFT 的 抽样 足够 密 , 因 此 和 连续 变量 ww 的 函数 没有 什么 区 别 。 
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图 10.9 举例 说 明 对 于 长 度 上 =32 的 Kaiser 窗 长 度 的 影响 。(a) N =32 时 
DFT 的 幅度 ; (b) N=64 时 DFT 的 幅度 ;(c) N=128 时 DET 的 幅度 


要 完全 表示 一 个 长 度 为 了 的 序列 沁 点 的 DFT 就 足够 了 ,因为 原 序 列 可 以 由 它 完全 恢复 ,然而 ， 
正如 在 前 面 的 例子 中 所 看 到 的 ,简单 查看 二 点 DFT 能 够 导致 错误 的 解释 。 正 是 这 个 原因 ,人 们 党 
常 使 用 补 零 的 方法 ,这样 可 以 对 频谱 充分 地 过 采样 ,因此 能 很 容易 地 将 一 些 重要 的 特性 表现 出 来 ， 
ee ee a 
精确 的 传 里 叶 频 谱 图 , 它 可 以 用 以 估计 谱 峰 的 位 置 和 幅度 。 下 面 的 例子 将 说 明 这 一 点 。 


例 10.8 对 于 频率 估计 的 过 采样 和 线性 内 插 
图 10. 10 说 明 如 何 用 1024 ,点 DFT 4 sw 的 倩 里 叶 变 换 的 估计 ,并 说 明 如 
何 通过 增加 窗 的 宽度 来 提高 对 十 分 靠近 的 正 纹 分 量 的 分 辨 能 力 。 对 例 10.6 ae 量 为 
27/14 和 4m/15 的 信号 分 别 加 长 度 工 为 32,42,54 和 64 ee 5.48 Kaiser 窗 。 首 先 注意 到 
在 各 种 情况 下 ,2048 点 DFT 当 相 邻 点 间 都 用 直线 相连 接 时 给 出 平滑 的 结果 。 在 图 10 10(a) 
中 ,L=32, 无 法 分 辨 出 两 个 正弦 分 量 ,当然 增 大 DFT 的 长 度 只 p e rk 但 是 可 以 看 
到 , 随 着 窗 长 度 从 LL=32 增加 到 上 =42 ,区 分 两 个 频率 以 及 通 近 每 个 正弦 分 量 幅度 的 能 力也 稳 
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HRSA, AP BARA ky =146~2048/14 fe kı =273 一 4096/15 ,对 应 于 两 个 正弦 分 量 
DFT 中 对 于 N =2048 的 最 近 的 频率 。 应 注意 ,图 10.10(c) 中 的 2048 点 DFT 在 准确 确定 加 窗 
傅 里 叶 变 换 的 谱 峰 的 位 置 方面 比 图 10.8(b) 中 的 稀疏 采样 的 DFT 要 有 效 得 多 ,后 者 在 计算 中 
也 加 了 64 点 Kaiser 窗 。 还 应 注意 ,图 10. 10 中 的 两 个 谱 峰 的 幅度 非常 接近 于 0.75:1 的 正确 
比值 。 
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图 10.10 当 N>L 且 利用 线性 内 插 得 出 平滑 曲线 时 的 DFT 计算 举例 。 
(a) N=1024,L=32; (b) N=1024, L=42;(c) N=1024, L=64 
(24 DFT 长度 为 N=2048 H} , {É ky = 146 ~2048/14 Fil k, =273 = 
4096/15 是 距离 w =27/14 和 w, =47/15 最 近 的 DFT 频率 ) 


10.3 依 时 傅 里 时 变换 


10. 2 节 说 明了 如 何 使 用 DFT 得 到 一 个 由 正弦 分 量 组 成 的 信号 的 频率 表示 。 在 讨论 中 假定 余 
弦 函 数 的 频率 不 随时 间 而 变化 ,因此 无 论 窗 多 么 长 ,从 窗 的 开始 到 结束 ,信号 的 特性 (振幅 ,频率 和 
相位 ) 应 当 是 相同 的 。 窗 长 度 越 长 ,频率 分 辨 率 越 好 ,但 是 ,在 正弦 信号 模型 的 实际 应 用 中 ,信号 的 
特性 (如 振幅 频率) 常常 随时 间 而 改变 。 例 如 ,用 来 描述 雷达 声 纳 .语音 和 数据 通信 的 信号 就 需 
要 这 种 类 型 的 非 平稳 信号 模型 。 要 描述 这 类 信号 ,单一 的 DFT 估计 是 不 够 的 ,因此 得 出 依 时 传 里 
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叶 变 换 的 概念 ,也 称 短 时 传 里 叶 变 换 。v 
一 个 信号 xL nj 的 依 时 健 里 叶 变 换 定义 为 


Co 


X[n, A) = 5 x[n + mlwlm]e i>" (10. 18) 


式 中 wln] NAFA PEARED A EB ea Pt, EFA x[ nj] 是 单个 离散 变量 的 函数 , 它 转 换 为 
一 个 离散 的 时 间 变 量 ”和 连续 的 频率 变量 A 的 二 维 函 数 名 。 注 意 , 依 时 傅 里 叶 变 换 对 于 和 是 以 2m 
为 周期 的 周期 隐 数 ,因此 只 需要 考虑 入 在 区 间 0<A<2m 上 ,或 长 度 为 2r 的 其 他 区 间 上 的 值 。 

式 (10. 18) 可 以 看 作 移 位 信号 x [m+ me | JIN Bat REC wl mj] 后 的 仁 里 叶 变 换 。 窗 函数 的 起 始点 可 
认为 是 不 变 的 ,而 当 n 改变 时 ,信和 号 滑动 通过 窗 函 数 ,这 样 对 于 每 一 个 nn 值 ,可 以 通过 窗 函 数 提取 一 
段 不 同 的 信号 进行 傅 里 时 分 析 。 通 过 以 下 举例 ,做 进一步 的 说 明 。 

例 10.9 线性 调频 信号 的 依 时 傅 里 时 变换 
一 个 连续 时 间 线 性 调频 信号 定义 如 下 : 
Xe(t) = cos(@(t)) = cos(4012) (10. 19) 

式 中 ,ho 的 单位 为 radians/s 。( 这 类 信号 被 称 为 chirps 是 因为 在 人 耳 听 力 频率 范围 内 , 短 脉冲 

听 起 来 像 鸟 叫 。) 式 (10.19) 中 信号 x,(1) 为 瞬时 频率 由 随时 间 变 化 的 幅 角 0(1) 所 定义 的 一 般 

调幅 (FM) 信 号 。 因 此 ,瞬时 频率 为 


dou) _ 
% = £ (Aor °)= 2Aot (10. 20) 


瞬时 频率 随时 间 正 比例 变化 ， PEE 频 信 号 。 如 果 对 x.(t) 进 行 采样 , 则 可 得 到 离 
散 时 间 线 性 调频 信号 名 





xin] = xT). = cos(407212) = cos(agn) (10.21) 
式 中 ,ao SAT LA BALE, II REEF 44 BH a SH HE GE my AE F 89 wT SE 
归 一 化 的 采样 形式 , 即 
wiln] = Q(nT)- T = 2AQT2n = 2agn (10. 22) 
同样 随 采 样 点 的 下 标 n 以 oo 的 速率 正比 例 增加 。 图 10.11 中 为 式 (10. 21) 所 示 线 性 调频 信号 
的 两 个 1201 点 采样 片段 ,这 里 ao =15m x10“。( 采 样 点 由 直线 段 连接 起 来 ,) 观 察 到 ,在 短 时 
间 内 ,信号 看 起 来 像 正弦 信号 ,但 是 峰值 的 间隔 随时 间 越 来 越 小 ,表现 为 频率 随时 间 增 加 。 
图 10. 11 中 同样 显示 了 移 位 信号 与 窗 函 数 在 依 时 傅 里 时分 析 中 的 关系 。 典 型 地 ,在 
式 (10.18) 中 ,w[m] 在 m=0 附近 取 有 限 长 度 ,因此 ,X[n, 入 ) 表 示 信 号 在 时 间 n 处 的 频率 特 
性 。 图 10.11(a) 显 示 x[320+mj] 与 m 在 0<m<1200 和 长 度 为 L=401 的 Hamming 窗 的 函数 
关系 。 在 n=320 时 刻 的 依 时 变换 为 w[m]x[320 +m] 的 DTFT, 同样 ,图 10. 11(b) 为 线性 调 
频 信号 从 n=720 开始 的 后 部 信号 与 窗 函 数 。 
图 10. 12 表明 了 窗 函 数 在 时 变 信 号 离散 时 间 傅 里 叶 分 析 中 的 重要 性 。 图 10. 12(a) 为 离散 时 
间 调 频 信 号 20 000 采样 点 (加 撼 形 窗 ) 的 DTFT。 在 这 个 时 间 内 ,将 调频 信号 的 瞬时 频率 归 一 化 
filn| = wiln|/(27) = 2agn/ 27) 





D ”有关 依 时 傅 里 叶 变 换 更 深入 的 讨论 可 在 多 种 参考 文献 中 找到 ,其 中 包括 Allen and Rabiner( 1977 ) , Rabiner and Schafer 
(1978) ,Crochiere and Rabiner( 1983) ,以 及 Quatieri(2002 ) 的 论文 。 

名” 记 依 频传 里 叶 变 换 的 的 频率 变量 为 A 以 和 传统 的 DTFT 的 频率 变量 w 区 分 开 来 。 采 用 中 括号 一 括号 的 标记 余 项 
Xin, A) ,其 中 ,n 为 离散 变量 ,A 为 连续 变量 。 

加 已 经 可 以 看 到 第 9 章 中 调频 变换 算法 下 的 离散 时 间 负 指数 调频 信和 号 。 
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x[320 + m] 





(a) 
x[720 + m] 





图 10.11 使 用 长 度 为 400 点 Hamming 窗 时 的 两 段 线性 调频 信和 号 x[n] =cos(ayn’), 
其 中 ,ay =157 x 10°. (a) “4 n=320 时 X[n,A) 是 前 部 信和 号 曲线 乘 以 
fi A BCI) DTFT; (b) X[720,A) 是 后 部 信号 曲线 乘 以 窗 函 数 的 DTFT 
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(c) 
图 10.12 线性 调频 信和 号 段 的 DTFT。(a) 信号 x[n] = cos( æn )20 000 点 采样 的 DTFT; 
(b) x[5000 +m] W[ m], HEF Wom] AKIE L=401 的 Hamming 窗 , 即 XLS000,A) ; 
(ce) x[15 000 +m] Wim] ,其 中 WL im | WBE L =401 的 Hamming 窗 , 即 XL15S000,A) 


从 0 到 0.000 03% (20 000)/ (27) =0.3。DTFT 原本 在 固定 频率 下 对 所 有 n 得 到 ,但 是 如 
图 10. 12(a) 所 示 , 皮 时 频率 的 变化 使 得 DTFT 包含 了 在 范围 外 的 所 有 频率 。 因 此 ,长 时 间 信 
号 的 DTFT 仅 能 在 传统 DTFT 意义 上 显示 信号 具有 很 宽带 宽 。 另 一 方面 ,图 10.12(b) 和 
图 10. 12 (ce) 分 别 为 n=5000 和 15 000 处 调频 信号 使 用 401 点 Hamming 窗 时 的 DTFT。 因 此 ， 
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图 10. 12(b) 和 图 10. 12 (c) 分 别 表示 | X[5000, A) | Fe | X[15000, A) | 以 AXC2T) 为 变量 下 
的 依 时 傅 里 叶 变 换 。 由 于 窗 长 度 上 =401 使 得 在 窗 持 续 时 间 内 信号 的 频率 基本 不 发 生变 化 , 因 
此 依 时 傅 里 叶 变 换 很 好 地 跟踪 表明 频率 的 变化 。 注 意 到 ,在 5000 和 15 000 抽样 点 处 ,可 以 预 
想到 依 时 傅 里 叶 变 换 在 A/(2m) =0. 000 037 (5000) /( 27) =0.075 Fe A/( 277) =0. 000 037 
(15 000)/(2ar) =0. 225 处 分 别 有 个 峰值 。 这 可 以 通过 观察 图 10. 12(b) 和 图 10. 12(c) 确认 。 


例 10. 10 画 出 谱 图 X[ mn， 和 ) 
图 10. 13 表示 了 对 于 下 面 信号 的 依 时 傅 里 叶 变换 的 幅 值 | Yin, A) | 中 下 标 n pE A 
(27) 的 函数 关系 : 
Oy n<0 
cos(agn?) . 0 <n <20 000 


cos(0.2mn), 20 000 < n <25 000 (10. 23) 
cos(0.27n) + cos(0.231n), 25 000 <n 


yin] = 


窗 长 度 [=401 时 的 谱 图 
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图 10.13 式 (10.23) 所 示 信 号 yl n 的 依 时 傅 里 叶 变换 的 幅 值 。(a) 使 用 
KJE L=401 的 Hamming 窗 ;(b) 使 用 长 度 L=101 的 Hamming 窗 


注意 到 , 当 0<n<20 000 时 信号 y[n] 等 于 例 10.9 中 式 (10.21) 所 示 的 x[n], 当 n> 
20 000 时 ,信号 突然 变 为 固定 频率 的 正弦 信号 。 这 个 信号 用 来 说 明 一 些 依 时 侍 里 叶 分 析 中 的 
重要 性 质 。 首 先 ,考虑 图 10. 13 (a) 所 示 的 在 0<n<<30 000 内 信号 y[n] 使 用 长 度 为 上 =401 的 
Hamming 窗 后 的 依 时 侍 里 叶 变 换 。 图 中 所 示 称 为 谱 图 , 竖 轴 为 20log | Yin, A) | 关于 AZX2T 
的 函数 , 横 轴 为 时 间 坐 标 n。20 logo | Y[n, A) | 的 值 严格 限制 在 50dB 范围 内 ,如 图 中 在 
[n, A) 处 的 阴影 所 示 。 图 10. 12(b)、 图 10.12(c) 分 别 显示 了 图 形 在 n=5000 和 n=15 000 处 
位 于 图 10. 13(a) 中 虚线 处 的 垂直 切片 (在 图 10. 12 中 显示 为 幅度 )。 注 意 到 调频 信号 区 间 的 
线性 增长 。 同 时 ,注意 到 在 固定 频率 区 间 内 ,阴影 线 保持 水 平 。 图 10. 13(a) 中 阴影 的 宽度 由 
窗 的 DTFT OF MR RARE, K7.2 表明 对 于 Hamming 窗 , 这 个 宽度 接近 于 A, =8m/M， 
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其 中 Mr+1 为 窗 长 度 。 对 于 401 £4 G,A,,/(27) =0.01。 因 此 两 个 频率 相近 的 正弦 由 于 它 
们 的 归 一 化 频率 间隔 为 (0.23T -0.27)/(2m) =0.015 明显 大 于 主因 宽度 0.01, 所 以 在 25 000 
<n<30000 区 间 内 可 以 清楚 地 分 辨 注意 到 调频 信号 区 间 阴 影 斜 线 比 固定 频率 区 间 的 水 平 
横 线 的 垂直 宽度 大 。 宽 度 额 外 的 增加 是 由 于 窗 时 间 内 频率 的 变化 引起 的 ,这 是 图 10. 12(a) 中 
现象 的 小 范围 表现 ,图 10. 12(a) 中 的 20 000 个 采样 窗 相 比 大 得 多 。 
图 10. 13(a) 表 明了 依 时 傅 里 叶 分 析 的 另 一 重要 方面 。401 点 采样 的 窗 在 时 间 上 几乎 对 所 
有 点 都 有 很 好 的 频率 分 辨 率 。 然 而 ,注意 到 在 n=20000 和 25 000 处 信号 的 性 质 突然 改变 ,使 
得 401 点 的 采样 区 间 内 同时 包含 了 变化 两 边 的 采样 点 - 这 导致 模糊 区 域 的 产生 ,在 这 个 区 域 
里 , 谱 图 对 信号 性 质 的 表现 变 得 不 清晰 。 可 以 通过 在 时 域 采用 更 短 的 时 间 窗 而 避免 这 种 情况 
的 发 生 ， 如 图 10. 13(b) AR, KAKA L=101 的 窗 。 这 个 窗 在 变化 点 处 的 分 辨 率 好 得 多 
然而 ,101 点 Hamming 窗 归 一 化 频率 的 主办 宽度 为 A,,/(2T) =0.04, 在 n=25 000 后 的 两 个 固 
定 频率 的 正弦 信号 只 能 分 辨 0.015 的 归 一 化 频率 。 因 此 ,可 以 很 清楚 地 看 到 图 10. 13(b) 尽 管 
在 突变 位 置 处 的 信号 在 时 间 上 分 状 得 非常 清楚 , 但 101 点 的 窗 不 能 分 辨 出 两 个 频率 。 
例 10. 9 与 例 10. 10 表明 了 在 LO. 1 节 与 10. 2 节 中 讨论 的 离散 时 间 傅 里 叶 分 析 的 原则 是 如 何 用 
于 时 变 信号 的 。 依 时 傅 里 叶 分 析 被 广泛 作为 分 析 信号 性 质 的 工具 并 用 于 信和 号 的 重建 。 在 后 一 种 应 
用 中 ,对 式 (10. 18 ) 中 两 维 表示 (representation ) 的 更 深入 的 理解 是 非常 有 必要 的 。 


10.3.1 X[n, 入 ) 的 可 逆 性 


因为 X[n, 和 A) 是 x[n + mjwl mj] 的 DTFT, 若 窗 至 少 有 一 个 非 零 的 采样 , 则 傅 里 叶 变换 是 可 逆 
的 。 特 别 是 从 式 (2. 130) 的 傅 里 叶 变 换 合成 方程 


1 2n 
xin + m]w[m] = =| X[n. Aye!" da, —oo<m<oo (10. 24) 
0 





2n 
| X[n, A)da (10. 25 ) 
0 


x[n + m] = an wiml 


4 wlm] 40.) 因此 选择 任意 一 个 w[m] 40 AY m (E, AFA n (E09 xl ne) , 均 可 通过 式 (10. 25), 
从 X[n, A) 中 恢复 出 来 。 

虽然 前 面 的 讨论 表明 依 时 傅 里 叶 变换 是 可 道 变换 , 式 (10. 24) 和 式 (10. 25 ) 并 未 给 出 逆 的 计算 
方法 ,因为 计算 它们 需要 知道 在 所 有 A 处 的 XLn, A) ,同样 还 需要 计算 积分 。 然 而 , 若 XLn, 和 A) 在 
时 域 和 频 域 同时 采样 , 则 逆 变 换 变 成 一 个 DFT。 在 10. 3.4 节 将 更 全 面 地 讨论 这 一 点 。 


10.3.2 X[n, 入) 的 滤波 器 和 矩 解释 


重新 排列 式 (10. 18) 的 和 式 可 导出 依 时 傅 里 叶 变换 的 另 一 个 有 用 解释 。 在 式 (10. 18 ) 中 , 若 用 
WRR m =n + m, IRA Xn, A) 可 写 为 


Xin D= 》 xbm'Jw[—(n — m) Jem’ (10. 26) 
IR (10. 26) 可 解释 为 卷 积 
X[n, A) = x[n] * hln] (10. 27a) 





D PAA Xin, A) BY A FEV 2m 为 周期 的 ,所 以 式 (10. 24) 和 式 (10. 25) 中 的 积分 可 以 选取 任意 2a 为 间隔 。 
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其 中 
hln] = w[—ne!*” (10. 27b) 
Mat (10. 27a) 可 以 看 出 关于 站 和 人 的 依 时 侍 里 叶 变 换 可 以 解释 为 一 个 冲 激 响应 为 h Ln], a 
等 效 为 频率 响应 为 
i Hi(ei®) = W (ei 0) (10. 28) 
的 LTI 滤波 器 的 输出 。 
一 般 地 ,在 正 时 间 处 不 为 零 的 窗 被 称 为 非 因果 窗 ,因为 用 式 (10. 18) 计 算 XLn, 和 A) 需 要 采样 
后 面 的 采样 点 。 这 等 效 于 对 于 冲 激 响应 为 [nj] = wl -nje™ 的 线性 滤波 器 在 n<0,wLn] =0 时 
将 是 非 因果 的 。 即 在 式 (10. 27b) 中 , 若 一 个 窗 在 n=0 处 为 非 零 ,将 有 一 个 非 因果 冲 激 响 应 [n]， 
反之 , 若 窗 在 n < 0 处 为 非 零 ,线性 滤波 器 将 是 因果 的 。 


在 式 (10. 18) 的 定义 中 , 窗 的 时 间 原 点 是 固定 的 ,并 认为 信号 移 位 通过 窗 。 这 实际 上 重新 定义 
了 傅 里 叶 分 析 的 时 间 原 点 在 信号 的 采样 点 n 处 。 男 一 种 可 能 是 保持 健 里 叶 分 析 的 原点 固定 在 信号 
的 原点 处 ,而 窗 随 移动。 这 导出 了 依 时 健 里 叶 变 换 的 形式 
X[n, A) = y xim]wlm — nje $” (10. 29) 
式 (10. 18) Ash (10. 29) 关 系 可 以 简要 表示 为 
X[n,4) = ei X[n, A) (10. 30) 


当 考 虑 用 DFT 获得 依 时 傅 里 叶 变换 关于 A 的 采样 时 , 式 (10. 18 ) 的 定义 很 方便 ,因为 若 wm | 
是 个 0 < m < (LL-1) 的 有 限 长 序列 ,那么 有 x[Ln + mjw[Lm]。 男 一 方面 , 式 (10. 29) 在 解释 滤波 
器 组 的 傅 里 叶 分 析 时 有 优势 。 因 为 主要 兴趣 在 于 运用 DFT, 所 以 讨论 将 主要 基于 式 (10. 18 ) 


10.3.3 窗 的 影响 


在 依 时 傅 里 叶 变 换 中 , 窗 的 主要 目的 是 限制 被 变换 序列 的 所 在 范围 ,以 便 可 以 合理 地 认为 谱 特 
性 在 窗 的 持续 时 间 内 是 平稳 的 。 信 号 的 特性 变化 越 快 , 则 窗 应 当 越 短 。 正 如 在 10.2 节 中 所 看 到 
的 , 随 着 窗 变 短 ,频率 分 辩 率 则 降低 。 当 然 , 对 于 XLn,A) , 窗 的 确 也 有 同样 影响 。 另 一 方面 , 当 窗 
的 长 度 减 小 时 ,时 间 分 辨 能 力 将 增强 。 因 此 ,选择 窗 的 长 度 应 在 频率 分 辨 率 和 时 间 分 辨 率 之 间 进 行 
折 中 。 这 种 折 中 在 例 10. 10 中 进行 了 说 明 。 

通过 假设 信号 xLn] 有 一 个 常规 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 X(e”*) 可 以 看 出 窗 对 于 依 时 健 里 叶 变 
换 性 质 的 影响 。 首 先 假 设 窗 对 于 所 有 的 m 均 为 1 ,也 就 是 假设 没有 加 窗 。 然 后 由 式 (10. 18 ) 得 

X[n, 1) = X (e!*)ei4" (10.31) 

当然 ,一 个 典型 的 用 于 谱 分 析 的 窗 应 递减 至 零 , 以 便 只 选取 信号 的 一 部 分 进行 分 析 。 另 一 方面 如 
10. 2 节 所 讨论 的 ,选择 窗 的 长 度 和 形状 ,应 当 使 窗 的 傅 里 叶 变换 在 入 上 比 信号 的 傅 里 叶 变换 中 的 
变化 要 宗 。 因 此 ,在 时 间 上 和 频率 上 高 的 分 辩 率 经 常 需要 折 中 。 图 10. 14(a) 给 出 了 一 种 典型 窗 的 
傅 里 叶 变换 图 。 

如 有 果 人 研究 n 回 定 时 的 依 时 侍 里 叶 变 换 , 则 从 傅 里 叶 变 换 的 性 质 可 得 


1 (2 ,, | 
x 为 = 去 | ef?" X (el"yW(ei Aa (10. 32) 


ik BL Hae es SOF Ji BS a E ye ea EE Be oh Bh (10.2) 相似 ,但 是 在 
式 (10.2) 中 假设 信号 相对 于 窗 没 有 连续 的 平移 。 这 里 对 每 一 个 n EE — I BR, TE 
10.2 节 中 已 看 到 ,分辨 两 个 窄带 信和 号 分 量 的 能 力 取决 于 窗 的 傅 里 叶 变 换 主 为 的 带宽 ,而 一 个 分 量 
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泄漏 到 相 邻 男 一 个 分 量 中 去 的 程度 决定 于 相对 旁 久 幅度。 不 加 窗 的 情况 完全 对 应 于 对 所 有 的 n, 
w[n] =1。 在 这 种 情况 下 , 当 -7n<w7 it We”) =2m6(w), 它 具有 十 分 精细 的 频率 分 辨 率 ,但 
没有 时 间 分 辩 率 。 


Welo) 





0 T 2n w 


(a) 
H; (ei) = WeiA - ©) 





0 A n 2n 2m +A w 
(b) 


E 10.14 (a) 在 依 时 傅 里 叶 分 析 中 窗 的 傅 里 叶 变换 ;(b) 用 于 依 时 傅 里 叶 分 析 的 等 效 带 通 滤波 器 


在 式 (10. 27a) . 式 (10.27b) 和 式 (10. 28 ) 的 线性 滤波 解释 中 WW(e”*) 通 党 具有 如 图 10. 14(a) 所 
示 的 低 通 特性 ,因此 H,(e”) 就 是 一 个 通 带 中 心 位 于 w= 和 处 的 带 通 滤波 器 ,如 图 10. 14(b) 所 示 。 
显然 ,这 个 滤波 器 的 通 带 宽度 近似 等 于 窗 的 傅 里 叶 变 换 的 主办 的 宽度 。 抑 制 相 邻 频 率 分 量 的 程度 
取决 于 相对 旁 欠 幅度。 

以 上 的 讨论 表明 ,如果 用 依 时 傅 里 叶 变 换 来 得 到 一 个 信号 的 频谱 的 依 时 估计 ,最 好 用 递减 的 窗 
以 降低 旁 钼 ,并 且 用 尽 可 能 长 的 窗 以 改善 频率 分 辨 率 。 这 已 经 在 例 10. 9 与 例 10. 10 中 得 到 说 明 ， 
10. 4 节 将 研究 另外 一 些 例子 。 但 是 在 此 之 前 ,首先 讨论 在 显 式 计 算 依 时 传 里 叶 变 换 中 DFT 的 
用 法 。 


10. 3.4 时 间 采 样 和 频率 采样 


用 显 式 计算 X[nm,A) 只 有 对 一 组 有 限 多 个 A 值 才 能 进行 ,这 就 相当 于 在 频 域 对 依 时 傅 里 叶 变 

换 进行 采样 。 正 如 有 限 长 信号 完全 可 以 用 DTFT 的 样本 来 表示 一 样 ,如 果 在 式 (10. 18) 中 窗 为 有 限 

长 , 则 不 确定 长 度 的 信号 可 以 通过 依 时 傅 里 叶 变 换 的 样本 来 表示 。 例 如 , 设 窗 长 为 工 并 且 起 始 样本 
在 m=0 处 , 即 

wlm] = 二 0， 区 间 0<m< 工 一 1 以 外 (10. 33) 


如 果 对 X[n,A) 在 NN 个 等 间隔 的 频率 和 A =2mk/N 处 采样 ,上 且 N=L, 那 么 由 采样 后 的 依 时 健 里 叶 变 
换 仍 可 以 恢复 原来 的 序列 。 具 体 地 讲 , 若 定义 X[n,k] 为 
上 一 1 
Xin. k] = X[n,2nk/N) 一》 x[n + m]w[m] 127m 0<k<N-1 (10. 34) 
m=0 
则 n AEE XL nk | EDN BAP ln +m |wl m] hy DET. 4A IDET, AF 
4 1 = 2n cm 
x[n + m|w[m] = x 2 X[n, klei AR /N km | O<m<L-1 (10. 35) 


由 于 假设 对 于 0<m<L-1, 窗 wlm] 40, WAT LA Ast 
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1 N 一 1 sai A š 

ae r 2a A Veem. O<m<L-t1 (10. 36) 

Mn 一 (n+ 上 -1) 之 间 的 序列 值 进行 恢复 。 重 要 的 是 , 窗 为 有 限 长 度 , 并 且 至 少 取 和 维 的 样本 与 窗 

的 非 零 样本 一 样 多 , 即 N=L。 昌 然 式 (10.33) 对 应 于 一 个 非 因 果 窗 ,也 可 以 使 用 一 个 因果 窗 , 即 对 

于 一 (LL-1)<m<0,w[m] 关 0, 或 对 称 窗 , 也 就 是 对 于 |m|(L-1)/2(L 为 奇数 ),wLm] =w[ - 

m] 。 在 式 (10. 34) 中 之 所 以 使 用 非 因果 窗 只 是 为 了 使 分 析 更 方便 些 , 因 为 很 自然 地 可 以 做 出 如 下 
解释 :采样 后 的 依 时 全 里 叶 变 换 可 作为 以 样本 为 起 始 的 加 窗 序列 的 DT 

由 于 式 (10. 34) 相 当 于 把 式 (10. 18) 对 A 进行 采样 ,因此 

它 也 相当 于 把 式 (10. 26) \ 式 (10.27a) 和 式 (10.27b) 对 和 A 进行 
采样 。 特 别 是 , 式 (10.34) 可 以 重新 写 为 

X[n, k] = x[n] * hg[n], O<k<N-1 (10.37a) 






hyla] 


X[n.N-1] 


x[n] 


RP, 
hy[n] = wi n]ei Nn (10. 37b) 

xt (10. 37a) 和 式 (10.37b) 可 以 看 成 一 组 N 个 滤波 占 , 如 

图 10. 15 所 示 ,其 中 第 上 个 滤波 器 的 频率 响应 为 K 10.15 依 时 伟 里 叶 变 换 
Hi(el®) = W (eil OTEN) =l) (10. 38) 的 滤波 器 组 表示 


讨论 表明 , 若 将 Y[m,A) 或 XULm,E] 对 时 间 半 采样 , 则 可 以 在 -= <n< ww 内 重 构 x[n]。 具 体 
Ss, Fl Fs (10. 36) AY LA FH Xino k] ERK Ml n Ssns +L-1 上 重 构 该 信号 ,也 可 以 由 X[mo +L,k | 
在 区 间 n +L<n<n,+2L-1 KERZAS ,等 等 。 这 样 ,由 同时 在 频率 维和 时 间 维 采 样 的 依 时 伟 
里 叶 变 换 完全 可 以 重 构 x[n]。 通 常 对 于 如 式 (10. 33) 所 示 的 窗 的 支撑 区 ,定义 这 种 采样 的 依 时 伟 
里 叶 变 换 为 
L-1 
X[rR.k] = X[rR,2nk/N) = X` x[rR + mjwlmle 12"/ Nem (10. 39) 
m=0 


这 里 r+ 和 上 为 整数 ,并 有 -= <r<% 和 0<k<N-1。 为 了 进一步 简化 所 用 的 符号 ,定义 


X,[k] = X[rR, k] = X[r R, Ax). —oo<r<o, O<k<N-1 (10. 40) 
IRP A, =2ak/N, 3X — PETA SU AE HOA, ER E a a DB 8 SP 
x [m] = x[rR + m]|w|m], —oo<r<oo, O<m<L-l (10. 41) 


的 NN 点 DET FPS, ABM EL RAER le DEER oh, E 10. 16 表示 在 N=10 和 R=3 的 
情况 下 ,对 应 于 XLn,A) 在 [mA) 平 面 上 的 各 条 线 和 采样 点 的 栅 格 图 。 前 面 已 证 明 ,对 于 合适 的 工 ， 
存在 一 个 二 维 离散 表示 可 唯一 地 重 构 原 始 信号。 

式 (10. 39 ) 涉 及 下 列 整 型 参数 : 窗 长 L PERAE PERR DFT 的 长 度 N; 时 间 维 的 采样 区 间 
RR。 星 然 这 些 参 数 的 各 种 选择 并 非 都 能 精确 地 重 构 信 号 ,但 仍 有 很 多 种 NR、wLn] 和 工 的 组 合 可 供 
使 用 。 选 择 L<N 保证 可 以 由 块 变换 (block transform) X, [k | RAMI Bla SE x,[m], AR<L Ml 
ASAE (HEA R> L, 则 信和 号 的 一 些 样 本 就 用 不 上 ,这 样 由 X,[k] 也 就 不 能 重 构 信 号 。 因 
此 ,有 一 种 可 能 ,如 果 三 个 采样 参数 满足 关系 式 RR<L<N, 那 么 原则 上 对 于 所 有 nn, 可 以 从 X,[E] 分 
块 恢复 xLn]。 应 当 注 意 ,在 采样 的 依 时 傅 里 叶 变 换 表 示 中 ,每 批 R 点 信和 号 样本 用 NN 个 复数 表示 ;或 
者 如 果 信 号 是 实 的 ,由 于 DFT 的 对 称 性 ,只 需要 N 个 实数 。 

XF R=L=N 的 特殊 情况 ,由 采样 的 依 时 傅 里 叶 变 换 可 以 完全 重 构 信 号 。 在 这 种 情况 下 ,一 
个 实 信号 的 N 个 样本 可 以 用 N 个 实数 来 表示 ,并 且 这 是 对 于 一 MERRRSEE 号 所 希望 能 达到 的 
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fy MAUL. 4 R=L=N Xt FO<m<N -1 可 以 通过 计算 忒 [6 的 DFT 反 变 换 来 恢复 x,[ m] = 
x[rR+m]w[ m], 因此 ,对 于 rR<n<[(r+1)R-1], 可 以 用 窗 片 段 x,[ m | 来 表示 x[n] 











i rR<Sn<[|(r+1)R-1] (10. 42) 
w|n — rR] 
即 ,恢复 N 点 窗 片 段 ,去 除 窗 的 影响 ,然后 将 这 些 片段 连接 起 来 得 到 原始 序列 的 重建 信号 。 
A 
X|3.A) X[6.A) X(9, A) 
| | 
00 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n 
(a) 
k À 
27 j- X[k] = X[R. k] Xalk] = X[2R, k] X[k] = X[3R, k] 
N-1 $ e e e 
Qn $ e e S 
N $ e e e 
+] H : x 
F LJ e e e 
0 0 + ə 2 
0 R 2R 3R n 
0 l 2 3 r 


(b) 


图 10.16 (a) 对 XEn,A) 的 支持 区 域 ;(b) 对 于 N=10 和 及 =3 时 
采样 依 时 伟 里 叶 变换 在 [n, 和 ) 平 面 上 采样 点 的 栅 格 图 


10.3.5 重 又 一 私 加 重 构 法 


在 前 面 的 讨论 中 ,从 理论 上 证 明了 用 依 时 ., 依 频 健 里 叶 变 换 从 时 间 和 频率 采样 中 精确 重 构 信 号 
的 可 能 性 时 ,实例 表明 ,用 一 般 重 构 算 法 对 依 时 傅 里 叶 变 换 进行 调整 是 不 可 行 的 ,例如 ,在 诸如 音频 
编码 和 降 噪 的 应 用 中 。 在 这 些 应 用 中 , 式 (10.42 ) 要 靠 渐 变 的 窗 区 分 开 来 ,这 会 极 大 地 增加 边缘 的 
误差 ;因此 ,信号 块 可 能 无 法 平滑 地 拟 合 到 一 起 。 让 R 小 于 L 和 WN 以 使 采样 块 重生 会 对 这 一 类 应 
用 有 所 帮助 。 之 后 ,如 果 适 当地 选择 窗 函 数 ,就 不 需要 像 式 (10.42) 那 样 消 窗 了 。 

WRSLSN MATIE H 

N-1 
x [m] = x[rR+m|w[m| = = 2 X[k" smal- 1 (10. 43) 

HAA BCA TEAR Hh A RKE , TET A BT fa] a a PRA A, A X, k] AE E 
健 的 信号 县 加 方式 是 将 加 窗 段 移 到 原 时 域 的 rR Be RE EAT fi A HE, NA, 


Do 


ŝin] = >》 mm 一 rR] (10. 44) 


六 一 一 Do 
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如 果 能 证 明 对 于 所 有 n AR | =x[n] ,那么 式 (10.43) 和 式 (10.44) 联 立 ,会 包含 一 种 能 够 提高 重 
构 性 能 的 依 时 傅 里 叶 合 成 方法 . 将 式 (10.43) 代 入 式 (10.44) 导 出 +[ nj] 的 表达 式 为 


ja] = y x[rR+n—rRilwl[n—rR| 
one (10. 45) 
io. 
= yin] >, wlan — rR] 
r=- 
如 果 定 义 
Din] = 5 wln — rR] (10. 46a) 
那么 式 (10. 45 ) 的 重 构 信 和 号 能 表示 为 
tn| = x[n|w[n| (10. 46b) 
由 式 (10. 46b) 看 出 .理想 的 重 构 情况 为 
win] = win-rR]=C, —œ<n < cc (10. 47) 


fia ATETA AY n, Ba PRB R 阶 移 位 的 副本 均 须 加 上 一 个 重 构 增 益 常量 C. 

注意 到 ,序列 w[n |] 是 个 包含 了 伪 时 间 窗 序列 的 周期 序列 。 举 个 简单 的 例子 ,考虑 一 个 上 点 采 
FENN UE Baw, ne}. WR R= 上 ,加 窗 段 一 块 一 块 无 重合 地 拟 合 到 一 起 。 在 这 种 情况 下 ,由 于 移 位 
窗 被 无 重合 .无 间隔 地 拟 合 到 了 一 起 , 式 (10.47) 满 足 C=1. (简单 画 张 草图 就 能 证 明 ,) 若 矩形 窗 
的 工 为 偶数 , 旦 R=4L/2, 简 单 地 分 析 或 画 张 草图 能 再 次 证 明 式 (10.47) 满 足 C=2, 事实 上 ,如 果 
L=2",L S N R=L,L/2,-+,1, itt (10. 44) WRB—BIME aS xl nj] 可 由 Xr [| 精确 地 重 构 
出 来 。 相 应 的 重 构 增 益 为 C=1,2,…,L。 虽然 这 表明 一 些 矩 形 窗 和 间距 R EEA - 到 加 方法 中 能 
够 精确 重 构 原 始 信 号 ,但 矩形 窗 糟 糕 的 泄露 特性 ,造成 在 依 时 人 里 叶 分 析 / 合 成 中 ,人 鲜 少 使 用 它 。 其 
他 渐变 的 窗 如 Bartlett ff , Hann 窗 ,Hamming 窗 和 Kaiser 窗 则 经 常 被 用 到 。 幸 运 的 是 ,依靠 这 些 窗 
优秀 的 频谱 隔离 特性 ,仍然 可 以 从 依 时 傅 里 叶 变 换 中 获得 理想 的 或 趋 于 理想 的 重 构 

第 7 章 介绍 FIR 滤波 器 设计 时 提 到 的 Bartlett 窗 和 Hann 窗 是 两 种 能 够 进行 理想 重 构 的 窗 函 
数 。 在 这 里 , 式 (10.48) . 式 (10.49) 再 次 给 出 它们 的 定义 ,分 别 为 


2n/M. O<n<M/2 
Bartlett 窗 wBartln] = 4 2—2n/M. M/2<n<M (10. 48) 
0. 其 他 
0.5 —O.Scos(2an/M). O<n<M 
Hann fä wHannln| = (10. 49) 
0, 其 他 


由 上 面 的 定义 看 出 ,两 窗 的 长 度 为 上 =M+1I 且 均 以 0 结尾 了 。 今 M 为 偶数 ,R = MZ2 ,那么 容易 看 出 
Bartlett 窗 满 足 式 (10.47) 中 C=1 的 情况 。 图 10.17(a) 给 出 了 R=M/2 时 , 窗 长 度 为 M+1( 第 一 个 
和 最 后 一 个 采样 点 为 0) 的 重生 Bartlett 窗 。 能 够 明显 看 出 ,这 些 移 位 的 窗 释 加 到 一 起 就 得 到 了 
C=1 的 重 构 增益 常数 。 图 10. 17(b) 24th TEE L=M +1,R=M/2 时 的 Hann 窗 。 虽 然 图 中 表 
现 得 不 明显 ,但 将 这 些 移 位 的 窗 全 加 起 来 后 ,所 有 n 处 的 值 确实 是 常数 C =1。 类 似 的 表述 对 Ham- 
ming 窗 和 其 他 许多 类 型 的 窗 都 成 立 。 





D 在 这 些 定义 下 ,Bartlett 窗 和 Hann 窗 的 非 零 采样 点 个 数 均 为 W - 1 ,但 零 采 样 点 可 简化 数学 计算 
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图 7. 30 比较 了 矩形 窗 Bartlett ff Al Hann 窗 的 DTFT。 注意 到 ,在 L 相等 的 情况 下 ,Bartlett 窗 
和 Hann 窗 的 主 锥 宽度 为 矩形 窗 的 两 倍 ,但 Bartlett 窗 和 Hann 窗 的 旁 准 幅度 明显 较 低 。 因此 ,它们 
和 图 7. 30 的 其 他 窗 在 依 时 伟 里 叶 分 析 / 合 成 中 比 和 矩形 窗 好 得 多 
图 10. 17 直观 上 看 很 相似 ,虽然 不 容易 看 出 来 ,但 Bartlett 窗 和 Hann HÆ M =2",R = M/2, 
M/4,…, 1 时 ,能 提供 理想 重 构 , 对 应 的 重 构 增 益 为 MA(2R)。 为 了 得 出 这 一 点 ,首先 需要 回忆 包 
络 序 列 w[n], 它 是 个 周期 为 R 的 固有 周期 序列 ,因此 用 DFT 反 变 换 表 示 为 
OS R-1 
bin} = © win -rR]= YO Wet TRR gi Oe 人 An (10. 50) 
r=—00 k=0 
dere Wee! PO" ) J wln] AY DTFT 在 频率 (27kAR) ,k=0,1,…,R -1 处 的 采样 。 由 式 (10. 50) HY 
以 明确 ,理想 重 构 的 条 件 为 





W(elierktA) 一 0， k=1,2. 7, R—1 (10. Sla) 
在 满足 式 (10. Sla) 的 情况 下 , 式 (10. 50) 的 重 构 增益 为 
j0 
ë Wiel”) (10.51b) 
R 


wia] win-R] w[n -2R] 














图 10.17 (a) LE R=M/2,M +1 点 的 Bartlet BRE: (b) 移 位 
R=M/2,M +1 点 的 Hann 窗 群 ,虚线 为 周期 序列 六 [mm] 


第 7 章 的 习题 7.43 讨论 了 平常 用 到 的 Bartlett f, Hann ff, Hamming 窗 及 Blackman 窗 能 够 以 
相对 容易 给 出 窗 的 DTFT 近似 表示 的 矩形 窗 的 形式 表现 出 来 。 尤 其 是 ,习题 7. 43 给 出 了 MW 为 偶数 
时 , 式 (10.48) 定 义 的 Bartlett 窗 的 DTFT 为 


2 \ /sin(whM/4)N2 _. 
Wear ( jw 一 a—jJa@M /2 . 
Bart(e” ) (a) sinio?) ) e (10. 52) 


根据 式 (10. 52) , Bartlett PAAS EIEE 4rk/M, k=1, 2,7, M—-1 处 均 有 和 零点。 因此 ,当选 择 
RW 2ak/R = 4mk/M BX R = M/2 时 ,将 能 够 满足 式 (10.51a)。 将 w=0 (RA $È (10.52) 得 
Wan (E°) =M/2, 车 R=M/2, 那 么 理想 重 构 的 C=M/A(2R) =1, HE R=M/2, HBA Wun (e) HORA 
零点 将 排列 在 27wk/R 频率 处 。 若 用 4 除 以 ,那么 用 R=M/4 仍 能 使 W,,(e”) 的 所 有 零点 将 排列 在 
27k/R 频率 处 ,而 此 时 的 重 构 增 益 为 C=M/(2R) =2。 若 朵 是 2 的 次 宕 ,5 将 随 着 R 的 减 小 而 
增 大 。 
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DTFT Wh,(e") 在 4w/M 的 整数 倍 处 也 有 零点 ,因此 用 式 (10.49) 的 Hann 窗 同样 能 够 实现 理 
想 重 构 。 图 7.30(b) 和 图 7.30(e) 所 示 的 曲线 分 别 显示 了 Wian (ew ) 和 Wj,(e" ) 的 等 间隔 零 值 点 
图 7.30(d) 给 出 的 hamming 窗 为 一 种 使 旁 兴 级 达到 最 低 的 优化 Hann 窗 ， 若 将 系数 由 0.5 和 0.5 
调整 为 0.54 和 0.46, Wi (e”) 的 零点 将 有 轻微 移动 ,为 此 不 能 通过 选择 R 使 Wi Ce”) AE 
确 地 落 在 25k/R 频率 处 。 然 而 ,如 表 7.2 所 示 , 最 大 旁 流 级 在 4nAM 上 ,为 -41dB， 因此 在 每 个 
27k/R 频率 处 , 式 (10.51a) 的 条 件 都 基本 满足 ， 式 (10.50) 表 明 , 若 无 法 完全 满足 式 (10.51a), 重 
构 信 号 将 会 因为 w[n AE R E C 周围 振荡 的 趋势 而 出 现 轻 微 的 幅度 调制 特性 


10.3.6 基于 依 时 傅 里 叶 变 换 的 信号 处 理 


图 10. 18 给 出 了 基于 依 时 傅 里 叶 变 换 的 信号 处 理 的 一 般 结 构 . 该 系统 依据 的 是 事实 上 信 
号 x[ n] 能 够 像 前 面 描 述 的 那样 ,通过 适当 选择 窗 清 数 和 采样 参数 ,由 依 时 傅 里 叶 变 换 X,[ 有 的 
时 间 .频率 采样 精确 重 构 。 若 用 图 10. 18 所 示 的 过 程 进行 处 理 ,Y,[ 和 将 向 依 时 传 里 叶 变 换 一 样 
保持 住 它 的 完整 性 ,之 后 信号 yLn] 可 通过 依 时 健 里 叶 合 成 方法 ,诸如 重生 - 合 加 法 或 一 种 包含 
有 带 通 滤波 器 的 技术 重 构 得 到 。 例如, 如果 xi nj] 是 个 音频 信号 ,X,[ 上 能 被 量化 以 压缩 信和 号 。 
依 时 傅 里 叶 表 示 法 在 利用 听觉 遮蔽 现象 遮 珊 " 量 化 噪声 的 应 用 中 (例如 , 见 Bosi and Goldberg, 
2003; Spanias, Painter and Atti, 2007) 提供 了 一 个 月 然 .方便 的 结构 . 之 后 用 依 时 傅 里 叶 合成 重 构 
用 于 听 的 信号 YLn]。 例如 ,MP3 音频 编码 就 是 以 此 为 基础 ， 另 一 个 应 用 就 是 音频 噪声 抑制 , 先 估 
计 音 频 噪声 谱 , 然 后 可 以 从 输入 信号 的 依 时 健 里 叶 谱 中 将 其 减 去 或 对 X,1 使 用 根据 该 噪声 谱 设 
计 出 的 维 纳 滤波 器 。( 见 Quatieri, 2002 ) 能 够 有 效 计算 依 时 傅 里 叶 变 换 的 FET 算法 极 大 地 促进 了 


它们 和 其 他 一 些 应 用 。 







x[n] 





图 10. 18 4 FKR E A RA a y eE 


讨论 这 类 应 用 可 能 会 偏离 主题 ;然而 在 第 8 童 中 , 当 对 利用 DFT 实现 无 限 长 输入 信号 和 有 限 
冲 激 响 应 的 卷 积 进行 讨论 时 ,也 对 离散 时 间 信 号 的 这 一 类 块 处 理 技术 进行 了 介绍 。 到 现在 为 止 的 
讨论 ,用 依 时 傅 里 叶 分 析 及 合成 的 定义 和 概念 可 以 给 实现 该 方法 的 LTI 系统 一 个 有 用 的 解释 

特别 地 ,假设 ”<0 时 xlLzj =0, 并 假设 用 R=L 的 和 矩形 窗 计算 依 时 侍 里 叶 变 换 。 换 句 话 说 ， 
X,[ 8 的 依 时 傅 里 叶 采 样 包含 输入 信号 段 


Ar =x[rL +m], O<m<L-l (10. 53) 
的 NN 点 DET. 因此 信号 *[zj] 的 每 个 采样 点 都 包含 在 其 中 TERA AN AR ,从 而 
DO 
x[n] = 》 xin rb] (10. 54) 


r=0 
现在 ,假设 定义 了 一 个 新 的 依 时 伟 里 叶 变换 
Y,{k] = H[KIX, [k]. O<k<N-1 (10.55) 
其 中 HLk] 是 n<0 和 n>P-1 时 h[n] =0 的 有 限 长 单位 采样 序列 的 N 点 DET. WRIA Y 4] m9 
傅 里 叶 逆 变 换 , 可 得 


N-I N-| 
l Se uve 
yim] = 7 ` Y,[k]ei C/N 一 > xaha on = €))y | (10. 56) 
k=0 K=) 


其 中 ,y,Lmj] 是 hmj] 和 x,L mj] 的 NN 点 循环 卷 积 。 因 为 hl mj] 的 采样 长 度 为 P 点 而 x,[ m] REK 
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度 为 工 点 ,由 8.7 节 的 讨论 可 知 , 如 果 NS LL+P-1, 那 么 y,[m]j 在 区 间 0 <m s L + P-2 4 Ail 
him] 与 x [mm] 的 线性 卷 积 相同 ,否则 为 零 . 由 此 可 得 ,如 果 重 建 一 个 输出 信和 号 
yin] = >》 yin- rL] (10. 57) 


r=0 
那么 yin] EE 7S NY hlnl RERE TFA A 2 RAR SY EA — 
方法 完全 对 应 ，8.7 节 讨 论 的 重生 一 保持 方法 同样 可 应 用 于 依 时 健 里 叶 变 换 的 结构 中 


10.3.7 依 时 依 里 时 变换 的 滤波 器 组 间 串 护 


可 以 用 另 一 种 方式 理解 依 时 傅 里 叶 变 换 在 时 间 维 采样 . 回想 一 下 当 入 固定 (如 果 分 析 频 率 为 
Ay = 2TAXN 则 等 效 为 上 固定) , 依 时 傅 里 时 变换 在 时 域 是 频率 响应 是 一 个 一 维 序列 , 它 是 频率 响应 
如 式 (10. 28) 所 示 的 带 通 滤波 器 的 输出 

图 10. 19(a) 给 出 了 一 组 相同 的 带 通 滤 波 器 ,频率 响应 对 应 于 上 = N = 16 的 矩形 窗 。 图 10. 19 
显示 了 即使 上 和 Aw 很 大 时 ,滤波 需 组 间 的 串扰 。 当 ON 增加 ,滤波 器 组 变 得 更 罕 , 和 相 邻 窗 频 带 重 三 
的 旁 泊 也 同样 变 罕 。 注 意 到 ,对 应 于 矩形 窗 的 滤波 絮 通 带 重 全 严重 ,而 它们 的 频率 选择 特性 以 任何 
标准 来 看 都 不 好 。 事 实 上 ,任何 带 通 滤波 器 的 劳 泊 完全 和 其 他 几 个 滤波 器 的 通 带 完全 重生 在 一 起 
这 表明 ,通常 情况 下 ,由 于 任何 有 限 长 渐变 窗 的 傅 里 叶 变 换 不 是 一 个 理想 的 滤波 器 响应 ,因此 很 可 
能 过 上 时 域 混 秋 问题 。 然 而 在 10. 3. 5 节 的 讨论 表明 ,即使 是 矩形 窗 , 也 能 在 一 组 重 秋 的 窗 中 完美 
地 重 构 信 号 ,尽管 考虑 到 其 糟糕 的 频率 选择 特性 。 虽 然 混 释 会 出 现在 单个 带 通 滤波 器 的 输出 中 ,但 
可 以 证 明 , 当 所 有 通道 通过 重 芭 -全 加 重新 合成 之 后 ,将 能 够 消除 混 释 失真 。 这 种 源 于 对 滤波 器 组 
间 串 扰 仔 细 的 分 析 而 消除 混 炙 的 观点 是 一 个 很 重要 的 概 食 

IHs(e™) | |e) | 
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图 10. 19 ”滤波 器 组 频率 啊 应 。(a) 和 矩形 窗 ;(b)Kaiser 窗 
AR AE — 4 a 2 a, oF RR ARR. FL 10. 19(b) 给 出 了 和 图 10. 19(a) 中 的 矩形 窗 使 
用 同样 窗 长 , 即 N= 上 =16 的 Kaiser 窗 。 旁 汶 很 低 ,但 主 汶 宽 很 多 ,因此 滤波 器 的 重 秋 更 严重 . 
前 面 基于 块 处 理 的 观点 青 次 表明 ,如果 R 足够 小 ,最 终 能 够 从 时 间 和 频率 采样 的 依 时 傅 里 叶 变 
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换 中 接近 完美 的 重 构 原 始 信 和 号， 因此 ,对 于 图 10. 19(b) 所 示 的 Kaiser 窗 ,序列 的 采样 率 表 明 各 
个 滤波 器 频带 通 带 应 为 2m/R =A ,其 中 A 是 窗 傅 里 叶 变 换 的 主 为 宽度 .1 在 图 10.19(b) 的 
举例 中 ,主办 宽度 约 为 A,, =0.4 关 ,这 意味 着 ,为 了 通过 重 秋 -和 琶 加 采样 法 从 XLR, A.) PSE 
美的 重 构 信号 ,时 域 采样 间隔 应 为 R=5 更 一 般 的 情况 ,例如 ,采样 长 度 为 ZL=W+l 的 Ham- 
ming P, JE A, =87/M ,时 间 采 样 间隔 应 为 尺 =MA4。 在 该 时 间 采 样 率 下 ,上面 的 讨论 显示 ,信号 
x[n 能够 通过 Hamming AMEA- AMIAMA XL rR, A ) 中 近似 完美 地 重 构 出 来 ,其 中 取 R = 14, 
L<N 

“SAAS HT E~ EA AII A, BRL R SL SN, 这 意味 着 (考虑 对 称 情况 , 
依 时 傅 里 叶 表 达 式 X[rR，A, ) 每 秒 的 总 有 效 采 样 (点 ) 数 目 是 MR 的 一 个 系数 , 比 x[ 中 本 身 的 采样 
率 大 ， 在 一 些 应 用 中 ,这 没有 问题 ,但 是 在 诸如 音频 编码 这 样 的 数据 压缩 的 应 用 中 ,这 将 带 来 大 麻 
烦 。 幸运 的 是 ,从 滤波 器 组 的 观点 可 以 看 出 ,通过 选择 这 些 参 数 使 其 满足 R =N <L 同样 能 够 从 信 
号 依 时 傅 里 叶 变 换 中 将 信和 号 近乎 完美 地 重 构 出 来 。4. 7.6 节 讨 论 过 一 个 分 析 / 合 成 系统 的 例子 ,在 
那里 RR=N=2, 同 时 低 通 和 高 通 滤波 器 的 冲 激 响 应 长 度 为 L, 它 足够 长 以 至 于 能 够 实现 滤波 此 的 锐 
截止 。 两 通道 滤波 器 组 能 够 由 R=N 的 更 多 通道 滤波 器 组 产生 ,同时 ,可 以 使 用 4.7.6 节 列 举 的 多 
相位 技术 提高 计算 效率 。 要 求 R=N 的 有 利之 处 在 于 ,使 得 总 采样 点 数目 和 输入 信号 xl nj] 相同. 
作为 一 个 例子 ,图 10. 20 给 出 了 由 MPEG-I 音频 编码 标准 制定 的 基本 分 析 滤 波 器 组 的 第 一 类 带 通 
通道 。 该 滤波 器 组 使 用 32 个 实数 滤波 器 使 得 依 时 傅 里 叶 分 析 的 失调 中 心 频率 A, = (2k + 1) 1/64, 
由 于 实数 带 通 滤波 器 在 频率 + A, 处 有 一 对 通 带 中 心 , 这 等 效 于 64 个 复数 带 通 滤波 器 。 在 这 种 情况 下 ， 


MPEG-Il 分 析 滤 波 器 组 的 前 4 个 通道 
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图 10.20 ”MPEG-II 分 析 滤 波 器 组 的 几 个 带 通 通道 





D 由 于 在 定义 中 , 依 时 傅 里 叶 变换 通道 信号 X[a, Ai) 是 中 心 频 率 为 A 的 带 通 信和 号 ,它们 可 用 A 频率 下 移 , 这 样 结果 


将 是 一 个 带宽 为 + A 的 低 通 信号 所 得 的 低 通 信号 上 限 频率 为 A,,/2, 因 此 最 低 采样 频率 为 25/R =A, 如 果 尺 = Nh 
采样 操作 等 效 于 频率 下 移 
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冲 激 响 应 的 长 度 ( 等 价 于 窗 长 ) 为 上 =513 ,其 中 第 一 个 和 最 后 一 个 采样 点 等 于 0。 减 采样 系数 为 
尺 =32. 可 以 看 出 在 滤波 器 边缘 处 有 明显 重 着 , 减 采 样 系数 R=32 会 引起 严重 的 混 释 失真 。 然 
而 ,进一步 对 分 析 / 合 成 系统 的 完整 分 析 表明 ,由 混合 失真 引起 的 非 理想 频率 在 信号 重 构 过 程 中 
消失 

全 面 的 讨论 分 析 / 合 成 滤波 器 组 超出 了 本 章 的 范围 。 这 类 讨论 的 一 个 基本 概要 在 习题 10. 46 
中 给 出 ,细节 的 讨论 可 以 在 Rabiner and Schafer ( 1978 ) Crochiere and Rabiner ( 1983 ) 及 Vaidy- 
anathan (1993 ) 中 找到 


10.4 非 平 稳 信 号 的 傅 里 时 分 析 举 例 


10. 3.6 节 人 研究 了 一 个 如 何 用 依 时 传 里 叶 变 换 来 实现 线性 滤波 的 简单 例子 .在 这 类 应 用 中 ,十 
分 关注 是 否 有 可 能 巾 修正 的 依 时 傅 里 叶 变 换 重 构 一 个 修正 的 信号 ,而 对 谱 的 分 辨 率 不 是 太 关 心 
另 一 方面 , 依 时 传 里 叶 变换 的 概念 大 概 是 最 广泛 用 于 获得 非 平稳 离散 时 间 信 和 号 谱 估计 的 各 种 技术 
的 一 个 框 黑 , 并 且 在 这 些 应 用 中 , 谱 的 分 辩 率 .时 间 变 化 和 其 他 一 些 问题 是 最 重要 的 

非 平稳 信号 是 一 种 信号 特性 随时 间 变 化 的 信号 ,例如 ,一 些 振幅 ,频率 或 相位 随时 间 变 化 的 正 
弦 分 量 . 正如 将 在 10.4. 1 节 中 对 于 语音 信号 以 及 将 在 10.4. 2 节 中 对 于 多 普 勒 雷达 信号 所 要 说 明 
的 , 依 时 傅 里 叶 变 换 常常 可 以 给 出 有 关 信 号 特性 如 何 随时 间 变 化 的 有 用 摘 述 ， 

当 把 依 时 傅 里 时 分 析 用 于 一 个 采样 了 的 信号 时 ,10.1 节 对 于 计算 每 个 DFT 的 全 部 讨论 均 成 
Ve. 换 句 话说 ,对 于 信号 的 每 一 段 *, n] ,通过 10. 1 节 叙 述 的 方法 能 把 采样 依 时 傅 里 叶 变 换 式 [| 
与 原来 的 连续 时 间 信 号 的 傅 里 叶 变 换 联 系 在 一 起 ， 此外, 如果 要 将 依 时 傅 里 叶 变 换 用 于 固定 ( 即 
韭 时 变 ) 参 数 的 正弦 信号 , 则 10. 2 节 的 讨论 也 可 以 用 于 所 计算 的 每 个 DPT. 当 信 号 频率 不 随时 间 
改变 时 ,人 们 可 能 会 想到 依 时 傅 里 叶 变 换 只 在 频率 维 以 10.2 节 所 描述 的 方式 变化 ,但 是 这 只 有 在 
上 分 特殊 的 情况 下 才 成 立 。 例 如, 如果 信 号 是 周期 为 NAR a, H. L= aN, LAR R= rN, (其 中 
Ly All ry ARRO ,也 就 是 , 窗 正 好 包括 4 个 周期 并 且 在 两 次 计算 DFT 之 间 窗 正好 移动 ,个 周期 , 则 依 
时 传 里 叶 变 换 在 时 间 维 将 是 不 变 的 。 通常, 即使 信号 完全 是 周期 的 , 当 不 同 段 的 波形 平移 到 分 析 窗 
中 时 所 产生 的 相位 关系 改变 也 会 导致 依 时 傅 里 叶 变换 在 时 间 维 变化 .然而 ,对 于 平稳 信号 , 符 用 一 
个 在 两 端 递减 至 零 的 窗 , 则 从 一 段 信 号 到 另 一 段 信号 时 ,幅度 | X,[k] | 只 有 轻微 的 改变 ,而 大 多 数 
复数 依 时 傅 里 叶 变 换 的 变化 表现 在 相位 上 


10.4.1 语音 信号 的 依 时 傅 里 时 分 析 


语音 是 由 激励 一 个 声 管 , 即 声 道 而 产生 的 ,该 声 道 的 一 端 靠近 嘴唇 , 另 一 端 靠 近 声 门 、 有 三 种 
基本 类 型 的 语音 : 

e 浊音 是 由 打开 和 关闭 声 门 引起 的 准 周期 气流 脉冲 激励 声 道 而 产生 的 

o 摩擦 音 是 由 在 声 道 某 处 形成 一 个 缩 贷 并 且 迫 使 气流 通过 该 缩 颈 产生 满 流 ,由 此 形成 一 个 类 

似 噪声 的 激励 而 产生 的 

9 爆破 音 是 在 完全 关闭 声 道 后 并 形成 一 定 的 压力 ,然后 突然 将 它 释放 而 产生 的 ， 

对 于 语音 信号 模型 的 详细 讨论 以 及 依 时 全 里 叶 变 换 的 应 用 可 参见 Flanagan ( 1972 ) , Rabiner 
and Schafer( 1978 ) ,O° Shaughnessy ( 1999 ) ,Parsons( 1986 ) 及 Quatieri ( 2002 ) 

对 于 一 个 固定 的 声 道 形状 ,语音 的 模型 可 以 看 成 一 个 线性 时 不 变 系统 ( 声 道 ) 在 浊音 时 对 准 周 
期 脉冲 串 的 响应 ,或 在 清音 时 对 宽带 噪声 的 响应 。 声 道 是 一 个 其 特性 由 自己 的 自然 频率 所 决定 的 
声 传输 系统 ,该 月 然 频率 称 为 谐振 峰 , 与 其 频率 响应 中 的 谐振 点 相对 应 。 在 正常 的 语音 中 , 当 舌 和 
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展 产 生 语 音 的 姿态 时 , 声 道 随时 间 相当 慢 地 改变 其 形状 ,这 样 其 模型 可 以 当 作 一 个 慢 速 时 变 的 滤波 
器 ,该 滤波 器 将 其 频率 响应 特性 强加 在 激励 谱 上 。 图 10.21 中 给 出 了 一 个 典型 的 语音 波形 
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图 10.21 “Two plus seven is less than ten ”发音 的 波形 ,每 条 线 持 续 0. 17s ,波形 下 方 标注 出 了 
对 应 时 刻 的 音素 符号 ,采样 频率 为 16 000 样 本 人 ,所 以 每 条 线 表 示 2720 个 样本 点 


从 这 段 有 关 语 音 产 生 过 程 的 简要 叙述 及 网 10. 21 中 ,可 看 出 语音 的 确 是 非 平稳 信号。 但 是 , 正 
如 图 10. 21 表明 的 ,可 假定 语音 信号 的 特性 在 30 ms 或 40 ms 量 级 的 时 间 范 围 内 基本 保持 不 变 ， 显 
然 ,语音 信号 的 频率 范围 上 限 可 达 15 kHz 或 更 高 ,但 是 即使 当 带 宽 限 制 到 低 于 3 kHz 附近 的 频率 时 
语音 仍 是 较 容 易 听 懂 的 .例如 ,商用 电话 系统 通常 限制 最 高 传输 频率 为 3 kHz 左右 。 对 于 数字 电 
话 通信 系统 标准 采样 率 为 8000 样本 /s， 

图 10. 21 说 明 该 波形 是 由 一 串 准 周期 痢 音 语 音 段 与 夹杂 着 类 似 品 声 的 清音 语音 段 所 组 成 的 。 
这 幅 图 所 提示 的 是 ,如 果 窗 长 了 不 是 太 长 , 则 信号 的 特性 从 信和 号 段 的 开始 到 结束 将 不 会 有 明显 改 
变 。 这 样 ,一 个 加 窗 语 音 段 的 DFT 应 当 在 与 窗 位 置 相对 应 的 时 间 内 表现 出 该 信号 的 频率 特性 。 例 
如 , 知 窗 的 长 度 长 到 足以 将 谐 波 分 辨 出 来 , 则 某 一 段 加 窗 独 音 的 DFT 应 当 在 那个 区 间 内 位 于 信和 号 
基 频 的 整数 倍 处 出 现 一 系列 谱 峰 。 通 常 这 就 要 求 窗 和 覆盖 波形 的 几 个 周期 。 若 窗 太 短 , 则 谐 波 将 无 
法 分 辨 ,但 是 总 的 谱 形状 仍然 是 明显 的 。 这 是 在 频率 分 辩 和 时 间 分 辨 之 间 进 行 折 中 的 由 型 情况 ,在 
非 平稳 信号 的 分 析 中 这 是 必要 的 。 可 以 从 例 10.9 中 看 出 ,如 果 窗 太 长 , 则 信和 号 的 特性 从 窗 的 这 端 
到 那 端 可 能 会 有 很 大 变化 ;如 果 窗 太 得 , 则 会 牺牲 窄带 分 量 的 分 辨 率 。 以 下 的 例子 将 说 明 这 一 折 中 
情况 。 
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例 10. 11 语音 信号 依 时 傅 里 时 变换 的 谱 图 表示 


声 和 
说 明 


图 10. 22(a) 给 出 了 在 图 10.21 中 所 示 语 名 的 依 时 傅 里 叶 变 化 的 谱 图 .在 谱 图 的 下 方 也 
给 出 了 在 相同 时 间 坐 标 比例 下 的 时 间 波 形 。 更 具体 地 讲 , 图 10.22(a) 是 一 个 宽带 谱 图 ， 宽带 
谱 图 表示 是 利用 在 时 间 上 比较 短 的 窗 得 出 的 , 它 的 特点 是 频 域 分 辨 率 低 , 而 时 域 分 辨 率 高 ， 频 
率 轴 用 连续 时 间 频 率 标示 。 由 于 信号 的 采样 率 为 16000 样本 /s, 则 可 得 出 频率 入 =m 对 应 于 
8kHz 图 10.22(a) 中 使 用 的 具体 窗 是 宽 6.7ms( 对 应 于 了 上 =108) 的 Hamming g- R 的 值 为 R 
=16, 代 表 Ims 的 时 间 增 量 工 在 水 平方 向 上 移动 横向 通过 谱 图 的 宽 暗 条 对 应 于 声 道 的 谐振 
频率 ,正如 所 看 到 的 , 它 随 着 时 间 而 变化 。 谱 图 在 重 直 方向 的 条 纹 形 状 是 由 于 波形 中 浊音 部 分 
的 准 周期 性 质 所 致 ,比较 一 下 波形 图 和 谐 图 中 的 变化 就 会 很 清楚 .因为 分 析 窗 的 长 度 大 约 是 
波形 的 一 个 周期 长 , 当 窗 沿 时 间 轴 滑动 时 , 它 交 替 地 窗 盖 波形 的 高 能 量 段 和 低能 量 段 ,所 以 在 
图 中 浊音 期 间 就 会 产生 垂直 的 条 纹 

在 窒 带 依 时 傅 里 叶 分 析 中 使 用 较 长 的 窗 可 得 到 较 高 的 频率 分 状 率 ,同时 相应 地 降低 时 间 
分 辩 率 ”图 10.22(b) 就 体现 了 这 样 一 种 语音 的 窄带 分 析 。 在 这 种 情况 下 窗 为 宽 45 ms 的 
Hamming 窗 ”这 对 应 于 上 =720 RR 的 值 为 16 
这 个 例子 只 是 略微 提 到 依 时 传 里 叶 变 换 在 语音 的 分 析 和 处 理 中 之 所 以 非常 重要 的 众多 原因 之 
的 确 , 这 一 概念 被 直接 和 间接 地 作为 语 声 分 析 和 许多 基本 语音 处 理应 用 的 基础 ,如 数字 编码 R 
混 响 的 消除 .语音 识别 ,说话 人 的 证 实 和 识别 ,等 等 。 出 于 本 书目 的 ,讨论 仅仅 是 一 个 简介 性 的 


10.4.2 ”雷达 信号 的 依 时 傅 里 时 分 忻 


典型 


依 时 傅 里 叶 变换 发 挥 着 重要 作用 的 另 一 个 应 用 领域 是 雷达 信号 分 析 。 基于 多 普 勒 原理 ,一 个 
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图 10.22 (a) 图 10.21 中 波形 的 宽带 谱 图 ;(b) 窗 带 谱 图 








D 在 务 谱 图 时 通常 选用 较 小 的 ,使 得 绘 得 的 图 形 平滑 显示 ， 
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图 10. 22( 续 ) (a) 图 10.21 中 波形 的 宽带 谱 图 ;(b) 穿 带 谱 图 


© 天 线 , 用 于 发 射 和 接收 (往往 是 相同 的 ) 。 
e 发 射 机 , 它 产生 需要 的 微波 频段 信号 。 在 讨论 中 假设 这 个 信和 号 是 正弦 脉冲 。 虽 然 这 是 一 般 
的 情况 ,但 也 可 以 应 用 其 他 信号 ,这 取决 于 具体 的 雷达 目标 和 设计 方法 。 

© 接收 机 , 它 放 大 和 检测 从 天 线 对 准 的 目标 反射 回来 的 发 射 脉冲 的 回 波 . 

在 这 样 一 个 雷达 系统 中 ,发 射 的 正弦 信号 以 光速 传播 ,经 目标 反射 ,并 以 光速 回 到 天 线 , 因 此 经 
过 了 一 个 从 天 线 至 目标 往返 传播 的 时 间 延 迟 。 如 果 假 设 发 射 信号 是 一 个 形式 为 cos( Qot) AIIE 
脉冲 , 且 从 天 线 到 目标 的 距离 为 p(1) , 则 接收 到 的 信和 号 是 如 下 脉冲 : 

S(t) = cos[Qo(t — 2p(t)/c)] (10. 58) 

式 中 为 光速 。 若 目标 相对 于 天 线 没 有 运动 , 则 p(1) =po ,其 中 po 为 距离 。 因 为 在 发 射 脉冲 和 接收 
脉冲 之 间 的 时 延 为 2po/e, 所 以 时 延 的 测量 可 用 于 估计 距离 。 但 是 ,如 果 p (i) 不 是 常量 , 则 接收 信 
写 是 一 个 调 角 的 正弦 信号 ,并 且 相 位 差 同 时 包含 着 日 标 对 于 天 线 的 距离 和 相对 运动 的 信息 。 具 体 
地 ,用 泰勒 级 数 展开 来 表示 该 时 变 距 离 , 为 


: i, 
P(t) = po + bot + = fot? + (10. 59) 


式 中 ,po 为 标 称 距离 , po 为 速度 , po 为 加 速度 ,等 等 。 假 定 目标 以 恒定 速度 ( 即 p, =0) 运 动 , 并 且 
将 式 (10.59) 代 入 式 (10. 58) 得 


s(t) = cos[ (Qo — 2200/0)t — 2Q0p0/c]) (10. 60) 
在 这 种 情况 下 ,接收 信号 的 频率 不 同 于 发 射 信号 的 频率 ,相差 为 多 普 勒 频率 , 它 定 义 为 
Qy = 一 282000/c (10.61) 


这 样 , 时 延 仍 可 用 于 估计 距离 ,并 且 若 能 确定 多 普 勒 频率 , 即 可 确定 目标 相对 于 天 线 的 速度 。 

在 实际 场合 ,接收 信号 通常 很 微弱 ,这 样 在 式 (10. 60 ) 中 应 当 加 入 一 个 噪声 项 。 为 了 简化 这 一 
节 的 分 析 ,忽略 噪声 的 影响 。 而 且 , 在 大 多 数 雷达 系统 中 , 式 (10. 60) 的 信号 在 检测 过 程 中 应 当 将 
频率 移 到 一 个 较 低 的 标 称 频率 上 去 。 然 而 ,即使 *(4) 解 调 到 一 个 较 低 的 中 心 频率 上 ,多 普 勒 频 移 仍 
满足 式 (10. 61)。 
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为 了 将 依 时 傅 里 叶 分 析 用 于 这 种 信号 ,首先 把 信号 限 带 于 一 个 包括 所 期 望 的 多 普 勒 频 移 的 频 
带 上 ,然后 以 一 个 适当 的 采样 周期 7 对 所 得 信号 采样 ,由 此 得 到 一 个 离散 时 间 信 和 号 ,形式 为 
x[n] = cos| (wo — 2w0p0/On — 2w0p0/c] (10. 62 ) 
式 中 wo QT 在 许多 情况 下 ,目标 运动 要 比 所 假设 的 复杂 得 多 ,需要 在 式 (10.59) 中 加 入 高 阶 
项 ,因此 在 接收 信号 中 会 产生 更 为 复杂 的 角度 调制 。 表示 回 波 频 率 的 这 种 较 复 杂 变 化 的 男 一 种 方 
式 是 使 用 加 窗 的 依 时 傅 里 叶 变 换 , 这 种 窗 应 该 足够 短 以 保证 恒定 多 普 勒 频 移 的 假设 在 整个 窗 的 时 
间 间 隔 内 均 有 效 ,但 是 当 两 个 或 者 更 多 的 运动 目标 产生 的 多 普 勒 频 移 的 回 波 信号 在 接收 机 肥 加 在 
一 起 时 , 窗 又 不 能 太 短 而 失去 了 所 需要 的 分 辨 率 
例 10. 12 ”多 普 勒 雷达 信号 的 依 时 傅 里 叶 分析 
多 普 勒 雷达 信号 的 依 时 传 里 叶 分 析 的 一 个 例子 如 图 10.23 所 示 . ( WL Schaefer, Schafer 
and Merserean,1979 ) 雷达 数据 已 经 经 过 预 处 理 去 掉 了 低速 的 多 普 勒 频 移 , 留 下 了 在 图 中 表现 
出 的 变化 . 依 时 倩 里 叶 变换 的 窗 为 N=L=64 和 B=4 的 Kaiser 窗 。 在 这 幅 图 中 ,以 重 直 轴 表 
示 时 间 ( 向 上 为 增加 ) ,水 平 轴 表 示 频 率 绘 出 了 |X LA] | 的 曲线 .小 在 这 种 情况 下 ,把 相继 的 
DFT 十 分 靠近 地 和 画 在 一 起 ”使 用 消 隐 算法 得 出 依 时 侍 里 叶 变 换 的 二 维 图 。 在 中 心 线 的 左 方 有 
一 个 高 峰 , 它 沿 着 一 条 平滑 的 路 径 运 动 着 通过 时 间 - 频 率 平 面 , 这 对 应 于 一 个 速度 以 某 种 规则 
方式 变化 着 的 运动 目标 . ARG Let Re PH tes) Tt eR fe Fi RIP HARK 
的 假 回 波 信 号 所 致 . 可 能 产生 这 样 一 种 多 普 勒 频率 变化 的 运动 实例 是 以 恒 速 运动 但 围绕 自身 
纵向 旋转 的 火箭 的 运动 . 运动 着 通过 依 时 傅 里 叶 变 换 的 峰 可 能 对 应 着 来 自 火 箭 上 尾 费 的 反 
射 , 该 尾村 的 运动 由 于 火 前 的 旋转 而 交替 地 朝向 和 离开 天 线 。 图 10.23(b) 表 示 作 为 时 间 函 数 
的 多 普 勒 频率 的 估计 - 这 个 估计 是 通过 简单 地 确定 每 个 DFT 中 最 大 峰 的 位 置 而 得 出 的 
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图 10.23 多 普 勒 雷达 信号 的 依 时 人 里 叶 变 换 分 析 举 例 。(a) 多 普 勒 震 达 信 号 的 依 时 傅 里 
叶 变 换 序 列 ;(b) 通 过 选择 依 时 傅 里 叶 变 换 中 最 大 峰 所 估计 出 的 多 普 勒 频率 





D 该 图 从 图 中 心 到 左 端 线 为 负 频 率 , 从 图 中 心 到 右 端 线 为 正 频率 ,这 可 以 通过 计算 ( -1)"x,[n| 的 DET 而 得 到 ,并 且 应 
注意 , 需 恰 当地 将 DFT 标号 的 原点 平移 到 上 = NM2 处 ” 另 一 方面 ,也 可 以 先 计算 x,[n] 的 DFT, 然 后 重新 加 标号 
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10.5 平稳 随机 信号 的 健 里 叶 分 忆 


在 前 面 几 节 中 已 经 讨论 和 举例 说 明了 对 于 平稳 (无 时 变 ) 参 数 的 正弦 信和 叶 以 及 如 语音 和 雷 
的 非 平 稳 信 号 的 傅 里 叶 分 析 ， 在 信号 可 以 用 正弦 信 ee E 
模型 的 场合 ,利用 傅 里 时 变换 .加 窗 和 线性 系统 理论 可 以 方便 .自然 地 对 有 限 长 信号 段 的 传 里 叶 变 
换 进 行 解释 。 但 是 ,对 于 像 在 10.4.1 节省 音 例 示 中 酷似 噪声 那样 的 信号 ,最 好 用 随机 信和 号 作为 其 
模型 

正如 在 2. 10 节 所 讨论 的 以 及 在 附录 A 中 所 示 的 , 当 产 生 信和 叶 的 过 程 对 于 一 个 peau 
出 过 分 复杂 时 ,随机 过 程 常 常 作 为 信号 的 模型 ， 典 型 的 是 , 当 输 入 到 一 个 线性 时 不 变 系统 的 信和 号 
以 用 平稳 随机 过 程 作为 模型 时 ,输入 和 输出 的 许多 基本 特性 可 以 适当 地 用 如 均值 (直流 电 平 ) 、 
差 (平均 功率 ) . 自 相 关 函 数 或 功率 密度 谱 这 类 平均 性 质 的 参量 来 表示 ， br per 
于 一 个 已 知 信和 号 如 何 估 计 这 些 参 量 。 正 如 附录 A 中 所 讨论 的 ,由 一 个 有 限 长 数据 段 而 得 出 的 平稳 
随机 过 程 均值 的 典型 估计 是 样本 均值 ,定义 为 

L-1 


a. 
fig => Yo xin] (10. 63) 


n=0 


同样 ,方差 的 典型 估计 是 样本 方差 ,定义 为 


和 SS YF ona y (10. 64) 
ae 

样本 均值 和 样本 方差 都 是 随机 变量 ,它们 分 别 是 无 偏 的 和 渐进 无 偏 的 估计 器 , 即 m, 的 期 望 值 是 真 
实 均值 m, ,并且 当 4 趋 近 于 w 时 oo 的 期 望 值 趋 近 于 真实 方差 gi。 另外 ,它们 都 是 一 致 估计 器 ,也 
就 是 说 ,它们 随 着 过 的 增加 而 得 到 改善 ,因为 当 工 趋 近 于 om 时 ,它们 的 估计 方差 趋 近 于 零 。 

本 章 的 剩余 部 分 将 研究 用 DET 估计 一 个 随机 信号 的 功率 谱 D。 读 者 将 看 到 ,有 两 种 估计 功率 
谱 的 基本 方法 ,本 节 将 推导 的 一 种 方法 是 所 谓 的 周期 图 分 析 , 它 是 以 有 限 长 信号 段 的 直接 传 里 叶 变 
换 为 基础 。 将 在 10. 6 节 推 导 的 第 二 种 方法 是 首先 估计 出 自 相 关 序 列 ,然后 计算 这 个 估计 的 传 里 叶 
变换 。 在 这 两 种 情况 下 , 均 对 获得 无 偏 一 致 估计 融 特 别 感 兴趣 。 遗 憾 的 是 ,对 这 种 估计 器 的 分 析 是 
非常 困难 的 ,通常 只 能 进行 近似 的 分 析 。 即 使 近似 的 分 析 也 已 超出 了 本 书 的 范围 ,只 能 以 定性 的 方 
式 给 出 这 种 分 析 结 果 。 在 Blackman and Tukey(1958 ) , Hannan ( 1960 ) , Jenkins and Watts ( 1968 ) ， 
Koopmans( 1995 ) ,Kay and Marple( 1981) ,Marple( 1987) ,Kay( 1988 ) ,Stoica and Moses( 2005 ) 中 给 出 
了 详细 的 讨论 。 


10. 5.1 周期 图 


下 面 研究 估计 一 个 连续 时 间 信 号 s,(7) 的 功率 谱 密度 P, O) 的 问题 。 功 率 j pi 
已 在 图 10. 1 中 提出 ,并 且 与 10. 1 节 中 的 讨论 有 关 , 基 于 屠 种 方法 ,现在 仿 设 输入 信号 s(t) 是 一 个 
平稳 随机 信号 。 反 混 释 低 通 滤波 器 产生 一 个 新 的 平稳 随机 信和 号, 它 的 功率 谱 是 带宽 有 限 的 ， 以 便 使 
得 对 该 信号 采样 没有 混合 。 这 样 | nj] 是 一 个 平稳 离散 时 间 随 机 信和 号 , 它 的 功率 谱 密 度 PCO) E 
反 混 释 滤 波 融 带宽 范围 内 正比 于 PCO), BI 





D ”功率 谱 一 词 常常 可 与 较 准 确 的 术语 功率 谱 密度 一 词 交换 使 用 
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ji w 
Pu(w) = = Pes (=). lol < (10. 65) 


式 中 已 经 假定 反 混 至 滤波 器 的 截止 频率 为 TXT, 且 了 是 采样 周期 。( 对 于 随机 信号 采样 的 更 多 考虑 
见习 题 10. 39,) 因 此 ,由 P,(w) 的 合理 估计 将 给 出 P,( 0) 的 合理 估计 。 图 10.1 中 的 窗 wl zj 选取 
x[m] 的 一 段 有 限 长 信号 ( 工 个 样本 ) id Wola). EASE EMA 


L=1 


Viel?) = > w[n|x[nje 10” (10. 66) 
n=0 
考虑 作为 一 种 功率 谱 估 计 的 量 
1 2 
sk, ta jwy 2 
Ilw) = zg V. )| (10. 67) 


其 中 常数 U 是 预先 考虑 到 在 谱 估 计 中 为 了 消除 偏差 而 进行 归 一 化 所 需要 的 。 当 窗 wln | 为 矩形 窗 
序列 时 ,这 种 功率 谱 的 估计 器 称 为 周期 图 。 如 果 窗 不 是 矩形 的 ,上 wo) 则 称 为 修正 周期 图 。 显然 , 周 
期 图 具有 一 些 功率 谱 的 基本 性 质 。 它 是 非 负 的 ,并 且 对 于 实 信号 它 是 频率 的 实 偶 函 数 。 另 外 ,可 以 
证 明 ( 见习 题 10. 33 ) 


L-1 
1 — joo 
Ilw) = U > Cyylmje 10" (10. 68 ) 
m=—(L—1) 
其 中 ， 
bl 
coim] = > x[n|wln|x[a + mlwlnt+m] (10. 69 ) 


n=0 
注意 到 ,对 于 有 限 长 序列 [mn] =w[Lnjx[Ln], 序 列 cL mj 是 一 个 非 周期 相关 序列 。 因 此 ,事实 上 周 
期 图 是 加 窗 数 据 序 列 的 非 周期 相关 函数 的 傅 里 叶 变换 。 
周期 图 的 显 式 计算 只 有 在 离散 频率 上 才能 进行 。 从 式 (10. 66) 和 式 (10.67) 可 以 看 出 ,如 果 
wi n|xin] 的 傅 里 叶 变换 用 其 DFT 来 代替 , 则 可 以 得 到 DFT 频率 w, = 2ak/N 在 k=0,1,…,N--1 
处 的 样本 。 具 体 地 讲 , 周 期 图 的 样本 由 下 式 给 出 : 


1 
Ik] = [(wx) = zg Ve (10.70) 


式 中 V[k] Æ wl nxn] AY NA DFT. WR AB NOK BARE L, MAFA w[ on |x[ nr] 
适当 地 补 零 。 

若 一 个 随机 信和 号 有 非 零 均 值 , 则 它 的 功率 谱 在 零 频率 处 有 一 个 脉冲 。 如 果 该 均值 相当 大 ,那么 这 个 
量 将 在 谱 估计 中 起 主导 作用 ,使 得 小 振幅 ,低频 成 分 会 被 泄漏 所 掩盖 。 因 此 ,在 实际 中 常常 使 用 
式 (10.63) 来 估计 均值 ,并 且 在 计算 功率 谱 估 计 前 ,从 随机 信号 中 减 去 得 出 的 值 估计 。 虽 然 样本 均值 只 
是 零 频 分 量 的 一 个 近似 的 估计 ,但 是 将 它 从 信号 中 减 去 往往 会 使 得 在 其 相 邻 频率 处 得 到 更 好 的 估计 


10.5.2 周期 图 的 性 质 


认识 到 对 于 o 的 每 一 个 值 1(w) 都 是 一 个 随机 变量 ,就 可 确定 功率 谱 周 期 图 估计 的 固有 性 质 . 
通过 计算 1(w) 的 均值 和 方差 ,可 以 确定 估计 是 否 是 有 偏 的 ,是 否 是 一 致 的 。 
由 式 (10. 68) 可 得 1(w) 的 期 望 值 为 
1 L-1 
Eo =y 2 Elwin” (10.71) 


m=—(L—1) 


cL mj 的 期 望 值 可 以 表示 为 
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L-1 
El{ew|m|} = > Ee{xlnlwlalxlat+ mwla + mI} 
n=() 


L-l (10. 72) 
= > whalwln + mjé€{x[n|x[n + m]} 
n=0 
由 于 假定 x| n | 是 平稳 的 ,所 以 
E{xial|x[n + m]} = dyx[m] (10. 73) 
并 且 式 (10.72) 可 以 改写 为 
E{cwlml} = Cowl lexim] (10. 74) 
IEP ca lm] ae Bal AYE Ja) A AK eK Be, BY 
L-1 
Cima ba] = > wi[n|wl[n + m] (10.75) 


n=0 
ge 加 窗 信和 号 非 周 期 自 相 关 的 均值 与 自 相 关 函 数 的 真实 值 和 窗 的 非 周 期 月 相关 的 乘积 相等 ， 
一 般 意义 上 ,数据 窗 的 自 相 关 函 数 可 以 看 作 真 实 自 相关 上 吨 数 的 窗 。 
由 式 (10.71), 式 (10.74) 和 傅 里 叶 变 换 的 调制 -加 窗 性 质 ( 见 2.9.7 节 ) ,可 得 


jl@—A) 
E{I(w)} = 元 sal. Prx (Cwm (e ) dé (10. 76) 
其 中 C,,(e”*) 是 窗 的 非 周 期 自 相关 函数 的 傅 里 叶 变 换 , 即 
Ciulei?) = |W(ei®) |? (10.77) 


按照 式 (10.76), (修正 ) 周 期 图 是 功率 谱 的 有 偏 估 计 , 因 为 e171(w)| 不 等 于 P,(w)。 的 确 可 

以 看 到 ,真实 功率 谱 与 数据 窗 的 非 周期 自 相关 函数 的 傅 里 叶 变 换 的 卷 积 结果 会 产生 偏差 。 如 果 增 

加 窗 的 长 度 ,可 以 预计 W(e*) 应 当 更 加 集中 在 w=0 附近 ,这 样 C,,(e*) 看 上 去 就 越 像 一 个 周期 脉 

冲 串 。 如 果 正 确 选取 比例 因子 1A(LU) , 则 当 We! ) 趋 近 于 一 个 周期 脉冲 串 时 ,es17o) | 应 当 趋 近 
于 P..(w)。 通 过 选择 归 一 化 常数 U 就 可 以 调整 幅度 大 小 ,可 使 

|W(el”)|? dw = — 1 ote? = =] (10. 78) 


2n LU | LU = 


1 L-1 
= 7 2 (wn? (10.79) 


n=0 
若 将 wl nj] 的 最 大 值 归 一 化 到 1, 则 对 于 和 矩形 窗 应 当选 取 U = 1, ne Ba, BER U 的 值 为 0 < 
U<1。 男 一 方面 , 归 一 化 也 可 以 并 入 wln] 的 幅度 中 。 总 之 , 若 恰 当地 归 一 化 , 则 (修正 ) 周 期 图 是 
渐 近 无 偏 的 ,也 就 是 说 , 当 窗 的 长 度 增 加 时 ,偏差 趋 近 FF : 
为 了 检验 周期 图 是 否 为 一 致 估计 ,或 当 窗 的 长 度 增 加 时 成 为 一 个 一 致 估计 ,必须 研究 周期 图 方 
差 的 特性 。 即 使 在 最 简单 的 情况 下 ,要 得 出 周期 图 方差 的 表达 式 也 是 非常 困难 的 。 但 是 已 经 证 明 
(Jl Jenkins and Watts ,1968 ) ,在 一 个 很 宽 的 条 件 范围 内 , 当 窗 的 长 度 增加 时 ,有 


var[/(w)| ~ PZ (w) (10. 80) 
et eh eben da nd 因此 ,由 于 方差 并 不 随 着 窗 长 度 的 


增加 而 渐渐 趋 近 于 零 ,所 以 周期 图 就 不 是 一 个 一 致 估计 。 
刚才 讨论 的 功率 谱 周期 图 估计 的 性 质 如 国 10. 24 所 示 ,图 中 给 出 了 使 用 窗 长 度 上 = 16,64,256 
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和 1024 的 和 矩形 窗 时 白 噪声 的 周期 图 估计 。 序 列 x[z] 是 由 伪 随 机 数 发 生 器 得 到 的 ,该 发 生 需 的 输 
出 幅度 已 调整 到 使 x[n] | <v3。 一 个 好 的 随机 数 发 生 器 能 产生 一 个 幅度 均匀 分 布 ,并 且 样 本 与 
样本 之 间 的 相关 性 很 小 的 输出 序列 。 在 这 种 情况 下 ,随机 数 发 生 器 的 输出 功率 谱 可 以 P,(w) = 
=1( 对 于 所 有 w) 作 为 其 模型 ,对 于 4 种 矩形 窗 中 的 每 一 种 , 均 取 归 一 化 常数 U=1, 而 且 对 于 N= 
1024 在 频率 w, =2ak/N 处 利用 DFT 来 计算 周期 图 。 也 就 是 


2 


L-1 
] 1 INN 
TIK] = Max) = YI =F > winlxfan]e i ETN" 


n=0 


(10. 81) 





在 图 10. 24 中 ,为 了 表现 其 特点 ,用 直线 将 DFT 的 值 连接 起 来 。 已 经 知道 Ko) 是 w 的 实 侦 函 
数 ,因此 只 需 画 出 与 0 和 ws 和 站 相对 应 的 0<k<N/2 INL TERE BIR RE LS R 
计 的 起 伏 加 剧 。 要 明白 这 一 点 ,只 要 回想 一 下 ,虽然 把 周期 图 方法 看 成 一 种 谱 估 计 的 直接 计算 方 
法 ,但 是 已 经 看 到 ,实际 上 是 对 式 (10.69) 的 相关 函数 的 估计 进行 傅 里 叶 变 换 得 到 周期 图 的 。 
图 10.25 画 出 一 个 加 窗 序 列 *[Lzjwofz jl 及 其 平移 形式 «Ln +m iwi nt+m) ,正如 在 式 (10. 69 ) 中 所 要 
求 的 。 从 这 幅 图 中 可 以 看 到 ,计算 一 个 具体 的 相关 淖 后 值 cv[m] EWR - m) Mash. FE, 
当 m 接近 于 工时 ,在 计算 中 只 涉及 少数 几 个 x[ nj] 值 ,并 且 可 以 预料 ,相关 序列 的 估计 对 于 m 的 这 
些 值 将 是 非常 不 准确 的 ,并 因此 还 将 表现 为 在 m 的 相 邻 值 之 间 该 估计 值 会 显著 变化 。 另 一 方面 ， 
当 m 较 小 时 将 涉及 很 多 样本 ,并且 c,, lm] Bm 的 变化 程度 应 不 很 大 。 取 大 m 值 时 的 变化 程度 在 
傅 里 叶 变 换 中 将 表现 为 在 所 有 频率 处 的 起 伏 ,因此 , 取 大 的 世 值 时 周期 图 的 估计 就 趋向 于 随 频率 迅 
速 变 化 。 确 实 可 以 证 明 ( 见 Jenkins and Watts ,1968) , 若 W=L, 则 在 DEFET 的 频率 2TkAN 处 周期 图 的 




















估计 是 不 相关 的 。 因 为 随 着 N 的 增 大 DFT 的 频率 变 得 更 加 靠近 。 这 一 特性 与 要 得 到 好 的 功率 谱 

5 
4 
3 

EN 

wE 
2 
1 
0 

0 128 256 384 512 0 128 256 384 512 
RFEA) 采样 点 数 ( 
(a) (b) 





rbd | i ay 
384 oe 0 128 256 384 512 


0 128 256 ek 
采样 点 数 (k) 采样 点 数 (k) 
(cj (d) 


图 10.24 ” 伪 随 机 白 噪声 序列 的 周期 图 。(a) AK L=16 HDFT KE N = 1024, 
(b)L=64 和 N =1024; (ce)L=256 和 N=1024;(d)L=1024 和 和 N = 1024 
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估计 的 目标 是 不 一 致 的 。 我 们 总 希望 得 到 一 个 没有 由 估计 过 程 引 起 随机 变化 的 平滑 谱 佑 计 。 这 可 
以 通过 把 多 个 独立 的 周期 图 估计 进行 平均 以 减 小 起 伏 来 完成 


x[a] wr] x[n +m] wia +m] 
0 x 5 =m 0 i aa n 
i-i L= mel b-i 
(a) (b) 


图 10.25 式 (10.69) 中 所 涉及 序列 的 表示 。(a) 有 限 长 序列 ;(b) 对 于 m >0 的 平移 序列 


10.5.3 周期 图 的 平均 


Bartlett( 1953 ) 首先 广泛 地 研究 了 谱 估 计 中 周期 图 的 平均 。 后 来 , 当 计算 DFT 的 快速 算法 提出 
之 后 ,Welch(1970 ) 把 这 类 计算 算法 与 数据 窗 wl n | 的 使 用 结合 在 一 起 导出 了 对 修正 周期 图 进行 平 
均 的 方法 。 在 周期 图 平均 中 先 把 一 个 数据 序列 x[nj(0<n<0Q -1) 分 成 长 度 为 L 个 样本 的 序列 
段 ,并 对 每 段 加 上 长 度 为 上 的 窗 ; 即 构成 序列 段 

x[n] =x[rR+ nlwlnl. O<n <L-1 (10. 82) 

AR < LWP A A, ,而 当 民 = 二 时 序列 段 为 相 邻 接 。 注 意 ,O 表示 可 用 数据 的 长 度 。 全 
部 序列 段 的 数量 取决 于 RL 和 0 的 值 及 其 相互 关系 。 特 别 是 ,当天 为 满足 (K-1)R+(L-1)= 
0 -1 最 大 的 整数 时 ,会 有 kK 个 全 长 序列 段 。 第 + 个 序列 段 的 周期 图 为 

厂 (w) = e AO (10. 83) 


式 中 XX,(e*) 是 x,[Lnj] 的 离散 时 间 健 里 叶 变 换 。 每 个 1,(w) 都 具有 上 面 所 论述 的 周期 图 的 性 质 。 周 
期 图 平均 包括 对 个 周期 图 的 估计 /4,(w) 一 起 求 平均 ;也 就 是 构成 时 间 平 均 周 期 图 ,定义 为 


- 1 
Ho) = = 2 Io) (10. 84) 
HTI I Co) RRT IL = RABE FE BAS EA , HF LIBBEY Fm >L, palm] fy, teh 


就 是 说 在 工 以 外 的 信号 样本 近似 为 不 相关 的 。 其 次 ,有 理由 假定 周期 图 1,(w) 是 同 分 布 的 独立 随 
机 变量 。 在 这 一 假设 下 ,1(w) 的 期 望 值 为 


1 天 一 | 
E{I(w)} = z 2 Elo) (10. 85) 


r=0 


或 者 ,由 于 假设 这 些 周期 图 是 独立 的 和 同 分 布 的 ,因此 


Elw) = EUo), 对 所 有 / (10. 86) 
ry st (10. 76 ) 可 得 
g | fr 
EfI (a = r = —— y Sait a (tw—H) s ' 
(Gay) = Eli oy) = 5 | Psx (O)Cui se )d0 (10.87) 


FUP L AAKE., MA wl nj] 是 矩形 窗 时 ,平均 周期 图 法 称 为 Bartlett 法 ,并 且 在 这 种 情况 下 可 以 
证 明 
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, o — [Amm mE) 
Cowlm| = a 其 他 (10. 88 ) 
以 及 
sin(wL/2)\7 
wu Jej: = 5 10. 89) 
ill ( sin(w/2) ) ( 


也 就 是 说 ,平均 周期 图 谱 估 计 的 期 望 值 是 真实 功率 谱 与 三 角形 序列 CLn|] 傅 里 叶 变 换 的 卷 积 ， 
Cala] 可 看 作 和 矩 形 窗 的 自 相 关 函 数 。 因 此 ,平均 周期 图 也 是 功率 谱 的 有 偏 估计 。 

为 了 分 析 方 差 ,利用 如 下 事实 :K 个 独立 同 分 布 随 机 变量 的 和 的 方差 是 每 个 独立 随机 变量 的 方 
差 的 1/K( UL Bertsekas and Tsitsiklis，2008 ) 。 所 以 ,平均 周期 图 的 方差 为 





1 
var|/(w)| = gelo) (10. 90) 


或 者 由 式 (10. 80) 可 得 


z 1 
var[T(ow)] 之 gO) (10.91) 


PAG Tw) 的 方差 反比 于 被 平均 的 周期 图 的 个 数 ,并 且 随 着 K 的 增加 ,方差 趋 近 于 零 。 

从 式 (10. 89) 可 以 看 出 , 当 序 列 段 x,[Ln | 的 长 度 工 增 大 时 ,C,,(e”) 的 主流 宽度 减 小 ,因此 由 
式 (10.87) 可 知 ,e117(w) | 也 就 更 接近 于 Pulo) 但 是 ,对 于 国定 的 全 部 数据 长 度 0, 序 列 段 总 的 
个 数 ( 设 L=R) 为 0/L, 因 此 随 着 L 的 增加 KK 减 小 。 相 应 地 ,由 式 (10.91) 可 知 ,1(w) 的 方差 将 会 增 
加 。 这 样 , 如 同 统计 估计 问题 中 的 典型 情况 一 样 , 对 于 固定 的 数据 长 度 需 要 在 偏差 和 方差 之 间 进 行 
折 中 。 然 而 , 当 数据 长 度 0 增 大 时 ,就 能 允许 五 和 天 同时 增 大 ,因此 随 着 0 接近 于 um ,1/(o) 的 偏差 
和 方差 均 可 接近 于 零 。 所 以 ,周期 图 平均 可 给 出 P,(w) 的 渐 近 无 偏 一 致 估计 。 

以 上 的 讨论 假定 在 计算 依 时 周期 图 时 使 用 非 重 赫 的 惩 形 窗 。 如 果 使 用 不 同形 状 的 窗 , Welch 
(1970) 曾 证 明 平 均 周期 图 的 方差 仍然 有 具有 如 式 (10.91) 给 出 的 特性 。Welch AWA TEA AAN 
况 , 并 证 明 如 果 重 秋 为 1/2 窗 的 长 度 , 由 于 序列 段 的 数目 加 倍 , 则 方差 能 进一步 减 小 几乎 可 到 1/2。 
但 是 过 多 的 重 礁 不 会 继续 使 方差 减 小 ,因为 当 重 二 增加 时 序列 段 的 独立 性 将 越 来 越 差 。 

10.5.4 用 DFT 计算 平均 周期 图 

如 同 周期 图 一 样 , 只 有 在 离散 频率 处 才能 用 显 式 计算 出 平均 周期 图 。 因 为 计算 DFT 可 以 利用 
快速 储 里 叶 变 换算 法 ,所 以 对 于 某 个 适当 选取 的 和 N, 取 频率 w, =2mk/N, 是 一 种 十 分 方便 和 广泛 使 
用 的 选择 。 从 式 (10. 84) 可 以 看 出 ,如 果 用 x,L nj 的 DFT 来 蔡 换 式 (10. 83) 中 x%,[n|] 的 傅 里 叶 变 换 ， 


则 可 以 得 出 在 DFT 频率 w =2whk/N,k =0,1,-°,N-1 处 1(w) 的 样本 。 具 体 地 讲 , 车 用 X,[ 有 表示 
x [zj 的 DFT, 有 


1 
Lk] = I (@k) = zg rial (10. 92a) 
N g 1 Ko 
Ik] = Two = 元 3 Lk] (10. 92b) 


10. 3 节 中 详细 讨论 的 关于 平均 周期 图 和 依 时 傅 里 叶 变换 的 关系 是 值得 注意 的 。 式 (10. 92a) 
表明 ,除了 引入 了 归 一 化 常数 1Z(CZU) 外 ,单个 周期 图 就 仅仅 是 依 时 傅 里 叶 变换 在 时 间 rR 和 频率 
2atk/N 处 的 幅度 的 平方 。 因 此 ,对 于 每 一 个 频率 下 标 大 在 频 域 的 平均 功率 谱 估 计 , 对 应 于 丰 为 时 间 
采样 的 依 时 傅 里 叶 变换 的 时 间 平 均 。 通 过 观察 图 10. 22 所 示 的 谱 图 可 以 发 现 这 一 点 。/7[ 的 值 就 
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是 沿 频 率 2wk/AN [模拟 频率 2wk/(NT) | ACER EAE © 对 宽带 谱 图 求 平均 意味 着 功率 谱 估 
计 对 频率 的 函数 是 平滑 的 ,而 在 罕 带 情况 下 相应 地 需要 更 长 的 时 间 窗 ,因此 在 频率 上 光滑 度 更 差 。 

把 了 (2mkXN) 记 为 序列 上 [6 ,把 1(2mkAN) 记 为 序列 1[k]。 按 照 式 (10.92a) 和 式 (10.92b) 
取 归 一 化 因子 LU, 并 对 加 窗 数据 段 的 DFT 进行 平均 ,在 NN 个 等 间隔 的 频率 处 来 计算 功率 谱 的 平均 
周期 图 估计 。 这 种 功率 谱 估计 的 方法 提供 了 一 种 在 谱 估 计 的 分 辨 率 和 方差 之 间 进 行 折 中 处 理 的 非 
常 方便 的 手段 。 用 第 9 章 中 讨论 过 的 快速 传 里 叶 变 换算 法 来 计算 是 非常 简便 和 有 效 的 。 这 种 方法 
与 将 在 10. 6 节 中 讨论 的 其 他 方法 相 比较 而 言 , 其 最 重要 的 优点 是 它 的 谱 估计 值 总 是 非 负 的 。 


10.5.5 周期 图 分 析 举 例 


功率 谱 分 析 是 信号 建 模 的 有 用 工具 , 它 也 可 用 于 信号 检测 ,特别 是 发 现 采样 信号 中 的 隐蔽 周期 
性 。 作 为 平均 周期 图 方法 应 用 的 一 个 例子 ,下 面 研究 序列 

x[n] = Acos(won + 0) + efn] (10. 93) 
其 中 ,9 是 0 Bi) 2a 之 间 均 匀 分 布 的 随机 变量 ,e[ zj 是 零 均 值 白 噪声 序列 ,其 功率 谱 近似 为 常量 , 即 
对 于 所 有 的 w,P,(w) =o;。 在 这 种 形式 的 信号 模型 中 余弦 常常 是 希望 有 的 分 量 ,而 ef] 是 一 个 
不 希望 有 的 品 声 分 量 。 在 实际 的 信号 检测 问题 中 ,往往 十 分 关心 余弦 信和 号 的 功率 比 噪声 功率 小 的 

情况 。 可 以 证 明 ( 见 习题 10. 40) ,在 频率 | o | <7 的 一 个 周期 上 ,这 个 信号 的 功率 谱 为 
A’n 
2 
FH sk (10. 87) 和 式 (10. 94) 可 得 ,平均 周期 图 的 期 望 值 是 


Pyx(w) = [8(w — w) + d(w+0)| +02, lol <n (10. 94) 





E{I(w)} = AW 1Com(ello-™) + Cum (ei @F%))] + 02 (10. 95) 
图 10. 26 和 图 10. 27 表明 平均 周期 图 法 对 于 如 式 (10.93 ) 所 示 信 号 的 用 法 ,其 中 取 4 =0.5,@, = 
27/21 及 随机 相位 0 和 9 <2T。 噪 声 在 幅度 上 是 均匀 分 布 的 ,也 就 是 -v3 <eln] < 。 因 此 ,可 以 
很 容易 地 证 明 o? =1。 噪 声 分量 的 均值 为 零 。 图 10. 26 绘 出 了 序列 x[n] 的 101 个 样本 。 因 为 噪声 


分 量 eLn] 的 最 大 振幅 为 v3 ,所 以 不 能 明显 看 到 在 序列 x[n] (周期 为 21 ) 中 的 余弦 分 量 。 











z | 
0 20 40 60 80 100 
采样 点 数 (n) 


图 10. 26 ”如 式 (10. 93 ) 给 出 的 带 有 白 噪声 的 余弦 序列 





OD 注意 到 ,通常 计算 谱 图 时 加 窗 数据 段 随 -的 变化 相互 重 肆 ,在 周期 图 平均 时 尺 通 常 等 于 窗 长 度 或 二 分 之 一 窗 长 度 。 
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图 10.27 KÆ Q = 1024 的 信号 的 平均 周期 图 举例 。 
(b)K=7HL=256(HEÆL/2);(c¢) 


(a) AK L=Q =1024( 只 有 一 段 ) 的 周期 图 ; 
K=31Hb=64;(d)K =127HL= 16 


图 10.27 表示 对 于 幅度 为 1( 因 此 U=1) 并 且 长 度 4=1024,256,64 和 16 的 矩形 窗 功 率 谱 的 平 
均 周 期 图 估计 值 ,在 所 有 情况 下 记录 数据 的 总 长 度 0=1024。 除 了 图 10.27(a) 之 外 , 窗 之 间 有 二 
分 之 一 窗 长 的 重 释 。 图 10.27(a) 是 全 部 记录 数据 的 周期 图 ,图 10.27(b) 一 图 10. 27(d) 分 别 绘 出 
对 于 =7,31 和 127 个 数据 段 的 平均 周期 图 。 在 所 有 的 情况 下 均 用 1024 点 DFT 计算 在 频率 wx = 
2ark/1024 处 的 平均 周期 图 。( 对 于 窗 长 上 < 1024 的 情况 ,在 计算 DFT 之 前 必须 对 加 窗 的 序列 补 
零 ,) 因 此 ,频率 wo =27/21 位 于 DFT 频率 ww =2m x48/1024 和 wws = 27 X 49/1024 之 间 。 

当 利用 这 些 功 率 谐 的 估计 值 来 检测 余 玉 分 量 的 存在 和 /或 频率 时 ,可 以 搜索 谱 估 计 中 的 最 大 
峰 , 并 且 将 它们 的 大 小 与 其 余 的 谱 估计 值 进行 比较 。 利 用 式 (10. 89 ) 和 式 (10. 95 ) ,得 到 在 频率 wo 
处 平均 周期 图 的 期 望 值 为 
AL 3 
<Ef7(w0)} = Ea +o, 
这 样 ,如 果 要 让 由 于 余弦 分 量 造成 的 峰 超出 平均 周期 图 的 变化 量 
Wy LE A LAA >> or. 


(10. 96 ) 


, 则 在 这 种 特殊 的 情况 下 ,必须 选 
这 点 如 图 10.27(a) 所 示 , 其 中 对 于 记录 数据 长 度 @, 应 使 也 尽 可 能 地 大 。 可 


以 看 到 ， A L =1024 使 得 矩形 窗 PARKO EIER EMARE, 因此 能 够 分 辩 开 频率 十 分 
靠近 的 正弦 信和 号。 应当 注意 ,对 于 这 个 例子 的 参数 (4 =0.5,0} =1) R L = 1024 的 情况 ,周期 图 
在 频率 271/21 处 的 普 峰 幅度 值 接近 但 不 等 于 所 期 望 的 值 65。 还 可 以 看 到 ,周期 图 中 幅度 大 于 10 
的 其 他 谱 峰 。 显 然 , 如果 余 弦 信 号 的 振幅 4 只 减 小 一 半 , 很 可 能 它 的 峰 就 与 周期 图 中 的 固有 起 伏 混 


淆 了 。 
已 经 看 到 , 减 小 谱 估 计 方 差 的 可 行 方 法 只 能 是 增 大 信号 的 长 度 。 这 并 不 总 是 可 行 的 ,即使 可 
47 ,数据 越 长 , 则 处 理 的 工作 量 越 大 。 如 果 使 用 较 短 的 窗 函 数 并 且 对 更 多 的 数据 段 进行 平均 , 则 可 
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以 在 保持 记录 数据 长 度 不 变 的 同时 , 减 小 估计 的 起 伏 - 图 10. 27 PAIC) 一 (d) 部 分 说 明了 这 样 做 
的 代价 。 应 注意 ,所 用 的 数据 段 越 多 , 则 谱 估 计 的 方差 就 越 小 ,但 是 根据 式 (10.96), 对 于 余弦 信 
号 , 谱 峰 的 幅 值 也 减 小 . 这样, 再 次 面 对 折 中 处 理 。 如 果 专 门 比 较 图 10.27 的 (a),(b) 和 (c) 部 分 
中 离开 谱 峰 的 高 频 部 分 ,可 以 清楚 地 看 出 , 窗 越 短 谱 估 计 的 方差 越 小 ， 回 想 一 下 , 伪 随 机 噪声 发 生 
器 模型 的 理想 化 功率 谱 是 对 各 频率 均 为 常数 (o: = 1), 在 图 10.27(a) 中 ,当真 实 谱 为 1 时 有 的 品 
声 谱 峰 的 幅度 可 达到 10。 图 10. 27(b) 中 噪声 谱 在 1 上 下 的 起 伏 变 化 不 超过 3 ,而 在 图 10. 27(c) 中 
噪声 谱 在 1 上 下 的 变化 不 超过 0.5。 然 而, 较 短 的 窗 果 数 也 会 减 小 任何 穿 带 分 量 的 峰值 ,并 且 也 降 
低 了 分 辨 十 分 靠近 的 正弦 信号 的 能 力 。 这 种 峰值 的 减 小 在 图 10. 27 中 也 可 清楚 地 看 出 。 另 外 ,如 
果 把 图 10.27(b) 中 的 振幅 4 减 小 一 半 , 则 谱 峰 高 度 约 为 4, 它 与 高 频 区 中 许多 其 他 的 谱 峰 没有 多 少 
区 别 。 图 10.27(¢) 中 车 将 4 减 小 一 半 则 会 使 得 谱 峰 高 度 约 为 1. 25 ,此 时 无 法 将 它 与 估计 中 的 其 他 
谱 峰 加 以 区 别 。 在 图 10. 27(d) 中 窗 的 长 度 已 非常 短 , 这 样 显著 减 小 了 谱 估 计 的 起 伏 , 但 是 ,对 于 余 
弦 信 号 的 谱 峰 则 变 得 很 宽 且 即使 当 4 =0. 5 时 也 只 能 勉强 超过 噪声 。 窗 长 度 的 任何 减 小 都 将 导致 
由 于 来 自负 频率 分 量 的 谱 汇 漏 而 造成 在 低频 区 没有 显著 的 谱 峰 

这 个 例子 证 实 ,平均 周期 图 提供 了 一 种 在 谱 估计 分 辨 率 和 降低 方差 之 间 进 行 折 中 的 直截了当 
的 方法 。 虽 然 这 个 例子 的 主题 是 噪声 中 正弦 信号 的 检测 ,但 是 平均 周期 图 也 可 以 用 于 信和 号 建 模 。 
图 10. 27 所 示 的 谱 估 计 结 果 清 楚 地 表明 , 形 如 式 (10.93 ) 的 信号 模型 以 及 该 模型 的 大 多 数 参数 都 能 
够 从 平均 周期 图 功率 谱 的 估计 中 估计 出 来 


10.6 利用 自 相 关 序 列 估计 的 随机 信号 谱 分 析 


10. 5 节 研 究 了 将 周期 图 作为 随机 信号 功率 谱 的 一 种 直接 估计 方法 。 周 期 图 或 平均 周期 图 作 
为 一 种 直接 估计 方法 ,是 在 可 以 直接 求 出 随机 信号 样本 的 傅 里 叶 变 换 的 意义 上 来 说 的 。 另 一 种 方 
法 是 根据 功率 谱 是 自 相关 函数 的 傅 里 叶 变 换 这 一 事实 ,首先 对 有 限 组 延迟 - Mm <M RHF A 
相关 函数 $,,[ mj] ,然后 在 计算 这 个 估计 值 的 傅 里 叶 变 换 前 应 用 窗 函 数 w.[ m] 。 这 一 功率 谱 估计 的 
方法 通常 叫做 Blackman-Tukey 方法 ( UL Blackman and Tukey ,1958 ) 。 本 节 将 揭示 这 种 方法 的 一 些 
重要 特性 ,并 说 明 如 何 用 DFT 去 实现 它 

像 以 前 一 样 ,假设 已 知 一 随机 信号 的 一 段 有 限 记 录 。 这 自序 列 记 为 


加 x(n], O<n <Q-1 
v[n| = | 其 他 (10. 97) 
考虑 自 相 关 序 列 的 估计 为 
xim] = pelt (10. 98a) 
其 中 ,由 于 Git —m | =c,,[m] , 
Q-1 got 
l _ = x[n]x[a + |m|]. m| < @-1 
cuvlm] = 2 v[nju[n +m] = on? (10. 98b) 
n= : 0 


则 对 应 于 x[n IVE BaP UES KEA Q) ASAE FD ASE PH BC. 
为 了 确定 自 相关 序列 这 种 估计 的 性 质 , 下 面 研究 随机 变量 oa [mj] 的 均值 和 方差 。 从 
式 (10.98a) 和 式 (10.98b) 可 得 


O-|m\—| Q-—|m|-1 


Elĝulmh => JO Elxtadin+ imi} =— D> elm] (10. 99) 


n=0 n=0 
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并 且 因为 平稳 随机 过 程 palm] n ER, 


Q —|m| 
El{dxxlm]} = | ( Q ) dot aj: AOI 
0 . 





其 他 


由 式 (10. 100) 可 以 看 出 ,因为 e1$..[m] | 不 等 于 $.[m] ,所 以 $,[m] 是 中 .[m] 的 有 偏 估计 ， 
但 是 车 | m | <0, 则 偏差 很 小 。 还 可 以 看 出 ,对 于 |m | <Q -1, 自 相关 序列 的 一 种 无 偏 估计 器 是 


bxx[m] = (=) cwlm] (10. 101) 


也 就 是 说 ,如 果 用 滞后 乘积 的 求 和 中 非 零 项 的 个 数 , 而 不 是 用 数据 记录 中 全 部 样本 的 个 数 来 除 , 则 
该 估计 需 就 是 无 偶 的 

即使 进行 了 使 问题 简化 的 假设 , 自 相关 函数 估计 的 方差 仍然 是 很 难 计算 的 。 但 是 对 于 $,[m] 和 
Lm] 的 方差 近似 计算 式 可 以 在 Jenkins and Watts (1968) 中 找到 。 为 了 达到 这 里 的 目的 ,观察 
式 (10.98b) 就 足够 了 ,可 以 看 出 当 |m | 接近 于 Q 时 ,在 自 相 关 估 计 的 计算 中 涉及 x[ nj] 的 样本 越 来 越 
少 ,因此 可 以 预计 自 相 关 估 计 的 方差 将 随 着 | m | 的 增 大 而 增加 。 在 周期 图 的 情况 下 ,这 种 增加 的 方 
差 影响 到 所 有 频率 处 的 谱 估计 值 ,因为 在 周期 图 的 计算 中 隐 含 地 涉及 全 部 自 相 关 滞 后 值 。 但 是 在 用 
显 式 计算 自 相 关 估 计时 ,可 以 自由 选择 包括 在 功率 谱 估 计 中 的 那些 相关 滞后 值 。 因 此 ,定义 功率 谱 估计 

M-1 
S(w) = 5 dyx{m|w,[m]e I2" (10. 102) 
m=—(M—1) 

式 中 w[m|] 是 一 个 长 为 (2M -1) 的 对 称 窗 , 它 加 在 估计 出 的 自 相 关 函 数 上 。 当 xl nj 为 实数 时 ,要 
求 自 相 关 序 列 和 窗 的 乘积 是 一 个 偶 序 列 , 以 使 功率 谱 估 计 为 w 的 实 偶 函 数 ,所 以 相关 窗 必 须 是 一 
个 偶 序列 。 通 过 限制 相关 窗 的 长 度 使 M << 0 ,这样 就 只 包括 那些 方差 小 的 自 相 关 估 计 值 。 

在 频 域 最 容易 理解 对 自 相 关 序 列 加 窗 来 减少 功率 谱 估 计 的 方差 的 机 理 。 由 式 (10. 68) , 
式 (10.69) FZK(10. 98b) 44, MF O<n<(Q-1) AK wln] =1, 即 一 个 矩形 窗 , 周 期 图 就 是 自 


相关 估计 中, [m] 的 傅 里 叶 变 换 , 也 就 是 


2 1 FE 1 i > 
prrlml] = — Cwm] < — Vie!”) i I( ) 


因此 ,根据 式 (10. 102) ,由 由 ,[ mo] 加 窗 所 得 出 的 谱 估 计 值 是 如 下 形式 的 卷 积 ; 


1 T 
sw= 云 | 1(9)W. (el ) do (10. 104) 
2 


从 式 (10. 104) 可 以 看 到 ,把 窗 w,[ mj] 加 在 自 相关 估计 上 的 影响 是 ,将 周期 图 与 自 相关 窗 的 傅 里 叶 
变换 进行 卷 积 。 这 将 有 平滑 周期 图 谱 估 计 剧 烈 起 伏 的 作用 。 相 关 窗 越 短 , 谱 估 计 越 滑 ,反之 亦 然 。 

功率 谱 P,(w) 是 一 个 频率 的 非 负 隐 数 ,根据 定义 ,周期 图 和 平均 周期 图 自动 具有 这 种 性 质 。 
可 是 ,由 式 (10. 104) 显 而 易 见 ,对 于 5S(w) , 非 负 性 是 不 能 保证 的 ,除非 进一步 增加 条 件 


W.(e)”) > 0, —n<w<n (10. 105) 


三 角形 (Barlett) 窗 的 傅 里 叶 变 换 可 以 满足 这 个 条 件 ,但 是 矩形 窗 Hanning 窗 (Hamming 窗 和 Kaiser 窗 
则 不 满足 该 条 件 。 所 以 ,虽然 后 面 的 这 些 窗 具 有 比 三 角形 和 窗 更 低 的 旁 流 , 但 是 谱 的 泄漏 可 能 造成 在 
谱 的 小 幅 值 范围 内 出 现 负 的 谱 估 计 值 。 

平滑 周期 图 的 期 望 值 为 
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M-I 
E{S(w)} = a EIO [m]}w.[m]e Ie" 
m=—(M-1) 
= (10. 106) 
z 2 Pxxlm| (=) welmje 10” 
m=—(M-1) Q 
若 O>M, WIESE (10. 106) 中 可 以 忽略 (0O - |m | )/Q 项 ,从 而 得 到 
M-1 | 
ELS) = 2 rmjuclme te" = 5 | Pi We WM) (10. 107) 
m=—(M—1) _ 元 


因此 ,加 窗 的 自 相关 估计 会 导致 功率 谱 的 有 偏 估 计 。 正 如 平均 周期 图 那样 ,在 谱 的 分 辨 率 与 减 小 谱 
估计 的 方差 之 间 进 行 折 中 是 可 能 的 。 假 设 数 据 记 录 的 长 度 固定 , 若 愿 意 接受 对 于 靠近 的 窄带 谱 分 
量 有 较 低 的 分 辩 率 , 则 可 以 得 到 较 小 的 方差 ,或 者 , 若 能 够 接受 较 大 的 方差 , 则 可 以 得 到 较 高 的 分 辩 
率 。 如 果 可 以 较 长 时 间 地 随意 观察 信号 ( 即 增加 数据 记录 的 长 度 Q) , 则 可 以 同时 改善 分 辨 率 和 方 
差 。 若 相关 窗 是 归 一 化 的 , 即 

= | Wilel®)dw = 1 = w,[0] (10. 108 ) 
则 谱 佑 计 SCo) 是 渐 近 无 偏 的 。 在 这 种 归 一 化 下 , 随 着 0 与 相关 窗 长 度 的 同时 增加 ,相关 窗 的 傅 里 
叶 变 换 接近 于 一 个 周期 脉冲 串 ,并 且 式 (10. 107) 的 卷 积 将 会 与 P,,(w) 相 同 。 

已 经 证 明 ( 见 Jenkins and Watts ,1968 ) ,S(w) 的 方差 为 如 下 形式 


M-1 


var[S(w)] > 2 XO wim | Po) (10. 109) 
2 m=—(M—1) 

比较 式 (10. 109 ) 与 周期 图 在 式 (10. 80) 中 的 相应 结果 可 以 得 出 结论 :要 减 小 谱 估 计 的 方差 ,应 当选 

择 M 和 尽量 满足 式 (10. 105 ) 条件 的 窗 的 形状 ,使 得 因子 


1 M-\ 
6 >D “am (10. 110) 


m=—(M-—1) 
尽 可 能 地 小 。 习 题 10. 37 涉及 计算 几 种 常用 窗 的 这 一 方差 缩减 因子 。 
根据 自 相关 函数 佑 计 的 傅 里 叶 变 换 来 佑 计 功 率 谱 相 对 于 平均 周期 图 法 来 说 是 另 一 种 很 好 的 方 
法 。 这 并 不 是 说 它 在 任何 一 般 的 意义 上 都 好 ,这 种 方法 只 是 具有 不 同 的 特点 ,并 且 有 不 同 的 实现 方 
式 。 在 一 些 场 合 , 可 能 希望 同时 计算 自 相 关 序 列 和 功率 谱 的 估计 ,在 这 种 情况 下 应 当 很 自然 地 使 用 
本 节 的 方法 。 习 题 10. 43 讨论 了 由 平均 周期 图 确定 自 相关 估计 的 问题 。 
10.6.1 利用 DFT 计算 相关 函数 和 功率 谱 估 计 
正在 研究 的 功率 谱 估 计 方 法 需要 求 自 相关 估计 
O-—|m|-1 


bsxlm] = 5 $O alakin + lml] (10. 111) 


n=0 


其 中 |m| <M-1, HH d.[ -m] = [m], MIRRE) m 的 非 负 值 , 即 0<m<M-1 来 计算 





D 更 准确 地 说 ,可 以 定义 一 个 有 效 的 相关 窗 w,[m] =w, |m) (Q -Iml )/Q 
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式 (10.111) 。 如 果 观 察 到 4$,,[m] 是 有 限 长 序列 x[n] 和 x[ -nj 的 非 周 期 离散 卷 积 , 则 可 以 方便 地 
使 用 DFT 及 其 相关 的 快速 算法 来 计算 bu lm] 若 计 算出 x[n] 的 NN 点 DET X[k], HARA 
X*[k], 可 得 | X[k] | , 它 相 当 于 有 限 长 序列 x[n] 和 x[(( 一 n)) |] 的 循环 卷 积 , 即 循环 自 相关 
正如 8.7 节 中 的 讨论 所 指出 并 在 习题 10. 34 中 所 得 出 的 ,用 值 为 零 的 样本 加 长 序列 x[ nj ,并 使 循 
Ye AAS £E LX fa] O<Sm <M -1 上 等 于 所 要 求 的 非 周 期 自 相 关 应 当 是 可 能 的 

要 想 知 道 对 于 DFT 如 何 来 选取 N, 来 研究 一 下 图 10. 28。 图 10. 28(a) 绘 出 了 m 取 某 一 个 正 值 
时 的 两 个 序列 x[n] 和 x[n+m]， 图 10.28(b) 绘 出 了 在 与 1X[k] | 相对 应 的 循环 自 相 关中 所 涉及 
的 序列 x[nj] 和 x[((n+m)),|]， 显然 ,如 果 当 0<m<M -1 rart r ,] 不 卷 绕 并 且 与 x[m] 


BS WME He O<m<M -1 将 等 于 Qp. [m]. 由 图 10.28(b) 可 知 ,无 论 N-(M-1)zz 
Q 还 是 N=Q+M -1, 都 属于 这 种 情况 








x[n +n] ya sta xien 
mee fiin, 0 N n 
Q-l- = Q-1-m Í N- m 
(a) (b) 


图 10.28 循环 自 相 关 的 计算 。(a) 长 为 @ 的 有 限 长 序列 x[n] 和 
xL n+mj];(b) 加 在 循环 相关 中 的 x| n] 和 x[ ( (n+m)),] 


总 之 ,可 以 用 如 下 步 又 来 计算 对 于 0 大 ms -1 H palm]: 
(1) FACM -1) 个 零 样本 加 长 xLn] 形 成 一 个 NN 点 序列 。 
(2) 计算 入 点 DFT 
N 一 | 
X[k] = Yo fa je Hm k=0.1. =. N—1 
n=0) 
(3) 计算 
[XK] = X[KIX*Ik]. 大 一 0.1.….N-1 
(4) He IX k] | 89 IDFT 得 
一 | 
= [X[k] ei rN km, m =0.1, =, N1 
k=0 


(5) 用 Q 除 所 得 序列 ,得 到 自 相 关 估 计 


A 1. 
prrlm] = oolnl, m=0,1..… ,M1 


这 是 所 要 求 的 自 相 关 值 的 集合 ,对 于 负 的 m 值 它 可 以 对 称 地 进行 延 拓 。 
i M 很 小 , 则 简单 地 直接 计算 式 (10.111) 还 是 比较 有 效 的 。 在 这 种 情况 下 ,全 部 计算 量 与 
Q xM 成 正比 。 可 是 ,如 果 用 第 9 章 中 讨论 过 的 FFT 算法 并 取 N=0+M-1 来 计算 这 一 步骤 中 的 
DFT, 则 全 部 计算 量 近 似 地 与 NlogyN(N 为 2 的 短 ) 成 正比 。 因 此 ,对 于 充分 大 的 M 值 ,利用 EFT HE 
直接 计算 式 (10. 111) 更 有 效 。 得失 相当 的 准确 M 值 将 取决 于 DFT 计算 的 具体 实现 方式 ,但 是 ,如 
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由 Stockham(1966) 所 证 明 的 那样 ,这 个 值 很 可 能 小 于 M=100， 

应 当 记 得 ,为 了 减 小 自 相 关 序 列 或 者 由 其 估计 出 的 功率 谱 的 估计 方差 ,必须 用 大 的 记录 长 度 0 
值 。 然 而 ,由 于 计算 机 有 着 很 大 的 内 存 和 快速 的 处 理 器 ,这 一 点 一 般 也 不 成 问题 。 但 是 ,由 于 以 通 
常 比 0 小 得 多 ,此 时 可 以 用 类 似 于 8.7.3 节 所 讨论 过 的 ,对 一 个 有 限 长 脉冲 响应 和 一 个 长 度 不 定 的 
输入 序列 进行 卷 积 所 用 的 方法 ,对 序列 x[ nj] 分 段 。，Rader(1970) 曾 提出 一 种 特别 有 效 且 灵 活 的 方 
法 ,该 方法 利用 了 许多 实 序列 的 DFT 的 性 质 以 减少 所 需要 的 计算 量 。 这 一 方法 的 推导 是 习题 
10. 44 的 基本 内 容 。 

一 旦 计算 出 自 相 关 估 计 , 通 过 构造 有 限 长 序列 

dy {m|w,{m]. O<m<M-1 
slm] = 0. M<m<N-—-M (10. 112) 
dyx|N —m|w.[N—m]. N-M+1<m<N-1 
式 中 w,[m] 是 对 称 相关 窗 , 就 能 够 计算 在 频率 wo, =2mAN 处 的 功率 谱 估计 SCo) 的 样本 。 因 此 
sim] 的 DFT 为 
S[k] = Sl@)lu=2rk/ N- k=0.1,°+,N-1 (10. 113) 
其 中 S(w) 是 如 式 (10. 102) 所 定义 的 加 窗 自 相关 序列 的 傅 里 叶 变换 。 注 意 ,只 要 方便 和 可 能 ,应 选 
取 尽 可 能 大 的 入 ,这 样 可 以 得 到 S(w) 在 相互 十 分 靠近 的 频率 处 的 样本 。 但 是 ,频率 分 辨 率 总 是 由 
fal w, | mj] 的 长 度 和 形状 所 决定 的 


10. 6.2 以 自 相关 序列 的 估计 为 基础 的 功率 谱 估 计 举 例 


第 4 章 曾 假设 由 量化 引入 的 误差 是 一 个 白 噪声 随机 过 程 。 可 以 利用 本 节 的 方法 通过 估计 量化 
噪声 的 自 相 关 序 列 和 网 4. 60 所 示 的 功率 谱 来 检验 这 个 假设 的 正确 性 。 本 节 将 给 出 通过 估计 自 相 
关 序 列 和 功率 谱 来 研究 量化 品 声 性 质 的 例子 。 这 将 加 强 对 白 噪声 模型 的 自信 ,同时 指出 功率 谱 佑 
计 的 一 些 方 面 的 实际 应 用 。 

考虑 图 10. 29 中 所 描述 的 实验 。 以 16 kHz 的 采样 率 对 经 过 低 通 滤波 后 的 语音 信号 x,(1) 进行 
采样 ,得 到 一 个 如 图 10.21 所 示 的 样本 序列 x[ rj], 首先 用 一 个 10 比特 的 线性 量化 器 (8 =9) 对 
这 些 样本 量化 ,并 且 计 算 相应 的 误差 序列 e[ nj =Ql xia] -xLn]。 图 10.30 中 的 第 一 条 和 第 三 条 
线 绘 出 了 2000 个 接续 的 语音 信号 样本 ,第 二 条 和 第 四 条 线 绘 出 了 相应 的 量化 误差 序列 。 对 这 两 幅 
图 的 观察 和 比较 可 以 加 强 对 前 面 所 采用 的 模型 的 信念 , 即 在 -2-"*" <e[n]< 2 “范围 内 噪声 
近似 为 随机 的 。 但 是 这 种 量化 观察 明显 具有 误导 性 。 量 化 噪声 谱 的 平坦 性 只 有 通过 估计 量化 噪声 
el nj 的 功率 谱 才 能 得 以 证 实 。 

图 10. 31 表示 对 于 长 度 为 0 =3000 个 样本 的 
记录 的 归 一 化 自 相 关 和 功率 谱 的 估计 ,根据 
式 (10.98a) 和 式 (10. 98b) 在 延迟 | m | <100 的 范 
围 内 计算 归 一 化 自 相 关 的 估计 . 估计 结果 如 图 10. 29 ”获得 量化 噪声 序列 的 过 程 
图 10.31(a) 所 示 。 在 这 个 范围 内 , 除 $[0] =3.17x107 外, -1.45 x10 *<d[m] <1.39 x10., 归 

-化 目 相 关 估计 表明 噪声 序列 的 点 对 点 自 相 关 非 常 低 。 归 一 化 自 相 关 的 结果 是 与 WM =100 Ail M =50 


的 Bartlett 窗 的 乘积 。 窗 函数 与 olm] RA RRER 10.31 中 (两 个 窗 函 数 经 过 缩放 使 得 可 以 显示 


x[a] 


Oln]] + 









e[n] 








D 虽然 AZD 转换 器 已 将 样本 量化 到 12 FF, MAKEA H Gh A BE PE AS A EE R EAKA | BL 
声 三 加 到 样本 点 上 ， 假设 这 些 样本 是 没 经 量化 的 , 即 认为 相对 于 随后 讨论 中 使 用 的 量化 .这 些 12 比特 的 样本 点 是 没 经 量化 的 
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在 同一 幅 图 里 面 ) ,相应 的 谱 估计 按照 10. 6. 1 节 所 讨论 的 方法 计算 显示 于 图 10. 31(b)。 


T T T T T T T T T 




















1 1 L 1 1 1 1 1 


0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 
采样 序号 





图 10. 30 (第 一 条 和 第 三 条 线 ) 语 音波 形 和 (第 二 条 和 第 四 条 线 ) 对 应 的 10 比特 量化 噪声 (放大 2° 
倍 ) ,每 条 线 相 应 于 1000 个 连续 的 样本 ,为 了 作 图 方便 起 见 将 它们 用 直线 连接 起 来 


x107 





























-68 l Lo 1 = 1 上 1 
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 
频率 (Hz) 











图 10.31 (a) 对 于 10 比特 量化 噪声 的 归 一 化 自 相 关 估 计 , |m | <100, 记 录 长 度 0 =3000; 
(b) H] M =100 #1 M =50 的 Bartlett 窗 时 的 功率 谱 估 计 [ 虚线 显示 幅度 10log,, (2-"*/12)] 
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如 图 10.31(b) 所 示 ,M = 100 时 Blackman-Tukey 谱 估计 (连续 细 线 ) 在 图 中 位 于 功率 谱 10log,, 
(2-*/12) = -64.98dB(B=9 时 白 噪 声 的 归 一 化 功率 谱 值 ex =2 /12) 处 的 虚线 上 下 十 分 无 规则 地 
起 伏 。 粗 线 对 应 于 M =50 WIR, MEI 10. 31(b) 中 可 以 看 到 ,对 于 所 有 频率 , 谱 估 计 都 在 近似 B+ 
1 =10 的 白 品 声 的 +2 dB 范围 内 。 正 如 10.6 节 中 讨论 的 , 窗 长 度 越 短 ,由 于 频率 分 辩 率 越 低 ,导致 方 
差 越 小 , 谱 估 计 越 平滑 。 因 此 ,再 次 促使 我 们 相信 , 白 品 声 模 型 对 于 这 种 量化 情况 是 合适 的 。 

虽然 已 经 定量 地 计算 出 自 相 关 和 功率 谱 的 估计 ,但 是 对 于 这 些 量 的 解释 还 只 是 定性 的 。 现 在 有 
理由 提出 问题 , 若 e[ 中 确定 一 个 白 噪 声 过 程 ,那么 自 相 关 应 当 多 小 ? 为 了 给 出 这 类 问题 的 定量 答案 ， 
应 当 计 算 估 计 值 的 置信 和 区间, 并 且 利 用 统计 判决 理论 [ 对 于 一 些 白 品 声 的 检测 问题 可 参阅 Jenkins and 
Watts(1968) ] 。 然 而 在 许多 情况 下 ,这 种 附加 的 统计 处 理 是 不 必要 的 。 一 种 通常 可 行 的 处 理 方法 是 ， 
只 要 观察 到 在 除 m =0 以 外 的 其 他 各 处 , 归 一 化 自 相 关 均 很 小 ,就 可 以 令 人 十 分 放心 和 满意 了 。 

本 章 最 重要 的 结论 之 一 是 ,如 果 增 加 记录 长 度 , 则 平稳 随机 过 程 的 自 相 关 和 功率 谱 估计 应 当 得 
到 改善 。 图 10. 32 就 说 明了 这 一 点 , 它 与 图 10. 31 相对 应 ,只 是 将 Q 增加 到 30000 个 样本 。 回 想 一 
下 , 自 相 关 估 计 的 方差 正比 于 1/0。 因 此 ,0Q 从 3000 增加 到 30 000 应 当 使 估计 方差 减 小 大 约 10 
倍 。 比 较 图 10.31(a) 和 图 10.32(a) 就 可 证 明 这 一 结果 。QO = 3000 时 ,估计 值 落 在 1.45 x107 < 
plm] <1.39 x10 环 的 范围 内 ,而 当 Q@=30000 时 ,估计 值 落 在 -4.5x10”<$[m] <4. 15 x 10? 
的 范围 内 。 比 较 当 Q =3000 Al Q =30000 时 估计 值 的 变化 范围 表明 ,正如 所 预料 的 ,估计 值 的 方差 
减 小 了 10 FO 根据 式 (10. 110) 也 可 预见 , 谱 估 计 的 方差 会 有 类 似 的 减 小 。 分 别 比较 图 10.31(b) 


x107 
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图 10.32 (a) 对 于 10 比特 量化 噪声 的 归 一 化 自 相 关 估 计 , 记 录 长 度 0 =30000; 
(b) FAM = LOO #1M =50 的 Blackman-Tukey 窗 时 的 功率 谱 估 计 





© 方差 减 小 10 倍 相当 于 幅度 上 减 小 V10 =3. 16 倍 。 
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与 图 10. 32(b) ,这 一 点 也 显然 可 见 。( 必须 注意 ,两 组 图 中 所 用 比例 不 同 ) 在 记录 长 度 较 长 的 情况 
下 ,和 白 噪声 近似 谱 幅 度 的 方差 仅 为 上 0.5dB。 注意 到 在 图 10. 32(b) 中 谱 估 计 方 差 和 分 辨 率 的 折 中 。 

第 4 章 曾 表明 ,只 要 量化 台阶 很 小 , 白 噪 声 模型 就 是 合理 的 。 当 比特 数 很 小 时 ,这 个 条 件 就 不 
满足 了 。 为 了 观察 对 量化 噪声 谱 的 影响 , 现 只 用 16 个 量化 阶 或 4 比特 来 重复 前 面 的 实验 。 
图 10. 33 表示 语音 波形 和 进行 4 比特 量化 时 的 量化 误差 。 注意 ,部 分 误差 波形 看 上 去 非常 像 原 来 
的 语音 波形 。 可 以 预料 到 ,这 一 点 将 反映 在 功率 谱 的 估计 中 。 
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图 10.33 (第 一 条 和 第 三 条 线 ) 语 音波 形 和 (第 二 条 和 第 四 条 线 ) 对 应 的 4 比特 量化 品 声 (放大 2” 
倍 ) ,每 条 线 相 应 于 1000 个 连续 的 样本 ,为 了 作 图 方便 起 见 将 它们 用 直线 连接 起 来 


图 10. 34 表示 ,对 于 30000 个 样本 的 记录 长 度 ,4 比特 量化 时 误差 序列 的 自 相 关 和 功率 谱 估 
计 。 在 这 种 情况 下 ,由 图 10.34(a) 所 示 的 自 相 关 与 理想 的 白 噪声 自 相 关 序 列 相 距 甚 远 。 考 虑 到 
图 10. 33 中 信号 与 品 声 的 自 相 关 , 这 一 结果 显然 在 意料 之 中 。 图 10. 34(b) 表 示 对 于 Bartlett 窗 ,分 
别 取 M =100 及 M =50 时 的 功率 谱 佑 计 ， 很 明显 ,尽管 大 体 幅 度 与 平均 噪声 功率 一 致 ,但 谱 不 是 平 
坦 的 。 事 实 上 , 它 趋向 于 具有 通常 语音 谱 的 形状 。 因 此 ,在 这 种 情况 下 ,对 于 量化 噪声 的 白 噪 声 模 
型 只 能 看 作 相当 粗糙 的 近似 。 

本 节 的 例子 说 明了 自 相 关 和 功率 谱 的 估计 如 何 用 于 理论 化 模型 中 。 特 别 是 ,已 经 表明 第 4 章 
中 的 一 些 基 本 假设 的 有 效 性 ,并且 已 指出 对 于 很 粗糙 的 量化 这 些 假设 为 何 失效 。 这 只 是 一 个 比较 
简单 但 很 有 用 的 例子 , 它 说 明 本 章 的 方法 为 何 经 常 在 实际 中 被 采用 。 


10.6.3 语音 的 功率 谱 估计 


前 面 已 经 看 到 ,由 于 依 时 传 里 叶 变 换 可 以 追踪 时 间 变 化 的 特性 ,使 其 非常 适用 于 对 语音 信号 的 
表示 。 但 是 在 某 些 情况 下 ,不 同 的 表示 方法 也 是 有 必要 的 。 尤 其 是 尽管 图 10.21 中 的 语音 波形 如 
其 在 图 10. 22 中 依 时 傅 里 叶 变 换 中 显示 的 在 时 间 上 变化 很 大 ,但 仍然 可 以 假设 它 是 平稳 随机 信号 
并 对 其 进行 长 时 间 内 的 谱 分 析 。 这 些 方法 通常 在 比 语音 变化 时 间 长 得 多 的 时 间 内 应 用 。 因 此 可 以 
得 到 一 般 化 的 谱 形状 ,这 在 设计 语音 编码 和 确定 语音 传输 所 需要 的 带宽 时 非常 有 用 
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图 10.34 (a) 对 于 4 比特 量化 噪声 的 归 一 化 自 相关 估计 ,记录 长 度 Q=30000;(b) H M =100 Fil M = 
50 的 Bartlett 窗 Blackman-Tukey 方法 进行 的 功率 谱 估 计 [ 虚线 显示 幅度 1Olog,,(2~°/12) | 


图 10. 35 所 示 为 用 Blackman-Tukey 方法 对 语音 信号 进行 功率 谱 估 计 的 例子 。 图 10.35(a ) 为 
图 10. 21 的 语音 信号 Q =30000 个 样本 点 的 自 相 关 序 列 序列 ,和 长 度 为 2M +1=101 的 Bartlett 窗 
与 Hamming 窗 。 图 10. 35(b) 为 相应 的 功率 谱 佑 计 。 两 个 估计 大 体 相近 ,但 细节 上 相差 很 大 。 这 是 
由 窗 函 数 的 DTFT 特性 造成 的 。 两 个 估计 的 主 汶 宽 度 都 为 Awn =8mw/M, 但 是 它们 的 旁 久 有 很 大 区 
别 。Bartlett 窗 的 旁 为 严格 非 负 ,而 对称 的 Hamming 窗 ( $e 9 LE Bartlett 窗 小 ) 在 有 些 频率 处 为 负 . 
这 一 不 同 在 用 周期 图 进行 自 相 关 佑 计时 将 产生 很 大 区 别 。 

Bartlett 窗 保证 所 有 频率 处 的 功率 谱 非 负 , 但 是 Hamming 窗 不 能 保证 。 尤 其 是 在 周期 图 快速 变 
化 的 区 域 , 相 邻 频率 可 以 相互 抵消 或 干涉 处 ,这 一 区 别 对 旁 光 的 影响 尤为 重要 ,图 10.35(b) 中 的 
点 表明 谱 估 计 为 负 时 的 频率 。 当 用 dB 尺度 画图 时 ,必须 对 负 的 估计 取 绝 对 值 。 因 此 Bartlett 窗 与 
Hamming 窗 有 相同 的 主办 宽度 , Bartlett 窗 的 正 的 劳 流 填 充 于 负 的 频率 处 ,而 Hamming ef Se RE EAE 
频率 上 的 泄露 更 小 ,但 是 由 于 正 的 旁 淤 与 负 的 旁 锥 相 互 交 赫 导致 有 产生 负 的 谱 估计 的 危险 。 

用 10. 5. 3 节 中 讨论 的 平均 周期 图 法 进行 谱 估 计时 ,Hamming 窗 ( 或 其 他 窗 如 Kaiser 窗 ) 将 不 会 
再 有 产生 负 的 估计 值 的 危险 。 由 于 正 的 周期 图 被 取 平 均 , 因 此 保证 了 估计 值 为 正 。 图 10. 36 为 使 
用 Welch 的 修正 的 平均 周期 图 法 ,与 使 用 Blackman-Tukey 估计 方法 的 图 10.35(b) 进 行 了 对 比 。 虚 
线 是 Welch fit. 注意 到 它 的 大 体形 状 与 另外 两 种 估计 相同 ,但 在 高 频 部 分 有 很 大 区 别 ,antialias- 
ing 滤波 需 的 高 频 响 应 导致 语音 信号 的 谱 估计 很 小 。 由 于 平均 周期 图 法 在 宽 的 动态 范围 内 可 以 得 
到 稳定 的 分 辩 率 的 优越 性 ,以 及 利用 DFT 易于 实现 的 特性 ,平均 周期 图 法 被 广泛 应 用 于 很 多 谱 估 
计 的 实际 应 用 中 。 

图 10. 36 中 的 所 有 谱 估计 表明 语音 信号 在 500 Hz 以 下 有 一 个 峰值 ,然后 在 频率 升 至 6kHz 时 
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图 10.35 (a) 图 10.21 中 语音 信号 的 自 相 关 , 记 录 长 度 0=30000;(b) M=50 时 的 
Bartlett 窗 ( 粗 线 ) 和 Hamming 窗 ( 细 线 ) 用 Blackman-Tukey 方 法 进行 的 谱 估 计 
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K] 10.36 MM=50 的 Bartlett Pi ( H1Z¥ ) Hamming 窗 ( 细 线 ) 用 Blackman-Tukey 方法 得 到 的 
功率 谱 估 计 , 虚 线 是 M =50 的 Hamming 窗 用 平均 周期 图 法 得 到 的 功率 谱 估计 
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下 降 30 ~ 40 dB. 3 一 5kHz 之 间 的 几 个 突出 峰值 是 由 不 随时 间 变 化 的 更 高 的 声带 谐振 点 造成 的 ， 
不 同 的 说 话 者 或 不 同 的 语音 材料 可 以 产生 不 同 的 谱 估计 ,但 谱 估计 的 大 体 特 性 与 图 10. 36 相似 。 


10.7 小 结 


在 信号 处 理 中 ,重要 的 应 用 领域 之 一 是 信号 的 谱 分 析 。 由 于 FFT 在 计算 上 的 高 效率 ,连续 时 
间或 离散 时 间 信 号 谱 分 析 的 许多 技术 都 直接 或 间接 地 利用 了 DFT。 本 章 揭示 和 说 明了 这 些 技术 中 
的 一 部 分 ， 

通过 分 析 正 弦 信号 的 诸多 方面 ,能 够 最 透彻 地 理解 与 谱 分 析 有 关 的 许多 问题 。 由 于 利用 DFT 
需要 有 限 长 信号 ,所 以 在 分 析 之 前 必须 加 窗 。 对 于 正弦 信号 ,在 DFT 中 观察 到 的 谱 峰 宽度 与 窗 长 
有 关 , 随 着 窗 长 度 增加 , 谱 峰 将 会 变 尖 。 因 此 , 随 着 窗 变 短 ,在 谱 估 计 中 分 辨 相互 靠近 的 正弦 信号 的 
能 力 将 变 差 。 另 外 ,由 于 使 用 DFT 而 造成 在 谱 分 析 中 所 固有 的 独特 影响 与 谱 的 采样 有 关 。 有 具体 地 
讲 , 因 为 只 有 在 那些 采样 频率 处 才能 计算 谱 , 所 以 车 在 结果 分 析 中 不 仔细 , 则 所 观察 到 的 谱 可 能 促 
使 得 出 错误 的 结论 。 例 如 ,频谱 中 的 一 些 重要 特性 可 能 在 采样 的 频谱 中 没有 直接 显露 出 来 。 为 了 
避免 这 一 点 ,可 以 用 以 下 两 种 方法 中 的 任何 一 种 来 增加 DFT 的 长 度 , 从 而 减 小 谱 样 本 间 的 间距 :一 
种 方法 是 增加 DFT 长 度 上 且 保 持 窗 长 度 不 变 (需要 对 加 窗 序列 补 零 ) 。 这 种 方法 并 不 能 提高 分 辩 率 。 
第 二 种 方法 是 同时 增加 窗 长 度 和 DFT 长 度 。 在 这 种 情况 下 谱 样本 的 间隔 减 小 且 分 辨 十 分 靠近 的 
正 弱 分 量 的 能 力 提高 。 

在 平稳 数据 的 谱 分 析 中 增加 窗 的 长 度 和 提高 分 辩 率 一 般 是 有 益 的 ;而 对 于 时 变数 据 , 通 常 
总 希望 保持 窗 的 长 度 足够 短 ,以 使 在 窗 的 持续 时 间 内 信号 的 特性 近似 平稳 。 这 就 导致 提出 了 依 
时 傅 里 时 变换 的 概念 ,实际 上 它 就 是 当 信和 号 序列 滑动 通过 一 有 限 长 的 窗 时 所 得 到 的 一 列 傅 里 叶 
变换 。 对 依 时 傅 里 叶 变 换 的 一 种 普遍 而 有 用 的 解释 是 ,将 它 作 为 一 组 滤波 器 ,每 个 滤波 器 的 频 
率 响 应 均 对 应 于 窗 的 傅 里 叶 变 换 , 其 中 心 频 率 平移 到 一 个 DFT 的 频率 处 。 依 时 傅 里 叶 变 换 无 论 
是 在 信号 滤波 中 作为 一 个 中 间 步 又 ,还 是 用 来 分 析 和 解释 如 语音 和 雷达 信和 号 之 类 的 时 变 信和 号 ， 
都 有 重要 的 作用 。 非 平稳 信号 的 谱 分 析 一 般 涉及 在 时 间 分 辩 率 和 频率 分 辨 率 之 间 的 折 中 。 具 
体 地 ,在 时 间 上 跟踪 谱 特 征 的 能 力 随 着 分 析 窗 长 度 的 减 小 而 增强 。 但 是 ,分 析 窗 越 短 将 使 得 频 
率 分 辨 率 越 差 。 

在 平稳 随机 信号 的 分 析 中 ,DFT 也 起 着 重要 的 作用 。 估 计 随 机 信号 功率 谱 的 一 种 直观 方法 是 ， 
计算 一 段 信号 DFT 的 平方 幅度 。 所 得 到 的 估计 , 称 为 周期 图 ,是 渐 近 无 偏 的 。 但 周期 图 估计 的 方 
差 并 不 随 着 信和 号 段 长 度 的 增加 而 减 小 至 零 ,因此 它 不 是 一 个 好 的 估计 。 但 是 通过 把 可 以 利用 的 信 
号 序列 分 成 较 短 的 信号 段 并 且 平 均 与 之 相关 的 周期 图 ,就 可 以 得 到 一 个 性 能 良好 的 估计 。 另 外 一 
种 方法 是 首先 估计 自 相 关 函 数 。 它 既 可 以 直接 计算 ,也 可 以 利用 DFT 来 计算 。 如 果 在 用 DFT 之 后 
再 对 自 相 关 估 计 加 窗 , 则 最 后 结果 就 是 一 个 好 的 谱 估 计 , 称 为 平滑 周期 图 。 


习题 


基本 题 ( 附 答案 ) 


10. 1 一 个 时 间 连 续 的 实 信号 x. (0) ,带宽 限制 在 5kHz 以 下 , 即 对 于 | Q | =2r(5000) ,X,(jQ) =0。 
以 每 秒 10000 个 样本 的 采样 率 (10kHz) 对 信号 x,(1) 进 行 采样 ,得 到 一 个 序列 x[n] =x,(n7)， 
其 中 7=10 一 。 计 算 当 N =1000 个 x[n] 的 样本 时 ,N 点 DFT 为 X[k]。 
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(a) 在 X[k 中 ,k=150 与 什么 连续 频率 相对 应 ? 
(b) 在 X[k] 中 ,k=800 与 什么 连续 频率 相对 应 ? 
一 个 连续 时 间 实 信号 x,(1) 带 宽 限 制 在 5kHz, 即 对 于 | Q | >27 (5000), X. (GQ) =0。 以 周期 
TT 对 x,(1) 采 样 , 得 到 序列 x[n]=x,(n7T)。 为 了 检验 信号 的 谱 特 性 ,利用 要 求 N=2'(w 为 整 
数 ) 的 计算 机 程序 来 计算 x[L nj 的 一 段 入 个 样本 的 入 点 DFT, 
试 确定 N 的 最 小 值 以 及 采样 率 的 范围 

1 


oe a <p <P 


DIE ah EASE DFT 值 之 间 的 有 效 间 隔 小 于 5 Hz, 即 以 小 于 5 Hz 的 间隔 分 隔 等 效 的 连续 时 
间 频 率 , 且 在 这 些 频率 处 来 计算 健 里 叶 变 换 ， 
以 周期 tag py (t) eu Ai cation J =x.(nT), Axl[n](n 
0.1, ,=-1l) 加 一 个 点 矩形 窗 且 XI (E=0,1.…,N=-1) 为 所 得 序列 的 DFT。 
(a) 设 He 均 为 定 值 ,怎样 选择 7 可 使 X[h] 和 ee -ko HEF, MI RAA k fE 
X[k] =0? 
(b) 答案 是 否 唯一 ? iii 请 给 出 一 个 满足 (a) 中 条 件 的 其 他 7 了 值 。 
设 x,(t) 是 一 个 实 值 带 限 信号 ,其 傅 里 叶 变 换 访 (jQ) 当 |Q |=27(5000) 时 为 零 。 序 列 
x[n] 是 用 10 kHz 采样 率 对 eas 采样 所 得 。 假 设 当 nn<0 H n>999 时 序列 x(n] HE. 
A X[k] ÆR x[ nn] 1000 点 DFT。 已 知 X[900] =1 和 X[420] =5, 在 区 间 |Q | <2 (5000) 
内 对 于 尽 可 能 多 的 ORX GO), 
考虑 利用 加 有 Hamming HY x[n] hY DET 来 估计 离散 时 间 信 号 x[n] 的 频谱 。 在 加 窗 DFT 分 
析 中 的 频率 分 辨 率 的 一 个 保守 经 验 法 则 是 频率 分 辩 率 等 于 下 (e") 的 主办 宽度 。 现 在 想 要 分 
BE o 间隔 为 7/100 这 么 小 距离 的 正弦 信号 。 此 外 , 窗 长 工 应 限制 为 2 的 短 次 。 则 要 满足 分 
辩 率 要 求 的 最 小 长 度 卫 =2 是 多 少 ? 
以 下 是 三 个 不 同 的 信号 x,[ nj ,每 个 信号 均 为 两 个 正弦 信号 的 和 : 
x, |n] =eos( an/4) + cos( 1717/64 ) 
x[n] =cos(an/4) +0. 8cos( 217/64) 
x[n] =cos(an/4) +0. 001cos( 21 a4n/64 ) 
希望 利用 一 个 加 有 64 EE we [| 64 点 DFT 来 估计 每 个 信号 的 谱 。 指 出 哪 一 个 信号 的 
64 点 DFT 在 加 窗 后 会 有 两 个 可 区 分 的 谱 峰 ? 

设 以 T=50 hs 对 连续 时 间 信 号 x,(1) 采 样 所 得 到 的 5000 AFIA [ln] i X[k] X 
x| nj] 的 8192 点 DFT, fal AAS DFT 样本 在 连续 时 间 频 率 情况 下 等 效 频率 间隔 为 多 少 ? 
设 x[ nj] 是 一 个 1000 点 的 序列 , 它 是 以 8 kHz 对 连续 时 间 信 号 x.( 门 采样 而 得 到 的 。 且 为 了 避 
RULE X, pect I. 求 最 小 DFT 长 度 入 使 得 X[k] 相 邻 样本 间隔 等 于 或 小 于 原 连 

续 时 间 信 号 频率 间隔 5 Hz. 
设 X[k 为 式 (10.40) 所 定义 的 依 时 伟 里 叶 变 换 (TDFT)。 在 本 题 中 研究 当 DFT 长 度 N =36 
且 采 样 区 间 R=36 时 的 TDFT。 设 窗 函 数 w[n] 为 矩形 窗 。 当 -w <r<wm 且 0<hk<N-1 时 
计算 如 下 信和 号 的 TDFT X, [4]: 
cos(mn/6), O<k<35 
x[n] = femta ， 36<k<71 
0, 其 他 


10 图 P10. 10 表示 一 个 线性 调频 信和 号 的 频谱 图 ， 该 信号 的 形式 为 
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10. 11 


10. 12 


10. 13 


10. 14 


10.15 


` 3 l. > 
x[n] =sin( won + An ) 




















注意 ,该 频谱 图 表达 式 (10. 34) 所 定义 的 X[n,k] 幅 度 ,其 中 黑色 区 域 表 示 | XL nk | | 的 峰 
值 。 根 据 这 幅 图 ,估计 wo AA. 
IX [k] 
| | I | | 
0.9 |- 4 
0.8 | wt 
0.7 上 本 
0.6 
0.1 上 = 
gl | | | | | | | 
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 
n (REA) 
医 | P10. 10 
对 一 个 连续 时 间 信 号 以 10 kHz 的 采样 频率 进行 采样 ,并 计算 1024 个 样本 的 DFT。 求 谱 样本 


之 间 的 频率 间 隅 。 说 明理 由 。 
设 *[ zj 是 一 个 有 单一 正弦 分 量 的 信号 。 计 算 Vi(e”) 之 前 ,对 信号 x[n] 加 上 一 个 工 点 的 


Hamming 窗 w| n 得 出 [zj 然后 对 信号 slna] IEA LE A vln], h ERIH 
FEV (e)a [V Cet) | A] V, Ce) | 的 谱 峰 高 度 一 样 吗 ? 如 果 一 样 , 说 明理 由 ;如 果 不 一 样 ， 
哪 一 个 较 大 ? 


ee X(e”) 之 前 要 估计 加 有 一 个 512 点 Kaiser 窗 的 信号 x[ nj 的 谱 。 
) 系统 频率 分 辩 率 的 要 求 规定 Kaiser 窗 的 最 大 允许 主因 宽度 为 T/A100。 在 这 些 条 
望 的 最 佳 劳 兴衰 减 是 多 少 ? 

(b) 假设 已 知 xL nj] 含有 两 个 相差 至 少 n 
据 你 在 (a) 中 给 出 的 答案 ,给 出 能 


件 下 ,期 


/50 的 正弦 分 量 ,并 且 最 大 分 量 的 幅度 为 1。 根 
超过 较 强 正弦 分 量 劳 瘀 的 较 弱 正弦 分 量 最 小 值 








的 阔 值 
以 16000 样本 点 /s (16 kHz) 的 采样 率 对 一 个 语音 信号 采样 。 在 如 10.3 节 所 描述 的 信号 依 
时 傅 里 叶 分 析 中 使 用 一 个 20 ms 长 的 窗 ,在 各 次 DFT 的 计算 之 间 使 窗 超前 40 个 样本 。 假 定 


每 个 DFT 的 长 度 是 =2 ， 

(a) 在 由 窗 选 出 的 每 段 语音 信 言 号 中 有 多 少 样本 ? 

(b) 什么 是 依 时 伟 里 叶 分 析 的 “ 帧 率 ” Liane rate) , 即 每 秒 完成 多 少 次 DET 
(c) 能 够 从 依 时 傅 里 叶 变 换 重 构 原始 输入 信号 的 DFT 的 最 小 长 度 N 是 什么 

(d) DFT 样本 间 的 间隔 (以 Hz 为 单位 ) 是 多 少 ? 


对 一 个 实 值 的 连续 时 间 信 号 段 x,(1) 以 采样 频率 20000 样本 /s 进行 采样 。 得 到 一 个 1000 点 
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的 有 限 长 离散 时 间 序 列 x[n] , 它 在 区 间 0<n<999 AIER. 已 知 x,(1) 也 是 带 限 的 ,也 

就 是 当 | Q | >2m(10000) F, X GQ) =0; 换 句 话 说 ,并 不 产生 由 于 混 释 而 造成 的 任何 畸变 。 

X[k] an x[n] % 1000 点 DFT, 已 知 X[800] 值 为 X[800] =1 +j, 

(a) 由 已 知 信息 能 和 否 确 定 在 其 他 任意 大 值 处 的 XLE]1? 如 果 可 以 ,说 明 上 大 为 何 值 , 及 其 所 对 应 
的 =) salen dishes ies 


10.16 假设 a Sane anne SAIG DFT 估计 该 信号 mR 频率 分 辩 率 至 
少 为 m/25 并 且 所 用 窗 长 N=256。 将 所 用 窗 ade 的 频率 分 辨 率 是 贸 
有 余地 的 。 表 7.2 中 的 哪 一 种 窗 函 数 可 满足 频率 分 辩 率 的 要 求 ? 
10.17 aln pig aniei 它 是 以 采样 周期 7 对 连续 时 间 信 号 x,(1) 采 样 而 得 到 的 ,有 
x[n] =x (nT) > Bx, (0 的 有 限 带宽 为 100Hz, 即 当 |0 | =>2m(100) 时 ,xjiD) =0。 希望 通 
过 计算 x[ n] AY 1024 点 DFT X[k 来 估计 连续 时 间 谱 X,(jQ)。 求 7 的 最 小 值 使 得 相 邻 DFT 
样本 X[ 6 之 间 的 等 效 频率 间隔 等 于 或 小 于 在 连续 时 间 频 率 情况 下 的 1 Hz。 
10.18 图 P10. 18 表示 了 信和 号 zx[m] 的 128 点 DFT V[ k] ORE | VLA) | 。 该 信号 v[n] 是 将 x[n] 与 
一 个 128 点 tte ame 后 得 到 的 , 即 z[z] =xLnjw[Lnj]。 注 意 ,图 P10. 18 只 夯 出 了 在 
Xia] O<k<64 上 的 | V[k] | 值 。 下 列 信号 中 哪 一 个 是 x[n]? 也 就 是 说 , 哪 一 个 信和 号 与 图 中 
所 给 出 的 信息 相 一 致 ? 
x [n] =cos(mn/4) + cos(0. 2677) 
x| n] =cos(an/4) + (1/3)sin( Tn/8) 
x| n] =cos(an/4) + (1/3) cos( an/8 ) 
x[n] =cos(amn/8) + (1/3) cos( mn/16) 
x[n] =(1/3)cos(an/4) + cos(mn/8) 
xel n] =cos(an/4) + (1/3) cos( an/8 + 7/3) 








70 = wl T 
60 
50 
_ 40 
= 
= 30 
20 
10 
0 
0 10 20 30 40 50 60 70 
DFT 序号 人 
图 P10. 18 


10. 19 利用 由 式 (10. 40) 所 定义 的 依 时 人 里 叶 变 换 X[k] 对 信号 x[n] 进 行 分 析 。 首 先 ,计算 加 有 
L=128 点 Hamming P w[ n] fy N=128 点 DFT。 相 邻 块 的 时 域 采 样 为 R=128, 即 加 窗 段 在 时 
间 上 偏 移 128 个 样本 。 用 这 种 分 析 所 得 到 的 频率 分 辩 率 并 不 能 满足 要 求 ,因此 希望 提高 分 


10. 20 


基本 题 


10. 21 


10. 22 


第 10 章 AA BML + RRS pH 607 


辩 率 。 为 此 ,下 面 提出 了 几 种 改进 的 分 析 方法 。 下 列 方法 中 , 哪 一 种 可 以 提高 依 时 传 里 叶 变 
RX, |b | 的 频率 分 辨 率 ? 

方法 1: 保持 上 上 和民 不 变 , 增 大 W 至 256。 

方法 2: 保持 及 不 变 , 同 时 增 大 N 和 工 至 256。 

方法 3: 保持 N,L 不 变 , 减 小 R 至 64。 

方法 4: 保持 NR 不 变 , 减 少 L 为 64。 

方法 5: TRAE NR 和 工 不 变 , 但 将 wl n] BONE i o 

假设 计算 DTFT 之 前 要 估计 加 有 Kaiser 窗 的 信号 x| n | 的 谱 。 要 求 窗 也 数 的 旁 洲 小 于 主办 
30 dB 并 且 频 率 分 辩 率 为 mr/40。 将 窗 函 数 的 主 为 宽度 作为 频率 分 辨 率 的 估计 是 留 有 余地 
的 。 估 计 满 足 这 些 要 求 的 最 小 窗 长 L。 


x[n] =cos(2an/5) ,在 计算 V(e”*) 之 前 ,给 x[nj] 加 上 一 个 32 点 矩形 窗 得 序列 v[ n], mi 

mri m 三 wm 时 的 1V(e*) | , 标 出 所 有 谱 峰 的 频率 及 谱 峰 两 边 的 第 一 个 零点 。 此 外 , 标 
出 谱 峰 幅度 及 每 个 谱 峰 的 最 大 旁 铂 。 

KARHE ln], aln] F al nj 三 个 长 实数 序列 的 功率 谱 佑 计 , 每 个 序列 由 两 个 正弦 分 量 
组 成 。 但 是 每 个 序列 仅 有 256 点 的 片段 可 以 进行 分 析 。 设 x [nj],x[n] 和 x[n] 分 别 表示 
[nj] ,wz[nj] 和 xLnj] 的 256 点 的 序列 段 。 知 道 无 限 长 序列 的 谱 特 性 , 见 式 (P10.22 -1) 一 
式 (P10.22 -3)。 可 以 考虑 两 种 谱 分 析 方法 ,一 种 是 用 256 点 的 矩形 窗 , 另 一 种 是 用 256 点 
的 Hamming 窗 。 下 面 介绍 这 些 方法 。 在 下 面 的 说 明 中 R[n | 表示 WN 点 和 矩形 窗 ,Rw[n] 表 示 
N xX Hamming io DFT yg | | 表示 对 输入 序列 末尾 补 零 后 进行 2048 点 DFT。 这 是 对 从 
DFT 进行 频率 抽样 得 到 DTFT 的 很 好 说 明 。 


17r T 
Xi lel”) & So 十 一 一 ) 十 6(w 十 一 ) 


64 4 
3 5 177 


; lin 
X2(el2) ~ 0.0175 (w + ——) + 8 lw + Ti 





32 4 
T lin 
于 一 (P10. 22 -2) 
a 2577 
X3(el2) ~ 0.015 (@ + Pp twt 5 
十 4(c 一 二 二 0.015(w 一 it ) 
4 1024 ( P10. 22 -3) 


根据 式 (P10. 22 -1) 一 式 (P10. 22 -3) ,请 确认 下 面 哪 种 谱 分析 的 方法 可 以 预测 频率 分 量 的 
出 现 。 一 个 好 的 理由 至 少 应 包含 对 估计 方法 的 分 状 率 和 旁 办 的 定量 的 分 析 。 注 意 可 能 两 种 
算法 都 能 或 都 不 能 适用 于 任意 数据 序列 。 表 7. 2 可 以 帮助 你 对 哪 种 算法 适用 于 哪 种 序列 做 
出 判断 。 


谱 分 析 算 法 
算法 1 :用 矩形 窗 的 输入 数据 序列 。 


vln] = Ras6lalx[n| 


ve g = |DFT204 {vInl)} 


o= Fh 
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算法 2: 用 Hamming 窗 的 输入 数据 序列 。 


vin] = Has6lnix[n] 


vie) 
w 





-24 = [DFT 294g {vl | 
~ 2048 


10.23 ”利用 256 IE AA AA 256 点 DFT( R = 256) 4H O<n<16000 时 信和 号 


xin] = cos [+ 1000sin (5) | 
10.24 (a) 考虑 如 图 P10. 24 -1 所 示 的 系统 ,其 输入 为 x(1) =O" RRA T= 10°, H 
1. O<n<=N-1 
win = { 6 其 他 


求 使 得 X,[%] 恰 好 在 一 个 k 值 处 不 为 零 的 最 小 非 零 N 值 。 

假设 N=32, 输 入 信号 为 x(1) =e”, 且 选取 采样 周期 7 以 保证 在 采样 中 不 产生 混 又 。 
图 P10. 24-2 和 图 P10. 24-3 表示 当 k=0,… ,31 时 序列 X[k] 的 幅 值 ,其 中 两 图 选取 如 
FAAARA RR wln]: 


(b 


— 


1, O<n<31 
wln] = 0, 其 他 


1, O<n<7 


wjn] = l 其 他 
指出 每 幅 图 所 对 应 的 窗 函 数 w[Ln] ,清楚 地 说 明 你 的 理由 。 


x{t] 





T 


w[n] 


图 P10. 24-1 





T T T 


IX [k]| 





ttl ie. 
0 5 10 15 20 25 30 35 


k 


图 P10. 24-2 


(e) 与 (b) 中 的 输入 信号 和 系统 参数 相同 , 当 采 样 周期 为 T=10““ 时 要 由 图 P10. 24-3 来 估 
计 Q 的 值 。 设 序列 


1 O<n<31 
wlnl = 
0， 其 他 


并 且 采 样 周期 足够 短 以 保证 采样 中 不 产生 混 释 ,请 估计 Qu 的 值 。 你 的 估计 是 否 精确 ? 
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如 果 不 精确 ,那么 你 得 出 的 频率 估计 最 大 可 能 误差 是 多 少 ? 
(d) 假设 对 于 所 选 窗 函数 w [nn] Aw, [n], 8132 点 DIET 忒 [的 准确 值 。 简 要 说 明 计 算 
Qo 准确 值 的 过 程 。 











35 


1 tt trl 
图 P10. 24-3 


提高 题 
10.25 图 P10. 25 所 示 的 滤波 器 组 如 下 : 
holnl=35m +1] + 28|n| + ln — 1 
H 
halal =e} W" hola.  q=1 =. N1 


滤波 器 组 包含 V 个 滤波 器 ,经 全 频带 的 LAN J, B M AN ISK hlnl KE. 


po 





vola] 


vifa] 


valn] 





vy- iln] 


图 P10.25 


(a) 用 x[L nj 的 依 时 侍 里 叶 变 换 X(n, A) ÆR y, [me | E h E R Ss A BA 9 A A E n 


变换 的 值 。 
在 (bp) 和 (ec) 部 分 中 假设 M=N。 由 于 内 [zj 有 9 和 两 个 变量 决定 ,将 其 改写 为 二 维 序列 
vLq,n]. 
(b) 4R=2 时 ,如 果 wv[g,n] 对 于 所 有 整数 g 和 nn 已 知 ,给 出 恢复 所 有 n 下 的 x[n] 的 


(c)(b) 中 的 方法 对 R=5 时 有 效 吗 ? 请 详细 说 明 。 
10.26 如 图 P10.26-1 所 示 的 系统 利用 调制 滤波 组 进行 谱 分 析 。[ 在 下 面 的 说 明 中 ,图 P10. 26-2 
表明 频率 响应 Hi,(e”) 的 作用 ,] 原 型 滤波 器 的 冲 激 响 应 妨 [n] 如 图 P10. 26-3 所 示 。 
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x[n] 3 
aa 
2 
hxln] = ewh [n], wk = mE, HEr k=0,1, =, N-1 
holn] = 低 通 原型 滤波 器 ， Hi(z) = Hale- Pz) 
图 P10. 26-1 
Hoe) Hy, (e!°) = Hofe @ ~ #%)) 
0 wk a 
图 P10. 26-2 
0.9 $ 


9", 
naie eae 





ll, 


图 P10. 26-3 





谱 分 析 的 另 一 系统 如 图 P10. 26-4 所 示 。 确 定 w[ nm] AY k =0,1,+-,N-1L At GI] =w[0]。 


GIk] = y ginje CTN 
n= œ 





w[n] 


图 P10. 26-4 


10.27 ARBRE X,[n] AY 2 变换 的 256 个 等 间隔 采样 。x,[n] 是 任意 序列 x[n] 的 加 窗 结果 ,其 
P x[n] = x[n] wln],40<n<255 时 w[n]=1, 其 他 区 间 上 w[n] =0。x[n] 的 z 变换 定 
义 为 
255 


Xiw(z) = 》 xine 
n=0 
RE X[k] aT at Fst 
Xwlk| = Xw(z)| 1 2n k=0, 1, -255 


2=0.9e) 256" ' 


要 用 调制 滤波 器 组 对 信号 xl zj] 进行 处 理 , 如 图 P10. 27 所 示 。 
每 一 个 滤波 器 组 中 的 滤波 器 的 原型 都 是 因果 低 通 滤波 器 , 冲 激 响 应 h,[n] 为 
hgn] = holn]e jn,  k=1,2, -= ,255 
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10. 28 


每 个 滤波 器 组 的 输出 都 在 n= N, 处 经 过 一 次 采样 得 到 XX,[] , 即 


确定 [nj ,wx MN, ,使 得 


Xwik] = vgINg] = Xw(Z)] 


Xu 人 1 = vkl Nel 


人 一 0.1.… 


2 
z=0.9e!256* 


[De PR 


vassin] 


图 P10. 27 


(a) 在 图 P10. 28-1 中 ,对 信号 x, (t) HEITE RREN 


AN 一 1 

2n ) 

Gxln|= 》 gilnle Iw" 
/=0 


N =512, 和 LR=256 


1255 


对 乘积 系数 a, 的 一 般 值 ,确定 L 和 RR 使 得 每 秒 产 生 最 少 的 乘积 。 


Xoln] 


(b) 图 P10. 28-2 所 示 为 对 信号 x,(1) 进 行 谱 分 析 的 男 一 个 系统 ,其 





图 P10. 28-1 


niais (0.93)", 0< n < 255 
TIo. 其 他 


hln] = hlne 


Jon 


下 面 列 出 M 的 2 个 可 能 值 ,4 个 o 的 可 能 值 和 6 个 系数 a, 的 可 能 


k=0;1,°°;N =1, 


Al N = 512 
。 从 这 些 值 中 找 出 一 种 


组 合 使 得 [Ln] =X,[n] , 即 两 种 系统 提供 相同 的 谱 分 析 。 可 能 有 多 种 组 合 方式 。 


M: (a)256  (b)512 

oi (a) RE g 

a (a) (0.93) , /= 
(b) (0.93) 一 ， /= 
(c) (0.93)! ， /= 
(d) (0.93) 一 ， l= 
(e) (0.93), /= 
(f) (0.93) 一 、 [= 





(c) =) HS 

0, 1, +++, 255: 零 ， 其 他 
0, 1, =, 511 

0, 1, … S11 

0, 1, +, 255: 零 ， 其 他 
256, 257, 511: $, He 
256, 257, S11; Ẹ, He 
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图 P10. 28-2 


图 P10. 29 给 出 一 种 谱 分 析 器 。 基 本 工作 原理 如 下 :将 采样 的 输入 信和 号 频谱 进行 频 移 ;用 低 
通 滤波 器 来 选取 低 通 频带 的 频率 ;通过 降 采 样 器 所 选 频段 扩展 -7<w< 整个 频段 ;DFT 
的 样本 点 为 频带 上 均匀 分 布 的 N 个 频 点 。 
设 输入 信号 为 带 限 的 , 则 当 | 0 | =T《T 时 ,有 XiQ) =0。 频 率 响 应 为 H(e”) 的 LTI ABE 
是 一 个 理想 低 通 滤波 器 ,增益 为 1, 且 其 截止 频率 为 aAM。 此 外 , 设 0<w,<~7 和 数据 窗 
win] 是 一 个 长 度 为 N 的 矩形 窗 。 
(a) M ih AE X, (Q) AKR w, = 0/2, M =4 情况 下 的 DTFT: X (e) .¥(Ce”) RC e” ) All 
R,(e”*)。 给 出 分 析 过 程 中 每 一 步 输入 A h 8 E 28 a a A SK ; Bt IZR 9 AR i AE 
波 ,你 应 给 出 R(e*) =H(e)Y(e”), 
(b) 利用 你 在 (a) 中 得 到 的 结果 ,大 致 通过 X(jQ) 落 在 低 通 离散 时 间 滤 波 器 通 带 内 的 连续 
时 间 频 带 。 你 的 结果 将 与 MM,w, 和 7 有关。 对 w= 5/2,M=4 的 特定 情况 , 求 出 (a) 中 
绘 出 的 X(jQ) 的 频率 段 , 
(e) (i)X.(jQ) 中 的 哪些 连续 时 间 频 率 与 0<k<N/2 时 的 DFT {A Vik) AK. 
Gi) X (joy) 中 的 哪些 连续 时 间 频 率 和 M2 <k<N-1 时 的 DFT 值 对 应 。 在 每 种 情况 
下 , 写 出 频率 O, 的 计算 式 。 
考虑 一 持续 时 间 为 100 ms 的 实数 时 间 有 限 连续 时 间 信 和 号 * (!) 。 设 该 信号 有 带 限 傅 里 叶 变 
换 ; 即 , 当 | Q | =27(10000) rad/s Hf, X (GQ) =0; 也 就 是 说 , 设 混 释 可 忽略 。 要 计算 在 区 间 
0<0<27(10000) ELAS Hz 为 间隔 的 X.(jQ) 的 采样 ,这 可 用 4000 点 DFT 来 计算 。 特 别 是 ， 
想得到 一 个 4000 点 序列 x| nn] ,其 中 4000 点 DFT Al X,(jQ) AWN FRA: 
x[k] =aX,(j2m-5-k), k=0,1,...,1999 
其 中 a 为 已 知 的 比例 因子 。 下 面 给 出 3 种 方法 来 求 得 4000 点 序列 ,其 DFT 为 所 要 求 得 的 
X GQ) 的 采样 。 
方法 1: 对 x,(1) 比 采 样 周期 7=25 hs 进行 采样 ; 即 计算 如 下 序列 的 DFT X, [4]: 
x (nT), n=0,1,---,3999 
etal -| 
0, 其 他 
因为 x,(1) 以 100 ms 为 时 限 ,x,[n] 是 一 个 长 度 为 4000 点 (100 ms/25 ps) 的 有 限 长 序列 。 
方法 2: 对 x,(1) 以 采样 周期 7=50 hs 进行 采样 。 因 为 x,(1) 以 100 ms 为 时 限 ,所 以 ,所 得 序 
列 仅 有 2000 个 (100 ms/50 hs) 非 零 采 样 ; 即 
x. (nT), n=0,1,-:-,1999 
x,[n] -| 
0， 其 他 
换言之 ,为 了 计算 4000 点 DFT X,[ A] , 需 通过 补 零 产生 4000 点 序列 ， 


第 10 章 利用 离散 傅 里 叶 变换 的 信号 傅 里 叶 分 析 613 





10. 31 


10. 32 


10. 33 


方法 3: 对 x,(1) 以 周期 7=50 ps 进行 采样 ,如 方法 2。 用 所 获得 的 2000 点 序列 得 出 序列 


x[n]: 


x. (nT), 0<n<1999 
x [n] =i x, ( (n -2000)T), 2000<n<3999 
0, 其 他 


计算 核 序列 的 4000 点 DFT X, [k] 。 对 于 以 上 三 种 方法 的 每 种 方法 , 求 出 每 个 4000 点 DFT 
与 X(jQ) 的 关系 式 。 对 于 “典型 " 傅 里 叶 变 换 X(jQ) ,简略 给 出 这 种 关系 。 说 明 哪 种 方法 
给 出 所 要 求 的 X.(jQ) 的 样本 。 
一 连续 时 间 有 限 持续 时 间 信 和 号 x, (t) 以 20000 点 /s 进行 采样 ,产生 1000 点 有 限 长 序列 x[ n]， 
其 在 间隔 0 <n < 999 处 非 零 。 假设 对 于 该 问题 ,连续 时 间 信 号 同样 是 带 限 的 ,那么 ,对 
F|Q| = 27(10000),X,(jQ)=0; 即 忽略 采样 过 程 中 出 现 的 混 释 失真 。 再 假设 程序 或 者 
设备 能 够 支持 1000 点 DFT 和 DFT HAAR HR. 
(a) 若 X[k] 表 示 序 列 x[n] 的 1000 点 DFT, IRA XLE] M X GO) WARENA? 频 域 中 ， 

DFT 采样 的 有 效 间隔 是 多 少 ? 
下 面 将 提出 的 步骤 是 为 了 获得 傅 里 叶 变 换 X.(jQ) 在 间隔 | 9 | < 2a (5000) 的 扩展 看 法 ,从 
1000 点 DFT X[k 开始。 
第 一 步 :构造 新 的 1000 点 DFT 

X|kl, 0<k< 250 


WIk| = 4 0, 251 < k < 749 
X[k], 750 < k < 999 


第 二 步 :计算 W 中 的 1000 点 DET AREK, AEB win] ,n=0, 1, = , 999, 
第 三 步 :1/2 抽取 wl zj 并 通过 补 零 将 结果 扩充 为 500 个 样本 ,获得 序列 


in] = wl2nl. O<n< 499 
ylnl= | o, 500 < n < 999 


SB AE it yin] fy 1000 点 DFT, 得 Y [kj]。 
(b) 该 步骤 的 设计 者 认为 
Y[kl=aX.(j2m-10-k),  k=0.1, ++, 500 
其 中 a 为 比例 常数 。 该 看 法 是 否 正确 ? 若 不 正确 ,解释 原因 。 
一 模拟 信号 由 正弦 信号 之 和 组 成 。 为 了 得 到 x[nj] =x,(n7 ) ,一 采样 率 f =10000 点 / 秒 对 其 采 
样 。4 个 谱 图 分 别 给 出 了 用 和 矩形 窗 或 Hamming 窗 计算 获得 的 依 时 傅 里 叶 变 换 | X[n, A) | 。 将 
它们 绘 于 图 P10. 32( 采 用 对 数 幅度 ,并 只 显示 了 最 高 的 35 dB)。 
(a) 哪个 谱 图 采用 了 和 矩形 窗 ? (a) (b) (e) (d) 
(b) 哪 一 对 (或 多 对 ) 谱 图 具有 近似 相等 的 频率 分 辩 率 。 
(a 和 b) (b #d) (c 和 d) (a 和 d) (b 和 ec) 
Co) 哪个 谱 图 的 时 间 窗 最 短 ? (a) (b) (e) (d) 
(d) 估计 谱 图 (b) 中 的 窗 长 L( 以 采样 点 为 单位 ) ,到 最 近 的 100 采样 点 为 止 。 
(e) 用 图 P10. 32 所 示 的 谱 图 数据 辅助 你 写 出 当 采 样 率 为 人/ =10000 时 可 获得 上 面 谱 图 的 模 
拟 正弦 信和 号 x (t) 和 的 方程 或 方程 组 。 
离散 时 间 随 机 信号 x[ nj] 的 周期 图 由 式 (10.67) 定 义 为 


1 : 
I = -| Vte]? 
(w) LU! (e!®)| 


HR,V (e*) 是 有 限 长 序列 vin] = w[njx[n] 的 DTFT, 其 中 win] 为 窗 长 LL 的 有 限 长 窗 序 
列 ,U 是 归 一 化 常数 。 假设 x[n] 和 w[nj 均 为 实数 。 
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图 P10. 32 


证 明 周期 图 同样 等 于 wv[ nj] 非 周 期 自 相 关 序 列 的 1XLU f; B 


L=1 


1 
= > a~ jom 
1(w) = LU >; Covlmle 
m=—(L-1) 
其 中 

上 一 1 
cvvlm| = 5 vin|v[n +m] 

n=0 





10. 34 考虑 一 有 限 长 序列 x[n], 对 于 n<0 和 n 宇 L,x[n] = 0, 今 X[ 有 为 序列 x[n] 的 NN 点 DFT， 


其 中 N>L。 定义 cL[m] 为 x[ nj] 的 非 周 期 自 相 关 序 列 ; 即 
cxxlm| = pe x[n|xln +m] 


几 一 一 CD 
定义 
1 N-I 
Exxlm| =< Do IXI eM = 01, N= 1 
m=0 
(a) FERK 
Cxxlm| = Crrlml. O<m<L-1 
确定 DFT 能 够 使 用 的 最 小 NN 值 。 
(b) FK 
cxxlm| = Cxrxrlml, O<m<M-—-1]1 


其 中 M <1s 确定 DFT 能 够 使 用 的 最 小 V 值 。 
10.35 ”用 于 功率 谱 估 计 方 面 的 对 称 Bartlett 窗 被 定义 为 


ais 1—|m|/M, m| SM-1 


0. 其 他 (P10. 35-1) 


10. 36 


扩充 题 
10. 37 
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如 同 10. 6 节 讨 论 的 ,通过 给 被 估计 的 自 相关 函数 加 窗 以 获得 的 功率 谱 的 估计 使 得 Bartlett 窗 很 
有 吸引 力 。 这 是 因为 其 傅 里 叶 变 换 为 非 负 ,这 保证 了 平滑 后 的 谱 估 计 在 所 有 频率 处 为 非 负 。 
(a) 证 明 式 (P10. 35-1) a2 LAY Bartlett 是 序列 (u[n] - uln -Mj]) 非 周期 自 相 关 函 数 的 
(1/M) žo 
(b) 从 (a) 的 部 分 结论 中 证 明 ,Bartlett 窗 的 非 负 傅 里 叶 变 换 是 
wan = [ee 


Ce) 描述 一 个 可 以 产生 其 他 非 负 傅 里 叶 变 换 的 有 限 长 窗 序列 的 步骤 。 
考虑 一 信和 号 
x[n] = [sin (f ulnl] 


其 依 时 离散 傅 里 叶 变 换 通过 分 析 窗 





(P10. 35-2) 


L O<n<13 
wln| = ie 其 他 
获得 。 令 X[n, k] = X[n, 2mk/7),0 三 上 三 6, 其 中 X[n,A) 在 10.3 节 中 给 出 定义 。 
(a) 给 出 X[0,k] ,O <k <6, 
(b) WAE o Xin, k], O<n<@, 


在 10. 6 节 中 证 明了 功率 谱 的 平滑 估计 可 以 通过 一 加 窗 的 自 相关 序列 获得 。 它 阐明 了 [ 见 式 
(10. 109) ] 平 滑 谱 估计 的 方差 是 

var|S(w)| = FP?, (w) 
其 中 方差 比 或 者 方差 缩减 因子 下 是 


1 AM 一 ] 


1 n 
F=— J, (oem = zal 1We(eiw)Pdow 
m=—(M-—1) 


如 同 10. 6 节 中 讨论 的 那样 , O 是 序列 x[ nj 的 长 度 , 而 (2M -1) 是 用 于 自 相关 的 对 称 窗 
w [m] 的 长 度 。 因 此 ,车 0 确定 ,平滑 谱 估 计 的 方差 可 通过 调整 用 于 自 相关 函数 的 窗 的 形 
状 和 持续 时 间 来 减 小 。 

本 题 将 证 明 F 随 窗 长 的 减 小 而 减 小 ,但 从 第 7 章 的 讨论 中 知道 ,下 ,(e”*) 的 主编 宽度 随 
着 窗 长 的 减 小 而 增 大 ,这 导致 分 辨 两 相 邻 频率 分 量 的 分 辨 力 随 窗 长 的 减 小 而 降低 。 因 此 ,在 
方差 减 小 和 分 辨 力 之 间 存 在 一 个 折 中 。 将 对 以 下 常用 的 窗 研究 这 种 折 中 : 
和 矩形 窗 


1, |m|<M—-1 
wRIm| = O. 其 他 
Bartlett ( =f A ) 
wplm| = ie [m|/M, a M-1 


Hanning/ Hamming 窗 


aie mi =17h Ey M—1 


( Hanning 窗 中 a =B =0. 5, Hamming At} a =0.54, B =0. 46, ) 
Ca) Rih EREHE eS GEO, (el?) We”) AW, (Ce) MERE BR SEF w 
的 草图 。 
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10. 38 


10. 39 


10. 40 


10. 41 
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(b) WEA XI FAH, M> 时 ,下 表 中 的 内 容 基 本 正确 : 







主 瓣 近似 宽度 方差 率 近 似 值 (F) 
2n/M | 2M/Q 


窗 的 名 称 
FETE Ba 
Bartlett 窗 











4a/M | 2M/(3Q) 








Hanning/ Hamming 窗 3n/M 2M( a? +B°/2)/0 





证 明 由 式 (10. 18 ) saz SC KJAKAST fF E HB he BE Jn: 
(a) 线性 :车 x[n] =ax [n] +bx, [n], W X(n,A) =aX,[n,A) +6X,[n,A). 
(b) FRE: yln]=x[n-n], W Y[n, A) =X[n-no,A)。 
(c) 调制 性 : 若 yLn] =e"x[n] WW Yln, A) =e""X[n,A-ay) 
(d) PEXIERVE #7 xn | FESR, XTn, A) =X [Ln, 一 A)。 
B x, (t) E PEE AY [OP A EUR S.A eR AC 
belt) = Elxe(t)xe(t + T)} 

和 功率 密度 谱 

PAQ) = | pelte I? dr 


考虑 一 个 离散 时 间 平 稳 随 机 信号 ln], EER RE T OXY x, (1) RE TS BUY, Bl ln] = 
x,(nT), 
(a) 证 明 x[n] 的 自 相关 序列 $[m] 为 
lm) = be(mT) 
(b) 连续 时 间 随 机 信号 的 功率 密度 谱 已 (9Q ) 与 离散 时 间 随 机 信号 的 功率 密度 谱 P(w) 之 间 
的 关系 是 什么 ? 
(c) 必须 在 什么 条 件 下 ,下 式 才 能 成 立 ? 


Pw) =P (2). lw| < 1 


在 10.5.5 节 中 研究 过 一 个 正弦 自 噪 声 的 功率 谱 估 计 。 本 题 将 确定 这 样 一 个 信号 的 真实 功 
x[n] = Acos(won +4) + e[n| 

式 中 9 是 0 到 2m 均匀 分 布 的 随机 变量 , 且 e[m] 是 互 不 相关 的 零 均值 随机 变量 序列 ,同时 与 6 也 不 

相关 。 换 名 话说, 余弦 分 量 有 一 个 随机 选择 的 相位 ,而 e[z] 代 表白 噪声 。 

(a) 证 明 : 对 于 上 面 的 假设 ,xz[z] 的 自 相关 函 数 为 


Az 
bxxlm| = E{x[n|x[m + nj} = 5 cos(wam) + o25|m| 


Hp of =e{(e[n])7}. 

(b) 由 (a) 的 结果 证 明 , 在 一 个 周期 的 频率 范围 上 x[n] 的 功率 谱 是 
2 
Pyx(w) = To — wy) + lw + wg)| Fok, lol sm 
考虑 一 个 长 度 为 Y 个 样本 的 离散 时 间 信和 号 *[m] , 它 是 通过 对 一 个 平稳 . 白 的 、 零 均值 连续 时 
间 信 和 号 采样 而 得 到 的 。 因 此 
E{x[n|x[m]} = o25ln — m] 
E{x[n|} = 0 

假设 计算 有 限 长 序列 x[n] 的 DFT, 从 而 得 到 X[k] ,k=0,1,…,N-1。 
(a) 利用 式 (10. 80) 和 式 (10. 81) 确 定 | XLA] |? EREDE. 
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10. 42 


10. 43 


10. 44 


(b) 3k DFT 值 之 间 的 互相 关 , 即 求 出 和 7 的 函数 ae| X[k]X*[r]|。 

一 个 带 限 连续 时 间 信 号 具有 一 个 带 限 功率 谱 , 也 就 是 当 | 0 | 二 27w(10 ) rad/s 时 功率 谱 为 

零 。 以 20000 样本 /s 的 采样 率 在 10 s 的 时 间 范 围 内 对 信号 采样 。 用 10.5.3 节 所 论述 的 平 

均 周期 图 法 来 估计 该 信号 的 功率 谱 。 

(a) 数据 记录 的 长 度 0( 样 本 的 个 数 ) 是 多 少 ? 

(b) 如 果 用 基 2 FET 程序 计算 周期 图 ,车 希望 在 间隔 不 大 于 10 Hz 的 等 间隔 频率 处 得 出 功率 
谱 的 估计 , 则 最 小 长 度 N 为 多 少 ? 

(e) 假设 信号 段 长 度 工 等 于 (b) 中 的 FFT KEN Aa SAAB, TWAS Re? 

(d) 假设 希望 把 谱 估计 的 方差 减 小 到 1/10, 且 仍 维持 (b) 部 分 中 的 频率 间隔 。 试 给 出 这 样 
做 的 两 种 方法 。 这 两 种 方法 得 出 的 结果 相同 吗 ? 如 果 不 同 , 请 说 明 它 们 如 何不 同 。 

假设 用 10. 5. 3 节 中 讨论 的 平均 周期 图 法 得 出 一 个 信号 之 功率 谱 的 估计 。 即 功率 谱 佑 计 是 


Ko) = 大 Blo) 
这 里 用 式 (10. 82) 和 式 (10. 83) ,由 区 点 信号 段 计 算 天 个 周期 图 了 (wo)。 定 义 一 个 自 相 关 函 
数 的 估计 为 7(o) 的 傅 里 时 逆 变 换 , 即 


- i [7 = ; 
pim] = — Iwel dw 
28 Jun 
— ] 
(a) HEHE {Alm |} = LO wlm lBxrxlml, 


其 中 工 是 信号 段 长 度 ,U 是 式 (10.79) 给 出 的 归 一 化 因子 ,c,[m] 是 加 在 信和 号 段 上 的 窗 
之 非 周 期 相关 函数 ,由 式 (10.75) 给 出 。 


(b) 在 周期 图 平均 的 应 用 中 ,通常 用 FFT 算法 来 计算 在 入 个 等 间隔 频率 处 的 1(w) , 即 
I[k] = 1T(2nk/N). k=0,1, =, N—1 


RP N>ZL。 假 设 通过 计算 [k] KI DFT 来 计算 自 相 关 函 数 的 估计 , 即 
N-1 
plm] = = P Ijk el? N km | m=0,1, =, N—1 
k=0 
试 得 出 |b, [ m] | 的 表达 式 。 
Ce) 如 何 选择 N 使 得 
Eldplm|} = Elm}. m=0,1,-,L—1 
人 研究 一 下 自 相 关 估 计 的 计算 
Q—|m\|-1 


drliml = > xlnlxln + lmll (P10. 44-1) 
n=0 


式 中 x[n] 为 一 个 实 序列 。 当 需要 用 式 (P10.44-1) 估 计 功 率 密度 谱 时 ,因为 8$.[ -m] =$_[m]， 


所 以 只 须 对 0<m<M -1 计算 式 (10.102) 就 可 以 得 到 当 -(M-1)<m<M-1 时 的 中 [mm] 


(a) 当 QSM 时 ,利用 单一 的 FFT 算式 计算 ,Lm] 可 能 是 不 合适 的 。 在 这 种 情况 下 ,将 多 .[m] 
表示 为 基于 较 短 序列 的 相关 估计 的 和 则 很 方便 。 证明: 车 0 = KM, 
4 A 
xxlm] = 6 2 cilm] 
M-1 
其 中 , cilm] = 5 x[n +iM]x[n+iM +m] 


n=0 
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Ap, xt O<m<M-1, 
(b) 证 明 : 通 过 NV 点 循环 卷 积 
N-I 
cjlm| = a xilnlyil((n + m)) x1 
n=0 


其 中 序列 x[n] My n] 4 
x[n+iM], O<n<M-1 
xin] =} o, M<n<N-1 


和 

yiln] = xln +iM], O<n<N-1 ( P10. 44-2) 
可 以 得 到 相关 序列 clm] =2,[m]. WF O<m<M -1 ,使 c[m] =z[m] 的 N( 用 MN 表 示 ) 的 
最 小 值 是 什么 ? 
(c) 说 明 计算 b,,[m] ,0<m<MM-1 的 步骤 ,其 中 涉及 计算 2K 个 实 序列 的 NN 点 DFT 和 一 个 


N 点 IDFT。 若 用 基 2 FFT, 当 0<m<M-1 时 计算 $.[m] 需 要 多 少 次 复数 乘法 ? 
(d) 对 (c) 中 得 出 的 计算 步骤 必须 进行 哪些 修改 才能 计算 互相 关 估 计 
@ 一 | 四 | 一 1 


dxylm| = 6 > xlnlyln +m], —(M-1)<m<M-1 
n=0 


式 中 x[n] 和 y[n],0<n<0-1 是 已 知 实 序列 。 


(e) Rader(1970) 已 证 明 , 当 计 算 自 相关 估计 由 .[m] O<m<M -1 时 , 若 NW=2M, 则 可 以 显著 节省 
计算 量 。 证 明 : 由 式 (P10. 44-2) 定 义 的 序列 段 y[nj 的 N 点 DFT 可 以 表示 为 
Yk] = Xk) + (Df Xj 411k.  k=0.1, =, N= 1 


说 明 计算 b [m], 0<m<M -1 的 步骤 , 它 涉及 计算 天 个 N 点 DFT 和 一 个 NN 点 IDFT。 
若 用 基 2 FFT, 确 定 在 这 种 情况 下 复数 乘法 的 总 次 数 。 
在 10.3 节 中 定义 了 信号 x[m] 的 依 时 依 里 叶 变 换 ,对 于 固定 的 n, 它 等 效 于 序列 x[n+mjw[m] 
的 常规 离散 时 间 传 里 叶 变 换 , 其 中 w[m] 是 一 个 窗 序列 。 对 于 序列 x[n] 定 义 一 个 依 时 相关 
函数 也 是 很 有 用 的 ,使 得 当 n 固定 时 , 它 的 常规 传 里 叶 变换 是 依 时 傅 里 叶 变 换 幅 度 的 平方 。 
BAKY, IK AA ERREN 


1 i 2 jam 
c[n.m| = Ir [Xln, à) rele da 
-n 


IUP XE nA) HA (10. 18) EX 
(a) 证 明 : 如 果 x[m] 是 实 的 , 则 
De 
cln, m] = > Xln+rhwlrlxlm+nt+rlwlm++r] 
六 一 一 DC 


即 对 于 固定 的 we[ nm] 是 序列 x[m+r]jz[r,-o <r<oo 的 非 周期 自 相关 函数 。 
(b) 证 明 当 n 固定 时 , 依 时 自 相关 函数 是 m 的 偶 函 数 ,并 且 利 用 这 一 事实 求 出 等 效 表 
达 式 


oo 
cin. m| = >D x[r|x[r —mļhmin— r] 
r=—00 
式 中 ， 
ħmir) = wl-rl|wl_-(m + r) (P10. 45-1) 


(c) MPF AY m Fil- 0 <n<%, 窗 wlr] 必 须 满足 什么 条 件 才能 通过 因果 运算 ,利用 
式 (P10.45-1) 来 计算 cl n,m]? 
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(d) 假设 wl -站 为 
a’, red 
| r<0 (P10. 45-2) 
为 了 计算 第 m A AHH a LO He a nh, r], FRH BSE PH H(z). FAR 
统 函 数 , 画 出 对 于 式 (P10. 45-2) 所 示 窗 计算 第 m 4 A RHEL cl n,m] (— 0 <n<%) 
的 一 个 因果 系统 的 方 框图 。 
(e) 重复 (d)。 
ra’, r >O 
wl[-r| = 
| 0, r<0 
10.46 ”有 时 可 用 一 组 滤波 器 来 实现 依 时 傅 里 叶 分 析 , 即 使 在 使 用 FET 方法 时 ,滤波 器 组 解释 仍 可 以 
提供 一 种 很 有 用 的 见解 。 本 题 就 是 研究 滤波 器 组 解释 。 这 种 解释 的 基础 在 于 如 下 事实 : 当 
A 固定 时 ,由 式 (10. 18) 定 义 的 依 时 傅 里 叶 变 换 [Ln,A) 就 是 一 个 序列 , 它 可 以 看 成 滤波 和 调 
制 运算 结合 在 一 起 的 结果 。 
(a) 证 明 , 若 线 性 时 不 变 系统 的 冲 激 响 应 是 和 [nj = wl -n], W XL nA) ÆR P10. 46-1 所 示 
系统 的 输出 。 另 外 证 明 ,如 果 A 固定 ,图 P10.46-1 中 的 整个 系统 的 特性 如 同一 个 线性 
时 不 变 系统 ,并 确定 等 效 的 LTI 系统 的 脉冲 响应 和 频率 响应 。 


x[a] G) X(n, A) @) X(n. A) 


e-n eian 


图 P10. 46-1 


(b) 车 假定 在 图 P10. 46-1 中 国定 ,证 明 对 于 典型 的 窗 序列 和 国定 的 入 ,序列 s[n] = XE nA) 
具有 一 个 低 通 的 离散 时 间 健 里 叶 变 换 。 并 证 明 , 对 于 典型 的 窗 序列 ,图 PLO. 46 中 的 整 
个 系统 是 一 个 中 心 在 w = A 处 的 带 通 滤波 器 。 

图 P10. 46-2 给 出 一 组 为 NN 个 的 带 通 滤波 髓 通道 ,每 个 通道 的 实现 如 图 P10. 46-1 所 示 。 
各 通道 的 中 心 频率 为 A, =2THN, 且 各 [al = wl -nj] 是 低 通 滤波 器 的 脉冲 响应 。 证 明 
单 路 输出 y;[n|] 是 依 时 侍 里 叶 变 换 (在 和 A 维 上 ) 的 样本 。 并 证 明 总 输出 是 yi n] = Nw[0] 
x[ nj] , 即 证 明 由 采样 的 依 时 博 里 叶 变 换 , 图 P10. 46-2 所 示 系 统 可 以 完全 重 构 输 出 信和 号 
( 差 一 个 标量 因子 ) 。 


w 


(c 





图 P10. 46-2 
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图 P10. 46-2 所 示 的 系统 将 单个 输入 序列 x[n] 转 换 成 NN 个 序列 ,因此 每 秒 钟 的 
总 样本 数 增加 为 Y 倍 。 正 如 (b) 中 所 示 , 对 于 典型 的 窗 序列 ,通道 信号 7,[n] 有 低 通 
傅 里 时 变换 ,这 样 ,如 图 P10. 46-3 所 示 ,降低 这 些 信号 的 采样 率 应 当 是 可 能 的 。 特 别 
是 ,如 果 采 样 率 降低 到 R=NN 分 之 一 ,每 秒 钟 的 总 样本 数 与 x[n] 相 同 。 在 这 种 情况 
下 , 称 滤波 器 组 是 临界 采样 的 ( Crochiere and Rabiner,1983 ) 。 由 抽取 的 通道 信号 重 构 
原始 信号 需要 如 图 所 示 的 内 插 。 显然, 关心 的 是 如 何 能 很 好 地 由 系统 重 构 原 始 输入 


信号 xL nj]。 
(d) 对 于 图 P10. 46-3 所 示 系 统 , 证 明 输 出 的 常规 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 由 下 式 给 出 : 
R-1N-1] 
Y(el”) = = 2 2 Go (el @-A4)) Hy (eH@-Ae-2RE/R)) x (gp @-2nL/R)y 


式 中 A, =2wk/N。 这 个 表达 式 清楚 地 表明 , 混 闪 是 由 通道 信号 Y[n] 的 抽取 而 造成 的 。 
由 这 个 表达 式 可 以 确定 使 思 (e*) 和 6G,(e*) 同 时 满足 的 一 个 关系 或 一 组 关系 , 它 可 以 
RIE IEE y(n] =x[n]。 





ee 一 AN in ely iin 


图 P10. 46-3 


(e) 假设 R=N, 并 且 低 通 滤波 带 的 频率 响应 是 一 个 理想 低 通 滤波 器 ,其 频率 响应 为 
1. lwl< n/N 
0, n/N<|w|<n 


对 于 这 个 频率 响应 有 ,(e”) ,确定 是 否 能 够 找 出 内 插 滤波 器 Cu(e”) 的 频率 响应 ,使 其 满 
足 (d) 中 推导 出 的 条 件 。 若 可 以 , 则 求 cu(e”) 。 
(E) 选 做 题 : 当 低 通 滤波 器 的 频率 响应 甩 (e*)(w[ -oz 的 傅 里 叶 变换 ) 是 非 理 想 的 ,并 且 在 
区 间 | w | <20/N 上 为 非 零 时 ,请 揭示 完全 重 构 的 可 能 性 。 
(g) 证 明 图 P10. 46-3 所 示 系 统 的 输出 是 
yal=N >》 xin-rN] È` goln—tRIAOLR+rN—anl 


r 一 一 CO 《一 一 Do 
由 这 个 表达 式 ,确定 hlL nj] 和 go[nj] 可 以 同时 满足 的 一 个 关系 或 一 组 关系 , 它 可 以 使 
yln] =x[n]. 
(h) 假设 R=N 并且 低 通 滤波 器 的 脉冲 响应 是 
—-(N-—1)<n<0 


1, 
hotnt = { 其 他 
对 于 这 个 脉冲 响应 h,[n] ,确定 是 否 可 能 找 出 内 持 滤 波 器 的 脉冲 响应 go[n] ,使 得 在 
(g) 中 推导 出 的 条 件 得 以 满足 。 若 可 以 , 则 求 出 go[n]。 


Holet”) = 
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10. 47 


10. 48 


(i) 选 做 题 : 当 低 通 滤波 器 的 冲 激 响 应 hln] =w[ -站 是 一 个 长 度 大 于 N 的 递减 窗 时 ,揭示 
完全 重 构 的 可 能 性 。 

考虑 一 个 稳定 的 线性 时 不 变 系统 有 一 个 实 的 输入 信号 x[m] , 实 的 脉冲 响应 h [n] AA 

yin], 其 中 输入 x[n] 假 定 是 均值 为 零 . 方 差 为 o, 的 白 噪声 。 假 设 该 系统 有 系统 函数 





本 题 中 假设 a, 的 4 均 为 实数 , 则 输入 和 输出 满足 如 下 常 系数 差分 方程 : 
N M 
yin] = >》 agyin 一 大 | 十 > byx|n — k] 
k=1 k=0 


如 果 所 有 的 a, 都 为 零 , 则 称 yL nj] 是 一 个 滑动 平均 (MA ) 线 性 随机 过 程 。 如 果 除 ba HO 之 外 
RAR b, 均 为 零 , 则 y[ nj] 称 为 自 回归 (AR) 线 性 随机 过 程 。 如果 和 MM 均 为 非 零 值 , 则 
yin] 是 一 个 自 回归 滑动 平均 (ARMA ) 线 性 随机 过 程 。 
(a) 利用 线性 系统 的 脉冲 响应 h[ nj] 表示 yL nj 的 自 相 关 。 
(b) 用 (a) 的 结果 并 利用 系统 的 频率 响应 来 表示 yL nj 的 功率 密度 谱 。 
(c) 证 明 一 个 MA 过 程 的 自 相 关 序 列 p, im] RAKE |m| <M 上 是 非 零 的 。 
(d) 对 一 个 AR 过 程 , 求 出 其 自 相 关 序 列 的 通用 表达 式 。 
(e) 证 明 : 若 45 =1, 则 一 个 AR 过 程 的 自 相 关 函 数 满足 如 下 差分 方程 : 
N 
dyyl0] = Y arpyvlkl+ 02, 
k=1 
N 
dyylm] = 》 agdyylm — kl, m>l 
k=1 


(E) 利用 (e) 的 结果 以 及 ,Lmj 的 对 称 性 ,证 明 


N 
Ye abvsllm —k\] = ġyylm], m=1,2,9:,N 
k=1 


可 以 证 明 , 铬 已 知 $,[m],m=0,1,…,N, 总 可 以 唯一 地 解 出 该 随机 过 程 模型 的 a, 和 
o。 这 些 值 可 用 于 (b) 的 结果 中 ,以 得 出 y[ nj] 的 功率 密度 谱 表 达 式 。 这 个 方法 是 许多 
参数 谱 估 计 技 术 的 基础 。 对 于 这 些 方法 的 深入 讨论 可 参阅 Gardner( 1988 ) , Kay(1988 ) 
和 Marple( 1987), 
AAH T ET FFT 的 内 插 一 个 周期 连续 时 间 信 号 样本 (采样 频率 满足 奈奈 斯 特定 理 ) 过 
程 的 基本 思想 。 令 
4 Ik | 
xelt) = a (5 ) eik! 


是 一 个 由 图 P10. 48 系统 所 得 的 周期 信和 号。 

画 出 16 点 序列 Clk]; 
) 具体 说 明 如 何 将 GLk] 变 为 一 个 32 点 序列 QOL ke) ,使 得 0[ 和 的 32 点 DFT 道 变换 为 序列 
〈 对 一 些 非 零 常数 a): 


622 离散 时 间 信 号 处 理 (第 三 版 ) 





qini = erc( ) O0<n<3l 
不 需要 指出 a 值 。 
xel] > x[n] F gin] Fi Gik] 
T= a un] — ul — 16} 
图 P10. 48 
10. 49 在 许多 实际 应 用 中 ,实际 限制 条 件 不 允许 处 理 长 时 间 序 列 。 不 过 ,由 一 个 序列 的 加 窗 段 就 可 
以 得 到 重要 信息 。 本 题 中 将 看 到 在 仅仅 已 知 256 个 样本 (0<n<255 ) 的 条 件 下 ,计算 一 个 有 


限 持续 信号 x[n] 的 傅 里 叶 变换 的 过 程 。 要 用 到 一 个 256 点 的 DFT 估计 变换 ,定义 信和 号 
站 

多 [| = 0. 其 他 
并 计算 x[m] 的 256 点 DFT., 

(a) 设 信 号 x[n] 是 以 采样 频率 /=20 kHz 对 一 个 连续 时 间 信 和 号 x (1) 采样 而 得 , 即 


xin] = xe(nTs) 


1/T; = 20 kHz 


假设 x, (1) 带 宽 限 制 为 10 kHz。 车 4[n] 的 DFT 记 为 X[k] ,k=0,1,…,255, 求 对 应 于 
DFT 标号 上 =32 和 231 的 连续 时 间 频 率 。 注 意 答案 单位 要 为 Hz。 
(b) 用 x[n] 的 DTFT 和 一 个 256 点 矩形 窗 wel n] ÉI DTFT 来 表示 x[n] 的 DTFT。 分 别 用 标 
Xle) H Wele) KR [n] A wln] DTFT。 
(e) 假设 想 要 利用 平均 方法 来 估计 上 =32 的 变换 
X avgl32] = aX [31] + X [32|+ aX [33] 
这 里 平均 的 意义 等 同 于 在 计算 DET 之 前 给 信号 tn] 乘 上 一 个 新 的 窗 函 数 w,,,[n]。 证 
BW, CE) 必须 满足 : 
1, w=0 


Wavgle!’) = $ œ, w= +2x/L 
0, w=2nk/L, k=2.3,..…,L—2 


Fer L =256, 
(d) 证 明 这 个 新 窗 函 数 的 DTFT 可 以 用 Wele”) 和 两 个 WC ) 的 移 位 项 来 表示 。 
(e) 推导 一 个 wwe[za] 的 简单 公式 ,并 画 出 w= -0.5 H O<n<255 时 的 窗 函 数 。 
10. 50 通常 会 放大 一 个 信号 DFT 中 感 兴趣 的 一 个 区 域 以 获得 更 多 细节 。 本 题 将 研究 两 个 能 实现 这 
一 过 程 , 即 获得 X(e" ) 中 感 兴趣 的 频率 域 中 额外 的 样本 的 两 种 算法 。 
设 X,[k] 是 一 个 有 限 长 信号 x[n] 的 NN 点 DFT。 回忆 一 下 X[k] 在 w 上 每 27/N 就 包含 一 个 
X(e”) 的 样本 。 给 定 X[ ,要 计算 X(e*) 在 w=w, -Aw 与 w=w. +Ao 之 间 间 隔 为 2Ao/N 








的 NN 个 样本 ,其 中 
二 2nke 
2mk 
Aw = — à 
N 


这 等 同 于 在 区 间 w, - Aw <w <w, + Ao 内 放大 X(e*)。 如 图 P10.50 -1 所 示 的 系统 用 于 实 
现 放 大 。 假 设 在 N 点 DFT 之 前 x:[o] 已 在 必要 时 补 零 并 且 hl n] 是 截止 频率 为 Aw 的 理想 低 
通 滤波 器 。 
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XN[k] 
| 





@—iwel 


图 P10. 50 - 1 


(a) FETE ROR PEM T GRE , WUT OR A M 最 大 值 (有 可 能 非 整 数 ) 是 多 少 ?( 用 上 、 
变换 和 长 度 NN 表示,) 

(b) 考虑 有 如 图 P10. 50-2 所 示 侍 里 叶 变 换 的 x[n]。 利 用 (a) 中 求 出 的 M 最 大 值 , 画 出 当 
w, =7/2 和 Aw = 7/6 时 中 间 信 号 x[n] 和 x.[Ln] 的 传 里 叶 变 换 。 证 明 系 统 给 出 了 所 要 
求 的 频率 样本 。 








A 
一 下 Q,- Aw we w,+ Aa 元 


图 P10. 50-2 


男 一 个 得 到 所 要 求 样本 的 方法 是 将 有 限 长 序列 Xk] (标号) 看 成 要 经 过 图 P10. 50-3 所 
示 系 统 处 理 的 离散 时 间 数 据 。 第 一 个 系统 的 脉冲 响应 是 


pln] = 2 ôln +rN] 


7 一 一 Co 
且 滤 波 咒 的 频率 响应 为 
WO) _ 1, lwl< n/M 
H(e! = 14 其 他 


放大 后 输出 信号 定义 为 
Xin] = XymIMke— Mka +n]. OSn<N-1 
对 合适 的 Mlk, 值 。 假 设 所 选择 的 有 值 使 得 M 在 下 面 各 部 分 中 为 整数 。 
(c) 设 用 一 个 长 度 为 513(0<n<512 时 非 零 ) 因果 I 型 线性 相位 滤波 器 来 通 近 理想 低 通 滤 
波 器 h[n]。 指 出 这 [nj] 的 哪 一 个 样本 可 以 给 出 所 要 求 的 频率 样本 。 
(d) 利用 X[k] 和 X(e”*) 的 典型 谱 图 ,证 明 如 图 P10. 50-3 所 示 的 系统 可 以 产生 所 求 样本 。 





序列 提取 的 
正确 部 分 


图 P10. 50-3 


11.0 引言 


纵 观 全 书 , 可 以 看 到 利用 信和 号 与 系统 的 几 种 不 同 的 表示 方法 是 很 方便 的 。 例 如 ,在 式 (2.5) 
中 ,利用 一 个 离散 时 间 信 和 号 的 加 权 脉 冲 序列 表示 形式 来 研究 LTI 系统 的 卷 积 和 问题 。 利 用 正 苞 和 
复 指数 信号 的 线性 组 合 表 示 方 法 得 到 了 傅 里 叶 级 数 . 傅 里 叶 变 换 以 及 信号 与 LTT 系统 的 频 域 特征 。 
虽然 这 些 表 示 方 法 由 于 其 通用 性 而 特别 有 用 ,但 对 于 结构 已 知 的 信号 来 说 ,它们 并 不 总 是 最 有 效 的 
表示 形式 。 

本 章 将 介绍 另外 一 种 功能 很 强 的 信和 号 表示 方法 , 称 为 参数 信号 建 模 。 这 种 方法 利用 具有 包含 
有 限 个 参数 的 预定 义 结构 的 数学 模型 来 表示 信号。 它 通过 选取 特殊 的 参数 集合 来 表征 给 定 的 信和 号 
s(n] , 选 定 的 参数 集合 可 以 得 到 从 某 种 规定 意义 上 来 说 尽 可 能 通 近 给 定 信和 号 的 模型 输出 s[Lm] 。 一 
个 常见 的 例子 是 将 信和 号 建 模 为 一 个 离散 时 间 线 性 系统 的 输出 ,如 图 11. 1 所 示 。 这 类 模型 由 输入 信 
号 zz 和 系统 函数 H(z) 构成 ,在 给 定 要 表示 的 信和 号 之 


vIn LTI s[n 
后 ,这 类 模型 与 可 能 帮助 求 得 HO 参数 的 其 他 限制 条 件 T 和 
结合 起 来 会 变 得 很 有 用 。 例 如 , 若 输入 lnl AE, RAER | 
数 假设 为 具有 如 下 形式 的 有 理 函数 : dW ee 
q 
J ye 
HG) = — (11.1) 


P 


L= aye 


k=1 

那么 信号 可 以 用 参数 w 和 b, ,或 等 效 为 H(z) 的 极点 和 零点 , 青 结合 输入 信号 知识 来 建 模 。 对 
于 确定 性 信号 ,输入 信号 vl nj 通常 被 假设 为 一 个 单位 脉冲 6L nj ,或 者 如 果 信 号 sLn] 被 看 作 是 一 个 
随机 信号 时 ,v[n] 通 常 被 假设 为 白 噪声 信号 。 当 适当 地 选 定 了 模型 之 后 ,就 有 可 能 用 相对 小 的 参 
数 集合 来 表示 大 量 的 信号 样本 。 

参数 信号 建 模 具有 广泛 的 应 用 ,包括 数据 压缩 ,频谱 分 析 , 信 和 号 预测 , 解 卷 积 ,滤波 器 设计 ,系统 
识别 ,信号 检测 和 信和 号 分 类 。 举 个 例子 ,在 数据 压缩 中 就 是 对 模型 参数 集合 进行 发 送 或 存储 的 , 接 
收 机 随后 利用 具有 这 些 参 数 的 模型 来 重新 生成 信号 。 在 滤波 器 设计 中 ,模型 参数 的 选取 是 为 了 能 
够 在 某 种 意义 上 最 台 近 目标 频率 响应 ,或 等 效 为 最 通 近 目标 单位 脉冲 响应 ,然后 带 有 这 些 参数 的 模 
型 便 对 应 了 设计 得 到 的 滤波 器 。 在 所 有 这 些 应 用 中 取得 成 功 的 两 个 关键 因素 便 是 选择 合适 的 模型 
以 及 准确 地 估计 模型 的 参数 ， 


11.1 信号 的 全 极点 建 模 
ROL 1) 表 示 的 模型 通常 既 有 极点 又 有 零点 。 虽 然 存 在 各 种 可 以 确定 式 (11. 1) 中 分 子 和 分 


母系 数 集合 的 方法 ,但 最 成 功 也 最 广泛 使 用 的 方法 都 集中 在 将 9 限制 为 零 的 情况 ,在 这 种 情况 下 ， 
图 11.1 中 的 H(z) 具 有 如 下 形式 : 
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H(z) = = a 
` p ~ A(z) 
iS (11.2) 
k=l 


此 处 用 参数 G 替换 了 参数 b,， os 这 类 模型 被 贴切 地 称 为 
“全 极点 "模型 咖 。 就 其 本 质 而 言 ,一 个 全 极点 模型 看 起 来 只 适用 于 对 持续 时 间 无 限 长 的 信号 进行 
建 模 。 尽 管 这 一 点 在 理论 上 看 日 ee. 但 对 于 许多 应 用 中 遇 到 的 信号 来 说 ,这 样 选取 模型 的 
系统 函数 效果 都 很 好 。 例 如 ,可 以 根据 给 定 信号 的 有 限 区 间 段 来 直接 计算 得 到 模型 的 参数 。 

式 (11.2) 中 全 极点 系统 的 输入 和 输出 满足 如 下 线性 常 系数 差分 方程 : 


P 
§[n] = $ asin — kl + Gvlnl (11.3) 
k=l 


这 意味 着 在 时 刻 n, 模 型 的 输出 是 由 过 去 样本 的 线性 组 合 加 上 一 个 加 权 的 输入 样本 构成 的 。 这 种 
结构 表明 ,全 极点 模型 与 关于 信号 的 一 种 假设 是 等 效 的 ,该 假设 是 说 ,信号 可 以 用 其 之 前 的 取 值 的 
线性 组 合 来 近似 (或 者 说 信号 是 基于 之 前 取 值 线性 可 预测 的 ) 。 因 此 ,这 种 建 模 信 号 的 方法 通常 也 
被 认为 是 线性 预测 分 析 或 线性 预测 2 。 


11.1.1 最 小 二 乘 逼 近 


全 极点 建 模 的 目标 是 对 式 (11.3) 中 的 输入 vl nj ,参数 C, 以 及 aa 选择 ,以 使 得 $[ n] 
在 某 种 程度 上 为 待 建 模 信 号 s[ nj] 的 一 种 紧 致 逼近 。 如 果 像 通常 情况 下 一 Hs st ] 被 提前 指定 ( 例 
Aol nj] =6Lnj]) ,那么 ,确定 参数 最 优 取 值 的 直接 方法 可 能 是 最 小 化 误差 信号 esln] =(s[n] - 
[nj ) 的 整体 能 量 ,进而 得 到 对 [nz] 的 最 小 二 乘 逼 近 。 具 体 地 ,对 于 确定 性 信号 来 说 ,这 个 模型 参 
数 可 以 在 整体 平方 误差 最 小 的 条 件 下 选取 


ce p 
x (s[n] — 8[n])? = y. (i-L asin -Go (11.4) 


n=—00 1 一 一 Co k=] 
理论 上 ,通过 让 式 (11.4) 中 的 表达 式 对 每 个 参数 求 微分 , 令 求 导 结果 等 于 零 并 对 所 得 方程 组 求解 ， 
便 可 以 找到 使 以 上 平方 误差 最 小 的 参数 m%。 然 而 ,这 样 做 将 得 到 一 组 非 线性 系统 的 方程 组 ,通常 
情况 下 对 它 求 解 很 困难 。 虽 然 对 于 大 多 数 实际 应 用 来 说 ,这 种 最 小 二 乘 问题 太 困 难 , 但 基本 的 最 小 
二 乘 原 理 可 以 应 用 于 略微 不 同 的 表达 式 上 并 取得 显著 成 功 。 


11.1.2 最 小 二 乘 求 逆 模型 


基于 求 逆 滤 波 的 公式 提供 了 对 全 极点 模型 中 参数 值 的 一 种 相对 直接 和 易于 处 理 的 解决 办 jer 
在 任何 通 近 方法 中 ,开始 时 都 认为 在 大 多 数 情况 下 模型 的 输出 并 不 精确 地 等 于 待 建 模 的 信号 
道 滤 波 方 法 则 基于 这 样 的 认识 ,如 果 给 定 的 信号 sL nj] 实际 上 就 是 图 11. 1 所 示 模型 中 滤波 器 ae 
的 输出 IBA sla] fe H(z) ARSENY HT AI, A UY olin], EE, MPR) 11.2 所 示 , 假 设 
H(z) 是 由 式 (11.2) 所 指出 的 一 个 全 极点 系统 ,寻找 一 个 系统 函数 如 式 (11.5) 所 示 的 逆 滤 波 器 


P 


A(z) =1— ) az (11.5) 


k=1 





D 关于 这 种 情况 以 及 一 般 极点 /零点 情况 的 详细 讨论 在 Kay (1988) ,Thierrien( 1992) , Hayes( 1996) 以 及 Stoica and Moses 
(2005) 中 给 出 。 

© 在 语音 处 理 的 应 用 中 ,线性 预测 分 析 通 常 被 称 为 线性 预测 编码 (LPC) 。( 参见 Rabner and Schafer,1978 以 及 Quatieri, 
2002,) 
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使 得 其 输出 gL nj] 等 于 加 权 输 入 GvLn]。 然 后 ,在 这 个 公式 中 选择 逆 滤 波 器 的 参数 (进而 隐 含 着 模 
型 系统 的 参数 ) 以 使 得 gLn] 和 Cof nj] 之 间 的 均 方 误差 最 小 。 如 此 会 得 到 一 组 特性 良好 的 线性 


图 11.2 全 极点 信号 建 模 的 道 滤波 器 形成 


由 图 11.2 和 公式 (11.5) 可 得 ,g[n] 和 slLn] 满 足 差 分 方程 
pP 


gin] = sin] — > aks[m — k] (11.6) 
k=1 
建 模 误差 [nj] 现在 定义 为 
P 
éln] = g[n] — Gv[n] = s[n] — 》 asin —k]—Gv{[n] (11.7) 
k=1 


如 果 v[n] 是 一 个 单位 脉冲 ,那么 对 于 n>0, 误 差 8[n] 则 对 应 于 s[n] 和 利用 模型 参数 得 到 的 s[n] 
的 线性 预测 之 间 的 误差 。 于 是 ,为 了 方便 起 见 ,还 可 以 把 式 (11.7) 表 示 为 

é[n| = eln] — Goin] (11.8) 
其 中 eLn] 是 预测 误差 ,表达 式 为 


P 
eln] = sin] — 2 asin — k] (11.9) 


k=1 
对 于 一 个 与 式 (11.3) 的 全 极点 模型 精确 拟 合 的 信号 来 说 , 建 模 误差 [nn] 将 为 零 ,而 预测 误差 e[ n] 
则 为 输入 的 加 权 , 即 
ela] = Gr[n] (11. 10) 
这 种 以 递 滤波 形式 给 出 的 公式 得 到 了 极 大 简化 ,因为 vLn] 假 定 为 已 知 的 且 e[ nj] 可 以 根据 
式 (11.9) 由 s[n] 计 算得 到 。 然 后 选取 参数 值 a, 以 最 小 化 
£= (eaP) (11.11) 
式 中 符号 (" ) 表示 有 限 能 量 确定 性 信号 的 求 和 操作 以 及 随机 信和 号 的 集合 平均 操作 。 最 小 化 
式 (11.11) 中 的 s 所 得 到 的 逆 滤 波 器 ,在 确定 性 信号 情况 下 可 以 使 建 模 误 差 的 总 能 量 最 小 ,在 随机 
言 号 情况 下 可 使 建 模 误差 的 均 方 值 最 小 。 方 便 起 见 ,通常 用 符号 (， ) 代表 求 平均 操作 符 ( 算 子 )， 
根据 上 下 文 再 确认 其 含义 是 求 和 或 集合 平均 。 再 一 次 注意 到 ,在 求解 表征 图 11. 2 中 道 系统 的 参数 
a, 的 同时 ,也 隐 含 地 指明 了 全 极点 系统 。 
为 得 到 最 优 参数 值 ,将 式 (11.8) 代 入 式 (11. 11) 得 到 
e= ((eln] — Guin))?) (11. 12) 
£= (eini) +G? (vim) — 2G (v[nJe[n]) (11.13) 
为 了 得 到 能 使 e 最 小 的 参数 ,让 式 (11. 12) 对 第 ;个 滤波 器 系数 a; 求 微分 ,然后 令 微 分 结果 等 
于 零 , 从 而 得 到 如 下 方程 组 : 
ðE a 3 
Ja a, (em) — 2G (v[n]s[n -站 | =0, i=1,2,…,p (11.14) 


这 里 已 假设 G 与 w 相互 独立 ,当然 v[n] 也 与 a; 是 相互 独立 的 ,因此 可 以 得 到 
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= [o (Wm) -0 (11.15) 


对 于 所 关注 的 模型 来 说 ,如 果 s[n] 是 一 个 因果 的 .有 限 能 量 信 号 时 ,v[n |] 将 是 一 个 脉冲 信号 ,而 
如 果 s[n] 是 一 个 广义 平稳 随机 过 程 时 ,v[n |] 则 是 白 噪声 信号 。 当 wvw[nj] 是 一 个 脉冲 信号 ,并 且 对 于 
<0 时 ,有 s[z] =0, 可 以 得 到 乘积 vLnjsLn 一 让 =0, 其 中 i=1,2,…,p。 当 wvLnj] 是 白 噪声 时 , 则 有 
(vInlsln — i]) = 0, poh. - sp (11. 16) 
因为 对 于 任何 值 ,一 个 有 着 白 噪声 输入 的 因果 系统 的 输入 和 时 刻 n 之 前 的 输出 值 是 不 相关 的 。 
因此 ,对 于 以 上 两 种 情况 来 说 , 式 (11.14) 都 退化 成 
oF = 2 (emi) =0 i=1,2,---.p (11.17) 
PTT UD, ERAEN BOR ELT ERRE E [nj]) 最 小 ,等 效 于 使 均 方 预测 误 差 (e [nm]》 
最 小 。 对 式 (11. 17 ) 进行 扩展 并 利用 平均 操作 的 线性 性 质 , 可 以 从 式 (11.17) 中 得 到 下 列 方程 : 


P 








(s[a]sIn — il) — D> a (s[n —k]s[n —i]) =0; t=1,°--,p (11. 18) 
k=1 
dssli, k] = (s[n — i]s[n — k]) (11.19) 
方程 组 (11. 18 ) 可 以 重新 写成 更 为 紧凑 的 形式 

p 
S aks li eel), P= 2p (11.20) 

k=1 
方程 组 (11. 20) 构 成 了 一 个 由 p 个 线性 方程 组 成 的 系统 ,其 中 p A, AIA AY) Li, A | BL 


(i=1,2,…,p 和 和 =0,1,…,p) 或 者 提前 从 s[n] 中 计算 出 这 些 值 ,就 可 以 通过 求解 线性 方程 组 中 的 
参数 a, ,k=1,2,…,p 来 完成 模型 参数 的 计算 。 


11. 1.3 全 极点 建 模 的 线性 预测 公式 


正如 之 前 提 到 的 ,根据 对 式 (11.3) 的 解释 ,可 以 得 到 对 全 极点 信号 建 模 的 另 一 种 有 用 的 解释 ， 
即 基于 过 去 的 值 对 输出 的 一 种 线性 预测 ,其 中 预测 误差 ef n] 是 对 输入 的 加 权 Gv[ nj , 即 
pP 


eln] = sIn] — È` asla — k] = Gvln] (11.21) 
k=1 


式 (11.17) 表 明 ,使 式 (11. 11) HP aS ERIE e 最 小 ,就 等 效 于 使 平均 预测 误差 人 e [nn] 最 
小 。 如 采信 号 sLnj] 是 由 模型 系统 产生 的 ,并 且 vL nj] 是 一 个 脉冲 信号 且 sL nj 与 全 极点 模型 准确 拟 
合 ,那么 在 任何 n>0 处 的 信号 都 是 可 以 基于 过 去 的 值 线 性 预测 得 到 的 , 即 预测 误差 为 零 。 如 果 
vin EARE ,那么 预测 误差 也 是 白 的 。 

图 11.3 对 这 种 基于 预测 的 解释 进行 了 描述 ,其 中 预测 滤波 器 P(z) 的 传递 函数 是 








P(z) = Yaz (11.22) 
这 个 系统 被 称 为 信号 s[ nj 的 p 阶 线性 预测 器 。 eai 1 是 
= Sawa (11.23) 
且 如 网 11.3 所 示 , 预测 误差 信号 为 e[n] =s[n] - 
5 [Ln]。eln|] 序 列 指出 了 线性 预测 器 不 能 准确 预测 信号 ate) 





sL nj] 的 程度 。 由 于 这 个 原因 ,所 以 e[n] 有 时 也 被 称 作 预 图 11.3 全 极点 信号 建 模 的 线性 预测 形成 
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测 误差 余 量 或 简称 余 量 。 在 这 种 观点 下 ,系数 a; 也 被 称 作 预 测 系数 。 在 图 11.3 中 还 可 以 看 出 , 预 
测 误差 滤波 器 与 线性 预测 器 的 关系 如 下 : 
P 


A(z) =1— P(z) =1— ov az (11.24) 
k=l 


11.2 确定 性 信号 与 随机 信号 建 模 


为 了 把 最 优 逆 滤波 器 ,或 者 等 效 为 最 优 线性 预测 器 作为 参数 信号 建 模 的 基础 ,有 必要 对 假设 的 
输入 信号 vn] 和 平均 算 子 (。 ) 的 计算 方法 讨论 得 更 加 具体 详尽 些 。 为 此 ,分 开 来 考虑 确定 信号 和 
随机 信号 两 种 情况 。 两 者 都 会 用 到 平均 操作 ,这 里 假设 已 知 待 建 模 信号 在 整个 时 间 轴 - m < n < 
+o 上 的 信息 。11. 3 节 将 讨论 当 仅 有 信号 s[n] 的 有 限 长 区 间 段 上 的 信息 可 用 时 的 一 些 实际 问题 。 
11.2.1 能 量 有 限 确定 性 信号 的 全 极点 建 模 

本 节 假 设 一 个 全 极点 模型 是 因果 稳定 的 ,并 且 当 ”<0 时 输入 v[n] 和 待 建 模 信 号 s[n] 都 为 零 。 


进一步 假设 s[ nj 的 能 量 有 限 且 对 所 有 的 n=0 其 值 已 知 。 选 择 式 (11. 11) 所 示 的 算 子 (4: ) 作 为 建 
模 误 差 序 列 êl nj] 的 总 能 量 。 即 


Oo 


e= (Iain?) = D len? (11.25) 
根据 上 述 平均 算 子 的 定义 , 式 (11. 19) 中 的 aL isk] Hy Fateh: 
dss li. k] = 3 s[n —i]s[n — k] (11. 26) 
且 等 效 为 a 
ds[ k] = s s[n|s[n — (i —k)] (11.27) 
现在 式 (11.20) 中 的 系数 由 [为 
Qssli. k] = rss[i — k] (11.28) 
其 中 ,对 于 实 信号 sin] ,r mj] 是 一 个 确定 的 自 相关 函数 
rsslm] = > sln + m]s[n] = i s[n]s[n — m (11.29) 
因此 , 式 (11.20) 具 有 如 下 形式 ， 
anal =k] = rsi] i=1,2,.…,p (11.30) 
k=1 


这 些 等 式 被 称 为 自 相 关 正 规 方 程 组 ( autocorrelation normal equations ) ,也 称 作 Yule-Walker 等 式 , 它 
们 提供 了 根据 信和 号 的 自 相关 函 数 来 计算 系数 a,,…,a, 的 基本 方法 。11. 2.5 节 将 讨论 一 种 选取 增 
益 因 子 G 的 方法 。 


11. 2.2 随机 信号 的 建 模 


对 于 均值 为 零 的 广义 平稳 随机 信号 的 全 极点 建 模 ,假设 全 极点 模型 的 输入 是 均值 为 零 ,方差 为 
1 的 白 噪声 信号 ,如 图 11.4 所 示 。 该 系统 的 差分 方程 为 
rP 


ŝin] = Do aksm — k] + Gwin] (11.31) 
k=1 
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其 中 ,输入 信号 的 自 相关 函数 为 Eiw[n+m]jw[n]| =6[m] ,其 均值 为 零 (E|w[n]| =0) ,平均 功 
率 为 1(E|(w[n])*| =8[0] =1) ,这 里 | .| 代表 求 期 望 或 概率 平均 算 子 ?。 

所 得 到 的 分 析 模型 与 图 11. 2 描述 的 一 样 ,但 想 要 的 。 wm 
输出 值 gL[ nj] 发 生 了 改变 。 对 于 随机 信号 来 说 ,希望 使 aR 
gin] 尽 可 能 地 接近 白 噪声 信号 ,而 不 是 接近 在 确定 信号 。 人 
情况 下 想 要 的 单位 样本 序列 。 因 此 ,随机 信号 的 最 优 逆 ”图 .4 随机 信号 s[n] 的 线性 系统 模型 
滤波 器 通常 指 的 是 白化 滤波 器 ( whitening filter). 

同样 选择 式 (11. 11) 中 的 算 子 ( +) 作为 适合 随机 信和 号 的 算 子 ,具体 是 指 均 方 值 ,或 者 等 效 为 平 
均 功 率 。 于 是 式 (11. 11 ) 变 为 






e= E{(é[n])*} (11. 32) 
如 果 假 设 s[n] 是 一 个 平稳 随机 过 程 的 样本 函数 ,那么 式 (11.19) 中 的 $,[i,k] 则 为 如 下 自 相 关 
函数 : 
pssli.k] = E{sln —ilsln —k]}= rssli — k] (11. 33) 
系统 系数 可 像 之 前 一 样 从 式 (11. 20) 中 得 到 。 因 此 ,系统 系数 满足 与 式 (11.30) 具 有 相同 形式 
的 方程 组 ,也 即 


P 
X agrssli —k)=resli], i=l p (11.34) 
k=l 


因此 ,随机 信和 号 建 模 同样 得 到 了 Yule-Walker 等 式 , 此 时 自 相关 函数 由 如 下 概率 平均 来 定义 : 
rsim] = E {s[n + m]s[n]} = E {s[n]s[n — m]} (11.35) 


11.2.3 最 小 均 方 误差 


无 论 是 对 确定 性 信号 (参见 11.2. 1 节 ) 还 是 随机 信号 (参见 11.2.2 节 ) 建 模 ,图 11.3 中 的 预测 
误差 e[n | 的 最 小 值 都 可 以 用 式 (11. 20) 所 示 的 对 应 相关 值 来 表达 ,从 而 确定 出 最 优 的 预测 器 系数 。 


为 了 说 明 这 一 点 ,将 写 为 

p 2 

€= (人 一 》 asin 一 u) ) (11.36) 
k=1 

正如 习题 11. 2 中 更 为 详细 的 描述 ,如 果 将 式 (11.36) 进 行 扩 展 ,并 有 旦 将 式 (11.20) 代 入 其 结果 中 ， 

一 般 可 得 到 


P 
£= ġss[0, 0] — ` aedes[0. k] (11.37) 
k=1 
等 式 (11. 37) 在 选择 任何 合适 的 平均 算 子 时 都 是 成 立 的 。 尤 其 ,对 于 满足 pulik] =r lik RE 
的 平均 操作 定义 来 说 , 式 (11. 37) 变 成 
P 
£= rss[0] — > agrss Ik] (11.38) 


k=l 


11.2.4 自 相关 匹配 性 质 
全 极点 模型 的 一 个 重要 而 有 用 的 性 质 源 自 于 对 确定 性 信号 情况 下 式 (11.30) 以 及 随机 信和 号 情 





© El- | 的 计算 需要 概率 密度 信息 。 对 于 平稳 随机 信号 ,只 需要 一 维 概率 密度 。 对 于 各 态 遍 历 随机 过 程 ,要 用 到 一 个 无 
限 长 时 间 平 均 。 然 而 在 实际 应 用 中 ,这 种 平均 值 必须 利用 从 有 限时 间 平 均 得 到 的 估计 值 来 近似 ， 
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况 下 式 (11.34) 的 求解 ,这 种 性 质 被 称 作 自 相 关 匹 配 特 性 (Makhoul, 1973)。 式 (11.30) 和 
式 (11.34) 表示 了 对 模型 参数 a, (k=1,…,p) 进行 求解 的 p 个 方程 的 集合 。 在 这 些 方 程 中 ,方程 
左 、 右 两 边 的 系数 都 是 由 (p+1) 个 相关 值 r,[m] (m=0,1,…,p) 组 成 的 ,其 中 根据 被 建 模 信 号 是 确 
定性 信号 还 是 随机 信和 号 来 对 相关 函数 进行 适当 定义 。 

证 明 自 相关 匹配 性 质 的 基础 是 ,可 以 观测 到 当 图 11. 1 中 的 模型 系统 7(z) 被 指定 为 式 (11.2) 
所 示 的 全 极点 系统 时 ,信号 SLi | 与 模型 明显 匹配 。 如 果 再 次 考虑 对 信号 $L nj] 进行 全 极点 建 模 , 当 
然 会 再 次 得 到 方程 组 (11. 30) 和 方程 组 (11.34) ,但 这 次 是 将 用 ry [mj] 替换 7,[ m |] 。 既 然 $L nj 与 模 
型 相 匹配 ,那么 求解 的 结果 也 必定 得 到 相同 的 参数 值 w (上 =1,2,…,P) ,并 且 如 果 下 式 成 立 , 则 会 
得 到 这 种 求解 结果 : 

ryy[m] = ergs[m] O<m<p (11.39) 

式 中 ,c 是 任意 常数 。 正 如 11.6 节 所 要 讨论 的 Yule-Walker 方程 递归 求解 的 形式 决定 了 式 (11. 39) 
中 等 式 需 得 到 满足 的 事实 。 总 之 , 自 相关 正规 方程 组 要 求 ,对 于 各 延迟 线 m| =0,1,…,p, 模 型 输 
出 与 被 建 模 信和 号 的 自 相 关 函 数 为 正比 例 函 数 。 


11.2.5 增益 参数 G 的 确定 


在 已 采用 的 方法 中 ,确定 模型 系数 a 的 最 优选 择 不 取决 于 系统 增益 G6。 从 图 11. 2 所 示 的 逆 波 
波 公式 的 观点 来 看 ,一 种 可 能 性 就 是 选择 6 使 得 ((3S[n])”〉=《(s[n]) ) 成 立 。 对 于 有 限 能 量 确 
定性 信号 ,这 就 相当 于 使 模型 输出 的 总 能 量 和 被 建 模 信 号 的 总 能 量 相 匹配 。 对 于 随机 信号 ,就 是 使 
两 者 的 平均 能 量 相 匹 配 。 在 这 两 种 情况 下 ,都 相应 于 要 选择 C (EAE re lO] =7,10]。 这 样 选择 以 
后 , 式 (11.39) 中 的 正比 例 因子 为 1。 
例 11.1 一 阶 系统 
图 11.5 给 出 了 两 个 信号 ,它们 都 是 系统 函数 为 下 式 的 一 阶 系统 的 输出 : 


H(z) = 





(11. 40) 


1— az! 
当 输 入 是 一 个 单位 脉冲 6[n] 时 ,输出 信号 为 sj[n]=hln|]=aQa"u[nj], 而 当 系 统 的 输入 是 一 个 均 
值 为 零 , 方 差 为 1 的 白 噪声 信号 时 ,输出 信号 为 s,[n]。 两 个 信号 的 展开 范围 都 是 -w <n<%， 
如 图 11.5 所 示 。 








ea | Ce 


图 11.5 一 阶 全 极点 系统 的 确定 和 随机 输出 举例 
IEF s,[n] 4 BAK BHA 
ris Ml = mi = 5 atM g” = 


n=0 


信号 si 如 的 自 相关 函数 也 由 式 (11.41) 给 出 ,因为 s,[m] 是 系统 对 和 白 嗓 声 信 号 的 响应 ,此 时 自 相 





(11.41) 
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关 函 数 是 一 个 单位 脉冲 。 

因为 这 两 种 信号 都 是 由 一 阶 全 极点 系统 生成 的 ,所 以 一 阶 全 极点 模型 是 一 个 精确 拟 合 系统 。 
在 确定 性 信号 情况 下 ,最 优 逆 滤波 器 的 输出 是 一 个 单位 脉冲 ,在 随机 信号 情况 下 ,最 优 逆 滤波 器 
的 输出 是 一 个 均值 为 零 且 具有 单位 平均 功率 的 白 噪声 序列 。 为 了 说 明 最 优 逆 滤波 器 的 准确 性 ， 
注意 到 ,对 于 一 阶 模型 来 说 ,方程 组 (11. 30) 或 方程 组 (11.34) 将 简化 为 





rsasqlOlay = rsusal 1] ( 1 1. 42) 
根据 式 (11.41) ,得 到 对 确定 性 信号 和 随机 信号 两 种 情况 下 的 最 优 预 测 器 系数 为 
Q 
rasal 1| 1 一 ao2 
Saa A (11.43) 
1 — a? 
根据 式 (11.38) ,最 小 均 方 误差 为 
| a T az 





E (11.44) 


ie “joe te 


这 就 是 在 确定 性 信号 情况 下 单位 脉冲 的 幅度 ,以 及 在 随机 信号 情况 下 和 白 噪声 序列 的 平均 功率 ， 


正如 之 前 所 提 到 的 , 且 在 上 述 例子 中 可 以 清楚 看 到 的 , 当 信 号 是 由 全 极点 系统 生成 时 ,无 论 其 激 
励 是 一 个 脉冲 信号 还 是 白 噪声 信号 ,全 极点 建 模 都 可 以 准确 地 确定 全 极点 系统 的 参数 。 这 时 还 要 用 
到 模型 阶 数 p 和 自 相 关 函 数 的 先 验 知识 。 在 这 个 例子 中 有 可 能 得 到 这 种 先 验 信息 ,因为 在 这 里 计算 
自 相 关 肯 数 所 需 的 无 限 求 和 具有 可 用 的 闭 式 表达 形式 。 而 在 实际 装置 中 ,通常 有 必要 根据 给 定 信和 号 
的 有 限 长 信号 段 来 估计 出 自 相关 函数 。 习 题 11. 14 考虑 了 对 本 节 的 确定 信号 syLn] 而 言 ,有 限 长 自 相 
关 佑 计 ( 下面 即 将 讨论 到 ) 的 影响 。 


11. 3 ”相关 函数 的 估计 


要 使 用 11.1 节 和 11.2 节 的 结果 对 确定 性 信号 或 随机 信号 进行 建 模 ,需要 有 相关 函数 p, (ik | 的 
先 验 知识 ,其 中 $,[i,k] 是 用 来 组 成 系数 w 所 满足 的 系统 方程 组 的 ,或 者 必须 从 给 定 信号 中 估计 得 
到 这 些 相关 函数 。 此 外 ,也 考虑 要 应 用 块 处 理 或 者 短 时 分 析 技 术 来 表示 一 个 非 平稳 信号 (例如 , 语 
音信 和 号) 的 时 变 特性 。 本 节 将 讨论 实际 应 用 参数 信号 建 模 概念 时 相关 估计 计算 的 两 种 不 同方 法 ， 
这 两 种 方法 就 是 大 家 所 知道 的 自 相关 法 和 协 方 差 法 。 


11.3.1 自 相关 法 


假设 有 可 用 的 一 组 M +1 个 信号 样本 集 s[L nj ,0<n<M, 并 且 和 希望 计算 得 到 一 个 全 极点 模型 的 
系数 。 在 自 相关 法 中 ,假定 信号 范围 是 -mm <n<%, 且 当 n 在 0<n<M 范围 之 外 时 设置 信号 样本 
值 为 零 ,或 索性 这 些 信 号 样本 是 从 一 个 更 长 的 序列 中 截取 出 来 的 。 当 然 , 这 就 意味 着 模型 所 能 达到 
的 精确 度 有 一 定 的 损失 ,因为 要 用 一 个 全 极点 模型 的 IIR 脉冲 响应 来 对 s[n] 的 有 限 长 区 间 自 建 模 。 

虽然 在 求解 滤波 器 系数 时 不 需要 明确 地 计算 出 预测 误差 序列 ,然而 一 些 关于 预测 误差 序列 计 
算 的 细节 仍 可 以 提供 某 种 信息 。 根 据 式 (11.24) 中 4(z) 的 定义 ,预测 误差 滤波 器 的 脉冲 响应 为 

P 
haln] = 6[n] — $ agôln — k] (11.45) 
k=1 

可 以 看 出 ,由 于 信号 s[n] 具 有 有 限 长 度 M+1, 并 且 预 测 滤波 器 A(z) 的 脉冲 响应 hy Ln] 的 长 度 
为 p+1, 所 以 预测 误差 序列 ef n] =h[n]#*sinj] 在 0<n<M+p 范围 之 外 总 是 等 于 零 。 图 11.6 给 
出 了 一 个 p=5 的 线性 预测 器 的 预测 误差 信和 号 的 例子 。 在 上 面子 图 中 给 出 了 为 3 种 不 同 值 时 预 
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测 误差 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 h[n -mj (时间 反 转 且 时 移 ) DER hln- m] ERF m 的 函数 。 带 
有 方 点 的 黑 线 描述 了 h[n -mj], 圆 点 浅 色 线 表示 了 在 0<m<30 范围 内 的 序列 s[m]。 左 边 是 
hy lO —m] ,这 表明 第 一 个 非 零 预 测 误差 样本 是 e[0] =s[0]。 当 然 这 一 点 与 式 (11.9) 是 一 致 的 。 
最 右边 是 如 [AM +p —m] ,表明 最 后 一 个 非 零 误 差 样 本 是 e[ M+P]= -asLM]。 图 11.6 中 下 面子 
图 给 出 了 0<n<M+p 范围 内 的 误差 信号 e[n]。 从 线性 预测 的 观点 来 看 ,前 p yeoman < 线 和 
点 ) 是 从 假定 为 零 的 样本 中 预测 得 到 的 。 类 似 地 ,对 于 n 三 M+1 时 的 输入 样本 值 也 假定 为 零 ,以 得 
到 一 个 有 限 长 信号 。 线 性 预测 器 试图 从 先前 的 非 零 样本 和 部 分 原始 信号 中 预测 出 在 区 间 M+1<n 
入 呆 + 内 的 零 值 样本 。 事 实 上 ,如 果 s[0] 关 0 且 sLM] 取 0, 那 么 e[0] =s[0] 和 e[M+P]= -a,sLM] 
两 项 为 非 零 的 结果 是 成 立 的 。 也 就 是 说 ,如 果 在 间隔 0 大 ”大 以 外 信号 被 定义 为 零 , 那 么 预测 误差 
(总 平方 误差 ae) 永远 不 可 能 精确 地 等 于 零 。 进 一 步 ,p 阶 预测 器 的 总 平方 预测 误差 为 











oo M+p 
eP = (ein?) = Ð en? = 3 emn? (11. 46) 
n=—00 n=0 
即 ,为 方便 起 见 , 求 和 范围 可 以 是 无 限 的 ,但 实际 上 它们 是 有 限 的 。 
人 slm] 
hal0-m] 4 a haln-m] | ha[M +p—m] 
E Š Pr > te e* hance a 
T Lee i te it m 
cee ‘ie eee 
e[n] = hale] * sln] = st] — È, asta - 4] 
A k 
加 本 9 ARSE ba SS Pat a 9 854 we 
j J $ $ i T K 
M M+p 





图 11.6， 自 相关 法 中 预测 误差 计算 的 示意 图 (p =5)( 在 上 面子 图 中 , 方 点 表示 hila- 
mj] 的 样本 值 , 浅 色 圆 点 表示 sLm | 的 样本 值 ,下 面子 图 为 e[ n |] 的 样本 值 ) 


当 假 设 在 区 间 0<n<M 之 外 信号 等 于 零 时 ,相关 函数 $,[i,k 退化 为 自 相 关 函 数 7,L mj] ,这 里 
式 (11. 30) 所 需 的 值 对 应 于 m= |i-k|。 图 11.7 给 出 了 计算 r,[m] 时 使 用 的 移 位 序列 ,其 中 圆 点 
表示 sLnj, 方 点 表示 sLn+m]。 需 要 注意 的 是 ,对 于 有 限 长 信号 ,只 有 在 区 间 0<n<M-m(m 宇 0) 
上 ,乘积 s[njs[n+m] 才 是 非 零 的 。 因 为 r+. 是 一 个 偶 函 数 ,也 即 7[ m] rim] =r,[ |m|], PF 
以 Yule-Walker 等 式 所 需 的 自 相关 值 可 以 计算 如 下 : 


oo M—|\m\| 


rss[lm|] = 5 s[n]s[n + |m|] = yo s[n]sin + |m]] (11.47) 


n=—90 n=0 . 
对 于 有 限 长 序列 sl nj], 式 (11.47) 具 有 一 个 自 相 关 也 数 所 有 必要 的 性 质 ,上 且 对 于 m > M, Hr, [m] =0。 
但 是 ,r,[ mj 与 截取 出 有 限 长 信号 段 的 无 限 长 序列 的 自 相 关 函 数 显然 并 不 相同 。 


s[n], s[n +m] 


村 | , 
J eye, > 


| 
í 





M-m 


图 11.7 有 限 长 序列 自 相 关 函 数 计算 的 示意 图 ( 方 点 表示 样本 s[n +m] , 浅 色 圆 点 表示 样本 s[m] ) 
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式 (11.47) 可 用 来 计算 确定 性 信号 和 随机 信号 的 自 相关 函数 估计 。 通 常 ,有 限 长 输入 信号 是 
从 一 个 更 长 的 样本 序列 中 截取 得 到 的 。 例 如 ,在 语音 处 理应 用 中 ,语音 中 的 发 声 段 (例如 元 音 ) 被 
视 为 确定 信号 ,不 发 声 段 (摩擦 音 ) 被 视 为 随机 信号 2 ,就 属于 这 种 情况 。 根 据 之 前 的 讨论 ,由 于 想 
ae ear Er E PE 出 零 值 样本 ,所 以 预测 误差 中 前 

个 样本 和 后 p 个 样本 可 能 会 很 大 。 因 为 这 会 造成 预测 器 系数 估计 的 偏差 ,所 以 在 计算 自 相 关 函 
数 之 前 通常 会 用 一 个 信号 锥 形 化 窗口 ,如 汉 明 窗 ,对 信和 号 进行 加 窗 处 理 。 


11.3.2 协 方差 法 
计算 p 阶 预测 器 预测 误差 所 用 的 平均 算 子 的 男 一 种 选择 是 


M 
EN = (ein?) = X eln? (11.48) 


二 
与 自 相关 法 相同 ,平均 处 理 是 在 一 个 有 限 区 间 (p<n<MM) 内 进行 ,但 不 同 的 是 在 协 方差 法 中 待 建 模 
这 号 在 较 大 间隔 0 大 mn 二 1 内 都 是 已 知 的 。 总 平方 预测 误差 只 包含 哪些 可 以 从 区 间 0<n<M 内 的 
样本 中 计算 出 来 的 e[n] 的 值 。 因 此 ,平均 处 理 是 在 更 罕 的 间隔 p<n<MM 上 进行 。 这 一 点 很 重要 ， 
因为 它 缓解 了 全 极点 模型 和 有 限 长 信号 @ 之 间 的 不 一 致 性 。 在 这 样 的 情况 下 只 要 求 在 有 限 区 间 内 
去 匹配 信号 ,而 不 像 在 自 相关 法 中 要 求 在 所 有 n 值 上 匹配 信号 。 图 11. 8 上 面子 图 给 出 了 与 图 11.6 
上 面子 图 相同 的 信号 sim] ,但 在 这 种 情况 下 ,正如 在 式 (11. 48) 中 所 需要 的 ,只 计算 在 区 间 p<n< 
M 内 的 预测 误差 。 正 如 在 上 子 图 中 给 出 的 预测 误差 滤波 器 的 脉冲 响应 局 [nm -m] 所 示 , 当 用 这 种 
方法 计算 预测 误差 时 没有 端 部 效应 ,因为 所 有 需要 用 来 计算 预测 误差 的 样本 信号 都 是 可 用 的 。 正 
因为 这 样 ,如 果 提 取出 有 限 长 区 间 段 的 信号 是 由 一 个 全 极点 系统 的 输出 生成 的 话 ,那么 在 整个 p< 
n<M 区 间 内 的 预测 误差 就 有 可 能 精确 等 于 零 。 从 另 一 种 方式 看 ,如 果 s[n] 是 一 个 当 n>0 时 输入 
为 零 的 全 极点 系统 的 输出 ,那么 正如 式 (11.9) 和 式 (11. 10) 所 示 的 ,对 于 n>0 预测 误差 也 是 零 。 











ier Ch ‘ak 
| T ? 
ipen , 


P 
eln] = hafn] * sin] = sin] - $ aslan - k] 
k=1 


3 E3 $ 
ote EER -一 一 一 一 一 tya e 
P | a M n 





E118 协 方差 法 中 预测 误差 计算 的 示意 图 (p=5)( 在 上 面子 图 中 ， 
黑色 方 点 表示 样本 h(n -mj], 浅 色 圆 点 表示 样本 s[m]) 
协 方差 函数 继承 了 与 平均 算 子 相同 的 定义 , 即 


M 


Pssli, k] = D> sin — ilsin — k] (11.49) 


n=p 





”对 于 随机 信号 的 情况 ,10.6 节 已 经 表明 式 (11.47) 是 对 自 相 关 函 数 的 一 个 有 偏 估 计 。 当 pM 时 ,正如 在 通常 情况 
下 ,这 种 统计 偏差 一 般 可 以 忽略 不 计 。 

@ 在 这 两 种 情况 下 , 式 (11.47) 的 确定 性 自 相 关 函 数 被 作为 一 种 估计 。 

© 式 (11.48) 和 式 (11.46) 中 关于 总 平方 预测 误差 的 定义 是 截然 不 同 的 ,因此 用 下 标 “cov” 来 区 分 它们 。 
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图 11.9 示 出 了 时 移 序 列 s[n 一 品 ( 浅 色 线 和 圆 点 ) 和 5[ -上 ( 深 色 线 和 方 点 ) 。 该 图 表明 , 既 
然 只 需要 i=0,1,…,p 和 和 =1,2,…,p ROLY palik] ,那么 信号 片段 s[ 中 (0 大 2 入 内 ) 则 包括 了 了 
所 有 用 来 计算 式 (11.49 ) 中 p [i k] 的 样本 。 


sin — i] s[n — k] 





图 11.9 有限 长 度 序列 协 方差 函数 计算 的 示意 图 ( 方 点 表示 样本 s[n -和 , 浅 色 圆 点 表示 样本 sln - i] ) 
11.3.3 各 种 方法 的 比较 


自 相 关 法 和 协 方差 法 有 很 多 相似 之 处 ,但 是 它们 在 处 理 方法 和 得 到 的 全 极点 模型 上 有 很 多 重 
要 的 区 别 。 本 节 将 对 一 些 已 经 证 明 过 或 强调 过 需要 注意 的 不 同 点 进行 总 结 。 





预测 误差 


平均 预测 误差 Ce [n]) 和 平均 建 模 误差 (2 | n]) 痢 是 非 负 的 , 且 不 会 随 着 模型 阶 数 p 的 增加 而 
增加 。 在 基于 从 有 限 长 信号 中 获得 估计 值 的 自 相 关 法 中 ,因为 自 相关 值 不 是 准确 的 ,所 以 平均 建 模 
或 预测 误差 永远 不 会 为 零 。 此 外 ,即使 有 一 个 精确 模型 , 预测 误差 的 最 小 值 也 是 Gv [nj], 如 
式 (11. 10) 所 示 。 在 协 方差 法 中 ,如 果 原 始 信 号 是 由 一 个 全 极点 模型 产生 的 ,那么 当 n>0 时 预测 


误差 将 精确 等 于 零 。 这 一 点 将 在 例 11. 2 中 进行 说 明 。 
预测 器 系数 方程 


在 两 种 方法 中 ,使 平均 预测 误差 最 小 化 的 预测 器 系数 满足 一 组 用 和 矩 阵 形 式 Ba =w 所 表示 的 
一 般 线性 方程 组 ,通过 求 矩 阵 旬 的 道 , 即 a = 更 ”水 可 以 得 到 全 极点 模型 的 系数 。 在 协 方差 法 中 ,矩阵 
D 中 的 元 素 p li, k] EA 11. 49 ) 计 算得 到 的 。 在 自 相关 法 中 , 协 方差 值 变 成 了 自 相 关 值 , 即 
p lik] =r, [ |i-|] ,上 且 用 式 (11.47) 进 行 计算 。 在 这 两 种 情况 中 ,和 矩阵 @ 是 对 称 且 正 定 的 ,但 是 
在 自 相 关 法 中 ,矩阵 更 还 是 一 个 Toeplitz 矩阵 。 这 意味 着 其 结果 具有 一 些 特殊 的 性 质 ,同时 也 表明 
方程 的 求解 过 程 可 以 比 通常 可 用 的 方法 更 高 效 。11. 6 节 将 对 自 相关 法 的 这 些 含义 进行 一 些 探索 。 


模型 系统 的 稳定 性 
预测 误差 滤波 器 的 系统 函数 4(z) 是 一 个 关于 z ”的 多 项 式 。 因 此 ,可 以 用 它 的 零点 来 表示 ,如 
FA: 
p p 
A(z)=1- > atz = [[0- z) (11.50) 
k=l k=l 


在 自 相 关 法 中 ,预测 误差 滤波 器 4(z) 的 零点 可 保证 严格 位 于 z 平 面 的 单位 圆 内 , 即 |z,|<1。 
这 就 意味 着 模型 的 因果 系统 函数 H(z) = G/L4(z) 的 所 有 极点 都 位 于 单位 圆 内 ,这 表明 模型 系统 是 
稳定 的 。Lang and McClellan ( 1978 ) 和 McClellan ( 1988 ) 给 出 了 关于 这 一 论断 的 简单 证 明 。 
习题 11. 10 讨论 了 一 种 证 明 方法 ,该 方法 依赖 于 11.7.1 节 讨 论 的 预测 误差 系统 的 格 型 滤波 器 解 
释 。 而 在 协 方差 法 中 不 能 给 出 这 样 的 保证 。 


Sa 
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11.4 模型 阶 数 


参数 信号 建 模 中 一 个 很 重要 的 问题 就 是 模型 阶 数 p 的 确定 , 它 的 选择 对 于 模型 精度 有 重要 的 
影响 。 通 常 选择 p 的 方法 是 来 考察 最 优 p 阶 模型 的 平均 预测 误差 (通常 是 指 余 量 )。 令 ax” 为 利用 
式 (11.30) 找 到 的 最 优 p 阶 预 测 器 的 参数 。 使 用 自 相 关 法 时 p 阶 模型 的 预测 误差 能 量 为 


2 


CC 


Ph = >》, (mY (11.51) 


对 于 零 阶 预测 器 (p =0) ,在 式 (11.51) 中 没有 延迟 项 , 即 “ 预 测 器 "就 是 恒 等 系 统 ,因此 eln] = 
s[n]。 从 而 ,对 于 p=0 有 


Co 


ce(0) 一 > s?[n] = r,s{0] (11.52) 


一 一 Po 


绘制 归 一 化 均 方 预测 误差 v”=e"/e' 随 p 变化 的 曲线 ,可 以 表明 如 何 通过 增加 p 的 值 来 改 
变 该 误差 能 量 。 在 自 相 关 法 中 ,已 经 证 明了 平均 预测 误差 永远 不 可 能 正好 为 零 , 即 便 信号 s[n] Æ 
由 一 个 全 极点 系统 生成 的 , 且 模 型 的 阶 数 和 生成 系统 的 阶 数 相同 。 然 而 ,在 协 方差 法 中 ,如 果 全 极 
点 模型 对 信号 s[ nj 来 说 是 一 个 理想 模型 , 则 在 p 取 正 确 值 的 时 候 sx 将 完全 等 于 零 ,因为 平均 预测 
误差 只 考虑 p<n<M 范围 上 的 值 。 即 使 s[ nj] 不 能 用 一 个 全 极点 系统 来 精确 建 模 , 通 常 也 会 存在 一 
A p 的 取 值 ,在 该 值 之 上 青 增 大 p 时 ,对 wv" 或 wv =e Ze) 的 影响 很 小 ,又 或 者 没有 影响 。 这 个 
闽 值 正 是 将 信号 表示 为 一 个 全 极点 模型 时 模型 阶 数 的 有 效 选择 。 


例 11.2 模型 阶 数 的 选取 
为 了 说 明 模 型 阶 数 的 影响 ， 考虑 一 个 用 脉冲 信号 v[n] = = ôln ] 去 激励 一 个 10 阶 系统 所 生 
成 的 信号 ,该 系统 如 下 : 


0.6 
ii (1 — 1.0327! + 0.79772? — 1.34773 + 0.78774 — 0.92275 (11. 53) 
二 1.22z-6 — 0.43z- 7 + 0.6278 — 0.29279 — 0.2327!) 

aT O<n<30 范围 内 的 s[n] 样 本 如 图 11.6 和 图 11.8 中 上 面子 图 所 示 的 序列 。 这 个 信号 被 
用 作 一 个 全 极点 模型 待 建 模 的 信号 ,全 极点 模型 可 以 采用 自 相 关 和 协 方差 两 种 算法 实现 。 利 
用 s[m] 的 31 个 样本 计算 出 合适 的 自 相 关 和 协 方差 值 , 同 时 通过 分 别 求 解 式 (11.30) 和 
式 (11.34) 得 到 预测 器 系数 。 归 一 化 均 方 预测 误差 如 图 11. 10 所 示 。 可 以 看 到 ,在 对 应 于 自 
相关 和 协 方差 两 种 方法 的 曲线 上 , 归 一 化 误差 均 在 p =1 处 急剧 下 降 , 然 后 随 着 pp HH mR 
慢 地 降低 。 在 p=10 处 , 协 方 差 方 法 出 现 替 误差 ,而 自 相 关 方 法 在 p 宇 10 后 呈现 出 一 个 非 零 的 

平均 误差 。 这 与 11.3 节 中 关于 预测 误差 的 讨论 是 一 致 的 。 


虽然 例 11. 2 是 一 个 理想 仿真 ,但 是 , 当 对 采样 信号 进行 全 极点 建 模 时 ,这 种 平均 预测 误差 是 一 
个 取决 于 p 的 函数 的 一 般 特征 ,是 一 种 典型 的 现象 。 作 为 p 的 函数 的 wv 图形 在 某 些 点 上 趋 于 平 
坦 , 而 这 些 点 对 应 的 p 值 则 经 常 被 选 为 在 模型 里 使 用 。 在 类 似 语音 分 析 的 应 用 中 ,有 可 能 根据 产生 
待 建 模 信 号 的 物理 模型 来 选择 模型 阶 数 (参见 Rabiner and Schafer,1978 ) 。 








© 回 想 一 下 .在 协 方差 法 中 使 用 esf 来 表示 总 平方 预测 误差 ,而 在 自 相 关 法 中 则 使 用 没有 下 标的 a'” 来 表示 总 平方 预测 
误差 。 
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归 一 化 均 方 预测 误差 
vp) 和 ve) 





12 14 16 18 20 


8 10 
模型 阶 数 p 


图 11.10 例 11.2 中 归 一 化 均 方 预测 误差 v'” 与 模型 阶 数 p 的 函数 关系 


11.5 全 极点 频谱 分 析 


全 极点 建 模 提 供 了 一 种 从 截取 或 加 窗 数 据 中 获得 一 个 高 分 辨 率 信和 号 频谱 估计 的 方法 。 在 频谱 
分 析 中 应 用 参数 信号 建 模 是 基于 这 样 一 个 事实 , 即 如 果 数 据 和 模型 互相 拟 合 ,那么 可 以 利用 这 个 数 
据 的 有 限 长 区 间 段 来 确定 模型 参数 ,进而 也 确定 了 其 频谱 。 有 具体 地 ,在 确定 性 信和 号 情况 下 
|S(ei”) |? = |H (e!”) FV (eit)? = | H(e}”) 7 (11.54) 
因为 当 模 型 系统 具有 一 个 单位 脉冲 激励 时 , |V(e*) 上 =1。 类 似 地 ,对 于 随机 信和 号 来 说 ,模型 
输出 的 功率 谱 为 
Pis(ei®) = |H(e!”) |? P(ei®) = (Heie) (11.55) 
因为 对 于 白 噪声 输入 来 说 ,P,,(e*) =1。 因 此 ,可 以 通过 计算 信号 的 一 个 全 极点 模型 来 得 到 信和 号 
sL nj 的 频谱 估计 ,然后 再 计算 出 模型 系统 频率 响应 的 幅度 平方 。 对 于 确定 性 和 随机 两 种 情况 , 频 
谱 估 计 均 具有 如 下 形式 : 


G 2 


p 
1 一 >》 age i 
k=1 


为 了 能 够 很 好 地 理解 在 确定 性 信号 情况 下 式 (11. 56) 中 频谱 估计 的 本 质 , 有 必要 回忆 一 下 有 
限 长 信号 sL nj] 的 离散 时 间 健 里 叶 变 换 ( DTFT) 


频谱 估计 = Hel)? = 
(11. 56) 








M 


Sle) = Y sinl (11.57) 
n=0 
进一步 注意 到 
M—(|m| 1 T o ， 
rslm] = >》 s[n+mJs[n] = rr | [S(el) Pel" dw (11.58) 
n=0 = 


其 中 ,由 于 sLnj] 是 有 限 长 的 ,所 以 当 |m| >M itr [m] =0。 对 于 m=0,1,2,…,p,r,[m] 的 值 被 用 
来 计算 采用 自 相 关 法 的 全 极点 模型 。 于 是 ,信号 储 里 叶 谱 |5(e*) | 和 全 极点 模型 频谱 |$(e*) |? = 
1H(e*) 上 之 间 存 在 某 种 关系 的 假设 就 是 合理 的 。 

阐明 这 种 关系 的 一 种 办 法 就 是 求 得 用 信号 s[ nj 的 DTFT 表示 的 平均 预测 误差 的 表达 式 。 回 顾 
一 下 预测 误差 是 eLn] = 及 [nj] *sLnj] ,其 中 及 [nj] 是 预测 误差 滤波 器 的 脉冲 响应 。 根 据 帕 斯 瓦尔 
定理 ,平均 预测 误差 为 
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M+p 1 元 
£= > eni saN Sle Ae) dw (11.59) 
n= 


这 里 S(e”*) 是 信和 号 s[n] 的 DTFT, 如 式 (11.57) 给 出 。 因 为 H(z) =G/A(z) ,所 以 式 (11.59) 可 以 表 
示 成 H(e”) 的 形式 ,如 下 : 


(11.60) 





a G2 | x SCi”)? A 
2n J_x |H(e!”)|? 

由 于 式 (11 60) eek PRE EW, 4 -a <w<o |H e) |? >0, Ait Ast (11. 60) ATLA 
到 ,最 小 化 e 等 效 于 使 信号 s[n] 的 能 量 谱 与 全 极点 模型 中 线性 系统 频率 响应 的 幅度 平方 之 比 最 
小 。 这 就 意味 着 全 极点 模型 谱 将 试图 在 信号 频谱 值 较 大 的 频率 点 上 去 更 加 紧 致 地 匹配 信号 的 能 量 
谱 , 这 是 因为 对 应 于 |5(e”*) |? > |H t) P 的 频率 分 量 对 于 均 方 误差 的 贡献 相 比 于 其 他 频率 来 说 
会 更 大 。 于 是 ,全 极点 模型 频谱 估计 更 希望 在 信号 频谱 峰值 点 附近 实现 很 好 的 拟 合 。 这 一 点 将 在 
11. 5. 1 节 讨 论 中 来 阐明 。 同 样 的 分 析 和 原理 还 可 以 应 用 于 当 sLn | 是 随机 信号 的 情况 。 


11. 5. 1 语音 信号 的 全 极点 分 析 


全 极点 建 模 广 泛 应 用 于 语音 处 理 中 ,包括 语音 编码 ,其 中 经 常用 到 所 谓 的 线性 预测 编码 
(LPC) ,以 及 频谱 分 析 。( 参 见 Atal and Hanauer,1971,Makhoul,1975,Rabiner and Schafer,1978 以 
及 Quatieri ,2002. ) 为 了 阐述 本 章 所 讨论 的 很 多 思想 ,需要 详细 讨论 全 极点 建 模 在 语音 信号 频谱 分 
析 中 的 应 用 。 全 极点 建 模 方法 通常 以 一 种 与 时 间 有 关 的 形式 来 应 用 ,周期 地 选取 要 分 析 的 语音 信 
号 的 片段 ,这 种 选取 方式 与 10. 3 节 讨 论 过 的 时 变 傅 里 叶 分 析 中 所 用 的 方法 非常 类 似 。 既 然 时 变 傅 
里 叶 变换 本 质 上 是 一 个 有 限 长 信号 段 DTFT 的 序列 , 则 以 上 关于 DTFT 和 全 极点 频谱 之 间 关 系 的 讨 
论 也 就 表征 了 时 变 傅 里 叶 分 析 和 时 变 全 极点 模型 频谱 分 析 之 间 的 关系 。 

图 11. 11 上 面子 图 给 出 了 语音 信号 sLnj 的 201 点 汉 明 窗 片 段 ,其 对 应 的 自 相 关 函 数 7,[ mj] 在 
下 面子 图 中 给 出 。 在 该 时 间 间 隔 里 ,语音 信号 是 发 声 的 (声带 振动 ) ,正如 信号 的 周期 特性 所 表明 
的 那样 。 这 种 周期 性 在 自 相 关 函 数 上 反映 出 来 就 是 大 致 在 第 27 个 样本 处 的 峰值 (在 8 kHz 采样 率 
下 ,27/8 =3. 375 ms) 和 其 整数 倍 点 上 的 峰值 。 











名 100 150 200 
采样 点 数 (8 kHz 采样 率 ) 
(a) 





-5 i i iio 





i 
0 12 27 45 100 150 200 
延迟 量 (8 kHz 采样 率 ) 
(b) 


图 11.11 (a) 加 窗 的 发 声 语音 波形 ;(b) 对 应 的 自 相关 函数 ( 样 点 间 用 直线 连接 ) 
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当 把 全 极点 建 模 应 用 到 发 声 语音 上 时 ,把 信号 看 作 是 确定 的 ,而 激励 函数 为 一 个 周期 脉冲 串 将 
会 是 很 有 用 的 。 当 窗口 内 包含 了 信号 的 若干 个 周期 时 ,如 图 11. 11(a) 所 示 , 上 述 处 理 就 考虑 到 了 
自 相关 函数 的 周期 特性 。 

图 11.12 对 比 了 图 11.11(a) 中 信和 号 的 DTFT 以 及 利用 两 种 不 同 模型 阶 数 的 全 极点 建 模 所 计算 
出 来 的 频谱 ,其 中 采用 了 图 11.11(b) 中 的 自 相 关 函 数 。 注 意 到 [nz 的 DTFT 在 基本 频率 Fy = 
8 kHz/27 = 296 Hz 的 倍 频 点 上 出 现 峰值 ,同时 还 可 以 看 到 其 他 许多 较 小 的 峰值 和 四 陷 , 这 些 就 是 
10. 2. 1 节 所 讨论 的 加 窗 效应 带 来 的 。 如 果 利 用 图 11.11(b) 中 mr[m] 的 前 13 个 采样 点 来 计算 一 个 
全 极点 模型 的 频谱 (p =12) ,结果 得 到 图 11. 12(a) 所 示 的 粗 的 平滑 曲线 。 对 于 滤波 器 阶 数 为 12 H. 
基本 周期 为 27 个 样本 点 的 情况 ,这 种 频谱 估计 实际 上 忽略 了 由 信号 周期 性 决定 的 频谱 结构 ,从 而 
产生 了 一 个 平滑 得 多 的 频谱 估计 结果 。 然 而 ,如 果 使 用 7[ mj] 的 41 个 采样 点 ,就 会 得 到 图 中 用 细 
线 给 出 的 频谱 图 。 因 为 信号 周期 为 27, p =40 包含 了 自 相 关 函 数 的 周期 峰值 ,因此 全 极点 频谱 可 
以 展现 出 DTFT 频谱 中 更 多 的 细节 之 处 。 注 意 到 以 上 两 种 情况 都 支持 之 前 得 到 的 结论 , 那 就 是 全 
极点 模型 频谱 估计 更 倾向 于 很 好 地 表示 DTFT 频谱 中 的 峰值 特性 。 
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E 11.12 (a) 对 于 图 11.11(a) 中 发 声 语音 片段 的 DTFT 和 全 极点 
模型 谱 的 比较 ;(b) 作为 p 的 函数 的 归 一 化 预测 误差 


这 个 例子 表明 了 模型 阶 数 p 的 选择 控制 了 DTFT 谱 的 平滑 程度 。 图 11. 12(b) 表明 随 着 bp 的 增 
加 , 均 方 预测 误差 快速 下 降 , 随 后 趋 于 稳定 ,这 与 前 一 个 例子 一 样 。 回 顾 之 前 11.2.4 节 和 11.2.5 节 中 
讨论 的 适当 选择 增益 后 的 全 极点 模型 实现 了 信号 自 相关 函数 与 全 极点 模型 的 匹配 ,该 模型 具有 如 
式 (11.39) 所 示 的 多 达 p 个 相关 延迟 项 。 这 暗 指 了 随 着 bp 的 增加 ,全 极点 模型 的 频谱 会 接近 DTFT 
频谱 ,同时 当 p 一 % ,不 管 m 取 何 值 都 有 ro[m] =r Cm] ATA HC) |? = |S(e*) 上。 然而 ,这 
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并 不 意味 着 H(e”*) =S(e”) ,因为 H(z) 是 一 个 IIR 系统 ,而 S(z) 是 一 个 有 限 长 序列 的 :变换 。 同 
时 还 注意 到 , 当 p-% 时 ,平均 预测 误差 并 不 接近 于 零 , 即 使 是 |H(e*) | 一 |S(e*)|*。 这 是 因为 
式 (11.11) 的 总 误差 为 预测 误差 z[n] 减 去 Gv[n]。 换 句 话说 ,线性 预测 器 一 定 总 是 从 之 前 的 零 值 
样本 中 预测 得 到 第 一 个 非 零 样本 。 
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图 11.13 (a) 加 窗 的 非 发 声 语音 波形 ;(b) 对 应 的 自 相 关 函 数 (采样 点 间 用 直线 连接 ) 


另 一 类 主要 的 话音 信号 由 非 发 声 声音 组 成 ,如 摩擦 音 。 这 些 声音 是 由 于 在 声带 处 造成 随机 涡 
旋 气 流 而 产生 的 ,因此 ,它们 最 好 是 用 一 个 由 白 噪 声 激励 的 全 极点 系统 来 建 模 。 图 11. 13 给 出 了 一 
个 非 发 声 语音 的 201 点 汉 明 窗 片段 以 及 对 应 的 自 相 关 函 数 。 可 以 看 到 , 自 相 关 函 数 上 并 没有 反映 
出 信号 波形 或 是 自 相 关 函 数 的 周期 特性 。 图 11.14(a) 对 图 11.13(a) 中 信号 的 DTFT 以 及 从 
图 11.13(b) 中 自 相关 兄 数 计算 出 来 的 两 个 全 极点 模型 谱 进 行 了 比较 。 从 随机 信号 频谱 分 析 的 角 
度 看 ,DTFT 的 幅度 平方 是 一 个 周期 图 。 因 此 , 它 包 含 了 一 个 随 着 频率 随机 变化 的 分 量 。 再 次 通过 
对 模型 阶 数 的 选择 ,可 以 让 周期 图 达到 任何 想 要 的 平滑 度 。 


11.5.2 极点 的 位 置 


在 语音 处 理 中 ,全 极点 模型 的 极点 和 声带 的 谐振 频率 有 密切 的 关系 ,于 是 ,对 多 项 式 4(z) 进行 
因 式 分 解 来 得 到 如 式 (11. 50) 所 示 的 零点 表示 形式 通常 非常 有 用 。 正 如 在 11. 3.3 节 中 讨论 的 , 预 
测 误差 滤波 咒 的 零点 z% 就 是 全 极点 模型 系统 函数 的 极点 。 系 统 函 数 的 极点 造成 了 在 11. 5. 1 节 中 
讨论 的 频谱 估计 的 峰值 。 极 点 离 单 位 圆 越 近 ,该 极点 角度 附近 对 应 频率 处 频谱 的 峰值 就 越 高 ， 

图 11.15 给 出 了 对 应 于 图 11. 12(a) 中 两 个 频谱 估计 的 预测 误差 系统 函数 4(z) (模型 系统 的 极 
点 ) 的 零点 。 对 于 p=12,4(z) 的 极点 用 空心 圆 表示 。 五 对 复数 共 思 零点 对 非常 靠近 单位 圆 ,它们 
作为 极点 的 表现 形式 明显 地 表现 在 图 11. 12(a) 中 的 粗 线 曲线 上 。 对 于 p =40, 4(z) 的 零点 用 较 大 
的 实心 点 表示 。 可 以 观察 到 这 些 零 点 中 的 大 部 分 都 靠近 单位 圆 ,它们 围绕 着 单位 圆 或 多 或 少 呈现 
出 平均 分 布 的 态势 。 这 会 造成 模型 频谱 上 的 峰值 ,这 些 峰 值 近似 以 语音 信和 号 基带 频率 对 应 的 归 一 
化 角 频 率 [ 即 角度 2r(296 Hz)/8kHz 处 ] 的 整数 倍 为 间隔 。 
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(b) 
(a) 对 于 图 11. 13(a) 中 未 发 声 语音 片段 的 DTFT 和 全 


图 11. 14 
极点 模型 谱 比较 ; (b) 作为 p 的 函数 的 归 一 化 预测 误差 








图 11.15 用 来 得 到 图 11. 12 中 频谱 估计 的 预测 误差 滤波 器 (模型 系统 的 极点 ) 的 零点 


11. 5.3 正弦 信号 的 全 极点 建 模 
作为 男 一 个 重要 的 例子 ,考虑 利用 一 个 全 极点 模型 的 极点 来 估计 正弦 信和 号 的 频率 。 为 了 说 明 


为 什么 有 可 能 这 样 做 的 原因 , 现 考虑 两 个 正弦 信号 之 和 
s[n] = [A] cos(wjn + 01) + Az cos(w2n + 62)] uln] 


信号 sin] AY 2 AL PIS: 


(11.61) 
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ae | bo + biz™! + baz? a 

: (一 ejolz-UD( — e7 iorz!) (1 一 eiwz-D(G — e7 122z!) 
也 就 是 说 ,两 个 正弦 信号 之 和 可 以 用 一 个 系统 函数 同时 含有 极点 和 零点 的 LTI 系统 的 脉冲 响应 来 
表示 。 分 子 多 项 式 将 是 一 个 复杂 的 关于 幅度 .频率 和 相 移 的 函数 。 需 要 注意 的 是 ,分 子 是 一 个 三 阶 
多 项 式 而 分 母 是 一 个 四 阶 多 项 式 ,分 母 多 项 式 的 根 都 在 单位 圆 上 ,对 应 的 角度 等 于 二 o All + 
在 单位 脉冲 激励 下 描述 该 系统 的 差分 方程 具有 以 下 形式 : 


4 3 
s[n] — $ ags[n — k] = 》 by d[n — k] (11.63) 
k=1 k=1 


(11. 62) 





其 中 ,系数 a, 是 由 分 母 因 式 相 乘 得 到 的 。 注 意 到 


4 
sin] — $ arsin — k] = 0 对 于 n > 4 (11.64) 
k=1 
这 意味 着 信号 s[ nj] 可 以 用 一 个 四 阶 预测 器 无 误差 地 预测 得 到 ,但 除去 最 初 的 几 点 (0<n<3)。 分 
母 的 系数 可 以 通过 把 协 方差 法 应 用 到 一 段 选 定 的 不 包含 前 4 个 采样 点 的 信号 片段 上 ,进而 从 信号 
中 估计 得 到 。 在 式 (11.61) 可 以 精确 表示 信和 号 (例如 ,高 信 品 比 ) 的 理想 情况 下 ,所 得 到 的 多 项 式 的 
根 提 供 了 对 分 量 正弦 频率 的 很 好 估计 。 
图 11.16(a) 给 出 了 信号 了 的 101 个 采样 点 图 形 
sin] = 20 cos(0.2nn — 0.12) + 22 cos(0.22rn 十 0.9r) (11. 65) 
因为 这 两 个 频率 非常 接近 ,有 必要 采用 大 量 的 样本 点 通过 健 里 叶 分 析 来 有 效 地 分 辨 它们 。 然 而 ,由 
于 这 个 信号 和 全 极点 模型 完美 匹配 ,可 以 采用 协 方差 法 从 信号 的 非常 短 的 片段 中 来 获得 对 频率 的 
非常 精确 的 估计 。 这 一 点 在 图 11. 16(b) 中 已 表明 。 











上 
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以 dB 为 单位 的 对 数 幅度 








图 11.16 正弦 信号 的 频谱 估计 


101 点 采样 ( 带 和 矩形 窗 ) 的 离散 时 间 传 里 叶 变换 并 未 指示 出 在 w =0.21r 附近 有 两 个 不 同 的 正弦 
频率 。 因 为 一 个 M+1 点 矩形 窗 的 主 激 宽度 为 Aw =4m/(M+1)。 所 以 ,一 个 101 点 矩形 窗 只 有 在 两 





© 图 11.16(a) 中 信号 片段 的 细 尖 端 并 不 是 由 加 窗 产 生 的 。 它 是 由 两 个 频率 近似 相同 的 余弦 信号 的 谐振 引起 的 。 谐 振 
频率 的 周期 (0.22mr 和 0.27 FE) 为 100 个 采样 点 。 


642 离散 时 间 信 号 处 理 (第 三 版 ) 





个 频率 相距 在 0. 04m rad/s 以 上 时 才 可 以 清晰 地 分 辨 它们 。 对 应 地 ,DTFT 没有 显示 出 两 个 频谱 峰值 。 

相似 地 ,使 用 自 相关 法 得 到 的 频谱 估计 如 图 11.6(b) 中 粗 线 所 示 ,这 个 估计 也 仅 包含 了 一 个 频 
谱 峰 值 。 自 相关 法 得 到 的 预测 误差 多 项 式 ( 因 式 分 解 形式 ) 为 

Aq(z) = (1 — 0.998e 192! 2-1)(1 — 0,998e7 10-21" 2-1) 
- (1 — 0.426z7!)(1 — 0.116527!) 

两 个 实数 极点 不 能 产生 峰值 ,而 复数 极点 靠近 单位 圆 1 a) HE A TS OO. 21 or 处 ,它们 是 两 个 
频率 之 间 的 中 间 位 置 。 于 是 , 自 相 关 法 中 国有 的 加 窗 处 理会 造成 所 得 模型 将 锁定 于 平均 频率 
0. 21a 处 

另 一 方面 ,用 协 方差 法 ( 对 幅 值 和 角度 进行 了 取 整 处 理 ) 得 到 的 因 式 分 解 后 的 预测 误差 多 项 式 
可 由 下 式 给 出 : 


(11. 66) 


Ac(z) = (1 — 1928 2-1) — 028 2-1) 
« (1 — 910428 0 1)(1 — e7 10-228 2-1, (11. 67) 


在 这 种 情况 下 ,零点 的 角度 几乎 完全 等 于 两 个 正弦 信号 的 频率 。 图 11. 16 (Cb) 中 也 给 出 了 模型 的 频 
率 响 应 (以 dB 为 单位 ) , 即 

| 有 oveie)1 = aE (11. 68) 
在 这 种 情况 下 ,预测 误差 非常 接近 于 零 ,如 果 这 被 用 来 估计 全 极点 模型 的 增益 会 得 到 一 个 不 确定 的 
估计 结果 。 因 此 ,增益 被 任意 地 设置 为 1, 如 此 得 到 的 式 (11.68 ) 的 曲线 将 与 其 他 估计 落 在 相似 的 
尺度 范围 内 。 因 为 极点 几乎 完全 处 于 单位 圆 上 ,所 以 在 极点 频率 处 的 幅 值 谱 变 得 非常 大 。 预 测 误 
差 多 项 式 的 根 给 出 了 对 频率 的 精确 估计 。 当 然 ,这 种 方法 并 不 能 提供 有 关 正 弦 分 量 幅 度 和 相位 的 
精确 信息 。 


11.6 自 相关 正规 方程 组 的 求解 


在 计算 相关 值 的 自 相关 和 协 方差 两 种 方法 中 ,使 均 方 逆 滤 波 器 误差 (等 效 为 预测 误差 ) 最 小 的 
预测 器 系数 满足 一 组 具有 以 下 一 般 形式 的 线性 方程 : 


pss[1, 1] ġss[1,2] 办 vs[1L,3] +++ Øss[1, p] Ul ss[1.0] 
pss[2, 1] pss [2， 2] Pss [2， 3] em dssl2. pl a? pss[2, 0] 


Pss[P. 1] bs[P,2] OsslP. 3 bsslp, p1] Lap pssLp, 0] 
用 矩阵 形式 表示 , 则 这 些 线性 方程 有 如 下 表达 式 : 

pa = ý (11.70) 
因为 在 自 相 关 和 协 方差 两 种 方法 中 均 有 plk, i] =pli, k], HERE @ 是 对 称 的 ,并 且 这 是 一 个 最 
小 二 乘 问题 ,所 以 矩阵 同时 也 是 正定 的 ,从 而 保证 了 和 矩 阵 可 逆 。 一 般 来 讲 , 这 可 以 得 到 一 些 有 效 的 
求解 方法 ,如 Cholesky 分 解 (参照 Press ,et al. ,2007) ,这 种 方法 基于 和 矩阵 的 因 式 分 解 ,在 @ 和 矩阵 是 
对 称 且 正定 的 条 件 下 可 以 采用 。 然 而 ,在 自 相 关 法 或 其 他 任何 方法 的 一 些 特殊 情况 下 , 即 当 
plik] =r [ -时 , 式 (11.69) 就 变 成 了 自 相关 正规 方程 组 (也 称 为 Yule-Walker 方程 ) 。 


res[0] rys[1] rss[2] = rsslp — 1] a rss[1] 
rss[1 | Fs [0] rss[ 1 ] nt Tss [p <= 2] a? Fys [2] 
rys [2] rss[1] rys[0] zaa rsslP = 3] a3 = rss [3] (11.71 ) 


rsslp = 1] rsslp a 2] ryslp = 3] ES rss[0] ap rss[P] 
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在 这 种 情况 下 ,矩阵 中 除了 是 对 称 和 正定 的 以 外 , 它 还 是 一 个 Toeplitz 矩阵 , 即 每 条 子 对 角 线 上 的 
元 素 都 是 相等 的 。 利 用 这 个 特性 可 以 得 到 一 种 有 效 算 法 来 求解 方程 组 ,该 算法 称 为 Levinson- 
Durbin 递归 法 。 


11. 6.1 Levinson-Durbin 递归 法 


用 来 计算 使 总 平方 预测 误差 最 小 的 预测 器 系数 的 Levinson-Durbin 算法 ,是 利用 了 甜 阵 @ 的 高 
度 对 称 性 得 到 的 ,进一步 如 式 (11.71) 所 证 实 的 那样 ,右边 向 量 阔 中 的 元 素 主 要 都 是 组 成 是 阵 @ 的 
元 素 。 图 11.17 中 的 从 式 (L-D.1) 到 式 (L-D.6) 定 义 了 整个 计算 过 程 。 这 些 公式 的 推导 在 
11.6.2 节 中 给 出 ,但 在 讨论 推导 细节 之 前 ,简单 地 来 考查 一 下 算法 的 步骤 将 是 很 有 益 的 。 

式 (L-D.1) 这 一 步 先 将 均 方 预测 误差 初始 化 为 信号 的 能 量 。 就 是 说 一 个 零 阶 预 测 器 (没有 预 
测 器 ) 不 能 降低 预测 误差 能 量 ,因为 预测 误差 eL nj 与 信号 sLn] 相 同 。 

图 11.17 中 第 二 行 指出 , 式 (L-D.2) 到 式 (L-D.5) 要 重复 p 次 ,每 重复 一 次 预测 器 的 阶 数 会 加 
1。 换 句 话说 ,从 i-1=0 开始 ,算法 将 从 阶 数 为 上 -1 预测 器 计算 出 阶 数 为 i 的 预测 器 . 


Levinson-Durbin 算 法 
e0 一 ry [0] (L-D.1) 
fori=], 2p 
i i=l 


ki = | rssli] — $ af "reli — i] jet) (L-D.2) 


j=l 
a =k (L-D.3) 
if i > 1 then for j =1,2.:--,i-1 
a, aati? (L-D.4) 
end 
a) = (1 — Rye“) (L-D.5) 





(L-D.6) 
KI 11.17 定义 Levinson-Durbin 算法 的 公式 


(L-D.2) 这 一 步 要 计算 量 。 参 数 上 (i=1,2,…,p) 序 列 , 称 之 为 -参数 ,在 生成 下 一 组 预测 
ah Ae MOREE KEE A 

(L-D.3) 这 个 公式 陈述 了 i 阶 预测 器 的 第 i 个 系数 a,” 等 于 上。 

(L-D.4) 这 个 公式 ,用 来 计算 i 阶 预测 器 其 余 的 系数 ,它们 是 (i 一 1) 阶 预测 器 的 系数 和 相 
反 顺 序 上 那些 相同 系数 的 组 合 。 

(L-D. 5 ) 这 个 公式 用 来 更 新 i 阶 预 测 器 的 预测 误差 。 

(L-D.6) 这 是 最 后 一 步 ,这 里 把 p 阶 预 测 器 定义 为 算法 进行 p 次 迭代 处 理 后 得 到 的 结果 ， 

Levinson-Durbin 算法 非常 有 用 ,因为 它 是 求解 自 相 关 正 规 方程 组 的 一 种 有 效 方法 ,并 且 它 揭示 
了 线性 预测 和 全 极点 模型 特性 的 本 质 。 举 个 例子 ,由 式 (L-D.5) 可 以 看 出 ,一 个 疡 阶 预 测 器 的 平均 


预测 误差 是 所 有 低 阶 预测 器 预测 误差 的 乘积 ,这 就 得 到 0 <e <e <e UR 
p p 
en — 20 Ta —k?) = rss[O]] [a — &?) (11.72) 
i=l i=l 


因为 ae”>0, 那 么 一 定 有 一 1 <k <1(i=1,2,…,p)。 也 就 是 说 上 参数 在 幅 值 上 是 严格 小 于 1 的 。 





D 参数 也 被 称 为 PARCOR( 部 分 相关 ) 系数 或 者 反射 系数 ,理由 将 在 11.7 节 中 讨论 
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11.6.2 Levinson-Durbin 算法 的 推导 
由 式 (11. 30) ,最 佳 预测 器 系数 满足 下 列 方程 组 ; 


P 
ms 四 一 》 arsti- k]=0 i=1,2,..,p (11. 73a) 
k=1 
且 最 小 均 方 预测 误差 由 下 式 给 出 : 
pP 
rss[0] — aprsslk] = EP) (11. 73b) 
k=1 


Hy Fst (11. 73b) RAFIR (11. 73a) 一 样 的 相关 值 ,所 以 可 以 把 它们 整合 在 一 起 并 写成 一 组 包含 
p+l 个 方程 的 方程 组 ,该 组 方程 由 p 个 未 知 的 预测 器 系数 和 与 之 相对 应 的 未 知 均 方 预 测 误差 e” 
来 满足 。 这 些 方程 具有 如 下 矩阵 形式 : 


mis[0] ms[ ms ++ relo] ue Ev) 

mis[l1] ryy [0] rs] +e rsslp 一 1] =a)” 0 

rss[2] rssl 1] ss [0] ae rss[p 2] —a,” = 0 ( 11. 74) 
rss[p]l rss[p — 1] rss[p —2]--- rss[0] al?) 0 


, 正 是 这 组 方程 可 以 用 Levinson-Durbin 算法 来 递归 求解 。 这 是 通过 在 每 次 迭代 时 陆续 加 入 一 个 新 的 
相关 值 , 并 且 对 由 新 的 相关 值 和 之 前 所 得 预测 器 来 对 下 一 个 更 高 阶 预 测 器 进行 求解 来 完成 的 。 
对 于 任何 阶 数 i 来 说 , 式 (11.74) 中 的 方程 组 可 以 表示 为 如 下 算 阵 形式 : 
Ra = ef) (11.75) 
第 i 个 解 是 如 何 从 第 (i - 1) TES BSI. eR, aT ERO? a? =e 的 解 
a"" ,如 何 由 此 推出 方程 R"a" =e" 的 解 。 
首先 ,将 方程 组 R" "a" =e 展开 写成 


rs[0 rss] ms[2 +++ reli — 1] E gt- 
rest) Asl Kli l= | | ae? 0 
rl i e rS | | 0 (11.76) 
rali- 1 roli = resli -31 ml J| -at 0 
SRS Ae a" RPE, ,再 同 矩 阵 RO FFE 7S Zl) 
rys[0] Fylt] Fss [2] nae rysli] 1 i Ef-D 
rsll] rsl] re] «=< gl — | | ay” 0 
rs[2]  rss[1]  rss[O] «++ resli — 2] | | as 0 
: : : : : = f (11.77) 
rss[i 一 1] rssli 一 2] rssli — 3] pare rss{1] af) 0 
rsylt] rssli a 1] rssli 一 2] pale rss [0] 0 yi) 
这 里 ,为 了 满足 式 (11.77) , 记 
1 一 1 
yD = rali] Da Vsli j] (11.78) 
j=! 


在 式 (11.78) 中 引入 了 新 的 自 相关 值 "x.[ 门 。 然 而 , 式 (11.77) 仍 然 不 是 Ra =e 的 形式 。 推 导 
的 关键 步骤 是 要 认识 到 ,由 于 Toeplitz 矩阵 RW 的 独特 对 称 性 ,方程 组 可 以 被 逆序 写 出 ( 即 第 一 个 方 
程 写 到 最 后 ,最 后 一 个 方程 写 到 第 一 个 ,以 此 类 推 ) 并 且 所 得 方程 组 的 矩阵 仍然 是 RO ;也 就 是 
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ms[0 Festi] resl] ++ ras al |e 
rss[1] rys[0] rss[ll] +++ rsyli — 1] “= 0 
rss [2] rss] ms[0 As 一 人 | | aih 0 
. . l . ~~ |=], (11.79) 
reli — UW resli — 2] rti—3] rs | | tn 0 
rssli] rssli — 1] Fes [i = 2] Sa rss [0] 】 Eali—1) 
现在 按照 下 式 将 式 (11.77) 和 式 (11.79) 结 合 起 来 : 
1 0 efi-}) (i-1) 
yY 
git) TER 0 0 
ü nage afa” 0 0 
RO) i — kj = | 一 而 上 ， (11. 80) 
@—1) inl i i 
-aja aj i 45 R 
0 1 p~“ Ee" 


此 时 , 式 (11. 80) 已 非常 接近 预期 的 R"a”=e™ 形式 。 接 下 来 要 做 的 是 选择 一 个 合适 的 y， ,使 
得 右边 向 量 仅 含有 一 个 非 零 元 素 。 这 就 要 求 


1 一 ] 
一 ] F 
rssli]— $ af resli — j] 








„H = (11.81) 
1! eli-l) ` gli—l) 
这 就 保证 了 右边 向 量 最 后 一 个 元 素 被 消去 , 且 第 一 个 元 素 变 成 
a = ed) 一 万 yb = ef) — k?) (11.82) 
如 此 选择 ya, AT AASB i TRN AA EA 
1 1 0 
ap a at 
ah (i—1) _ (i=l) 
2 a aji 
ot hie O (11. 83) 
-a | | alts? | | afi” 
=a” 0 1 
由 式 (11.83) ,可 以 将 系数 更 新 方程 组 写 为 
aP =a ka ae =12 1 (11. 84a) 
All 
ay = (11. 84b) 


方程 式 (11.81) , 式 (11.84b) , x0 (11. 84a) 和 式 (11.82 ) 都 是 Levinson-Durbin 算法 的 关键 方程 。 它 
们 对 应 了 图 11. 17 中 的 式 (L-D.2) 式 (L-D.3) . 式 (L-D.4) 和 式 (L-D.5) ,在 图 11.17 中 展示 
了 如 何 递归 地 使 用 这 些 方程 ,以 计算 最 优 预测 系数 和 相应 的 均 方 预测 误差 ,以 及 到 疡 阶 的 所 有 线性 
预测 器 的 系数 万 。 


11.7 格 型 滤波 器 


在 许多 从 Levinson-Durbin 算法 衍生 出 来 的 有 趣 而 有 用 的 概念 中 ,有 一 种 是 用 6. 6 节 介绍 过 的 
格 型 结构 的 形式 来 解释 它 的 。 在 那里 ,已 经 证 明了 任何 具有 如 下 形式 系统 函数 的 FIR 滤波 器 都 可 
以 用 图 6. 37 所 示 的 格 型 结构 来 实现 。 
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M 
Atal Fee (11.85) 


此 外 ,还 说 明了 FIR 系统 函数 的 系数 . 与 对 应 格 型 滤波 器 的 -参数 之 间 可 以 用 图 6. 38 中 给 出 的 递归 
形式 来 关联 ,为 了 说 明 方 便 , 这 里 将 该 图 重新 画 于 图 11. 18 的 下 半 部 分 中 。 通 过 把 上 -ea 算法 的 步 
又 颠倒 过 来 得 到 了 图 6. 39 给 出 的 从 系数 aj(j=1,2,… ,以 ) 中 计算 -参数 的 算法 。 于 是 ,一 个 FIR 
滤波 器 直接 型 表示 的 系数 和 格 型 表示 的 系数 之 间 存 在 着 唯一 的 对 应 关系 。 

本 章 已 经 表明 了 一 个 p 级 预测 误差 滤波 器 是 一 个 具有 如 下 系统 函数 的 FIR 滤波 器 : 


? 


A(z) = : al zt 
k=1 
AAR Wie Ss AY A PAK ee eh eS BoP ee PE EE PT AY Levinson-Durbin 算法 。 
Levinson-Durbin 计算 的 一 个 附带 产品 就 是 标记 为 并 称 之 为 -参数 的 一 组 参数 。 比 较 图 11. 18 中 
的 两 种 算法 可 以 看 出 ,除了 一 个 重要 的 细节 之 外 ,它们 的 步骤 完全 相同 。 在 第 6 章 得 出 的 算法 中 ， 
从 已 知 系数 点 的 格 型 滤波 器 人 手 , 推 导 了 可 获得 相应 的 直接 型 FIR 滤波 器 系数 的 递归 过 程 。 在 
Levinson-Durbin 算法 中 ,从 信号 的 自 相 关 函 数 开 始 ,递归 地 计算 出 有 -参数 , 它 是 在 计算 FIR 预测 误 
差 滤 波 器 系数 过 程 中 得 到 的 中 间 结 果 。 因 为 这 两 种 算法 在 p 次 迭代 后 都 给 出 了 一 个 唯一 的 结 
而 且 参数 和 FIR 滤波 器 系数 之 间 有 了 唯一 的 对 应 关系 ,所 以 如 果 M=p 且 a=@a( 当 j=1,2,…,p)， 
那么 由 Levinson-Durbin 算法 得 出 的 -参数 就 一 定 是 FIR 预测 误差 滤波 器 4”(z) 的 格 型 滤波 器 实 
现 中 的 二 参数 
Levinson-Durbin 算 法 


£0 = rss[0] 
fori =1,2,---,p 


i-l 
k= C0 -$ af ruli — a) /€-) Eq. (11.81) 
j=l 
Eq. (11.84b) 


格 型 上 一 to 一 a 算法 


Given kı, k2, okm 
fori = 2 M 
a= 7t (6.66b) 


ifi > 1 then for j =1,2,---,i—1 tis 
[i = then for j= 1.2. 一 


a® =al? — kal? Eq. (11.84a) 
en 
ED) = (1 一 yet) Eq. (11.82) 
end 


gy (6.66a) 





Eq. (6.68b) 


图 11.18  Levinson-Durbin 算法 与 将 格 型 结构 的 太 参 数 转化 
为 式 (11.85) 中 FTR 脉冲 响应 系数 的 算法 的 比较 
11.7.1 预测 误差 格 型 网 络 
为 了 进一步 研究 格 型 滤波 融 解 释 , 假 设 有 一 个 i 阶 预测 误差 系统 函数 
AD(z)=1— $ aP (11. 86) 


预测 误差 的 z 变换 了 表达 式 为 
E2) = A(z)S(z) (11. 87) 
并 且 该 FIR 滤波 器 的 时 域 差 分 方程 为 





D 假设 e[n] 和 sLnj 的 =z 变换 存在 , 则 可 以 采用 z 变 换 公式 ,尽管 这 不 适用 于 随机 信号 ,但 系统 中 变量 之 间 的 关系 仍然 
有 效 。z 变换 表示 形式 便于 对 这 些 关 系 进行 研究 
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eD in] = sln] — J af s[n — k] (11.88) 
k=1 
序列 e [nj 被 赋予 了 一 个 更 加 具体 的 名 字 前 向 预测 误差 ,因为 它 是 在 从 之 前 第 i 个 采样 
点 预测 s| nj] 时 产生 的 误差 。 
格 型 滤波 器 解释 的 起 源 是 式 (11. 84a) 和 式 (11. 84b) ,如 果 将 它们 代入 式 (11. 86) ,就 会 得 到 如 
FAY (2) MAC? (z) 之 间 的 关系 式 : 
A(z) = AD (z) — zal Deg!) (11. 89) 
如 果 考 虑 式 (11. 83) OP Bosh A (2) 的 矩阵 表达 形式 ,那么 得 到 这 样 的 结果 就 不 足 为 奇 了 。 现 
在 ,如 果 将 式 (11. 89) 代 入 式 (11. 87) 中 的 4"(z) ,结果 变 成 
E%(z) = ATD(z)S(z) — kiz AD (z7!)S(2) (11.90) 
式 (11.90) 的 第 一 项 是 E""(z), 即 是 一 个 (i -1) 阶 滤波 器 的 预测 误差 。 第 二 项 有 类 似 的 解释 ,如 
果 定 义 





EE) = zt APTS) = B(z)S(z) (11.91) 
RECAEN B” (z) 
BO(z) = z AÙ (z7!) (11.92) 
式 (11.91) 的 时 域 解释 是 
In] = sn —i]— 》 asini +k] (11.93) 
k=1 


PA (11.93) IERT sin -iJ ERE AR AR (n 一 i 让 之 后 的 i 个 样本 点 中 预测 得 到 的 (利用 系数 
ai ) ,所 以 序列 ze [ nj] 被 称 为 后 向 预测 误差 。 
有 了 这 些 定义 , 则 从 式 (11. 90) 可 以 得 到 


E%(z) = E&Y (zy — gz EW (zy (11.94) 
进而 有 

en] = elt- Dn] -ke Dn — 1] (11.95) 
通过 将 式 (11. 89) 代 入 式 (11.91) 中 ,得 到 

EO) = EN (2) — EWM) (11. 96) 
在 时 域 中 , 式 (11. 96) 对 应 于 

en] = Dn — 1] -ker dn] (11.97) 

式 (11.95) 和 式 (11.97) 中 的 差分 方程 将 i 阶 前 向 和 后 向 a) ePf] 


预测 误差 表达 成 有 AC — 1+) 阶 前 向 和 后 向 预测 误差 的 形式 。 
这 对 差分 方程 用 图 11. 19 的 流 图 来 表示 。 因 此 ,图 11. 19 表示 
了 一 对 包含 有 Levinson-Durbin 递归 算法 的 一 次 迭代 处 理 的 差 
分 方程 。 同 Levinson-Durbin 递归 一 样 ,从 零 阶 预 测 器 开始 可 EDn] Ofn] 

得 到 图 11. 19 ”预测 误差 计算 的 信号 流 图 

ein] = 2 In} = s[n] (11. 98) 

He Tn] =s[n] Mme [n] =s[n] 作 为 图 11. 19 所 描述 的 以 ky 为 系数 第 一 节 处 理 的 输入 时 ,可 以 
得 到 。 [n] 和 z"[n] 作 为 输出 ,这 些 是 第 二 节 所 需要 的 输入 。 利 用 p 个 连续 的 如 图 11. 19 所 示 的 
结构 来 构建 一 个 系统 ,其 输出 就 是 p 阶 预测 误差 信号 eln] =e [mn] 。 这 样 的 系统 ,如 图 11. 20 所 








” 推 得 这 个 结果 的 代数 运算 在 习题 11. 21 中 被 作为 一 个 练习 来 给 出 。 
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示 , 与 6.6 节 中 四 图 6. 37 所 示 的 格 型 网 络 相同 。 总 之 ,图 11. 20 所 示 的 是 下 列 方程 的 信号 流 图 : 


etn] = @ In] = sin] (11. 99a) 
ejin] =e Dn ke dn -1]) i=1,2, p (11. 99b) 
Din] = #7) [n — 1] — k;et. in] tsi 2mp (11. 99c) 

e[n] = e”’[n] (11. 99d) 


Hop ARR k, 由 Levinson-Durbin 递归 算法 来 确定 , 则 变量 。 [na] 和 z [| SPH i BPE 
测 顺 的 前 向 和 后 向 预测 误差 。 


sln] en] en] en} e®)[n] ejn) 












On] an] Zn] É aP)[n] 
图 11.20 pp 阶 预测 误差 计算 的 格 型 网 络 实现 的 信号 流 图 
11. 7.2 全 极点 模型 格 型 网 络 


6. 6. 2 节 曾 给 出 图 6. 42 所 示 的 格 型 网 络 是 全 极点 系统 函数 H(z) =1/4(z) 的 一 个 实现 ,其 中 
A(z) 是 FIR 系统 的 系统 函数 ; 即 有 H(z) 正好 是 4(z) 的 道 ,在 前 面 的 讨论 中 ,这 就 是 G=1 的 全 极点 
模型 的 系统 函数 。 本 节 重 新 将 全 极点 格 型 结构 用 前 向 和 后 向 预测 误差 的 形式 来 表达 。 

如 果 把 图 6. 42 中 的 节点 变量 标签 a [n] A bÀ [n] 用 与 之 相对 应 的 e [nn] Me”? Ln] HEAR, 
就 可 以 得 到 如 图 11. 21 所 示 的 信号 流 图 , 它 表示 了 下 列 方程 组 : 


eIn] = e[n] (11. 100a) 

ei Dn] = e[n] + kitin -1] i=p,p-1, 7,1 (11. 100b) 
én] = ëD in — 1] — k;et fn] i=p,p—1,.…,1 (11. 100c) 
sin] = e in] = e® in] (11. 100d) 


正如 6. 6. 2 节 所 讨论 的 ,任何 稳定 的 全 极点 系统 都 可 以 类 似 图 11.21 中 的 格 型 结构 来 实现 。 
对 这 种 系统 来 说 ,条 件 |k | <1 所 固有 的 稳定 性 保证 尤其 重要 。 即 使 从 每 输出 样本 所 需 的 乘法 运 
算 次 数 来 说 , 格 型 结构 为 直接 型 结构 的 两 倍 , 但 在 必须 对 系数 进行 粗 量化 时 , 它 仍 然 是 优先 选择 的 
实现 方法 ,因为 直接 型 的 频率 响应 对 于 系数 量化 异常 敏感 。 此 外 ,可 以 看 到 ,由 于 系数 量化 使 得 高 
阶 直接 型 IR 系统 变 得 不 稳定 。 但 对 于 格 型 网 络 ,只 要 量化 后 -参数 满足 条 件 |k, | < 1, 则 不 会 使 
系统 变 得 不 稳定 。 进 一 步 说 就 是 , 格 型 网 络 的 频率 响应 对 有 -参数 的 量化 相对 不 敏感 。 








ejn] =e [n] e? Din] ein] ein] sin] 
ky 
-ky 
Pn) BP DIn] eters zin] AOC] 


图 11.21 全 极点 格 型 系统 
11.7.3 kk- 参数 的 直接 计算 


图 11. 20 中 的 流 图 结构 是 Levinson-Durbin 递归 的 直接 结果 ,参数 ,i=1,2,…,p 可 以 通过 重 





© 注意 图 6.37 PHAZE a [n] bÀ [Tn] 来 表示 ,而 不 是 e' [n] me? in], 
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复 执行 图 11. 17 中 的 算法 从 自 相关 值 [mm] ,m=0,1,…,p 中 得 到 。 从 目前 的 讨论 来 看 ,参数 上 是 
计算 预测 器 参数 的 一 个 附属 产物 。 然 而 ,ltakura and Saito(1968,1970) 证 明了 参数 可 以 直接 从 
图 11. 20 中 的 前 向 及 后 向 预测 误差 中 计算 出 来 。 因 为 迭代 结构 是 图 11. 19 中 处 理 节 的 级 联 形式 ， 
参数 可 以 从 格 型 结构 前 一 个 处 理 节 得 到 的 有 用 信号 中 序 贯 地 计算 得 到 。 利 用 以 下 方程 ,可 以 完 
成 对 参数 k, 的 直接 计算 : 

D enje Vn — 1] 


几 一 一 CO 


5 (e@—)[nq)? pD (a Dn -= {pe 


可 以 看 出 式 (11. 101) 具 有 第 i 节 输 出 的 前 向 和 后 向 预测 误差 之 间 的 能 量 归 一 化 的 互相 关 形 式 。 正 
因 如 此 ,利用 式 (11. 101) 计 算出 的 被 称 为 PARCOR 系数 ,或 者 更 准确 地 称 为 部 分 相关 系数 。 
图 11. 20 已 经 解释 了 ,由 自 相关 函数 7,[m] 表 征 的 s[n] 内 的 相关 性 被 格 型 滤波 器 一 步 步 地 去 除了 。 
有 关 部 分 相关 的 更 为 详细 的 讨论 ,可 参考 Stoica and Moses(2005 ) 或 Markel and Gray(1976)。 

用 来 计算 AP 的 式 (11. 101) 是 太 值 和 以 值 之 间 的 几何 平均 结果 ,其 中 太 可 以 使 前 向 预测 均 方 
误差 最 小 ,1 可 以 使 后 向 预测 均 方 误差 最 小 。 这 个 结论 的 推导 在 习题 11. 28 中 考虑 。 注 意 ,之 前 已 
经 指出 求 和 上 .下限 为 无 限 大 可 简单 地 强调 出 在 和 式 中 包含 了 所 有 的 误差 样本 。 给 它们 的 和 式 加 
上 一 个 限制 仅仅 是 为 了 强调 这 个 求 和 里 面包 括 了 所 有 的 误差 采样 点 。 为 了 更 加 具体 , 式 (11. 101) 
中 的 所 有 求 和 都 可 以 从 n=0 FP aR Bl n = M + 结束 ,因为 正 是 在 这 个 区 域内 前 向 和 后 向 工 阶 预测 器 
的 误差 信号 输出 都 是 非 零 的 。 这 同 在 设置 有 限 长 序列 的 自 相 关 法 中 所 做 的 假设 是 一 致 的 。 事 实 
上 ,在 习题 11.29 中 简单 地 证 明了 ,由 式 (11.101) 计算 出 的 总 和 由 式 (11.81)[ 或 图 11.17 中 
式 (L-D.2)] 计 算出 的 太 具有 完全 相同 的 结果 。 因 此 ,可 以 用 式 (11.101) 代替 图 11.17 中 的 
式 (L-D.2) ,上 且 所 得 的 预测 系数 集合 将 与 从 自 相 关 函 数 中 计算 出 的 相同 。 

为 了 使 用 式 (11. 101) ,有 必要 利用 图 11. 19 所 示 的 计算 过 程 来 真正 地 计算 一 下 前 向 和 后 向 预 
测 误差 。 总 结 起 来 ,下 面 的 步 又 可 实现 对 PARCOR ARK! ,i=1,2,…,p 的 计算 : 

PARCOR. 0 初始 化 , 令 e'0 [n] = ze” [n] =s[n],0<n<M, 

对 于 i=1,2,…,p, 重 复 以 下 步骤 。 

PARCOR.1 用 式 (11.99b) 和 式 (11.99c) 分 别 计 算 e”[n] 和 2" "Tn], 其 中 0<n<M+i。 
保存 所 得 的 两 个 序列 ,作为 下 一 节 的 输入 。 

PARCOR.2 用 式 (11. 101) 计 算 请。 

Burg( 1975) 介绍 了 另外 一 种 计算 图 11. 20 中 系数 的 方法 ,他 用 最 大 粒 准 则 的 形式 给 出 了 全 极 
点 建 模 问题 的 公式 ,并 提出 使 用 图 11. 20 中 的 结构 ,该 结构 包含 了 Levinson-Durbin 算法 ,其 中 系数 
AE 可 以 达到 每 节 输 出 的 均 方 前 向 和 后 向 预测 误差 的 总 和 最 小 。 这 个 结果 可 由 下 式 给 出 : 


N 
2》 ene In — 1] 


kB n=i 


i l N 
Set ayy 一 De Dn — 1) 


利用 这 个 公式 得 到 序列 信 (i=1,2,…,p) 的 过 程 和 PARCOR 方法 一 样 。 在 步骤 PARCOR. 2 中 ,用 
式 (11. 102) 中 的 局 简单 地 替换 掉 信 。 在 这 里 ,平均 算 子 和 协 方差 法 中 的 一 样 ,这 也 意味 着 可 以 利 
用 s[n] 的 非常 短 的 片段 来 保证 获得 高 的 频谱 分 辩 率 。 

虽然 Burg 方法 利用 了 协 方差 类 型 的 分 析 , 但 条 件 | 如 | <1 成 立 ,这 就 意味 着 由 格 型 滤波 器 





A 


1/2 (11. 101) 





(11. 102) 
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实现 的 全 极点 模型 是 稳定 的 ( 见习 题 11. 30 ) 。 正 如 在 PARCOR 方法 一 样 , 为 了 计算 预测 系数 ， 
可 以 用 式 (11.102) 替换 图 11.17 中 的 式 (L-D.2)。 虽 然 所 得 系数 与 从 自 相 关 函 数 或 
式 (11. 101) 中 得 到 的 系数 不 同 , 但 所 得 到 的 全 极点 模型 仍然 是 稳定 的 。 式 (11. 102) 的 推导 是 
习题 11. 30 要 解决 的 。 


11.8 小 结 


本 章 介 绍 了 参数 信号 建 模 。 虽 然 强 调 的 是 全 极点 模型 ,但 这 里 讨论 的 很 多 概念 都 可 以 应 用 于 
具有 有 理 系统 函数 的 更 一 般 的 技术 中 。 本 章 指出 了 全 极点 模型 的 参数 可 以 通过 一 个 两 步 过程 来 计 
算 。 第 一 步 ,计算 一 个 有 限 长 信号 的 相关 值 。 第 二 步 , 求 解 一 组 用 相关 值 作为 系数 的 线性 方程 组 。 
还 指出 了 ,所 得 到 的 解 与 相关 值 是 如 何 计 算出 的 有 关 , 同 时 也 指出 了 如 果 相 关 值 是 真正 的 自 相关 
值 ,那么 可 以 用 一 种 特别 有 用 的 被 称 为 Levinson-Durbin 算法 的 方法 来 推导 出 方程 的 解 。 进 Pte 给 
出 了 Levinson-Durbin 算法 的 结构 ,用 以 阐述 全 极点 模型 的 许多 有 用 的 特性 。 参 数 信号 建 模 的 论 
已 有 丰富 的 历史 ,大 量 的 文献 和 广泛 的 应 用 ,都 使 得 它 成 为 一 个 值得 进一步 深入 研究 的 课题 。 


习题 

基本 题 ( 附 答案 ) 

11.1 对 于 所 有 的 n,s[Lnj 是 一 个 能 量 有 限 的 信号。 p Lik] EXAT: 
pssli.k| = > sln—ilsln—K] 


请 证 明 p li, k] TURRA li- kl ÉK 
11.2 一 般 来 说 , 式 (11.36) 中 定义 的 均 方 预测 误差 为 


~(("- gam) ) (P11.2-1) 


(a) 对 式 (P11.2 -1) 进 行 扩展 ， di [n-i]s[n-k]) =, [i,k] =o, (ki) HE8 


p p 


E= $5510, 01-29 andl TO > akġssli. k] (P11.2 -2) 
i=l] k=l i 


(b) 请 证 明 FARRO 20) MRT 测 器 系数 , 式 (P11.2 -2) 变 为 





pP 
E= bss10. 0] — J ` akġss10. kl (P11. 2-3) 
k=1 
11.3 系统 参数 为 6 H| a, | 的 一 个 具有 图 11. 1 和 式 (11.3) 形 式 的 因果 全 极点 模型 的 单位 脉冲 响应 
满足 差分 方程 
p 
hln} = J aghin — k| + Gôln] (P11.3 -1) 
k=1 


(a) 系统 脉冲 响应 的 自 相 关 函 数 为 


Co 
ranim| = bo hinhin +m] 


n=—OO 


将 式 (P11.3 -1) 代 入 ma[ -m] 的 公式 ,并 使 用 等 式 7%[ -m] =r[ mj 证 明 
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p 


Yarranl lm — k|] = rpplm]. m=1.2..….p (P11.3 -2) 
k=l 
(b) 利用 与 (a) 同样 的 方法 ,证 明 
pP 
ranlOl — $ agranlkl = G? (P11.3 -3) 
k=l 


考虑 一 个 信号 x[n] =sLn] +w[nj], 其 中 sLnj 满 足 差分 方程 
s[n] = 0.8s[n — 1] + v[n] 
vin | FE — FEY RP), IT PEW o =0.49, H w[m] 是 一 个 零 均 值 白 噪声 序列 ,方差 为 
心 =1。 过 程 o[m] 和 z[o] 是 不 相关 的 。 请 确定 自 相 关 序列 $,[m] 和 中 ,[m]。 
{E 11.1.2 节 中 讨论 的 ,并 如 图 11.2 所 描述 是 一 个 确定 性 信号 s[ zj 的 全 极点 建 模 的 逆 滤 波 器 
方法 , 式 (11.5) 给 出 了 逆 滤 波 器 的 系统 函数 。 
(a) 根据 这 种 方法 ,请 确定 当 p =2 时 信号 s[n] =6[n] +6[n -2] 的 最 优 全 极点 模型 的 系数 
a, 和 a,。 
(b) 同样 根据 这 种 方法 ,计算 p=3 时 信号 sLn] =6Ln]+6Ln -2] 的 最 优 全 极点 模型 的 系数 
a, a, 和 oa。 
假设 已 经 计算 出 全 极点 模型 的 参数 C A a, k=1,2,,p 


A(z) = 


请 阐述 如 何 利 用 DFT 计算 N 个 频率 点 w, =2mHpN(=0,1,…,N-1) 上 的 全 极点 频谱 估 
it |H(e*) |. 
考虑 一 个 目标 因果 单位 脉冲 响应 hln] ,要 求 用 一 个 单位 脉冲 响应 为 hln] 且 系统 函数 为 


H(z) = 





1] 一 az 一 1 
的 系统 来 通 近 人 它 ， 
最 优 准 则 是 使 下 式 给 出 的 误差 函数 最 小 : 
£= Salnl — hin)? 
n=0 
(a) 假设 “已 知 , 确 定 使 e 最 小 的 未 知 参数 b。 假 定 |a| <1。 请 问 ,所 得 结果 是 一 组 非 线 性 方 
程 吗 ? 如 果 是 ,说 明 为 什么 。 如 果 不 是 ,请 给 出 4b 值 。 
(b) 假设 4 已 知 ,确定 使 最 小 的 未 知 参 数 c。 这 是 一 个 非 线性 问题 吗 ? 如 果 是 ,请 说 明 为 什 
么 。 如 果 不 是 ,请 给 出 a 值 。 
假定 sl nj 是 一 个 有 限 长 序列 (加 窗 的 ) , 且 在 区 间 0<n<M-1 以 外 为 零 。 该 信号 的 p 阶 后 向 
线性 预测 误差 序列 定义 为 
p 
é[n] = sin] — >., Pksin +k] 
k=1 


也 就 是 说 ,sLn] 是 从 样本 nn 之 后 的 p 个 样本 中 预测 得 到 的 。 均 方 后 向 预测 误差 定义 为 
2 
oo oa p 
é= 》 mp? = D (sm 二 Pasma) 


m=—oo m=—oo k=1 
HP oe ANY FL Ay CB AR POR AG BOT A AE EM m] )? 5 5 CE a BA)” AE 
自 相 关 法 一 样 。 
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(a) 在 有 限 区 间 N, <n<N, 以 外 ,预测 误差 序列 6[ nn] 为 零 。 请 确定 N, 和 Ns 

(b) 依据 本 章 得 到 的 前 向 线性 预测 器 的 方法 ,推导 使 均 方 误差 8 最 小 的 Bi 参数 所 满足 的 正 
规 方程 组 。 请 清晰 地 给 出 用 自 相关 值 所 表示 的 具有 正规 定义 形式 的 最 终结 果 。 

(c) 在 (b) 结 果 的 基础 上 ,请 阐述 后 向 预测 器 系数 1B, | 与 前 向 预测 器 系数 | ai | 的 关系 。 


深入 题 
11.9 ”考虑 将 一 个 信号 s[n] 建 模 为 一 个 p 阶 全 极点 系统 的 单位 脉 促 响应 。 将 p 阶 全 极点 模型 的 系统 
函数 记 为 H” (z) ,与 之 相应 的 脉冲 响应 为 h” [n] o HP” (z) wid A HY (z) sZ H” (z) ,与 之 
EDEL AS ob MP AS! [n]。 选 取 用 hi [n] 表 示 的 逆 滤 波 器 ,使 得 下 式 给 出 的 总 平方 误差 
e” e/h: 
e) = 3 [öm = Pin] 


其 中 ,g [n] EHAA s[n] 时 的 滤波 器 HN? (2) 的 输出 。 

(a) 图 P11.9 描绘 了 H(z) 格 型 滤波 器 实现 的 信号 流 图 。 请 确定 h%[T1], 即 n=1 时 的 脉冲 
响应 。 

(b) 假设 要 把 信号 s[ nj] 建 模 为 一 个 二 阶 全 极点 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 。 请 画 出 HO (z) 的 格 
型 滤波 器 实现 的 信号 流 图 。 

Co) 请 确定 二 阶 全 极点 滤波 器 的 系统 函数 H(z)。 


sia] 





gn] 
f 








图 P11.9 
11.10 ”考虑 一 个 有 如 下 预测 误差 系统 孔 数 的 i 阶 预测 响 
i 
AD(z) =1— PaP =|{a — 22-1) (P11. 10-1) 
j=l j=l 


由 Levinson-Durbin 递归 算法 ,得 到 a;”=。 利 用 这 个 条 件 并 结合 式 (P11. 10 - 1) 来 证 明 , 如 
果 |k | 二 1, 则 存在 某 个 j 必 有 |z” |S 成 立 。 也 就 是 证 明 , 条 件 | 态 | <1 是 使 4”(z) 的 全 部 
零点 都 严格 地 位 于 单位 圆 内 的 必要 条 件 。 
11. 11 考虑 一 个 系统 函数 为 H(z) =h, +h 的 LTI 系统 。 当 系统 的 输入 是 一 个 零 均 值 和 方差 为 1 
的 白 噪 声 时 ,该 系统 的 输出 为 信号 ylin] o 
(a) 输出 信号 y[n] 的 自 相关 函数 7,,[m] 是 什么 ? 
(b) 二 阶 前 向 预测 误差 定义 为 
ela] = yin] — aylan — 1] — azyln — 2] 
在 不 直接 利用 Yule-Walker 等 式 的 条 件 下 , 求 出 a, 和 a, ,使 得 eln] 的 方差 最 小 。 
Ce) yL nj 的 后 向 预测 误差 定义 为 
éln| = yla] — biyln +1] — bəyin +21 
求 出 使 z[ nj 的 方差 最 小 的 5, 和 5,。 并 将 这 些 系数 和 (b) 中 确定 的 系数 进行 对 比 。 
11.12 (a) 已 知 一 个 零 均 值 广义 平稳 随机 过 程 Ln] 的 自 相 关 函 数 7,[m]。 请 用 7,[m] 写 出 随机 
过 程 建 模 所 得 到 的 Yule-Walker 等 式 ,该 随机 过 程 是 具有 如 下 系统 函数 的 三 阶 全 极点 模 


11. 13 


(b) 图 P11.12 -1 所 示 系 统 的 输出 是 一 个 随机 过 程 v[m] ,其 中 x[n] 和 z[n] 是 相互 独立 的 、 
方差 为 1 .均值 为 0 I ARR aS, A hln] =8ln-1] +1/⁄28[n-2], RH vln] hy A48 
KAR r im] 

(c) 随机 过 程 y [n] FEA P11. 12 -2 MRAR , HEP ln] A zl n] AA TA rH 
为 1 .均值 为 0 的 白 噪 声 信号 , 且 


H; (z) = 


1 
1— az! 一 bz 一 3 
利用 (a) 中 得 到 的 a Ab ERI y [nj 进行 全 极点 建 模 。 道 建 模 误差 w [n] 是 
图 P11. 12 -3 中 系统 的 输出 。 请 问 wi[nj] 是 白 噪声 吗 ? 它 是 零 均 值 吗 ? 请 解释 。 


x[n] oy x[n] ae 
yiln] TERE wila] 


fA P11.12 -1 A] P11.12 -2 BI P11.12 -3 


(d) 求 w[n] 的 方差 。 

已 经 观察 到 一 个 因果 信号 sL nj 的 前 6 个 采样 点 为 [0] =4, s[1] =8, s[2] =4, s[3] =2, 
s[4] =1 和 s[5] =0.5。 本 题 的 第 一 部 分 用 一 个 稳定 、 因 果 、 最 小 相位 的 双 极 点 系统 对 信号 
进行 建 模 ,系统 的 单位 脉冲 响应 为 $[n] ,系统 函数 为 


G 


H(z) = 1 


1 一 az 一 2 


— az 


方法 是 使 下 式 给 出 的 建 模 误差 es 最 小 
5 
g= min, X (eln]— Gé{n])2 


a) .d2, n—0 
式 中 ,gLn] 是 逆 系 统 对 s[ n] MM, , A ASEM AB RR 
A(z)=1 —alz-! — azz? 
(a) Bw O<n<5 ATAY gln] -G5[n]。 
(b) 基于 (a) 的 工作 , 写 出 目标 参数 a, ,a, 和 G 满足 的 线性 方程 组 。 
(e) 求 的 值 。 
(d) 对 于 该 s[ nj ,在 不 对 (b) 中 线性 方程 组 进行 求解 的 前 提 下 ,讨论 建 模 误 差 s 会 不 会 
HF, 
本 题 的 剩余 部 分 用 一 个 不 同 的 稳定 .因果 的 最 小 相位 系统 来 建 模 信 号 ,该 系统 的 单位 脉冲 响 
MEN Slin], RR RROA 
H(z) = =e 


此 时 ,使 之 最 小 的 建 模 误差 为 ©, ,形式 如 下 : 





5 


: ; 2 
& = min ela] — r[n])* 
2 aby by 2 gin] In| 

n= 


其 中 gl in) FW BER sln] KOME , IG Hh aw FA IE AY AR BE PR 


A(z) =1—az7! 
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11. 14 


11.15 


11.16 


进一步 ,r[ 四 是 一 个 具有 如 下 系统 函数 的 系统 的 脉冲 响应 : 
B(z) = bo + hz! 
(e) 对 于 这 个 模型 OR O<n<5 时 的 g[n] -rin]o 
(f) 计算 使 建 模 误差 最 小 的 参数 值 a,b, All b, o 
(g) 计算 (f) 中 的 建 模 误 差 &,。 
例 11.1 考虑 了 序列 [nm] =a"uln], 它 是 一 个 具有 如 下 系统 函数 的 一 阶 全 极点 系统 的 单位 
脉冲 响应 : 
] 
1—az-! 
本 习题 来 估计 一 个 全 极点 模型 的 参数 ,其 中 只 在 区 间 0<n<M 上 信号 5,Ln] 是 已 知 的 。 
(a) 首先 考虑 用 自 相 关 法 来 估计 一 阶 模型 。 开 始 ,给 出 有 限 长 序列 s[ nj =slnj(uln]- 
u[n-M-1]) =a"(uln] -ul[n-M-1]) MW HHX KAŠO 
2(M —|m|+1) 
1 一 o2 
(b) 在 式 (11.34) 中 利用 (a) 中 确定 的 自 相 关 函 数 , 解 出 一 阶 预 测 右 的 系数 a o 
(c) 应 该 发 现 (b) 中 得 到 的 结果 并 不 是 在 例 11. 1 中 得 到 的 准确 值 ( 即 a Aa) ,此 时 自 相 关 
函数 是 利用 无 限 长 序列 计算 出 来 的 。 然 而 ,请 证 明 当 Mw% 时 ,ww 一 ao 
(d) 在 式 (11.38) 中 利用 (a) 和 (b) 中 得 到 的 结果 来 确定 本 例 中 的 最 小 均 方 预测 误差 。 请 证 明 
当 M> 时 ,误差 趋 近 于 在 计算 精确 自 相 关 函 数 的 例 11. 1 中 所 确定 的 最 小 均 方 误差 。 
(e) 现在 考虑 用 协 方差 法 来 估计 相关 函数 。 证 明 当 p=1 时 , 式 (11.49) 中 的 $.[i, 有 可 以 由 
下 式 给 出 : 


A(z) = 





Im] l-a 





(P11. 14-1) 


rsslm| =a 


dssli. k] = ai~ ae 

(£) 在 式 (11.20) 中 利用 (e) 的 结果 来 求解 最 优 一 阶 预测 需 的 系数 。 然 后 把 结果 同 (b) 和 
例 11. 1 中 的 结果 进行 比较 。 

(g) 在 式 (11.37) 中 使 用 (f) 和 (e) 的 结果 , 找 出 最 小 均 方 预测 误差 。 并 把 结果 同 (d) 和 
例 11.1 中 的 结果 进行 比较 。 


考虑 信号 
s[n| =3 (5) u[n| +4 (-3) uln| 
(a) 若 要 用 一 个 因果 的 二 阶 全 极点 模型 , 即 一 个 具有 如 下 形式 的 模型 ; 


A 


O<(ik)< 1 (P11.14 -2) 





H(z) = 
1 — a z7! — a2 z7? 


来 最 优 表示 信号 sl n | ,最 优 准 则 为 最 小 二 乘 误 差 。 请 确定 a, ,a, 和 14。 
(b) 若 要 利用 一 个 因果 的 三 阶 全 极点 模型 , 即 一 个 具有 如 下 形式 的 模型 来 最 优 表示 信号 sln]: 
B 
1 一 z7! by z 一 2 bz 一 3 
最 优 准 则 仍然 为 最 小 二 乘 误 差 。 请 确定 b, b,b, FB, 
考虑 信号 


H(z) = 








sn =2 (3) winlt3(-3) un (P11. 16-1) 
要 求 用 一 个 二 阶 (p = 2) 全 极点 模型 ,或 者 等 效 为 利用 一 个 二 阶 线性 预测 来 建 模 该 信号 。 
本 题 中 ,因为 已 知 s[ nj] 的 解析 表达 式 , 且 知道 s[n] 是 一 个 全 极点 滤波 器 的 脉冲 响应 ,所 以 可 
以 直接 从 s(n] AY z 变换 得 到 线性 预测 系数 。[ 在 (a) 部 分 要 求 这 样 做 。] 在 实际 情况 下 ,通常 


11-17 
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会 已 知 数据 , 即 一 组 信号 值 而 不 是 解析 表达 式 。 在 这 样 的 情况 下 ,即使 当 被 建 模 信 号 是 一 个 
全 极点 滤波 器 的 脉冲 响应 时 ,仍然 需要 进行 一 些 数据 计算 ,所 用 的 方法 就 是 11.3 节 中 讨论 
的 方法 ,从 而 确定 出 线性 预测 系数 。 

还 有 一 些 情况 是 ,信号 的 解析 表达 式 可 用 ,但 信号 并 不 是 一 个 全 极点 滤波 器 的 单位 脉冲 
响应 ,而且 需 对 它 建 模 。 在 这 种 情况 下 ,需要 进行 11.3 节 中 讨论 的 计算 。 
(a) 对 于 式 (P11. 16 -1) 中 给 出 的 信号 sin], BM s[n] KY z 变换 中 确定 线性 预测 系数 
(b) 用 [mj 的 形式 写 出 当 p=2 时 的 正规 方程 组 ,得 到 a ,a, 满足 的 方程 。 
(e) 确定 式 (P11.16 -1) 所 给 信号 s[n] 的 7.10],r,[1] 和 7.[2] 的 值 。 
(d) 利用 从 (b) 中 得 到 的 值 来 求解 (a) 中 得 到 的 方程 ,从 而 得 到 a, 的 值 。 
Ce) (<) 中 得 到 的 a, 值 是 对 这 个 信号 的 期 望 值 吗 ? 请 明确 地 证 明 你 的 答案 。 
(f) 假设 希望 用 p=3 来 建 模 信号 ,请 写 出 这 种 情况 下 的 正规 方程 组 。 
(g) 求 出 r.[3] 的 值 。 
(h) 当 p=3 时 求解 w WE- 
(i) (bh) 中 得 到 的 a, 值 是 给 定 sl nj 时 你 的 期 望 值 吗 ? 请 明确 地 证 明 你 的 答案 。 
G) 如 果 用 p=4 来 建 模 信 号 ,(h) 中 得 到 的 a, a, 值 会 改变 吗 ? 
x[n] 和 y[Lnj 是 联合 广义 平稳 零 均 值 随机 过 程 的 样本 序列 。 下 面 关于 自 相 关 也 数 4,[m] 和 
EAKR $,[ mj 的 信息 已 知 : 

0, mAh 
Pulm = | Le, meet 
pyxl—ll=2 dyxlOL=3  ġyxslll=8 如 rl21= 一 3 
dyel3]}=2  ġyxl4l = —0.75 
(a) 给 定 x 时 ,7 的 线性 估计 记 为 交 。 iit 7, 以 最 小 化 
E= E ( | yin} — Seta? ) (P11.17-1) 
其 中 ,$$,[n] 是 用 一 个 长 度 为 3 的 脉冲 响应 为 h[n] 的 FIR 滤波 器 处 理 x[n] 所 形成 的 ， 
h| n] H 
hin] = hod[n| + hyd[n — 1] + hod[an — 2] 

求 出 使 最 小 的 hy hy hzo 
(b) 这 里 ,再 次 对 7, 即 给 定时 y 的 线性 估计 进行 设计 ,以 使 式 (P11.17 -1) 中 的 = 最小， 

但 关于 线性 滤波 器 结构 的 假设 不 同 。 这 里 的 估计 是 用 一 个 长 度 为 2 的 脉冲 响应 为 &[m] 

的 FIR 滤波 器 处 理 x[ nj] 所 形成 的 ,g[ nj] 为 

gin] = g16ln — 1] + g25ln —2| 

确定 使 = 最 小 的 gs 和 g,。 
Ce) 信号 xLn] 可 以 被 建 模 为 一 个 双 极 点 滤波 器 H(z) 的 输出 ,其 输入 信号 w[n] 是 一 个 广义 

平稳 FHE 方差 为 1 的 白 噪 声 信号。 


1 
Hz) = I 
1 —ayz7" = azz 


2 
FEF 11.1.2 节 中 的 最 小 二 乘 逆 求 解 ww 和 a, 

(d) 实现 图 Pl1. 17 所 示 的 系统 ,其 中 系数 a, 是 (c) 中 全 极点 建 模 得 到 的 ,而 系数 h 是 (a) 中 
的 线性 估计 器 的 脉冲 响应 的 值 。 给 出 使 总 延迟 开销 最 小 的 实现 ,其 中 每 个 单独 的 延迟 
开销 用 其 时 钟 频 率 进 行 线性 加 权 。 
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(e) H e, Ale, 分 别 表示 (a) 和 (b) 中 的 延迟 开销 ,其 中 每 个 = 用 式 (P11.17 -1) 进 行 定义 。 
请 判断 e, 是 大 于 ,等 于 还 是 小 于 e, ,还 是 信息 不 足 无 法 比较 ? 

(f) 当中 [0] =88 时 ,计算 e, Mle, 的 值 。[ 提示:(a) 和 (b) 中 计算 得 到 的 最 优 FIR 滤波 器 
满足 E[9$.[nj(yLn] -9,[n])] =0.] 





图 P11.17 


11.18 用 一 个 如 图 P11. 18 所 示 的 脉冲 响应 为 h.Lnj 的 LTI 系统 ,补偿 一 个 脉冲 响应 为 h[Ln] 的 离散 
时 间 通 信 信 道 。 已 知 信道 h[ nj] 是 一 个 单位 样本 延迟 单元 , 即 
hin] = 5[n — 1] 
补偿 器 h.[n] 是 一 个 NN 点 的 因果 FIR TED ai, BI 
N-1 
He(z) = Dapz 
k=0 
设计 补偿 器 h.[n] 对 信道 求 逆 (或 者 求 补偿 )。 具 体 地 ,设计 有 hh.[n] 使 得 当 s[n] =6[n] 时 ， 
s[n] 尽 可 能 地 接近 于 一 个 脉冲 , 即 设计 h.[n] 使 得 误差 
e= 》 ilal- si 


最 小 。 找 到 长 度 为 N 的 最 优 补偿 器 ,也 就 是 确定 co a, ,… ay, TE = 最 小 。 
信道 补偿 器 
图 P11. 18 


11.19 一 个 话音 信号 用 8 kHz 采样 率 进行 采样 。 从 元 音声 音 段 上 截取 一 段 包 含 300 个 采样 点 的 
语音 片段 ,并 同 汉 明 窗 相 乘 ,结果 如 图 P11. 19 所 示 。 利 用 该 信号 ,采用 自 相关 法 得 到 一 组 


线性 预测 需 
PÙ) = az 
k=1 
阶 数 范围 从 i=1 到 i=11。 这 组 预测 器 以 Levinson-Durbin 递归 建议 的 形式 在 表 11.1 中 
给 出 。 


元 音信 号 的 加 窗 片 段 





l l ] 

















1 1 
50 100 150 200 250 300 


样本 序号 
图 P11.19 
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) li) 
a; ay' 





0. 8328 





0.7459 | 0. 1044 





0. 7273 |-0.0289 | 0. 1786 





0. 8047 |-0.0414 | 0.4940 | -0.4337 





0. 7623 0.0069 | 0.4899 |- 0. 3550 | —0. 0978 





0.6889 |-0.2595 | 0.8576 | -0.3498| 0.4743 | -0.7505 





0.6839 |-0.2563 | 0.8553 | -0.3440 | 0.4726| -0.7459 | -0. 0067 





0. 6834 |-0.3095 | 0.8890 | -0.3685| 0.5336 | -0.7642| 0.0421 | -0.0713 





Ojojoj AJY Nj|=]| s. 








= 
© 








11. 20 
































0.7234 |-0. 3331 1.3173 | -0.6676| 0.7402 | -1.2624| 0.2155 | —0. 4544| 0.5605 

0. 6493 |-0.2730 | 1.2888 | -0.5007| 0.6423 L1. 1741 | 0. 0413 | -0.4103 | 0. 4648 

0. 6444 |-0.2902 | 1.3040 | -0.5022| 0.6859 | -1.1980| 0.0599 | -0. 4582| 0.4749 

(a) 求 出 四 阶 预测 误差 滤波 器 的 zz 变换 4”(z)。 画 出 并 标记 该 系统 直接 型 实现 的 信号 
w 
流 图 。 

(b) 求 出 四 阶 预测 误差 格 型 滤波 器 的 -BARRA |k hy hy hey} o 画 出 并 标记 该 系统 格 型 实 
现 的 信号 流 图 。 


(ce) 二 阶 预 测 器 的 最 小 均 方 预测 误差 为 已 ”=0.5803。 那 么 ,三 阶 预 测 器 的 最 小 均 方 预测 误 
差 是 什么 ?信号 *[m] 的 总 能 量 为 多 少 ? 自 相 关 函 数 r.[1] 的 值 为 多 少 ? 

(d) 这 些 预测 器 的 最 小 均 方 误差 形成 了 一 个 序列 | 已 ” FE BO oe BOO |。 可 以 证 明 , 随 
着 i=0 变化 到 ;=2, 该 序列 急速 下 降 , 随 后 在 几 个 阶 数 上 缓慢 下 降 ,最 后 又 陡峭 下 降 。 
问 阶 数 i 为 何 值 时 会 发 生 这 种 现象 ? 

(e) 对 于 图 PLL. 19 中 给 出 的 输入 s[n] ,详细 画 出 预测 误差 序列 e"'"[n]。 给 出 尽 可 能 多 的 
细节 。 


(£) 11 阶 全 极点 模型 的 系统 了 数 为 


— 





下 面 是 11 阶 预测 误差 滤波 器 4 (z) 的 5 个 根 。 





0.2567 | 2.0677 
0.9681 | 1.4402 








0. 9850 0. 2750 
| 0. 8647 2. 0036 
0. 9590 2. 4162 














简单 说 明 AS (z) 另 外 6 个 零点 的 位 置 。 尽 可 能 精确 。 

Cg) 利用 表 11. 1 里 给 出 的 信息 和 (c) 中 得 到 的 信息 来 确定 11 阶 全 极点 模型 的 增益 参数 6。 
Ch) 详细 描绘 并 标记 出 在 模拟 频率 0<F<4kHz 范围 内 11 阶 全 极点 模型 的 频率 响应 。 

频谱 分 析 经 常 被 应 用 到 包含 有 正弦 波 的 信号 上 。 正 弦 信 号 非常 有 趣 , 它 同时 具有 确定 信和 号 
和 随机 信号 的 特性 。 一 方面 ,可 以 用 一 个 简单 式 子 来 描述 它 。 另 一 方面 ,它们 的 能 量 是 无 限 
的 ,因此 经 常用 平均 功率 来 表征 它们 ,就 像 对 随机 信号 一 样 。 本 题 将 从 随机 信和 号 的 角度 对 正 
弦 信 号 建 模 的 一 些 理论 问题 进行 探索 。 

假设 在 - œ <n < % 内 信号 模型 为 s[n] =Acos(wn +0) ,进而 可 以 将 正弦 言 号 看 作 是 一 个 
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稳定 的 随机 信号 ,其 中 4 和 0 被 认为 是 随机 变量 。 在 这 个 模型 中 ,信和 号 可 认为 是 一 个 由 在 某 
种 概率 准则 下 的 4 和 09 所 描述 的 正弦 信号 的 集合 。 简 单 来 说 ,就 是 假定 A 是 一 个 常数 ,9 是 
— AE O <0 < 2m 区 问 内 平均 分 布 的 随机 变量 。 

(a) 证 明 该 信号 的 自 相 关 函 数 为 


A2 
my 三 En + mlslnl} = = cos(wgm ) (P11. 20-1) 


(b) 利用 式 (11.34) , 写 出 这 个 信号 的 二 阶 线性 预测 器 的 系数 所 满足 的 方程 组 。 
(ce) 求解 (b) 中 方程 组 的 最 优 预测 器 系数 。 答 案 可 能 会 是 一 个 关于 wu 的 函数 。 
(4) 对 撒 述 预测 误差 渡 波 器 的 多 项 式 4(z) =1 _a z-! -az-: 进 行 因 式 分 解 . 
Ce) 利用 式 (11.37 ) 确定 最 小 均 方 预测 误差 的 表达 式 。 你 的 答案 应 该 可 以 说 明 随 机 正弦 信 
号 为 什么 被 称 为 "可 预测 的 ”和 /或 “确定 的 ”。 
11. 21 利用 Levinson-Durbin 递归 中 的 式 (11.84a) 和 式 (11.84b), 导 出 式 (11.89) 给 出 的 i 阶 和 
(=-1) 阶 预测 误差 滤波 器 之 间 的 关系 。 
11. 22 考虑 实现 如 下 信号 的 道 滤波 器 的 格 型 滤波 器 结构 


] n ` 1 n 
sia] = 2(5) uln|+3 (-5) uln| 


(a) 求 出 2 阶 (p =2) 情 况 下 的 参数 k AK, 

(b) 画 出 该 逆 滤 波 器 的 格 型 滤波 器 实现 的 信号 流 图 , 即 当 输 入 为 x[n] =s[Ln] 时 滤波 器 的 输 

IKA yla] =A46[nj]( 加 权 的 脉冲 )。 

通过 证 明 这 个 道 滤波 器 的 z 变换 确实 与 5(z) 的 道成 比例 来 验证 (b) 中 所 面 信号 流 图 具 

有 正确 的 脉冲 响应 。 

(d) 一 个 全 极点 系统 , 当 输 入 为 x[n] =6[n] 时 输出 为 上 述 给 定 的 s[n], 请 画 出 实现 该 全 极 
点 系统 的 格 型 滤波 器 的 信号 流 图 。 

Ce) 推导 (d) 中 所 面 信号 流 图 的 系统 函数 ,并 证 明 它 的 脉冲 响应 h[ nj] 满足 h[n] =s[n] 


11.23 考虑 信和 号 
2 n 1^ n 
ni =a ($) uni +A (5) uln| 


其 中 ,a 和 BB 是 常数 。 利 用 如 下 关系 式 从 过 去 的 p 个 值 中 线性 预测 sin]: 


P 


sla] = >》 agsin — k] 


k=1 


其 中 ,系数 a, 是 常数 。 系 数 w 的 选择 是 使 预测 误差 
E= y (x[n] — ŝin)? 


n=—o 


w 


(e 


最 小 。 
(a) Hrm] ÆR sLn] 的 自 相 关 函 数 , 写 出 p=2 时 的 方程 组 ,该 方程 组 的 解 就 是 w a, 
(b) 确定 一 对 a 和 BB 值 ,使 得 当 p=2 时 正规 方程 组 的 解 为 a, = 11/22, a, = -1/6。 REE 
唯一 的 吗 ? 请 解释 。 
(c) 如 果 aw=8 且 B= -3, 通 过 使 用 Levinson 递归 算法 求解 p=3 时 的 正规 方程 组 ,从 而 算出 
k- ko KEG p =4 时 求 出 的 相同 吗 ? 
11.24 考虑 Yule-Walker xt: Ia, = y, ,其 中 


a? $I1] 
ap = : Yp = : 
al, ol pl 
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NN 


且 
l0) 4 一 1 
Tp = : ta ; (— Toeplitz 44) 


dlp 1-90) 

Levinson-Durbin 算法 可 以 得 到 正规 方程 0 三 的 如 下 式 所 示 的 递归 解 : 
了 

p+l sip +11- (x9) ap 


p+l am 


p10] — (v) ap 


p+i S a P 十 1 nal 
= On — O47 Fo m+" 





ms 1,243 Pp 


其 中 ,y By, y =[$[p]…g[1]]" amet, H. a, -= 由 1 注意 到 ,对 于 矢量 ,模型 阶 


“610] 
数 用 下 标 标识 ;但 是 对 于 标量 ,模型 阶 数 用 上 标 标识 。 
现在 考虑 正规 方程 :了 5, = c, ,其 中 


b? ell] 
bp = : Cp = | : | 
bh clpl 
请 证 明 Tb, =e, AY eB VA fe 


clp+1]-— (x8) bp 


$101 - (yp) "ap 


p+l 
pH ~~ 





p+ ) ;二 1 » 
bi = ph —p! r 


1 十 1 a p—m+l m=1, .pp 





其 中 , = EEL, GER: We RAS a) = y, AARM.) 


11.25 考虑 一 个 有 色 的 广义 平稳 随机 信和 号 s[n] ,用 图 P11.25 -1 所 示 的 系统 来 使 其 白化 。 在 设计 
已 知 阶 数 为 p 的 最 优 白 化 滤波 器 时 ,选取 满足 式 (11.34) 所 示 的 自 相 关 正 规 方程 组 的 系数 
a,” ,=1,…,p, 其 中 [mj] 是 s[nj] 的 自 相 关 。 
l 


已 知 s[n] 的 最 优 二 阶 白化 洪波 器 是 甩 (z) =1 +da -A a = - al? => 
图 P11.25 -2 所 示 的 二 阶 格 型 结构 来 实现 。 并 利用 传递 函数 为 


4 
H4(z) =1- pi rt 
k=l 


的 四 阶 系统 ,利用 图 P11.25 -3 所 示 的 格 型 结构 实现 这 个 系统 。 如 果 H, C) HY EE BS 
kik, ,及 ,入 可 以 从 上 述 已 知 信息 中 计算 出 来 ,请 确定 它们 的 值 。 并 解释 为 什么 其 他 的 参数 
(如 果 存 在 的 话 ) 不 能 计算 出 来 。 


) ,用 


s[n] gin] 


a 
sln] a gin] — 


图 P11.25 -1 图 P11.25 -2 二 阶 系统 的 格 型 结构 


sin) o, g 











图 P11.25-3 四 阶 系统 的 格 型 结构 
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扩展 题 
11. 26 ”考虑 一 个 具有 如 下 系统 函数 的 稳定 的 全 极点 模型 : 
G G 
ae ~ A(z) 
1 一 È amz 
假定 g 是 正 的 。 
本 题 将 指出 利用 单位 圆 上 HC) 的 幅 值 平方 ae reas 即 
IH(eirk/P), k=0.1.. 


足以 完全 表示 系统 。 具 体 地 , 当 给 定 CLk],k=0,1,…,p ee a, ,m=0,1, 

…,p 可 以 确定 得 到 。 

(a) 考虑 z 变换 

1 A(z)A(z7!) 
H(z)H(z7!) G2 
与 序列 qin] MO. TRH gl n | 与 系统 函数 为 4(z) 的 预测 误差 滤波 器 的 脉冲 响应 
h[n] 之 间 的 关系 。n EAA g[ nr] MAES A. 
(b) 设计 一 个 基于 DFT, 从 给 定 的 幅度 平方 样本 集 CL 有 中 确定 gLn] 的 步 又 。 
(ce) 假设 (b) 中 确定 的 序列 gL nj 已 知 ,给 出 一 个 确定 Al] AC 的 步骤 。 

11.27 将 图 11.21 中 的 一 般 IIR 格 型 系统 限制 为 全 极点 系统 。 极点 和 零点 都 可 以 用 
图 P11.27 -1 (Gray and Markel,1973 ,1975 ) 所 示 的 系统 来 实 图 P11.27 -1 中 的 每 个 子 
模块 用 图 P11.27 -2 所 示 的 流 图 描述 。 换 句 话 说 ,图 11. 21 seen P11.27 -1 中 , 且 输 
出 形式 为 后 向 预测 误差 序列 的 线性 组 合 。 


eP- Din] 





Q(z) = 


x[n] = ein] eP -din] etDIn] en] 








yn] 
图 P11.27 -1 


eoln ein 
(a) 证 明 输入 X(z) =E"(z) 和 "(zs) 之 间 的 系统 函数 为 ” “由 a) 
EM (z) z7 AD 1) 
X(z) APh) 





A(z) = (P11. 27-1) 





(b) 证 明 A (z) 是 一 个 全 通 系 统 。( 该 结果 在 本 题 余下 问题 
PREF) PAN Pp 
(e) 从 X(z) 到 Y(z) 的 总 的 系统 函数 为 ees 


Y(z) ciz! AM (271) Q(z) 
H(z) = = = = 
) X(z) 2 AP) (z) ADG) (P11.27 -2) 








证 明 式 (P11.27 -2) 中 的 分 子 0(z) 是 一 个 形式 如 下 的 p 阶 多 项 式 : 
p 


Q(z) = Y ame (P11.27 -3) 


m=0 


11. 28 


11. 29 


11. 30 
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其 中 ,图 P11. 27 中 的 系数 c， CE bs 


cm = 4m + 3 gal. m=p.p—1,---.1,0 (P11. 27 -4) 


i=m+1 
(d) 请 给 出 利用 图 PLL. 27 所 示 的 格 型 结构 实现 式 (P11.27 -2) 中 系统 函数 时 所 有 参数 的 计算 
过 程 。 
Ce) 使 用 (ec) 中 描述 的 步骤 , 画 出 如 下 系统 格 型 实现 的 完整 流程 图 : 
1 十 3z-1 +3772 +z 
1 — 0.927! + 0.642-2 — 0.576z—3 
在 11.7.3 节 中 ,k SERAL 101 ) 计算 出 来 的 。 请 利用 关系 式 e [n] =e"? [n] - 
ke [n-1] Me? [n] =e" [n1] -ke [nj 证 明 
kf Vif x 
Hp, AEA FM ee k, 值 : 
eli) 一 2 (ein? 


mi k; 指 的 是 使 如 下 均 方 后 向 预测 误差 值 最 小 的 k; (H: 
&li) 一 5 (In) 


将 式 (11.88) 和 式 (11.93) 代 入 式 (11.101) ,证 明 
+ Din gen — 1] 





H(z) = (P11.27 -5) 








„P n=—00 
k; = 1/2 
3 (el Dinp? y Ca Din — 112 
n=—Cco n=—00 
1 一 1 
rsslil— > ay rysli = j1 
j=l 
= E(i-1) =h 


正如 11.7.3 节 中 讨论 的 ,Burg(1975 ) 曾 提出 计算 和 参数 的 方法 是 使 格 型 滤波 器 第 i 阶 的 前 
向 和 后 向 预测 误差 之 和 最 小 ,即使 下 式 最 小 : 


M 
BO = > [eM inv? E ein)? | (P11. 30-1) 


其 中 , 求 和 范围 是 i<n<M。 
(a) 将 格 型 滤波 器 信号 e"[n] =e [n] -k è [n-1] Me [n] =e" [n-1] - 
ke" [n] AR ASK PLL. 30-1) ,并 证 明 使 8 最 小 的 值 为 
M 
2J eine" In — 1 
i = (P11. 30 -2) 


y ec- Mal? + Ne ati— Din —14)2 


n=i n=i 








(b) HEBH -1 <k? <1, 
提示 :考虑 表达 式 2 (x[n] 主 y[n])”>0, 其 中 x[n] 和 y[Ln] 是 两 个 不 同 的 序列 。 
(c) 给 定 一 组 Burg RŽ kS ,i=1,2,…,p, 如 何 获 得 对 应 预测 误差 滤波 器 A” (z) 的 系数 ? 
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12.0 引言 


通常 ,要 了 解 一 个 序列 傅 里 叶 变 换 的 特性 需要 有 关 幅 度 和 相位 的 实 部 和 虚 部 在 -m << <r 所 
有 频率 范围 内 的 全 部 知识 。 但 是 已 经 知道 ,在 一 定 条 件 下 传 里 叶 变 换 会 有 一 些 特殊 性 质 。 例 如 ,在 
2.8 节 中 曾 看 到 ,如 果 x[ nj] 是 实数 , 则 它 的 傅 里 叶 变 换 是 共 固 对 称 的 , 即 X(e*) =X"(e“)。 由 此 
可 以 得 出 ,对 于 实 序列 , 当 0<w<7 时 X(e”*) 的 特性 也 表示 为 -7<w<0 时 XX(e”) 的 特性 。 同 样 ， 
从 5.4 节 中 也 看 到 ,在 最 小 相位 的 限制 条 件 下 傅 里 叶 变 换 的 幅度 和 相位 不 是 相互 独立 的 ,也 就 是 
说 ,幅度 特性 决定 着 相位 特性 ,而 相位 特性 也 决定 着 幅度 特性 ,相差 一 个 比例 因子 。8.5 节 中 还 曾 
指出 ,对 于 有 限 长 为 N 的 序列 ,X(e”) 在 放 个 等 间隔 频率 处 X(e”) 的 特性 决定 了 在 所 有 频率 处 的 

本 章 将 看 到 ,序列 因果 性 的 限制 条 件 意味 着 健 里 叶 变 换 实 部 和 虚 部 之 间 有 唯一 性 关系 。 复 函 
数 的 实 部 和 虚 部 之 间 的 这 种 关系 除了 用 于 信号 处 理 中 之 外 ,还 出 现在 许多 其 他 领域 中 ,人 们 通常 将 
这 种 关系 称 为 希 尔 伯 特 变换 关系 。 除 了 导出 因果 序列 傅 里 叶 变换 的 这 些 关 系 之 外 ,还 要 推导 对 于 
DFT 和 具有 单 边 傅 里 叶 变 换 序列 的 有 关 结 果 。 此 外 ,12.3 节 中 还 将 指出 如 何 利用 希 尔 伯 特 变换 来 
解释 最 小 相位 序列 幅度 和 相位 之 间 的 关系 。 

虽然 本 章 用 直观 的 方法 来 说 明 问 题 ( 见 Gold, Oppenheim and Rader, 1970) ,但 应 清楚 地 认识 
到 和 硕 尔 伯 特 关系 原本 是 从 解析 函数 的 性 质 得 出 来 的 (见习 题 12.21)。 在 离散 时 间 信 号 和 系统 的 数 
学 表达 式 中 用 到 的 复 函 数 一 般 都 具有 良好 的 特性 。 除 了 有 少数 例外 ,所 关注 的 = 变换 均 具 有 良好 
的 定义 域 , 在 该 定义 域 上 老 级 数 是 绝对 收敛 的 。 因 为 寡 级 数 可 表示 其 收敛 域内 的 解析 函数 ,所 以 可 
知 ,z 变换 是 在 其 收敛 域内 的 解析 函数 。 根 据 解 析 函 数 的 定义 ,这 意味 着 在 收敛 域内 的 每 一 点 上 
z 变换 的 导数 都 有 定义 。 另 外 ,解析 性 意味 着 z 变换 及 其 所 有 的 导数 在 收敛 域内 都 是 连续 函数 。 

解析 函数 的 性 质 表 示 对 z 变换 在 其 收敛 域内 的 特性 有 一 些 较 强 的 限制 。 因 为 傅 里 叶 变 换 是 在 
单位 圆 上 计算 的 = 变换 ,所 以 这 些 限 制 也 约束 着 傅 里 叶 变换 的 特性 。 其 中 的 一 个 限制 是 , 实 部 和 虚 
部 必须 满足 柯 西 - 42 ( Cauchy-Riemann ) 条 件 ,该 条 件 建立 了 解析 函数 实 部 和 虚 部 偏 导 数 之 间 的 
联系 (例如 , 见 Churchill and Brown,1990)。 男 一 个 限制 是 柯 西 (Cauchy ) 积分 定理 ,该 定理 表明 可 以 
利用 解析 域 边 界 上 的 函数 值 表示 解析 域 中 每 一 处 的 复 孙 数值。 根据 这 些 解 析 图 数 的 关系 ,可 以 在 
一 定 条 件 下 推导 出 收敛 域内 的 一 个 闭合 围 线 上 z 变换 的 实 部 和 虚 部 之 间 明 显 的 积分 关系 。 在 数学 
文献 中 常常 将 这 些 关 系 称 为 泊 松 (Poisson ) 公 式 。 在 系统 理论 的 文献 中 人 们 又 称 其 为 希 尔 伯 特 变 
换 (Hilbert Transform ) 关系 。 

并 不 是 采用 以 上 刚刚 讨论 过 的 数学 方法 ,而 是 通过 揭示 如 下 事实 推导 出 希 尔 伯 特 变换 关系 式 : 因 
果 序 列 的 傅 里 叶 变 换 的 实 部 和 虚 部 是 该 序列 的 偶数 部 分 和 奇数 部 分 的 变换 ( 见 表 2. 1 中 的 性 质 5 和 
性 质 6) 。 正 如 将 要 指出 的 ,因果 序列 可 以 完全 用 它 的 偶数 部 分 来 表示 ,这 也 说 明 原 始 序列 的 傅 里 
叶 变 换 可 以 完全 由 它 的 实 部 来 表示 。 这 一 论点 除了 表明 因果 序列 可 以 利用 其 在 单位 圆 上 的 实 部 来 
表示 它 的 z 变换 外 ,还 说 明 在 一 定 条 件 下 ,一 个 序列 可 利用 其 在 单位 圆 上 的 幅度 来 表示 它 的 傅 里 叶 
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解析 信和 号 是 连续 时 间 信 号 处 理 中 一 个 十 分 重要 的 概念 。 解 析 信 和 号 是 只 有 正 频率 的 傅 里 叶 变换 
的 复 时 间 解 析 函 数 。 严 格 地 讲 ,不 能 把 复 序列 看 作 是 解析 的 ,因为 它 是 一 个 整数 变量 的 函数 。 但 
是 ,用 类 似 于 前 面 章节 中 所 描述 的 方法 ,可 以 得 出 频谱 在 单位 圆 的 -mn <w<0 上 为 零 的 复 序列 的 
实 部 和 虚 部 之 间 的 关系 。 也 可 以 用 类 似 的 方法 推出 一 个 周期 序列 或 等 效 推出 一 个 有 限 长 序列 的 离 
散 博 里 叶 变 换 的 实 部 和 虚 部 之 间 的 关系 。 在 这 个 意义 上 ,“ 因果 性 "条 件 就 是 表示 周期 序列 在 每 个 
周期 的 后 半 部 分 均 为 零 。 

因此 ,本章 将 用 因果 性 的 观点 来 寻找 一 个 函数 的 偶 分 量 和 奇 分 量 之 间 的 关系 ,或 等 效 地 找 出 其 
变换 的 实 部 和 虚 部 之 间 的 关系 。 将 把 这 种 方法 用 于 4 种 情况 :第 1 种 情况 ,对 于 当 n<0 时 值 为 零 
的 序列 x[n] , 求 得 其 傅 里 叶 变 换 X(e”) 的 实 部 和 虚 部 之 间 的 关系 。 第 2 种 情况 ,得 出 周期 序列 或 
等 效 地 得 出 长 度 为 N 但 最 后 (W2) -1 个 点 为 零 的 有 限 长 序列 的 DFT 的 实 部 和 虚 部 之 间 的 关系 。 
第 3 种 情况 ,在 <0 时 傅 里 叶 变 换 的 对 数 之 道 变换 为 零 的 条 件 下 ,得 出 傅 里 时 变换 的 对 数 的 实 骨 
和 虚 部 之 间 的 关系 。 导 出 傅 里 叶 变 换 对 数 的 实 部 和 虚 部 之 间 的 关系 相当 于 找到 了 六 (e*) 的 对 数 
幅度 和 相位 之 间 的 关系 。 最 后 一 种 情况 ,推导 出 其 傅 里 叶 变 换 在 每 个 周期 的 后 半 部 分 为 零 的 复 序 
列 的 实 部 和 虚 部 之 间 的 关系 ,该 傅 里 叶 变换 可 看 作 是 w 的 周期 函数 ， 


12.1 因果 序列 传 里 时 变换 实 部 和 虚 部 的 充分 性 


任何 序列 都 可 以 表示 成 一 个 偶 序 列 和 一 个 奇 序列 之 和 。 上 有 具体 地 讲 , 若 用 x.[n] 和 x,[n] 分 别 表 
示 Ln] 的 偶 部 和 奇 部 了 了, 则 





x[n] = xe[n] + xo[n] (12.1) 
其 中 ， 

xeln] = a (12.2) 
和 


soln] = e (12.3) 
式 (12.1) 至 式 (12.3) 可 用 于 任意 序列 ,无 论 该 序列 是 否 为 因果 的 ,也 无 论 它 是 否 为 实数 。 但 是 ,如 
果 xLn] 是 因果 的 , 即 当 n<0 时 x[n] =O, WETA x[n] PRE x(n) BM x[n] PRE x[n] (n #40), 
例如 ,考虑 因果 序列 x[ nj] 以 及 它 的 偶 分 量 和 奇 分 量 ,如 图 12. 1 所 示 。 因 为 x[n] 是 因果 的 ,所 以 当 
n<0 时 x[n]=0, 且 n>0 时 x[ -nn]=0。 因 此 ,除了 在 n=0 处 外 ,x[n] 和 x[ -n] 的 非 零 部 分 不 会 
重合。 由 于 这 个 原因 ,由 式 (12.2) 和 式 (12.3) 可 得 
x[n] = 2x.[nJu[n] — xe[0]5[n] (12.4) 
和 
xin] 三 2xo[m]uw[zl 十 x[016[m] (12.5) 
从 图 12.1 中 很 容易 看 出 ,以 上 关系 式 成 立 。 应 当 注 意 ,x[n] 由 xx.[n] 完 全 确定 。 另 一 方面 ,由 
于 x,[0] =0, 则 可 以 从 x,[n] 中 恢复 x[n] (n 40 时 除外 ) 。 
若 x[zj 也 是 稳定 的 即 绝对 可 和 的 , 则 它 的 傅 里 叶 变 换 存在 。 把 x[z] 的 傅 里 叶 变换 记 作 
Xei”) = Xp (el) + jX, (619) C126) 





中 ”如 果 x[nj] 是 实数 , 则 在 式 (12.2) 和 式 (12.3) 中 的 x。[n] 和 x,[n] 就 分 别 是 在 第 2 章 中 所 研究 的 x[n] 之 偶 部 和 奇 部 。 
若 *[n] 是 复数 ,为 了 讨论 方便 起 见 , 仍 然 定 义 *.[n] 和 x,[n] 如 同 在 式 (12.2) 和 式 (12.3) 中 一 样 ,它们 并 不 对 应 于 如 第 2 章 中 
FAT ADE IE BY SSE Ze SEG A AR Sb ASE HD IZ RT BE AB SP o 
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式 中 X,(e*) 和 XX(e”) 分 别 是 X(e”) 的 实 部 和 虚 部 。 如 果 x[n] 是 实 序列 , 则 记得 ,Xs(e”) 是 
x[n] 的 传 里 叶 变 换 , 而 jX,(e*) 是 x,[ nj 的 傅 里 叶 变 换 。 因 此 ,对 于 一 个 因果 的 ,稳定 的 实 序列 ， 
Xi(e”) 就 完全 确定 了 X(e”*) ,如 果 已 知 X(e”) , 则 可 用 以 下 步骤 求 出 YCe”) : 

(1) 求生 Ce ) 的 傅 里 叶 道 变换 x[n]; 

(2) 用 式 (12.4) 求 x[m]; 

(3) 求 x[ 四 的 傅 里 时 变换 X(e”) 。 

当然 ,这 也 说 明 X, (el!) BT FX, Ce!) wise. PEA 2. 1 中 ,将 说 明 如 何 利 用 上 述 步骤 由 Xi Ce”) 
SRY X(e”) A X,(e”) « 


x[n] 


es 


0 n 


x[-n] 


aarti] peepee 














pasa tte ss: 


rrr H HHH - 


图 12.1 实 因果 序列 的 偶 部 和 奇 部 





例 12.1 有 限 长 序列 
考虑 一 个 实 因果 序列 x[n], 其 DTFT h KBR A Xel”) A 
Xr (ei?) = 1 + cos2w (12.7) 
想 要 求 出 原 序列 x[n], Bet EN (ce) Ri Bt Ewa ERX) G-F, EF 
式 (12.7) ,将 余弦 函数 表示 成 复 指数 之 和 ; 


1 1 
Xg(ei) =1+ 


xe i + zeie (12.8) 
知道 ,Xn(e”) 是 x,[n] 的 傅 里 叶 变 换 ,x,[n] 是 由 式 (12.2) 定 义 的 x[n] 的 偶数 部 分 ,比较 
式 (12.8) 与 傅 里 叶 变换 的 定义 式 (2. 131), 由 对 应 项 可 得 
Xe [n] = 5[n] + isin 一 2] 十 soln +2] 
现在 得 到 了 偶数 部 分 ,再 利用 式 (12.4) 的 关系 可 求 出 
x[n] = 6[n] + 6[n — 2] (12.9) 
由 x[ nj ,得 
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X(ejw) = 1 +e 2 
(12. 10) 
= 1+ cos2w — jsin 2w 
根据 式 (12. 10), E P Xe”) eH A(12.7) ELA 
X,(e!°) = —sin2w (12-3 
EXC) AAA R: HAAAA(12.3) H x[n] E x[n] REHA O29) RA 
式 (12.3) , 
Xola] = sl = = soln +21 
x,[n] 44h Bet ERA jX,(e”) ,所 以 有 
jX (eI?) = Lizo = se" 
= — jsin2w 
因此 
Xi (e1®)= —sin2w 


这 与 式 (12. 11) 一 致 。 


例 12.2 指数 序列 








设 
， ] — æ cos w 
Xr (e12) = 
r(e!™) a la] < 1 (12.12) 
i {= 2)( jo 4 一 jw) 
Xr (ej) = lal <1 (12. 13) 


— alel? + e7”) +a?’ 
式 中 a 为 实数 。 首 先 先 求 出 x,[n], 再 利用 式 (12.4) 求 出 x[n]。 
为 了 得 出 x.[n], 即 Xi(e”) 的 侍 里 叶 送 变换 ,比较 方便 的 方法 是 先 求 出 x.[n] 的 z 变换 
Xi(z)。 且 可 由 式 (12. 13) 直 接 得 到 ,因为 有 
Xg (eP) = XR O)| em 
所 以 用 在 式 (12. 13) 中 用 z 代 替 e”, 可 得 
1 — (a/2)(z+ 27) 


Xr (z) = 
R 1 — alz +277!) +a? 





(12. 14) 


1— $2427) 
(1 gz-l)(l —az) (12. 15) 
AAR we et ERX, (e") HIS, HAH ES RMS c FGFS Xgl) , FAX, (z) IK 
化 域 当然 要 包括 单位 圆 且 收敛 域 的 内 边界 由 z = a 处 的 极点 确定 ,外 边界 则 由 z= l/a 处 的 极 
点 确定 。 


根据 式 (12.15), 要 求 出 Xi(z) 的 z 逆 变换 x,[n]。 将 式 (12.15) 展 开 成 部 分 分 式 , 得 








1 1 1 
xe =3[ +72 | (12. 16) 
JE to bi PHRF OD , HK SKI LIS Be A, ARPA (12. 16) 中 每 一 项 分 别 作 z 逆 变换 得 到 
Xe[n] = Fa"uln] 十 soul) (12. 17) 


因此 ,根据 式 (12.4) 有 
xla] = ouln] + oa "ul—nju[ln] — d[n] 


= a"uln] 
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然后 可 求 出 Xe” ) 为 





(12.18) 
HX(z)A 


X(z) = 





Iz] > lal (12. 19) 


1 一 az 一 ! 
例 12. 1 所 说 明 的 合成 方法 可 以 用 解析 的 方法 来 解释 ,以 便 得 出 用 Xi(e”) 直接 表示 已 (e”) 的 

一 般 关 系 式 。 由 式 (12.4) , 复 卷 积 定理 以 及 *.[0] =x[0] 这 一 事实 可 得 
X(e!”) = z | Xr (e1”)U (e17 )db — x[0] (12. 20) 


其 中 U(e”*) 是 单位 阶 跃 序 列 的 傅 里 叶 变 换 。 如 2.7 节 中 所 指出 的 ,虽然 单位 阶 跃 序 列 既 不 是 绝对 
可 和 的 ,也 不 是 平方 可 和 的 ,但 是 它 可 以 用 如 下 全 里 叶 变 换 来 表示 : 








DES ih nO(w —2nk) + Te C1221) 
或 者 ,因为 1/(1-e) 项 可 以 写 为 
T 1 j w 
ia ae cot (>) (12. 22) 
所 以 式 (12.21) 可 以 变 为 
pee So- Ink) +5 一 cot ($) (12. 23) 
利用 式 (12. 23 ) 可 将 式 (12. 20) Fern wh 
X(ejw) = Xr(ei®) + jX”) 
= Xr (el) + = | Xr (el )db 
Qn de S (12. 24) 
_ | " Xp(ei”) cot (“> dé — x[0] 
2m Jz 2 Í 
令 式 (12. 24) 中 的 实 部 和 虚 部 相等 ,并 注意 到 
1 f7 si 
x0) = 5 |" Xa’ )dé (12.25) 
可 以 得 出 如 下 关系 式 : 
jw 1 3 j w-—0 
X, (ejow) = = Xp (e!") cot (A) dé (12. 26) 


按照 同样 的 步骤 ,用 式 (12.5) 可 以 由 X,(e*) 和 x[0] 得 出 x[n] 和 X(e*)。 这 一 过 程 导出 了 用 
Xi(e*) 求 出 (e”) 的 方程 
Xr (el) = x[0] + = | X,(e!”) cot (2 F =| da (12. 27) 
TU (12. 26) FISK (12. 27 ) PKH PS a Ais A FER KK, AEF — 4 SR A EY SE) E 
叶 变 换 的 实 部 和 虚 部 均 成 立 。 当 w -9=0 时 ,由 于 被 积 函 数 是 奇异 的 ,所 以 以 上 两 式 的 积分 在 此 
时 也 就 不 合理 。 因 此 ,必须 小 心地 计算 这 些 积 分 以 便 得 到 一 致 的 有 限 结果 。 若 把 积分 当 作 Cauchy 
主 值 就 可 以 正式 地 完成 上 面 的 积分 。 这 样 , 式 (12. 26 ) 成 为 


i he jik ,8 w-@ 
x (0%) =- P|" Xe (el) ( 5 ) ae (12. 28a) 
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且 式 (12. 27 ) 为 


l i 9 中 一 日 
Xp (elt) = x[0] + —P XIi (el ) cot | —— } dé (12. 28b) 
2m ym 2 


式 中 符号 表示 积分 的 Cauchy 主 值 。 例 如 ,在 式 (12. 28a) 中 Cauchy 主 值 的 含义 是 


X. (ei) = — ii T rle) (2) 
JO) = — m Yee f 
per] an | RAe JC 7 


E 一 0 WHE 


wW—E — ø 
+ | Xa etor (2 ) a0] 
a 2 


式 (12. 29 ) 表 示 通 过 - cot(w/2) Al Xa Ce) ARIE AX (Ce) ,而 在 奇异 点 0=w 的 邻 
域 要 特别 小 心 。 同 样 , 式 (12. 28b) 涉 及 到 cot(w/2) 和 XX(e”) 的 周期 卷 积 。 

在 式 (12. 28a) [ 等 效 于 式 (12.29)|] 的 卷 积 积分 中 所 涉及 到 的 两 个 函数 如 图 12.2 所 示 。 
式 (12. 29) 中 的 极限 存在 ,这 是 因为 函数 cot[ (w -9)/2) ] 在 奇异 点 0 =w 是 反对 称 的 ,可 在 奇异 点 
周围 对 称 地 求 取 极限 . 





(12. 29) 




















图 12.2 把 希 尔 伯 特 变换 解释 为 周期 卷 积 


12.2 有 限 长 序列 的 充分 性 定理 


在 12. 1 节 中 兽 指 出 , 实 序列 的 因果 性 或 单 边 性 意味 着 对 该 序列 的 傅 里 叶 变 换 有 一 些 严 格 的 限 
制 ,前 一 节 的 结果 当然 可 以 用 于 有 限 长 因果 序列 ,但 由 于 有 限 长 的 特性 局 限 性 更 强 , 所 以 一 个 有 限 
长 序列 的 傅 里 叶 变换 有 可 能 受到 更 多 的 限制 。 下 面 将 会 看 到 的 确 如 此 。 

曾 介绍 过 ,有 限 长 序列 可 以 用 离散 传 里 叶 变换 来 表示 ,这 是 一 种 可 以 利用 的 有 限 长 性 质 。 因 为 
DET 涉及 到 求 和 而 不 是 积分 ,所 以 就 没有 不 合理 的 积分 问题 。 

由 于 DFT 实际 上 是 周期 序列 的 一 种 表示 ,因此 所 得 出 的 任何 结果 都 以 周期 序列 的 相应 结果 为 
基础 。 确 实 , 在 推导 所 要 求 的 有 限 长 序列 的 希 尔 伯 特 变换 关系 式 时 ,应 当 牢记 DFT 所 固有 的 周期 
性 。 因 此 ,将 首先 研究 周期 的 情况 ,然后 讨论 如 何 将 它 用 于 有 限 长 的 情况 。 

考虑 一 个 周期 为 N 的 周期 序列 XLnj, 它 与 长 度 为 NN 的 有 限 长 序列 x[n] 的 关系 为 


¥[n] = x[((n))w] (12.30) 
和 12.1 节 中 一 样 ,xX[n]j 在 一 个 周期 内 可 以 表示 成 一 个 偶 序 列 和 一 个 奇 序列 之 和 , 即 
¥[n] = Keln] + čln], n=(0,1,---,(N—1) (12.31) 


aA, 
_ X[n] + X[—n] 


xen] = 5 n=0,1,°°',(N—-1) (12. 32a) 
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“ae n=0,1,..…,(N—1) (12. 32b) 


当然 ,在 12.1 节 中 所 使 用 的 意义 上 ,一 个 周期 序列 不 可 能 是 因果 的 。 但 是 ,可 以 定义 一 个 “周期 
因果 的 "周期 序列 为 : 当 N/2<n<N 时 X[n] =0。 这 就 是 说 ,xX [nj 在 后 半 周 期 上 为 零 。 本 书 以 后 均 
假设 NN 为 偶数 ,N 为 奇数 的 情况 会 在 习题 12.25 中 考虑 。 应 当 注 意 ,由 于 XLnj] 具 有 周期 性 ,所 以 当 


-N/A2<n<0 时 ,有 XLn] =0。 对 于 有 限 长 序列 ,这 个 限定 表示 ,虽然 认为 序列 长 度 为 N, 但 最 后 
(N/2) -1 个 点 实际 上 为 零 。 图 12. 3 中 给 出 一 个 周期 性 因果 序列 及 其 偶 部 和 奇 部 (V=8) 的 例子 。 因 


为 [nj 在 每 个 周期 的 后 半 部 均 为 零 , 所 以 *[ -n] 则 在 每 个 周期 的 前 半 部 为 零 。 因 此 ,除了 n=0 和 
n=N/ 人 2 外 ,xX[n] 和 [一 nj 的 非 零 部 分 之 间 没 有 重合。 这 样 ,对 于 “因果 "周期 序列 ， 


= 


2xe[n], n= 12 --,(N/2)— 1 
[可 三 4 Finl n=0,N/2 (12. 33) 
0, n=(N/2)+1,:---,N—-1 
All 
si | 2Xo[m], nm =1,2,---,(N/2)—-1 
ae n=(N/)+1,--,N—1 (12. 34) 
因为 %,[0] = %,[N/2] =0,% [mJ AHEM 元 [四 恢复 。 如 果 定 义 周期 序列 
n=O, ae 
unln| = n=1,2 fe hae =] (12.35) 
n =(N/2)41,- .N-1 
WW N 为 偶数 时 ,XLnj] 可 以 表示 成 
tln] = Xe[nJay[n] (12. 36) 
和 
X[n] = Xo[nlay[n] + Oin] + XIN/2]6[n — (N/2)] (12. 37) 


其 中 6 [n] 是 周期 为 N 的 周期 性 单位 脉冲 序 。 这 样 ,序列 [nj] 可 以 由 x,[n] 完 全 恢复 。 另 一 方 
面 ,XLnj 在 n=0 和 n=N/2 处 始终 为 零 , 因 此 只 有 当 n 关 0 和 n 关 N/2 时 才能 由 Xn] RE X[n]. 

如 果 x [Ln] 是 周期 为 N 的 实 周期 序列 ,其 离散 傅 里 叶 级 数 为 XA] XL A] OS Xk |e 
&,[n]fY DFS, A jX,[ kh] X,[n] #9 DFS. 这样 , 式 (12.36) 和 式 (12.37) 意 味 着 ,对 于 一 个 周期 为 
入 并 且 在 上 面 所 定义 的 意义 上 是 因果 的 周期 序列 ,人 X[k] 可 以 从 它 的 实 部 或 (几乎 ) 从 它 的 虚 部 得 
以 恢复 。 同 样 ,多 [可 由 总 [推出 ,而 总 [9 也 (几乎 ) 能 由 X[k RAG 

具体 地 讲 , 假 设 Xk] XA] A XA) BE PRE BOR h : 

(1) 用 DFS 合成 式 计算 X.[n]. 

N-I 


1 z . 
Zelal = = 2 如 内 eic (12.38) 
k=0 


(2) R (12. 36) z [n]. 
(3) 用 DFS 解析 式 计 算 X[k). 
N-I 


X[k] = > Flnle CTN — X[k] + 5X, [k] (12. 39) 
n=0 
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与 12. 1 节 所 讨论 的 一 般 因 果 情 况 不 同 ,因为 式 (12.38) 和 式 (12.39) 可 以 用 FFT 算法 精确 高 效 地 
计算 出 来 ,所 以 上 面 所 概括 的 步骤 可 以 在 计算 机 上 实现 。 





ttt dat = 








saath prt Wey ttl 


图 12.3 周期 N=8 的 “周期 因果 的 " 实 周期 序列 的 偶 部 和 奇 部 


为 了 得 出 各 [kk] 和 名 [之 间 明 确 的 关系 式 ,可 解析 地 执行 以 上 步骤 。 由 式 (12.36) 和 
式 (8.34) 得 
X[k] = Xr[k] + jX [k] 


ee. i (12. 40) 
=> XO Xe [m]Ū nik — m] 
m=0 
也 就 是 说 ,了 [上 是 z. [n]Á9 DFS X[k] Ml dy[n] AY DFS DW[k] 的 周期 卷 积 。 可 以 证 明 的 DFS 为 
(见习 题 12. 24) 


N, =0 
Un(k] = $ —j2cot(nk/N), k HA% (12. 41) 
0, 大 为 偶数 
如 果 定 义 
j2cot(mk/N), kA» 
Vw[k] = p ), 大 为 偶数 (12. 42) 
Must (12. 40) 可 以 表示 成 
N-1 
x 2 1 - 7 
X[k] = Xe lk + 2 Xr [m] V y[k — m] (12. 43) 
因此 
ie s 
jXi Ik] = wD Xe [m]V nik — m] (12. 44) 


上 式 就 是 实 周 期 性 因果 序列 的 DFS 之 实 部 和 虚 部 间 的 关系 式 。 同 样 , 由 式 (12. 37) 开始 可 以 得 出 
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N-1 
i (12.45) 
式 (12. 44) 和 式 (12. 45) 表 明了 周期 序列 Zn] AY DFS 表达 式 之 实 部 和 虚 部 间 的 关系 。 如 果 
将 +[n] 看 成 有 限 长 序列 x[n] 的 周期 重复 ,如 式 (12.30) 所 示 , 则 
x[n] = a O<n<N-1 
= dO 其 他 
若 x[ nj 具有 “周期 因果 "的 性 质 ,并 且 周 期 为 N( 即 当 n<0 和 n>N/2 时 x[n] =0), 则 以 上 讨论 的 
全 部 结果 都 可 用 于 Ln] 的 离散 传 里 叶 变 换 。 换 旬 话 说 ,可 以 从 式 (12.44) 和 式 (12.45) 中 去 掉 
“~ "号 ,从 而 得 DFT KASH 


(12. 46) 


N-1 
1 
jX, [k] = W 2 Xr Un] Vnik — m). O<k<N-1 
[k] = 


= (12. 47) 
0. 其 他 
和 
1 N-i 
‘ j i TO] _1\hy = 
X[k] = PE iX, [m|Vy lk — m] + x[0] + (—D“x[N/2]}, O<k<N-1 (12.48) 
0 m=0 其 他 


应 当 注 意 ,由 式 (12. 42 ) 给 出 的 序列 Vy -mj 是 以 N 为 周期 的 序列 ,因此 不 必 担 心 式 (12.47) 和 
式 (12.48) 中 ((k -m) ) y 的 计算 。 这 两 个 式 子 是 所 要 求 的 实 序列 之 N 点 DFT 的 实 部 和 虚 部 间 的 
关系 式 ,该 序列 的 实际 长 度 小 于 或 等 于 (M2) +1(N 为 偶数 )。 这 些 方程 均 为 循环 卷 积 ,例如 ， 
式 (12.47) 可 以 通过 以 下 步 又 高 效 地 计算 : 
(1) 计算 Xal kl Ao DFT 得 出 序列 
xin] + x[(—n))n] 
Xepla] = aE 
(2) 由 下 式 计算 x[n] 的 周期 奇 部 
xepln]. 0<n<=N/2 
xop[n| = 1 —xepln], N/2<n< N-1 (12.50) 
0, 其 他 
(3) 计算 x,[n] 的 DFT Beh jX,[ 4]. 
请 注意 ,如 果 在 步骤 (2) 中 不 是 计算 x[n] 的 奇 部 ,而 是 计算 


O<n<N-1 (12. 49) 


xep[0], n=O - 
_ J 2xrep[m]， QO<n<N/2 
x[n] = xep[N/2]， n= N/2 (12-51) 
0. 其 他 


则 所 得 序列 的 DFT 应 当 是 x[ nj] 的 完整 DFT X[k). 


例 12.3 周期 序列 
考虑 一 个 周期 V=4 的 周期 因果 序列 , 且 有 


2 k=0 
x- &=1 
Xglk] = 4 koa 
3, k=3 





可 用 两 种 方法 中 的 任意 一 种 求 出 DFT 的 虚 部 。 第 一 种 方法 利用 式 (12.47)。 当 时 ,N=4 时 ， 


2j. k=-1+4m 
Valk] = 1 —2j. k=1+4m 
0 ， 其 他 
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式 中 mm 为 整数 。 计 算式 (12.47) 的 卷 积 得 


3 
jX, Ik] = > XO Xgim)Valk — ml. 0<k<3 


m=0 
j k=l 
={-j, k=3 
0， 其 他 
另 一 种 方法 是 按照 包含 式 (12. 49) 和 式 (12. 50) 的 三 个 步骤 来 求 。 计 算 递 DFT Xalk] 


3 
hae i , a 
wln] = 3 ŞO Xr wy FEIU” + 4(—1)" + 3(—j)"] 
k=0 


3. n= 0 
= | n=1,3 
0, n=2 
注意 ,虽然 这 个 序列 本 身 不 是 偶 对 称 的 ,但 x.[n] 的 周期 重复 是 偶 对 称 的 。 所 以 x(n] DFT 
Xn[k] 全 部 为 实数 。 由 式 (12.50) 可 求 出 周期 的 奇 部 分 x。 [nj] ;具体 有 
n=1 


Xopln |= 





最 后 ,可 由 x,[n] 的 DFT R X[k]: 


3 
jX [kK] = >= xopln wy = = a 5 Wa 


n=0 
jp k=1 
0， 其 他 
当然 它 与 根据 式 (12.47) 得 出 的 结果 是 一 样 的 。 


12.3 ”幅度 与 相位 间 的 关系 


到 目前 为 止 ,已 集中 讨论 了 一 个 序列 的 传 里 叶 变 换 之 实 部 和 虚 部 间 的 关系 。 常 常 对 侍 里 叶 变 
换 的 幅度 和 相位 间 的 关系 很 感 兴趣 ,在 这 一 节 中 就 来 研究 这 些 函 数 存在 唯一 性 关系 的 条 件 , 虽 然 从 
表面 上 看 似乎 实 部 与 虚 部 间 的 关系 就 表示 幅度 和 相位 间 的 关系 ,但 实际 上 并 不 如 此 。5.4 节 中 的 
例 5. 9 清楚 地 表明 了 这 一 点 。 那 个 例子 中 的 两 个 系统 函数 Hi(z) 和 #,(z) 假 定 对 应 于 因果 的 稳定 
系统 ,因此 Hi,(e”) 的 实 部 和 虚 部 间 的 关系 表现 为 式 (12. 28a) 和 式 (12. 28b) 的 希 尔 伯 特 变 换 关系 ， 
H,(e”) 的 实 部 和 虚 部 也 同样 如 此 。 但 是 ,人 Hi,(e”) 不 能 由 | 刀 (e”*) | 得 出 ,因为 Hi(e*) 和 HH,(e”) 
虽 具 有 相同 的 幅度 ,但 其 相位 却 不 同 。 

序列 x[ nj 之 侍 里 叶 变 换 实 部 和 虚 部 间 的 希 尔 伯 特 变换 关系 是 以 x[ nj] 的 因果 性 为 基础 的 。 如 
果 将 因果 性 施加 在 由 x[n] 导 出 的 序列 4+[n] 上 ,该 序列 的 伟 里 叶 变 换 X(e*) 也 是 x[n] 的 依 里 叶 变 
换 之 对 数 , 则 可 以 得 到 幅度 和 相位 间 的 希 尔 伯 特 变换 关系 。 具 体 地 讲 ,定义 [nj] 使 得 


x[n] <> X(ejo) = |X(e}®) je iarel Xe) (12. 52a) 
$n] <> Fei”) (12. 52b) 

式 中 
X(e!”) = log[X(ei®)] = log |X(e!@)| + jarg[ X(e!”)] (12.53) 


并 且 正 如 5. 1 节 中 所 定义 的 ,arg[X(e”) ] 表 示 X(e”*) 的 连续 相位 。 序 列 4[n] 通 常 称 为 *[n] 的 复 
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倒 谱 ,其 性 质 和 应 用 将 在 第 13 章 详细 讨论 .5 
如 果 要 求 +[n] 是 因果 的 , 则 XX(e*) 的 实 部 和 虚 部 分 别 为 log |X(e*) | 和 arg[ X(e”*)], 且 它们 
之 间 的 关系 符合 式 (12. 28a) 和 式 (12. 28b) , 即 
arg[X(e!®)] = | log |X (e!")| cot (2 = e)a (12. 54) 
Lt Jn 一 








1 T ; 一 日 
log |X(e!)| = £[0] + ar | arg[ X(e!”)] cot (° 5 ) ae (12. 55a) 
一 区 


其 中 , 式 (12. 55a) PHY £[0] EF 
1 T i 
2[0] = Ja | log |X(e!”) |do (12. 55b) 
£ z 


虽然 对 于 这 一 点 还 不 是 十 分 清楚 ,但 在 习题 12. 35 和 第 13 章 中 将 会 知道 ,5.6 节 中 所 定义 
的 最 小 相位 条 件 , 即 X(z) 的 全 部 极点 和 零点 均 在 单位 圆 内 ,可 保证 复 倒 谱 的 因果 性 。 因 此 
5.6 节 中 的 最 小 相位 条 件 和 复 倒 谱 的 因果 性 条 件 是 从 不 同 角度 所 得 出 的 相同 的 约束 条 件 。 请 注 
意 , 若 t+[n] 是 因果 的 , 则 arg[X(e*)] 可 以 通过 式 (12.54) 由 log |X(e”*) | 完全 确定 ;但 是 由 
式 (12. 55a) 完 全 确定 log |X(e”*) | 不 但 需要 相位 arg[ X(e”) ] ,还 需要 量 *+[0]。 若 人 [0] 是 未 知 
的 , 则 确定 的 log|X(e”*) | 只 是 相差 一 个 相 加 的 常数 ,或 等 效 地 说 ,确定 |1X(e”*) | 的 只 是 相差 一 个 
相 乘 的 (增益 ) 常数 。 

复 倒 谱 的 最 小 相位 和 因果 性 并 不 是 保证 傅 里 叶 变 换 的 幅度 和 相位 间 唯 一 性 关系 的 唯一 限制 条 
件 。 作 为 另外 一 种 限制 条 件 的 例子 ,已 经 证 明 (Hayes,Lim and Oppenheim, 1980) ,如 果 一 个 序列 是 
有 限 长 的 并 且 它 的 = 变换 没有 互 为 共 斩 倒 数 对 的 零点 , 则 序列 ( 当然 也 包括 其 傅 里 叶 变换 的 幅度 ) 
可 以 由 其 传 里 叶 变 换 的 相位 来 唯一 确定 ,只 相差 一 个 比例 因子 ，。 


12.4 复 序列 的 希 尔 伯 特 变换 关系 


至 此 ,已 经 研究 了 因果 序列 的 傅 里 时 变换 和 周期 序列 的 离散 傅 里 叶 变 换 的 希 尔 伯 特 变换 关系 ， 
其 中 周期 序列 在 每 个 周期 的 后 半 部 分 为 零 的 意义 上 是 “周期 因果 的 "。 在 这 一 节 中 研究 可 以 通过 
离散 卷 积 将 其 实 部 和 虚 部 联系 起 来 的 复 序列 ,这 种 离散 卷 积 类 似 于 在 前 几 节 中 推导 出 的 希 尔 伯 特 
变换 关系 。 当 把 带 通信 号 表示 成 复 信 和 号 时 ,在 某 种 意义 上 此 复 信 号 完全 类 似 于 连续 时 间 信 和 号 理论 
中 的 解析 信号 ,这 些 希 尔 伯 特 变换 关系 是 非常 有 用 的 (Papoulis, 1977)。 
如 同 前 面 所 讨论 的 ,可 以 用 因果 性 或 单 边 性 的 概念 为 基础 来 推导 希 尔 伯 特 变 换 关系 。 因 为 十 
分 关心 建立 复 序列 的 实 部 和 虚 部 之 间 的 关系 ,所 以 可 把 单 边 性 的 概念 用 于 序列 的 傅 里 叶 变 换 。 当 
然 不 能 要 求 在 w <0 区 域内 的 傅 里 叶 变换 为 零 , 因 为 它 必 须 是 周期 的 。 可 是 可 以 假设 序列 的 傅 里 
叶 变 换 在 每 个 周期 后 半 部 均 为 零 ,也 就 是 说 , 它 的 z 变换 在 单位 圆 的 下 半 部 分 ( - 1 <@ <0) WS, 
这 样 , 若 x[ zj 表示 某 序 列 , 且 Xe”) 是 它 的 傅 里 叶 变 换 , 则 要 求 
Xle) = 0, —-T<w<0 (12. 56) 
[也 可 以 假设 当 0 < wsm 时 X(e”*) 为 零 ] 与 X(e”) 相 对 应 的 序列 x[n] 必 须 是 复数 ,因为 若 x[ nj] 为 
实数 , 则 X(e”) 必须 是 共 斩 对 称 的 , 即 X(e”) =X (e) A, K [n ER 
xin] = xla] + jxi[n] (12.57) 





© 虽然 多 nm] 被 称 为 复 倒 谱 ,但 是 它 是 实 值 的 ,因为 由 式 (12, 53) 定义 的 x(e ) IEE BRAY 
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式 中 x,[n] 和 x,[ nj 为 实 序列 。 在 连续 时 间 信号 理论 中 相对 照 的 信号 是 解析 函数 ,因此 称 之 为 解析 
信和 号。 虽然 对 于 序列 而 言 aa 但 尽管 如 此 ， 仍然 将 该 术语 用 于 其 傅 里 叶 变换 为 
单 边 的 复 序 列 。 

如 果 X,(e*) 和 XX,(e”) 分 别 表示 实 序列 x,[n] 和 x[nj 的 傅 里 叶 变 换 , 则 


X(e!”) = X,(e!”) + jXi(el®) (12. 58a) 
由 此 可 得 
Xe = Fx) + X*(e7}®)] (12. 58b) 
和 
jX; (ei?) = Txe) — X*(e 1®)] (12. 58c) 


注意 , 式 (12. 58c) 给 出 jX,(e”) 的 表达 式 , 它 是 虚数 信号 jx; [nj 的 傅 里 叶 变 换 。 还 应 注意 ， 
X, (e) 和 XX,(e”) 通 常 均 为 复 值 函 数 ,而 且 复 变换 X, (e ) A jX, TREAT 
p ARFA ERA A BA EA. (AE X, (e ) EIERE, BI X, (e) =X (e“)。 类 
(LHE „jX; ( e ) REET Se RT PRAY BN jX, (e) = -jX (e)a 

图 12. 4 给 出 了 一 个 复 序 列 x[n] =x [n] +jzi[m 的 复 单 边 傅 里 叶 变 换 和 实 序列 x,[ nj] ,xi[n] 
相应 的 双边 傅 里 叶 变换 的 例子 。 图 中 用 画图 的 方法 表明 了 式 (12. 58 ) 包 含 的 抵消 作用 。 


xew) 


























12.4 举例 说 明 单 边 傅 里 叶 变 换 的 分 解 ( 实 线 表 示 实 部 ,虚线 表示 虚 部 ) 
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如 果 当 -<w<0 时 X(e”) 为 零 , 则 X(e*) 和 XX"(e*) 的 非 零 部 分 之 间 没有 重 便 。 因 此 ， 
X(e") BEATLLEH X,(e") ae Xi,(e*) 来 恢复 。 因 为 假设 X(e*) 在 w= + 处 为 零 , 所 以 
XC) 可 以 由 jX,(e*) 完 全 恢复 。 这 与 12.2 节 的 情况 不 同 ,在 该 节 中 因果 序列 也 可 以 由 其 奇 部 恢 


复 ,但 在 端点 处 除外 : 
特别 是 ， 
Wy __ 2X; (ej®), O<w<nt 
aie" | —tr<w<(0 (12.59) 
以 及 
io, — 2jXi(el®), QO<w< 
d | —r<w<0 (12. 60) 
ny DAA FA Est — Hkh X, Ce) AIX, (e”) ZN KA: 
(aj@) — J jX,(e1®), O<w<nt 
RS | jX-(el”), 一 T 和 四 <0 (12. 61) 
或 
Xi (e!”) = H (e1) X, (e°) (12. 62a) 
WR —j, 0<w<x 
il F -rn <w<0 (12. 62b) 


通过 比较 图 12.4(c) 和 图 12.4(d) 就 可 说 明 式 (12. 62), WE, X, (e) Æ x[n] AO ERB x[n E 
EREM, AX, e) dln KERR x, n RE, AE PHAR (12. 62) , AT ik x[n | ii 
ARREA He”) | 由 式 (12.62b) 给 出 ] 的 线性 时 不 变 离散 时 间 系 统 而 得 到 x,[ n ]。 cane 
率 响应 有 单位 幅度 ,对 于 0 <w <n A - 1/2 的 相位 角 , 而 对 于 - 立 <w<0 有 + 1/2 的 相位 角 , 这 样 
的 系统 称 为 理想 90° 移 相 器 。 换 一 种 说 法 ,如 果 考 虑 对 一 个 序列 进行 某 种 运算 , 则 90° 移 相 器 也 称 
为 硕 尔 伯 特 变换 需 。 由 式 (12. 62) 可 得 


1 
Xr(elo) = rojoy Xitel) = -H(X (12. 63) 


因此 ,也 可 以 利用 一 个 90° 移 相 器 由 x,[ nj] 得 出 一 x,[n]。 
与 式 (12. 62b) 给 出 的 频率 响应 H(e”*) 相 对 应 的 90° 移 相 器 的 脉冲 响应 h[n] 是 


1 0 1 p 
hln| = A f jeiondw — = | jel" dw 


或 
2 sin (xn/2) 
i= | wa (12. 64) 
0, n=0 
该 脉冲 响应 如 图 12.5 所 示 。 利 用 式 (12. 62) 和 式 (12. 63) ,得 到 表达 式 
xila]= > hln— mxrlm] (12. 65a) 
和 
xin] = sE hln — mial [m] (12. 65b) 


式 (12. 65 ) 就 是 所 要 求 的 离散 时 间 解 析 信 和 号 之 实 部 和 虚 部 间 的 希 尔 伯 特 变换 关系 。 图 12.6 表 
不 如 何 利 用 离散 时 间 希 尔 伯 特 变换 器 系统 来 产生 只 由 一 对 实 信号 组 成 的 复 解 析 信 号 。 
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图 12.6 产生 具有 单 边 傅 里 叶 变 换 的 复 序 列 的 方程 框图 


12.4.1 希 尔 伯 特 变换 器 的 设计 
由 式 (12. 64 ) 所 给 出 的 希 尔 伯 特 变换 器 的 脉冲 响应 不 是 绝对 可 和 的 。 因 此 ， 


Hel”) = 》 apei (12. 66) 


只 是 在 均 方 意义 下 才 收 敛 为 式 (12. 62b)。 所 以 ,理想 希 尔 伯 特 变换 器 或 移 相 器 与 理想 低 通 滤波 器 
和 理想 带 限 微分 器 都 并 列 为 有 价值 的 理论 概念 ,它们 都 相当 于 非 因 果 系 统 , 并 且 其 系统 函数 只 在 有 
限 的 条 件 下 才 存 在 。 
当然 ,可 以 对 理想 希 尔 伯 特 变换 器 进行 逼近 。 利 用 窗 函 数 法 或 等 波纹 逼近 法 就 能 设计 出 对 有 具 
有 恒定 群 延 迟 的 FIR 滤波 器 的 通 近 。 这 些 逼 近 能 精确 实现 相 移 并 具有 因果 FIR 系统 所 要 求 的 线性 
相位 分 量 。 这 里 将 通过 用 Kaiser 窗 设 计 希 尔 伯 特 变换 器 的 例子 来 说 明 这 类 逼近 的 性 质 。 
例 12.4 FA Kaiser 窗 设计 希 尔 伯 特 变换 器 
A MB KA M +1) FIR 离散 希 尔 伯 特 变换 器 的 Kaiser Fi GY Ado FBR: 
Ge 一 | 一 ed ( sin2| n(n 一 aa on ey 
To(P) T n=na 
0. 其 他 
AW n =M/2, Eto 5.7.3 节 中 所 讨论 的 , 若 1 为 偶数 , 则 系统 是 一 个 模型 FIR 广义 线性 相 
图 12.7(a) 表 示 脉 冲 响应 ,图 12.7(b) 表 示 频 率 响应 的 幅度 ,其 中 必 =18 且 B=2.629。 因 
A hln] th RATA, PP O<n<M Bt hfn] = -—h[M—n] ,所 以 相位 正好 等 于 90" 再 加 上 一 个 
线性 分 量 ,该 分 量 对 应 于 mu = 18/2 =9 个 样本 的 延迟 , 即 
LH(e!*)= 2-9, O<w<n (12. 68) 


从 图 12.7(b) 可 以 看 出 ,正如 亚 型 FIR 系统 所 要 求 的 ,频率 响应 在 z=1 和 z= -1(w=0 和 = 
TT) 处 为 零 。 因 此 ,除了 在 某 个 中 间 段 w, < |w|<wi 之 外 幅度 响应 不 能 十 分 接近 于 1。 

若 必 是 一 个 奇 整数 , 则 得 到 如 图 12.8 所 示 的 ]V 型 系统 ,其 中 M=17 且 B=2.44。 对 于 JV 
型 系统 ,频率 响应 只 需要 在 z=1(w=0) 处 为 零 。 因 此 在 w= 立 附近 的 频率 上 可 以 得 到 恒定 幅 





hln] = 


(12. 67) 
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度 响 应 的 良好 近似 。 相 位 响应 在 所 有 的 频率 上 正好 为 90" 加 上 一 个 对 应 于 mw = 17/2 =8.5 个 
样本 延迟 的 线性 相位 分 量 , 即 

LH(e}®) = SF - 8.50. O<w<n (12. 69) 
比较 图 12.7(a) FoR 12.8(a) TURK Sort XKELBUBE BAN, I FIR 希 尔 伯 
特 变 换 器 在 计算 上 明显 优 于 IV 型 系统 。 这 是 因为 对 于 亚 型 系统 来 说 ,脉冲 响应 的 偶 序号 样本 
正好 为 零 。 因 此 若 在 两 种 情况 下 都 利用 反对 称 性 , 则 要 计算 出 每 个 输出 样本 ,1M =17 的 系统 需 
要 8 次 乘法 ,而 有 M=18 的 系统 只 需要 5 次 乘法 ， 


1.0 








0.5 广 




















0.9 ~ 





0.3 
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图 12.7 利用 Kaiser 窗 设计 的 FIR 希 尔 伯 特 变换 器 。(a) 脉 
冲 响 应 ; Cb) 幅度 响应 (WM = 18 和 B=2.629) 





对 于 具有 等 波纹 幅度 通 近 和 精确 90" 相 位 的 下 型 和 IV 型 FIR 线性 相位 硕 尔 伯 特 变换 器 的 通 
近 , 可 以 用 7.7 节 和 7.8 节 所 描述 的 Parks-McClellan 算法 设计 , 当 设 计 同样 长 度 的 滤波 器 时 ,该 方 
法 与 窗 函 数 法 相 比 可 使 幅度 通 近 误差 进一步 减 小 (Rabiner and Schafer, 1974) 。 

TT AY AV AY FIR 系统 的 相位 精确 性 好 坏 是 人 们 将 它们 用 于 通 近 看 尔 伯 特 变换 器 时 所 考虑 的 衡 
量 指标 。IIR 系统 在 通 近 一 个 硕 尔 伯 特 变换 器 时 ,一 定 有 一 些 相 位 响应 误差 及 幅度 响应 误差 。 设 
计 IIR 希 尔 伯 特 变换 器 最 成 功 的 方法 是 设计 一 个 “相位 分 裂 器 ” , 它 由 两 个 全 通 系 统 组 成 ,这 两 个 系 
统 的 相位 响应 在 0 < |w| < 频段 的 某 一 部 分 上 相差 近 90°。 这 样 的 系统 可 以 用 双 线 性 变换 法 来 设 
计 , 该 方法 将 一 个 连续 时 间 相 位 分 裂 系统 变换 成 一 个 离散 时 间 系 统 ( 有 关 该 系统 的 例子 ,请 参见 
Gold ,Oppenheim and Rader,1970 ) 。 
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图 12.8 利用 Kaiser 窗 设 计 的 FIR 希 尔 伯 特 变换 器 。 
(a) 脉 冲 响应 ;(b) 幅 度 响 应 (M=17 和 B=2.44) 

图 12. 9 给 出 了 一 个 90° 相 位 分 裂 系 统 。 如 果 x,[ n] 表 示 实 输入 信号 , 且 x,[n] 是 它 的 希 尔 伯 特 
变换 , 则 复 序列 x[n] =x,[n] +jxi[nj 的 伟 里 叶 变 换 在 -mn<w<0 上 恒 等 于 零 , 即 在 :平面 单位 圆 
的 下 半 部 上 X(z) 为 零 。 在 图 12.6 的 系统 中 ,是 利用 希 尔 伯 特 变换 器 由 %,[n] 产 生 信和 号 x,[n]。 而 
在 图 12.9 中 , 则 通过 两 个 系统 H, e”) F H, (e) RAHE x [n]o WE 12.9 中 的 H, Ce”) Ail 
H,(e") 是 两 个 相位 响应 相差 90° 的 全 通 系统 , 则 复 信 号 yin] =y,[n] +jy,[n] 的 传 里 叶 变 换 在 
-Tw<0 上 也 为 零 。 男 外 ,因为 相位 分 裂 系 统 是 全 通 的 ,所 以 |Y(e*)|= |X(e*)|。Y(e*) 和 
X(e™) 的 相位 将 差 一 个 Hi(e*) 入 (e*) 的 共同 相位 分 量 。 


mH: 
ydr] 复 信 






xrln] 





图 12.9 全 通 相位 分 裂 法 的 方 框图 ,此 方法 可 产生 具有 单 边 傅 里 叶 变 换 的 复 序列 
12. 4.2 融通 信号 的 表示 


解析 信号 的 许多 应 eh 在 这 些 应 用 中 ,为 了 方便 起 见 , 有 时 常用 低 通信 
来 表示 带 通 信号 。 先 考虑 复 低 通信 号 


678 离散 时 间 信 号 处 理 (第 三 版 ) 





x[n] = x[n] + jxiln] 
式 中 [nj] 是 x,[ nj] 的 希 尔 伯 特 变换 , 且 
Xe”) = 0, —t<w<0 
{aL ase X, (e) Al jX, Ce) 4H MN 12.10(a) 和 图 12.10(b) 所 示 , 最 终 的 变换 XX(e*) =X, (e) 
+jX,(e”*) 如 图 12. 10(c) 所 示 。( 实 线 为 实 部 ,虚线 为 虚 部 ) 现 在 考虑 序列 


sin] = x[nJei@" = s,[n] + jsiln] (12.70) 

其 中 5s,[n] 和 s,[nj] 是 实 序列 。 它 所 对 应 的 傅 里 叶 变 换 是 
S(ej®) = X (e172) (12.71) 

如 图 12. 10(d) 所 示 。 将 式 (12. 58) HF $(e” ) 得 到 方程 
Si(ei®) = 了 [SCeiw) + S*(e7”)] (12. 72a) 
jSi(ei®) = J[S(ei®) — S* (e71®)] (12. 72b) 


在 图 12. 10 的 例子 中 ,图 12. 10(e) 和 图 12. 10(f) 分 别 表示 S,(e*) 和 jS,(e”*)。 由 图 中 可 以 直接 看 
出 ,车 Aw < olsa H ow. +Aw <n hf X, (e) =0, 则 5S(e”*) 是 一 个 单 边 带 通 信号 ,使 得 除 在 区 间 ww 
<w<w,+Aw 之 外 S(e*) =0。 正 如 图 12.10 的 例子 所 表明 的 ,用 式 (12.57) 和 式 (12.58) 可 以 证 
明 ,S,(e*) =H(e”)5,(e”) ,或 者 换 句 话 说 ,s;[n] 是 s,[n] 的 希 尔 伯 特 变换 。 

复 信 号 也 可 以 通过 其 幅度 和 相位 来 表示 , 即 xl nj 可 以 表示 成 





x[n] = Alnjei?l"l (12. 73a) 
其 中 
A[n] = (x7 [n] + x7 nD (12. 73b) 
A. 
fe] = ater ae | 
[n] = arctan =m) (12. 73c ) 
因此 ,由 式 (12.70) 和 式 (12.73) 可 以 将 sLnj] 表 示 为 
sin] = (xrln] + jxiln]) et” (12. 74a) 
= Al[nJei@er tela) (12. 74b) 
由 此 可 以 得 出 表达 式 | 
s [n] = x[n] cos wen — x[n] sin wen (12. 75a) 
或 
srin] = A[n] cos(wen + $In]) (12. 75b) 
以 及 
sila] = x,[n] sin wen + xi[n] Cos wen (12. 76a) 
或 
siln] = Aln] sin(w.n + $ln)) (12. 76b) 


#12. 75a) FIFE (12. 76a) 分 别 如 图 12. 11(a) 和 图 12. 11(b) 所 示 。 这 些 图 说 明了 如 何 由 一 个 
实 低 通信 号 形成 复 带 通 ( 单 边 带 ) 信 号 。 

合 在 一 起 , 式 (12.75) 和 式 (12. 76) 就 是 复 低 通 信号 x[n] 的 实 部 和 虚 部 对 一 般 复 带 通信 号 
sin] 的 时 域 表 示 。 通 常 ,用 这 种 复数 表示 方法 来 描述 一 个 实 带 通 信号 是 很 方便 的 。 例 如 ， 
式 (12.75a) 提 供 了 一 种 利用 一 个 “ 同 相 ”分 量 x,[n] 和 一 个 “ 正 交 ” (90° 相 移 ) 分 量 x,[ nj] 在 时 间 域 
表示 实 带 通信 号 的 方法 。 的 确 如 图 12. 10(e) 所 示 , 式 (12.75a) 可 以 表示 其 傅 里 叶 变 换 对 于 通 带 中 
心 不 是 共 力 对 称 的 实 带 通信 号 (或 滤波 絮 的 脉冲 响应 ) (如 像 形式 为 x,[nj]cosw,n 之 类 的 信号)。 
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1 | | 
-27 a SS w= N E 2n —“w 
w, + Aw 
(£) 


12.10 A r EE KRAKER ,虚线 为 虚 部 ) [ 注意 ， 
F(b) Af) BRIE AeA PER JX; (C ) AN JS; Ce") HEX, (el) A 
S (e ) 分 别 是 x,[n] 和 s,Lnj 的 希 尔 伯 特 变换 之 傅 里 叶 变 换 ] 


COS wn sin wn 


@) 
re oP 7 i i 
o 7 


xila] 










sin wn COS wn 


(a) (b) 
图 12.11 利用 式 (12.75a) 和 式 (12.76a) 得 到 单 边 带 信和 号 的 方 框图 
从 式 (12.75) 和 式 (12.76) 的 形式 以 及 图 12. 11 清楚 可 见 ,一 般 的 带 通 信和 号 都 具有 正弦 的 形 
式 , 它 的 幅度 和 相位 均 受 到 调制 。 序 列 4[”] 称 为 包 络 , 由 [z 称 为 相位 。 这 种 罕 带 信和 号 表示 法 可 用 
于 表示 各 种 幅度 .相位 调制 系统 。 图 12. 10 就 是 说 明 单 边 带 调制 的 一 个 例子 。 如 果 把 实 信号 s,[n] 
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看 成 低 通 实 信号 x,Ln] 作 为 输入 时 由 单 边 带 调制 所 得 到 的 结果 , 则 图 12. 11(a) 表示 该 单 边 带 调制 
系统 的 实现 方案 。 在 频率 分 割 多 路 传输 中 单 边 带 调制 系统 是 很 有 用 的 ,因为 它 可 以 表示 一 个 具有 
最 小 带宽 的 实 带 通信 号 。 


12.4.3 带 通 采样 


解析 信和 号 的 另 一 个 重要 用 途 表 现在 对 带 通信 号 的 采样 中 。 第 4 章 中 曾 看 到 ,通常 如 果 一 个 连 
续 时 间 信 号 具有 带 限 健 里 叶 变 换 , 并 且 当 |10|=Q, 时 5,(jQ) =0, 则 在 采样 率 满足 不 等 式 27/T= 
20, 的 条 件 下 该 信号 可 以 完全 由 它 的 样本 来 表示 。 证明 这 个 结果 的 关键 是 避免 5S,(jQ) 的 副本 之 
间 产 生 重 又 ,这 些 副本 构成 了 样本 序列 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 。 带 通 连 续 时 间 信 号 的 傅 里 叶 变 换 
有 这 样 一 个 特点 , 即 当 0< 10|<0Q, 和 |0Q0|=0Q,+AQ 时 5,(jQ)=0。 因 此 , 它 的 带宽 或 支撑 域 的 
确 只 是 2AQ ,而 不 是 2(Q, + AO) ,并 且 兰 用 适当 的 采样 方法 , 则 区 域 -Q,<Q<0Q9, 可 以 用 5.(jQ) 
之 非 零 部 分 的 许多 映像 互 不 重 芋 地 填充 起 来 。 利 用 带 通 信号 的 复数 表示 可 以 使 问题 大 大 简化 。 

作为 一 个 示例 ,考虑 图 12. 12 的 系统 和 图 12. 13(a) 所 示 信 号 。 输 入 信号 的 最 高 频率 0. + AO, 
是 ,如 图 12. 13(a) 所 示 。 如 果 严 格 按照 奈 奎 斯 特 采 样 率 2mr/T =2(Q.+AQ) 对 该 系统 进行 采样 , 则 
所 得 到 的 样本 序列 s,[n] =s,(n7) 具 有 如 图 12. 13b 所 示 的 傅 里 叶 变 换 5S,(e*)。 若 用 一 个 离散 时 
间 和 希 尔 伯 特 变换 器 , 则 可 以 形成 复 序 列 s[z] =s,[n] +jsiLn], 它 的 传 里 叶 变 换 是 图 12. 13(c) 中 的 
S(e”*)。S(e”) 非 零 区 域 的 宽度 Aw = (AQ )7。 如 果 定 义 M 为 小 于 或 等 于 2m/Aow 的 最 大 整数 , 则 
SCe) 的 1 个 拷贝 应 当 填 人 区 间 -r <o < 并 中 。[ 在 图 12.13(c) 的 例子 中 27/Aw =5]。 这 样 
sl nj] 的 采样 率 可 用 图 12. 12 所 示 的 抽取 方法 来 减少 ,因此 得 到 减速 率 复 序列 sn] = saln] + 
jsaLn] =s[LMnj, 它 的 傅 里 叶 变 换 是 


M-i 
: 1 yy 
Sa (ei?) = z >》 ，S(eillw 人 AAAD) (12.77) 
k=0 






Srd [n] 
复 的 抽取 后 信号 


saln] 


图 12.12 通过 等 效 复 带 通 信号 的 抽取 而 用 低 采 样 率 对 实 带 通信 号 进行 采样 的 系统 
图 12.13(d) 表 示 在 式 (12.77) 中 当 M=5 时 的 5,(e*)。 在 图 12.13(d) 中 清楚 地 表示 出 
Se) 以 及 改变 了 频率 坐标 比例 和 经 过 变换 的 两 个 S(e”) 拷 贝 。 显 然 已 经 避免 了 混 至 ,并 且 重 构 
原 采 样 实 带 通 信号 所 必须 的 全 部 信息 都 保留 在 离散 时 间 的 频率 区 间 — ar << 中 。 用 于 sl[n|] 的 
复 滤 波 器 可 以 用 进一步 带 限 .幅度 补偿 或 相位 补偿 等 有 效 方法 来 对 这 种 信息 进行 变换 ,或 者 为 了 传 
输 或 数字 存储 可 以 对 复 信 号 进行 编码 。 这 类 处 理 用 低 采 样 率 进行 ,自然 这 也 是 降低 采样 率 的 原因 。 
通过 以 下 步骤 可 理想 地 重 构 原 始 实 带 通信 和 号 s,[n]: 
1. 用 因子 M 扩展 复 序列 ,得 
本 t [n/M] + jsialn/ M], nei +M,+2M..--- (12. 78) 


2. 用 脉冲 响应 为 [nj 和 频率 响应 为 8.(e*) 的 理想 带 通 滤波 器 对 信号 *[m] 滤 波 ,其 中 





| 0, =T <W 一 cc 
Hilel)= 4M, we <o < w + Aw (12.79) 
0. w+Awo<w<n 
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(在 这 个 例子 中 ,o. + Aw = ro) 

3. 得 出 s,[n] =Rels,[n] *h[n] |}. 

作为 一 个 有 益 的 练习 ,对 于 图 12. 13 的 例子 绘 出 傅 里 叶 变 换 S.(e”) 的 图 形 ,并 证 明 式 (12.79) 
的 滤波 器 的 确 可 以 恢复 sL nj 。 

另 一 个 有 益 的 练习 是 研究 其 单 边 傅 里 叶 变换 等 于 S. (G), 20 的 一 个 复 连续 时 间 信 和 号。 可 
以 证 明 , 对 这 样 一 个 信号 可 以 用 2wA7T= AO. 的 采样 率 采样 ,从 而 直接 得 到 复 序列 sv[z]。 


S(jQ) 








2n SA 3T w 














(d) 


图 12. 13 利用 图 12. 12 的 系统 对 一 个 带 通 信号 减速 率 采样 的 例子 。(a) 连续 
时 间 带 通信 号 的 传 里 叶 变换 ;(b) 采样 后 信号 的 傅 里 叶 变 换 ;(e) 由 
(a) 中 信号 导出 的 复 带 通 离散 时 间 信 号 的 傅 里 叶 变 换 ;(d) 抽取 后 
的 (ec) 中 复 带 通信 号 的 傅 里 叶 变 换 ( 实 线 表 示 实 部 ,虚线 表示 虚 部 ) 


12.5 小 结 


本 章 讨论 了 复 序列 的 实 部 和 虚 部 之 间 以 及 傅 里 叶 变 换 的 实 部 和 虚 部 之 间 的 各 种 关系 ,这 些 关 
系 总 称 为 希 尔 伯 特 变换 关系 。 用 以 推导 所 有 这 些 希 尔 伯 特 变换 关系 式 的 方法 是 利用 基本 的 因果 性 
原理 ,该 原理 允许 一 个 序列 或 函数 可 以 由 它 的 实 部 来 恢复 。 本 章 指出 ,对 于 一 个 因果 序列 ,其 傅 里 
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叶 变 换 的 实 部 和 虚 部 可 以 通过 卷 积 型 积分 联系 起 来 。 男 外 ,对 于 序列 的 复 倒 谱 是 因果 的 ,或 (等 效 
地 ) 其 = 变换 的 极点 和 零点 都 在 单位 圆 内 (最 小 相位 条 件 ) 的 这 种 特殊 情况 , 傅 里 叶 变 换 的 幅度 和 
相位 之 对 数 互 为 希 尔 伯 特 变换 对 。 

本 童 推 导 了 满足 修正 的 因果 性 约 东 条件 的 周期 序列 希 尔 伯 特 变换 关系 和 其 傅 里 叶 变 换 在 单位 
圆 的 下 半 部 为 零 的 复 序列 之 希 尔 伯 特 变换 关系 ,还 讨论 了 如 何 将 复 解析 信号 应 用 于 带 通 信号 的 表 
示 以 及 如 何 对 带 通信 号 进行 有 效 采 样 的 问题 。 


习题 


基本 题 
12. 1 考虑 一 个 序列 x[n] ,其 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 为 YCe") 。x[m] 为 实 值 因果 序列 , 且 


Re{X(el2 让 三 2 一 2acosow 
3KIm | X(e) | 。 
12.2 考虑 一 个 序列 x[n] 和 它 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 X(e*)。 已 知 :x[n] 为 实 值 和 因果 的 ， 
Re{X(e!)} = —cosw 
求 与 已 知 条 件 相 符 的 序列 x[n]。 
12.3 考虑 一 个 序列 x[n] 和 它 的 离散 时 间 健 里 叶 变 换 X(e”), 已 知 : 
xin AKFA 
xl01=0 
x[1] >0 
|X(ejo)P2 = 7 — COS@ 
求 与 已 知 条 件 相 符 的 两 个 不 同 序列 x,[n] 和 xx,[n]。 
12.4 考虑 一 个 复 序 列 x[n] =x,[n] +jxi[n], 其 中 x,[n] 和 x[ nj 分别 为 实 部 和 虚 部 。 序 列 x[ nj] 的 
z 变换 XX(z) 在 单位 圆 的 下 半 部 为 零 , 即 对 于 Tw <27,X(e”) =0。x[n] 的 实 部 为 


1/2, n=0 
xr = 4-1/4. n=t2 
0, 其 他 


求 X(e”) 的 实 部 和 虚 部 。 
12. 5 求 下 列 序列 的 希 尔 伯 特 变换 x[n] = 24) x,[ 0] | : 
(a) x [n] =coswn; 


(b) x[n] =sinon; 
(c) x,[n] = 
mn 


12.6 一 个 因果 实 序列 x[ nj] 的 DFTX(e”) 的 虚 部 为 
Xi (el?) = 2sin w — 3sin 4w 
此 外 ,已 知 Y(e”) |。。 =6. R a[n]. 
12.7 (a) x[z] 是 一 个 实 因果 序列 ,其 离散 傅 里 叶 变 换 XY(e”) 的 虚 部 为 : 


Tm{X(e)”)} = sin w +2 sin 2w 


sin(w,n) 
els = Ie 


求 x[ nj 的 一 种 解 。 
(b) (a) 的 答案 是 否 唯一 ? 如 果 是 ,请 说 明 原 因 。 如 果 不 是 ,请 给 出 满足 (a) 中 关系 式 的 男 一 
个 xLn]。 


12.8 


12.9 


12. 10 


12.11 


12.12 


12.13 


12. 14 


12.15 
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考虑 一 个 实 因果 序列 x[n] ,其 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 X(e*) =X, Ce) +jXi(e")。 该 离散 时 间 
傅 里 叶 变换 的 虚 部 为 

X;(e!@) = 3sin(2w) 
下 面 所 列 出 的 实 部 Xen Ce!) P ,哪些 符合 上 述 条 件 : 


3 
X gile?) = 5 cos(2w) 


X pre!) = —3 cos(2w) — 1 
X rx(el?) = —3 cos(2w) 
X p4 (e) = 2 cos (3w) 
XRSs(ejo) = 3 cos(2u) +1 
已 知 实 因果 序列 x[ nj] 及 其 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 X(e") 为 : 
Tm{X(el®)) = 3sin(w) + sin(3w) 
X(e yan = 3 
求 符 合 上 述 条 件 的 序列 xLn]。 所 求 序列 是 否 唯一 ? 
考虑 一 个 频率 响应 为 Ce”) 的 稳定 因果 LTI 系统 之 实 脉冲 响应 AL n |, 已 知 : 
Ci) 系统 有 一 个 稳定 且 因果 的 逆 系 统 ; 


-~ cos w 


s. jw 2_4 
Ci) |H(e*) | “5+4cosw” 


SR ALn) ,并 给 出 尽 可 能 精确 的 值 。 
ig xin] =x [+jxzi[oj 是 一 个 复 值 序列 使 得 当 - 和 wx<0 时 ,Xe") =0。 其 虚 部 为 
元 [而 二 = n=3 


—4, n=—3 





求 X(e”) 的 实 部 和 虚 部 。 
Al nj] 是 一 个 因果 实 值 序列 , 目 h[10] 为 非 零 正 数 。h[n] 的 频率 响应 的 幅度 平方 为 


2 


|ne”) 





= > — = cost) 
(a) 求 h[nj 的 一 种 解 。 
(b) (a) 的 答案 是 否 唯一 ? 如 果 是 ,请 说 明 原 因 。 如 果 不 是 , 求 出 满足 已 知 条 件 的 h[n] 的 
第 二 种 不 同 解 。 

设 x[ nj 为 一 个 因果 复 值 序列 ,其 傅 里 叶 变 换 为 

X(el®) = Xr (el®)+ jx; (ei®) 
WMR Xele”) =1 +cos(w) +sin(w) —sin(2w) 3K X, (e)s 
考虑 一 个 实 值 非 因果 序列 xl n], HR REE A X e)a A A ERA 

XR (ejo) 一 Saat cos(kw) 

k=0 
求 X(ew) 的 虚 部 X,(e”*)。( 请 记 住 ,如 果 当 n>0 时 x[n] =0, 则 称 该 序列 是 非 因果 的 。) 
x[ nj 是 一 个 实 因 果 序 列 , 其 离散 时 间 健 里 叶 变 换 为 X(e*)。X(e”*) 的 虚 部 是 
Im{X (e}”)} = sin w 

并 且 已 知 


> x[n] =3 


站 一 一 CO 
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12. 16 “考虑 一 个 实 因果 序列 x[m] ,其 离散 时 间 伟 里 时 变换 为 X(e" ) ,其 中 已 知 X(e” ) 满足 下列 
两 式 : 
Xr (el?) = 2—4cos(3w) 
X(e!)lo=x = 7 
这 两 式 是 否 一 致 ? 也 就 是 说 ,序列 x[n] 能 否 同时 满足 以 上 两 式 ? OR AeA x(n) AY 
一 种 解 。 如 果 不 满 足 , 请 说 明 原 因 。 
12. 17 nn 2, 其 2 点 离散 健 里 叶 变 换 X[k] =X, Lk] + 
X[k](k=0,1)。 如 果 X[k] =28[k] -46[ 有 -1], 能 否 唯 一 确定 x[n]? 如 果 可 以 , 求 
a[n ] ,如 果 不 可 以 ,给 出 几 个 满足 六 [站 条 件 的 x[ 
12.18 设 x[n] 是 一 个 长 度 N=3 的 实 值 因 果 有 限 长 序列 。 求 x*[ nj] 的 两 种 解 ,使 得 其 离散 傅 里 叶 变 
HAIER X [如 符合 图 P12. 18 所 示 。 注 意 ,按照 10.2 TEEPA is 种 序 
列 是 “周期 因果 的 " ,其 中 当 N/2 <n<N-1 I ,x[n] = 
12.19 设 x[n] 是 一 个 长 度 N=4 的 实 因 果 有 限 长 序列 ,同时 也 是 周期 因果 的 。 该 序列 的 4 点 离散 
傅 里 叶 变 换 的 实 部 XX,[] 如 图 P12. 19 所 示 。 求 DFT 的 虚 部 X[k] 
Xp lk] 
6 6 
0 1 2 k 
图 P12. 18 图 P12. 19 
12.20 考虑 一 个 有 限 长 度 N=6 的 实 因果 序列 xl | ,该 序列 的 6 点 离散 傅 里 叶 变换 的 虚 部 是 
一 avi k=2 
JX AI = j A c=4 
0, 其 他 
此 外 ,已 知 
i Same 
6 
图 P12. 20 中 所 示 的 哪些 序列 符合 上 述 条 件 ? 
12.21 令 x[o] 是 一 个 实 因果 序列 , 且 |x[z] |<o 。x[z] 的 z 变 换 是 


Do 


X(z)= >D Xmlz ” 


n=0 
它 是 变量 z ”的 泰勒 级 数 , 并 且 在 以 z=0 为 中 心 的 某 一 圆 域 之 外 处 收敛 于 一 个 解析 函数 。 
[收敛 域 包括 z=s 点 ,事实 上 X(% ) =x[0]。]X(z) 是 解析 函数 (在 其 收敛 域 上 ) 的 论述 意 
REX PR Xz) 有 很 强 的 限制 ( 见 Churchill and Brown,1990)。 具 体 地 讲 , 它 的 每 个 实 部 和 
虚 部 均 满 足 拉 普 拉 斯 方程 ,并 且 实 部 和 虚 部 之 间 由 柯 西 歼 曼 方程 联系 起 来 。 当 x[n] 为 有 限 
值 因果 实 序列 时 ,将 利用 这 些 性 质 由 其 实 部 来 求 X(z) 。 
令 这 一 序列 的 : 变换 为 

X(z) = XR(Z)+ jX1(z) 

其 中 X,(z) 和 XX.(z) 是 z 的 实 值 函 数 。 假 设 当 时 z=pe* 时 ,Xi(z) 为 
P+acosw 


XR(pei®) = a 为 实数 
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还 假定 除 z=0 处 ,X(z) 处 处 解析 , 求 出 X(z)( 作 为 z 的 显 函 数 )。 同 时 利用 下 列 两 种 方法 来 
实现 上 述 目标 。 
(a) 方法 1, 频 域 :利用 X(z) 的 实 部 和 虚 部 必须 在 X(z) 的 每 个 解析 处 满足 柯 西 黎 曼 方程 这 
一 事实 。 柯 西 黎 曼 方程 如 下 : 
1. 在 直角 坐标 中 ， 
au E av av _ au 
Ox ay Ox ay 
其 中 ,z=x+jy 和 XG(x+jy)=U(x,y) +jV(x,y)o 
2 在 极 坐标 中 ， 





au 1av av be 1 ðU 
dp paw dp p ðw 
rp z =pe” All X(pe”) =U(p,w) +jV(p,o) « 
ALAA U =X, ,所 以 可 对 这 些 方程 积分 求 出 V=X 并 由 此 得 出 X。 (注意 ,必须 正确 
地 处 理 积 分 常数 。) 
(b) 方法 2, 时 域 :序列 xL nj 可 以 表示 为 x[nj] sa[n] +a [n], AF x.l n] EKF, H 
| IT AR MO XX, Ce”) ,而 序列 x,[ nj] 是 实 奇 序列 ,其 傅 里 叶 变 换 为 jX,(e*)。 求 x,[n], 并 
和 

















利用 因果 性 求 x,[n] ,从 而 求 出 xLn] 和 XX(z)。 
xla] x,[n] 
2/3 < 
Bee, e 
0 1 x 64 F A 0 12 2 3 4 | n 
-2/3 -2/3 
x[n] 6 xala] 
"Tos | i 
z 2 + +- - 
0 1 3 4 5 n 0 1 3. g S n 
M B 
23 xefa] 
l -+ + a 
0 2 3 4 5 n 
-2/3 
xaln] 








图 P12. 20 


12.22 x[zj 是 一 个 傅 里 叶 变 换 为 XCe”) 的 因果 实 值 序列 。 已 知 
Re{ X(e!”)} = 1+ 3cosw+ cos 3w 
确定 与 此 相 一 致 的 xLnj] ,并 说 明 你 的 选择 是 否 是 唯一 的 ， 
12.23 x*[m] 是 一 个 实 值 因 果 序 列 , 其 DTFT 为 X(e”)。 确 定 一 个 x[n] ,使 得 XCe”) 的 虚 部 如 下 式 
所 示 : 
Im{X(e1®)} = 3sin(2w) — 2 sin(3w) 
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12. 24 


深入 题 


12, 25 


12. 26 


12. 27 


12. 28 
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对 于 序列 
l, m = 0e N2 
in[n]= $412, n=1,2,°°°,N/2-1 
0, n=N/24+1,°°°.N-1 
证 明 其 离散 傅 里 叶 级 数 的 系数 序列 是 
N k=0 


UNIK| = 4 —j2cot(nk/N), kHz% 
0, 为 偶数 ,kk AO 


提示 : 求 序列 
unln| = 2uln| 2uln — N/2| — âln] + 4[n — N/2] 


AY 2 EM AREE U k] 


考虑 一 个 长 度 为 M 的 实 值 有 限 长 序列 x[n]。 具 体 地 讲 , 当 n<0 和 n>M-1 时 x[n]=0。 

S X[k] ÆR x[n] HI N M DFT(N=M) ,其 中 N 为 奇数 。X[ 和 ] 的 实 部 记 作 让,[]。 

(a) 求 可 以 使 X[k 由:[] 唯 一 确定 的 用 M Rea Be) N IÈ., 

(b) 若 取 NN 满足 (a) 中 所 定 条 件 , 则 X[ 有 可 以 表示 成 X[k] 与 一 个 序列 Uk) TRER 
3K Uy Lk]. 

y,[Ln] 是 一 个 实 值 序列 ,其 DTFT X Y, (e), E P12. 26 PASS y, [na] Al yin] TARASY 

列 y[zj 的 实 部 和 虚 部 , 即 y[z] =y, [n] +jy,[ n] RE P12.26 中 的 Hle*),w 在 -mn 和 

之 间 取 值 , 使 得 Y(e”*) 在 负 频 率 时 为 Y,(e”) ,在 正 频率 时 为 0, 即 ， 

Yr(eij®), -n <w<0 


Y(ei®)= | 


0<w<=n 


ydr] yn] 
yla] = yda] + jyder] 


图 P12.26 由 y,[n] 得 到 yLnj 的 系统 


考虑 一 个 复 序 列 h[n]=h[n] +jh[nj, 其 中 h[n] 和 h[nj] 都 是 实 序列 ,并 且 令 He”) = 
HCE”) + jHi(e”) 表 示 h[nj] 的 侍 里 叶 变 换 ,其 中 Hs,(e*) 和 H(e”) 分 别 是 H(e”) 的 实 部 和 
虚 部 。 

S Hin(e”) 和 Hoa(e”) 分 别 表示 Hi(e”) 的 偶 部 和 奇 部 ,并 上 且 令 Hale) Ml Ho(e”) 分 别 表 
I He) 的 偶 部 和 奇 部 。 此 外 , 令 有 (e”*) 和 昌 ;(e”*) 表 示 h,[n] 之 伟 里 叶 变 换 的 实 部 和 虚 
部 ,并 且 令 H, (e) H, (e) RR h[n] 之 傅 里 叶 变 换 的 实 部 和 虚 部 。 用 Hs Ce), 
Hole”), Hale”) Hale) RR HC), Hp), He) Al Hy (e”) « 

SALAD Ais AN (AE EPR it (90° BS HE at) 有 频率 响应 (在 一 个 周期 上 ) 


H(ei®) = | =j. w> 0 
J» 


w< 0 
图 P12. 28 -1 表示 H( e”) ,图 P12. 28 -2 表示 截止 频 率 w = m/2 的 理想 低 通 滤波 器 及 Ce”) 
的 频率 响应 。 显 然 这 些 频率 响应 很 相似 , 均 有 间隔 为 r 的 间断 点 。 


12. 29 


12. 30 


第 12 章 离散 希 尔 伯 特 变换 687 











图 P12.28 -1 


Hile) 








图 P12.28 -2 


(a) RH Hp Ce) ÆR H RRR, SRR SIT FE, H He") RRR Hi,(e”)。 

(b) 利用 (a) 中 的 关系 式 得 出 用 hlnl ÆR h(n) RRRA Aln] KR hpl al ARER, 
在 (a) 和 (b) 中 得 出 的 关系 式 是 以 零 相 位 理想 系统 的 定义 为 基础 的 。 但 是 对 于 广义 线 
性 相位 的 非 理想 系统 来 说 ,类 似 的 关系 式 也 成 立 。 

Co) 利用 (b) 的 结果 求 通 近 和 希 尔 伯 特 变换 器 的 因果 FIR 系统 之 脉冲 响应 harap ceil 
的 因果 FIR 系统 之 脉冲 响应 之 间 的 关系 式 ,它们 都 是 用 如 下 方法 设计 出 的 :(1) 结合 i 
当 的 线性 相位 ;(2) 确定 对 应 的 理想 脉冲 响应 ; (3 ) tl te edie 
窗 函 数 , 即 用 第 7 章 中 讨论 的 窗 函 数 法 。( 如 果 必 要 的 话 , 可 以 分 别 考虑 M BM 
为 奇数 的 情况 。) 

(d) 对 于 例 12.4 中 硕 尔 伯 特 变换 器 的 逼近 , 画 出 相应 的 低 通 滤波 器 频率 响应 的 幅度 曲线 。 
在 12. 4. 3 节 中 曾 讨论 过 一 种 对 带 通 连续 时 间 信号 采样 的 有 效 方法 ,该 信号 的 傅 里 叶 变 换 使 
Sc(jQ) =0, ASQ 和 [A> Re +A 
EREE F A ES ie oe AR RE R 2m/T=2(0, + AQ.) , ERRA AY RT AERA 
号 进行 采样 。 带 通信 号 采样 方法 如 图 12. 12 tan, FERAL HAREK Se ) 的 复 带 
通 离 散 时 间 信 号 sLn] 之 后 ,以 抽取 因子 M 对 复 信 号 进行 抽取 ,假定 M 是 小 于 或 等 于 

27/(AQ7) 的 最 大 整数 。 

(a) 通过 图 12. 13 给 出 的 例子 证 明 , 如 果 量 2w/(AQ7T) 对 于 所 选择 的 起 始 采样 率 不 是 一 个 
整数 , 则 所 得 抽取 后 的 信号 sl nj] 将 有 一 些 非 零 长 度 的 区 域 ,在 该 区 域 上 其 傅 里 叶 变 换 

Su(e") 恒 等 于 零 。 

(b) 应 当 如 何 选择 起 始 采样 频率 2mr《T, 求 出 的 抽取 因子 M 才能 使 得 图 12. 12 所 示 系 统 所 抽 
取 序 列 s,L nj] 的 健 里 叶 变 换 ss(e”) 没 有 混 友 ,并 且 不 存在 一 个 其 值 为 零 的 非 零 长 度 
区 间 ? 

考虑 一 个 LTI 系统 ,其 频率 响应 为 


Swe 
H(e}”)= ¢ NOEN 


0 -T <w<0 
系统 的 输入 xm] 限定 为 实 值 序列 ,其 傅 里 叶 变换 存在 ( 即 x[n] 绝 对 可 和 )。 是 否 总 能 唯一 
地 由 系统 的 输出 恢复 系统 的 输入 。 如 果 可 能 ,说 明 如 何 恢复 。 如 果 不 可 能 ,说 明 原 因 。 
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扩展 题 
12. 31 车 h[n] 是 一 个 实 稳定 序列 ,上 且 n>0 时 有 h[n] =0, 推 导 在 单位 圆 内 用 Re|H(e”*)| 表 示 的 
A(z) ZAR IAS. 
12.32 4H | - | 表示 (理想 的 ) 希 尔 伯 特 变换 运算 : 
OG 
H{x[n]} = bD x[k]hin — k] 
类 三 一 co 
EP hi n] hv 
2 sin?2(xn/2) bg 
hln| = nea n #0 
0, n=0 


证 明理 想 希 尔 伯 特 变换 算 子 具有 如 下 性 质 : 
(a) H{H{xInl}} = — xin] 


(b) JO xlalH{xinl) = 0( 提 示 : 利 用 Parseval 定理 ) 


N= 一 O00 


(ce) Hixlaleyinl} = Hix yeyin] = xlal#X{yIn]} ,其 中 x[n] 和 yy[n] 为 任意 序列 。 
12. 33 ”脉冲 响应 为 


in? (xn 
hin] = ee are 
0, n=0 
的 理想 希 尔 伯 特 变换 器 有 输入 x*,[z] A xn] =x,[n] *h[nj], 其 中 xx,[n] 是 离散 时 间 随 


机 信号 。 
(a) 求 用 h[n] 和 中, [m] 表 示 的 自 相关 序列 $,,[m] 的 表达 式 。 
(b) 求 互 相关 序列 $..[m] 的 表达 式 。 证 明 在 这 种 情况 下 $,,[m] 是 m 的 奇 函 数 。 
(e) 求 复 解析 信号 sln] =x,[n] +jx,[n] 之 自 相关 函 数 的 表达 式 。 
(d) 求 (<) 中 复 信号 的 功率 谱 P.(w)。 
12. 34 FE 12.4.3 节 中 曾 讨论 过 对 带 通 连续 时 间 信号 进行 采样 的 一 种 有 效 方法 ,该 信号 的 传 里 叶 变 


换 使 

Sc( j2)=0, Q| SQ 和 [Ql > Qe + AQ 
带 通信 号 采样 方法 如 图 12. 12 所 示 。 在 12.4.3 节 的 末尾 给 出 了 重 构 原 始 采样 信号 s,[n] 的 
方法 。 在 图 12. 12 中 的 原始 连续 时 间 信 号 s, (1) 当然 可 以 通过 对 s, [za] 进 行 理想 带 限 内 揪 


(理想 D/C 转换 ) 来 重 构 。 图 P12. 34 - 1 表示 由 抽取 的 复 信号 重 构 一 个 实 连续 时 间 带 通信 
号 的 系统 方 框图 。 图 P12. 34 -1 中 的 复 带 通 滤 波 器 1H,(e*) 具 有 式 (12.79) 给 出 的 频率 
响应 。 













复 带 通 
滤波 器 
Hi(ew) 


vala] 






yila] 


图 P12. 34 -1 


(a) 利用 图 12. 13 所 示例 子 证 明 ,如 果 重 构 系统 的 输入 是 yu[n] =saln] A yaln] =su[n]， 


第 12 章 离散 项 尔 伯 特 变 换 689 





12. 35 


则 图 P12. 34 -1 的 系统 将 重 构 原始 实 带 通信 号 [ 即 y,(1) =s.) J. 

(b) 求 图 P12. 34 -1 中 复 带 通 滤波 器 的 脉冲 响应 hi[n] =hi[n] +jhisLnj]。 

(c) 画 出 图 P12. 34 -1 所 示 系 统 更 详细 的 方 框图 ,图 中 只 有 实数 运算 。 省 去 图 中 计算 最 终 
输出 所 不 需要 的 任何 部 分 。 


sala] yall 





sial] vial] 


图 P12. 34 -2 


(d) 现在 考虑 在 图 12. 12 的 系统 和 图 P12.34 -1 的 系统 之 间 放置 一 个 复线 性 实 不 变 系 统 ， 
如 图 P12. 34 -2 所 示 。 图 中 系统 的 频率 响应 用 H(e”) 表 示 。 如 果 要 求 
YeD = Hef VSG 
其 中 ， 
Feff(j9) = B aa IQ| < Qe + AQ/2 


应 如 何 选择 He”)? 
12.3 节 中 曾 定义 了 被 称 为 序列 x[n] 的 复 倒 谱 的 序列 +[n] ,并 曾 提 到 因果 复 倒 谱 4[n] 等 效 
于 5.4 车 中 的 最 小 相位 条 件 。 记 住 ,t[n] 就 是 式 (12.53) 所 定义 的 评 (e*) 的 傅 里 叶 逆 变换 。 
注意 ,因为 X(e*) 入 (e*) 已 定义 ,所 以 X(z) 和 (z) 的 收敛 区 域 均 必须 包括 单位 圆 。 
(a) 讨论 在 X(z) 的 每 一 个 零点 或 极点 处 ,X(z) 都 会 产生 奇异 点 。 利 用 这 一 事实 ,证 明 若 
+[n] 是 因果 的 , 则 x[n] 就 是 最 小 相位 的 。 
(b) 讨论 车 x[n] 是 最 小 相位 的 , 则 收敛 域 的 限制 条 件 要 求 4[n] 是 因果 的 。 
可 针对 x[n] 能 够 表示 为 复 指数 的 和 式 的 情况 检验 这 一 性 质 。 具 体 地 讲 ,考虑 一 个 序列 
x[n] ,其 z 变换 为 


Mi Ma 
TIa =az [0 - bz) 
s ytl (= 
X(z)=A N, 


[Ia 一 cee) 
k=1 


式 中 4 >0 H a,,b,,c, 和 dd, 的 幅度 均 小 于 1。 

(ce) XF X(z) =logX(z) 写 出 一 种 表达 式 。 

(d) 利用 (ec) 中 答案 的 z 道 变换 , 求 氏 m]。 

(e) 根据 (d) AX (2) 的 表达 式 , 讨 论 对 于 具有 这 种 形式 的 序列 x[n] ,一 个 因果 复 倒 谱 等 效 
为 具有 最 小 相位 。 





o 


ozi 


(1 — dz) 
k 


1 
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13.0 引言 


前 面 章节 讨论 和 说 明了 各 种 线性 信和 号 处 理 方 法 。 本 章 将 介绍 一 类 非 线性 技术 , 称 之 为 倒 谱 分 
析 和 同 态 解 卷 积 。 在 某 些 应 用 中 ,已 经 证 明 这 些 方法 是 非常 有 效 和 特别 有 用 的 。 此 外 ,这 些 方法 还 
进一步 表明 ,离散 时 间 信 号 处 理 技术 能 提供 极 大 的 灵活 性 和 强大 的 处 理 能 力 。 

1963 年 博 格 特 ( Bogert) . 希 利 ( Healy ) 和 图 基 ( Tukey) 发 表 了 一 篇 文章 ,使 用 了 异乎 寻常 的 标题 
“对 于 回 波 时 间 序 列 的 倒 频 率 分 析 一 一 倒 谱 , 伪 自 协 方差 , 倒 互 谱 和 倒 相 位 分 裂 .” 他 们 观察 到 ,一 
个 包含 有 回 波 信号 的 功率 谱 , 其 对 数 有 一 个 附加 的 由 回 波 造成 的 周期 分 量 , 因 此 功率 谱 对 数 的 傅 里 
叶 变 换 应 当 在 回 波 延 时 处 出 现 一 个 峰 ， 他 们 改变 了 词 "“spectrum ”中 的 一 些 字 母 的 顺序 , 称 其 为 倒 
i (cepstrum ) ,因为 “总 是 习惯 上 用 时 域 的 方法 进行 频率 上 的 运算 ”。 博 格 特等 人 陆续 定义 了 许多 
词汇 用 以 描述 这 一 新 的 信号 处 理 技 术 , 可 是 只 有 倒 谱 这 个 词 被 广泛 地 使 用 . 

大 约 在 同一 时 期 , 奥 本 海 姆 (1964 ,1967 ,1969a) 提出 了 一 类 称 为 同 态 系统 的 新 系统 。 虽 然 在 经 
典 的 意义 上 它 是 非 线 性 的 ,但 是 这 些 系统 满足 广义 的 到 加 原理 , 即 输入 信号 和 它们 对 应 的 响应 可 以 
由 具有 代数 性 质 相 同 的 运算 琶 加 (组 合 ) 在 一 起 构成 。 同 态 滤波 的 概念 是 非常 普遍 的 ,但 只 是 对 乘 
积 和 卷 积 的 组 合 运算 进行 了 最 广泛 的 研究 ,因为 许多 信和 号 模型 涉及 这 类 运算 。 一 个 信号 变换 到 它 
的 倒 谱 就 是 同 态 变换 ,对 应 于 卷 积 和 加 法 之 间 的 变换 ,并 且 倒 谱 的 概念 是 同 态 系统 理论 的 基础 部 
分 ,该 系统 用 于 处 理 通过 卷 积 组 合 起 来 的 信号 。 

月 从 引入 了 倒 谱 , 已 证 明 倒 谱 的 概念 和 同 态 系统 在 信号 分 析 中 很 有 用 ,并且 已 经 在 处 理 语音 信 
号 (Oppenheim ,1969b; Oppenheim and Schafer,1968 ; Schafer and Rabiner,1970 ) ,地 震 信 号 (Ulrvch ， 
1971 ; Tribolet ,1979 ) ,生物 医学 信号 (Senmoto and Childers , 1972 ) , 上 日 的 录音 信号 (Stockham , Cannon 
and Ingebretsen ,1975 ) 及 声呐 信号 ( Reut, Pace and Heator,1985 ) 中 获得 了 成 功 的 应 用 。 倒 谱 同 样 被 
认为 是 图 分 析 的 基础 (Stoica and Moses, 2005 ) 。 本 章 将 详细 讨论 与 倒 谱 和 以 同 态 滤波 为 基础 的 解 
卷 积 有 关 的 性 质 和 计算 问题 ,许多 这 方面 的 概念 将 在 13. 10 节 通 过 语音 处 理 方 面 的 应 用 来 加 以 
说 明 。 


13.1 倒 谱 的 定义 


下 面 的 例子 将 给 出 博 格 特等 人 定义 的 倒 谱 的 原始 动机 。 考 虑 一 个 由 信号 vl nl 和 它 的 移 位 并 
按 比 例 复 制 的 信号 ( 回 波 ) 组 成 的 信号 ; 即 


x[n] = vin] + avin — no] = vin] * (6[n] + ad[n — nol) (13. 1) 
注意 ,xL n | AB AR en WE aS Ye n He AY È 
X(ej2) = Ve!) [1 + ae 1077 (13.2) 


X(e”) 的 幅度 为 
|X(e!”)| = |V(e!)|(1 +a? 十 2a cos(wng))!/? (13.3) 
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为 w 的 偶 函 数 。 式 (13.3) 乘 积 的 对 数 表示 能 够 写成 两 对 应 项 之 和 的 形式 ,特别 是 
log |X (e!)| = log |V(e!)| + $ logd + a + 2a cos(wno)) (13.4) 
方便 起 见 ,定义 Ce") =log |X(e*) |- 同样 地 ,在 期 望 为 强调 时 域 和 频 域 的 二 元 性 而 进行 的 讨 
论 中 ,将 o =2af (LA 
Cu(ei2r1) = log IX (e!2*/)| = log |V(ei2r7)| 十 llog + a? 十 2a cos(2r fno)) (13.5) 
这 个 关于 归 一 化 频率 /的 实 函 数 拥有 两 个 分 量 。log | V(e”") | 项 仅 由 wv[n] 决 定 ,而 第 二 项 
log(1 +a? +2acos(27fiw)) 则 由 信号 和 它 的 组 合 ( 回 波 ) 共 同 决定 。 可 将 C,(e”") 看 作 一 个 关于 连 
续 独 立 变量 /的 波形 。 由 回 波 引 起 的 部 分 的 /是 以 1/n 为 周期 的 -习惯 上 ,认为 一 个 周期 性 的 时 
域 波形 的 频谱 为 线 谱 , 即 频谱 集中 于 公共 基 频 的 整数 倍 频 率 上 , 基 频 是 基本 周期 的 倒数 。 在 这 种 情 
况 下 ,有 一 个 成 即 频率 ) 为 偶 函 数 的 实 * 波 形 ”。 傅 里 叶 分 析 适 用 于 一 个 如 C,(e”") 这 样 的 连续 变 
化 周期 函数 ,自然 ,其 DTFT 逆 变 换 为 
1/2 


1 fF ， 
cln]= 元 | Cre) dw = Í Cle jei Maf (13.6) 
2 一 下 =1/2 


在 博 格 特等 人 的 术语 中 ,ec,[n] 被 称 为 C,(e*") 的 倒 谱 (或 等 效 地 ,x[n] 的 倒 谱 ,因为 C,(e””) 蚌 由 
x[n] 直接 推 得 的 )。 很 明显 ,虽然 式 (13.6) 定 义 的 倒 谱 是 离散 时 间 序 号 n 的 函数 , 博 格 特等 人 用 术 
语 “ 同 态 频 率 " 以 区别 原始 信号 和 时 域 倒 谱 。 因 为 C,(e”™) 中 的 项 log(1 +a +2acos(2mfno)) 是 在 
f 域 以 1/n 为 周期 的 ,那么 在 c,[ nj] 中 的 对 应 分 量 仅 在 log(1 +a? +2acos(2mjjo ) ) 的 基 频 no 的 整数 
倍 处 非 零 。 在 本 章 后 面 的 内 容 中 将 给 出 ,在 这 个 例子 中 , 当 简 单 回 波 |a | <1, 倒 谱 为 


x k 
ex[n] = ep[n] + > OD + kno] + 6[n — knol) (13.7) 


Herp c, [n] A log | V(e”*) | 的 DTFT 逆 变 换 ( 即 v[ nj 的 倒 谱 ) ,离散 冲 激 中 仅 含 有 回 波 参数 w 和 no。 
正 是 这 导致 了 博 格 特等 人 观察 到 ,一 个 含 回 波 的 信号 的 倒 谱 在 c,L nj 的 回 波 时 延 n。 处 ,很 明显 地 有 
一 个 "峰值 ” 。 因 此 , 倒 谱 可 用 作 回 波 检测 的 基础 。 如 同 前 面 提 到 的 ， 倒 谱 ”" 同 态 频率 " 和 其 他 一 
些 奇 特 的 术语 正 是 为 了 唤醒 人 们 在 时 域 和 频 域 的 相互 转换 间 ,以 新 思路 考虑 信和 号 的 傅 里 叶 分 析 。 
在 本 童 其 余部 分 将 使 用 复 对 数 推广 倒 谱 的 概念 ,同时 将 给 出 许多 数学 定义 引出 的 许多 有 趣 性 质 。 
进一步 将 看 到 , 复 倒 谱 与 卷 积 相 结合 可 被 看 作 信 和 号 分 离 的 基础 。 


13.2 复 倒 谱 的 定义 


作为 推广 倒 谱 概念 的 基础 ,考虑 一 个 稳定 序列 x[Ln] ,其 :变换 的 极 坐 标 表 示 为 
X(z) = |X (z) eX (13. 8) 
式 中 |X(z) | 和 LX(z) 分 别 为 复数 X(z) 幅 度 和 幅 角 。 因 为 x[n] 是 稳定 的 ,所 以 X(z) 的 收敛 域 包 
括 单 位 圆 , 且 x[n] 的 傅 里 叶 变 换 存在 并 等 于 X(e*)。 与 x[n] 对 应 的 复 倒 谱 定 义 为 一 个 稳定 序列 
[n], EW z 变换 是 
X(z) = log X (2) (13.9) 





D 因为 log(1 +a? +2acos(2mjjo ) ) 是 DTFT AYR BOE JS REEI TF o WA 2a) HL UE ET no 9 
D ”对 于 更 加 广义 的 复 倒 谱 的 定义 ,x[ aj] 和 人 nj 不 必 限 制 为 稳定 的 。 然 而 ,相对 于 广义 情况 ,稳定 性 的 限制 能 够 使 得 用 更 
简单 的 记 法 表示 重要 的 概念 
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虽然 在 定义 复 倒 谱 时 ,对 数 可 以 是 任何 底数 ,但 是 通常 使 用 自然 对 数 (底数 为 e) ,并 且 在 以 后 的 全 
部 讨论 中 都 假定 使 用 它 ,如 式 (13. 8) 所 示 的 复数 量 X(z) 的 对 数 定义 为 
log[X(z)] = log[|X (z)|e/4* ©] = log |X (z)| + jLX(z) (13. 10) 
因为 在 复数 的 极 坐标 表示 中 , 幅 角 仅 在 2 的 整数 范围 内 是 单 值 的 ,所 以 式 (13. 10 ) 的 虚 部 还 没 能 
给 出 很 好 的 定义 ,后 面 将 简要 地 说 明 这 个 问题 ,当前 先 假设 已 选 定 了 某 一 种 合适 的 定义 。 
如 果 log[X(z) ] 可 以 表示 为 一 个 如 下 形式 的 收敛 圭 级 数 : 
R@=logXOl= 》 alien" el = (13. 11) 
则 复 倒 谱 存在 , REH X) = log[X(z)] 必 须 具有 稳定 序列 z 变换 的 全 部 性 质 ,特别 是 ， 
log[ X (2) ] 的 寡 级 数 表 示 的 收敛 域 必 须 具 有 如 下 形式 : 
rr <\z| <r (13.12) 
式 中 0<m<1l< 六 ,和 若 当 前 就 是 这 种 情况 , 则 寡 级 数 的 级 数 序列 *[n] 就 对 应 于 x[Ln] 的 复 倒 谱 。 
HFR aln ERRE, U ÂC) 的 ROC 包含 单位 圆 ,并 且 用 DTFT 道 变换 可 将 复 倒 谱 表示 为 


1 7 l l 
ŝ[n] = — | log[X (el®)]e!®” dw 
QR Jz 
ALF (13. 13) 
= on | [log |X (e!)| -+ jLX (i)i "dw 


复 倒 谱 这 个 术语 使 通用 的 定义 与 博 格 特等 人 (Bogert et al. ,1963 ) 提出 的 倒 谱 的 原始 定义 区 别 开 
来 。 在 这 段 上 下 文中 使 用 的 复数 意味 着 在 定义 中 使 用 了 复 对 数 。 它 并 不 意味 着 倒 谱 必须 是 一 个 复 序 
列 。 的 确 ,正如 将 会 看 到 的 ,所 选择 的 复 对 数 定义 保证 了 一 个 实 序列 的 复 倒 谱 也 是 一 个 实 序列 。 

将 序列 xLnj] 映 射 为 对 应 的 复 倒 谱 *Ln |] 的 操作 记 为 离散 时 间 系 统 算 子 D,[ . ]; 即 ,x*=D.[x]。 
图 13. 1 左面 的 框图 描述 了 该 运算 。 类 似 地 ,由 于 式 (13.9) 与 复 指数 函数 是 可 道 运 算 , 同 样 能 够 定义 
从 [nj] 中 恢复 x[n] 的 逆转 系统 D."[ ]。 图 13.1 右面 的 框图 表示 了 D +). Rea E 13. 1 中 
给 定 的 D,[，] 和 DD [，…], 若 7[n] =t[nj ,那么 y[n] =x[n]。 在 13.8 节 讨 论 卷 积 信和 号 的 同 态 滤波 
amherst FD. + ] 被 称 为 卷 积 的 特征 系统 。 


x[n] [a fg] Sind [oan] sla] 


图 13.1 信号 和 其 倒 谱 的 映射 和 道 映射 的 系统 表示 
正如 13. 1 节 中 介绍 的 ,一 个 信号 的 倒 谱 c.[ njD( 有 时 称 为 实 倒 谱 , 来 强调 它 只 表示 复 对 数 的 
实 部 ) 定 义 为 傅 里 叶 变 换 幅 度 的 对 数 的 傅 里 叶 逆 变 换 , 即 
1 1 ; 
¢x[n] = sc} log |X (e!®) |e! "dw (13. 14) 


因为 傅 里 叶 变 换 的 幅度 是 实数 和 非 负 的 ,所 以 在 定义 式 (13. 14) 中 的 对 数 时 不 需要 特殊 的 考虑 。 
通过 比较 式 (13. 14) 和 式 (13. 13) 可 以 看 到 ,c.[n] 是 X(e*) 实 部 的 傅 里 叶 逆 变换 。 因 此 c.[m] 等 于 
x[ nj 的 共 固 对称 部 分 , 即 

tn] + **[-n] 


ealas (13.15) 





D e[n ALT La PE SAB GE LA SiR EY Ee SL he SRP BY SE 
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倒 谱 在 许多 应 用 中 是 十 分 有 用 的 ,因为 它 与 X(e”*) 的 相位 无 关 , 所 以 计算 起 来 要 比 复 倒 谱 容 易 得 
Z., 但 由 于 它 只 是 基于 傅 里 叶 变 换 的 幅度 ,因此 是 不 可 逆 的 , 即 x[ nj 不 能 由 cL nj 来 恢复 。 BAR 
倒 谱 计算 起 来 稍微 困难 些 ,但 是 它 是 可 北 的 。 因 为 复 倒 谱 是 一 个 比 倒 谱 更 为 通用 的 概念 ,而 且 倒 谱 
的 性 质 可 以 由 式 (13. 15) 从 复 倒 谱 的 性 质 中 推导 出 来 ,所 以 本 章 中 这 样 讨论 复 倒 谱 。 

由 于 种 种 原因 ,在 定义 和 计算 复 倒 谱 时 所 遇 到 的 附加 困难 是 值得 的 。 首 先 ,由 式 (13.10) 可 以 
看 出 , 复 对 数 具 有 产生 一 个 实 部 和 虚 部 分 别 为 log |X(e*) | 和 A 和 X(e”*) 的 新 的 傅 里 叶 变 换 的 效果 。 
这 样 , 若 复 倒 谱 是 因果 的 ,就 可 以 得 出 这 两 个 量 之 间 的 硕 尔 伯 特 变换 关系 。13. 5.2 节 将 进一步 讨 
论 这 一 点 ,特别 是 将 看 到 它 是 如 何 与 最 小 相位 序列 联系 在 一 起 的 。 其 次 ,在 13.8 节 的 推导 中 ,在 定 
义 对 卷 积 组 合 信 号 进行 广义 线性 滤波 的 系统 时 , 复 倒 谱 所 起 的 作用 更 能 让 人 体会 到 定义 复 倒 谱 的 
初衷 。 


13.3 复 对 数 的 性 质 


因为 复 对 数 在 复 倒 谱 的 定义 中 起 着 关键 作用 ,所 以 了 解 它 的 定义 和 性 质 是 很 重要 的 。 在 定义 
复 对 数 运算 中 出 现 模糊 会 导致 严重 的 计算 问题 。13. 6 节 将 对 此 进行 详细 讨论 。 如 果 一 个 序列 的 
z 变换 的 对 数 可 以 由 如 同 式 (13.11) 所 示 的 第 级 数 表示 , 则 它 就 有 一 个 复 倒 谱 ,该 式 中 特别 说 明 
ROC 包括 单位 圆 。 这 意味 着 , 傅 里 叶 变 换 

X(e!”) =1og|X(ei®)|+ jLX(ei®) (13. 16) 

必须 是 一 个 w 的 连续 周期 函数 ,因此 log | X (e) | 和 LX(e”*) 也 必须 都 是 w 的 连续 函数 。 如 果 
X(z) 在 单位 圆 上 没有 零点 , 则 log | X(e*) | 的 连续 性 是 可 以 保证 的 ,因为 已 经 假设 YX(e” ) 在 单位 
圆 上 是 解析 的 。 但 是 ,正如 在 5.1.1 节 中 所 讨论 的 上 XCe”) 是 不 确定 的 ,因为 对 每 个 w 都 可 以 增加 
27 的 任意 整数 倍 , 并 且 LX(e”) 的 连续 性 取决 于 对 它 是 如 何 规定 的 。 由 于 ARG[X(e*)] 可 以 是 
不 连续 的 ,所 以 一 般 它 不 满足 连续 性 的 要 求 。 因 此 有 必要 明确 地 规定 式 (13. 16) 中 的 LX(e”) 为 连 
续 相位 曲线 arg[LX(Ce”) ] 。 

特别 应 当 注 意 , 若 X(z) =X, (2) X,(z) , 则 


arg[ X(e!”)] = arg|X)(e!”)| + arg[X2(e!”)] (13.17) 
而 对 于 ARGI X(e™) ] ,类 似 的 加 法 性 质 却 不 成 立 , 即 一 般 的 
ARG[X(e!”)] 4 ARG[X1(e!”)] + ARG[X2(e1®)] (13. 18) 
ELA , JI TAEA (e) ERREA MU PPE: H XC) =X, (0) X,(e”) , 则 
X(e}”) = (e?) + Xo(e!”) (13. 19) 
必须 定义 (ew ) 为 
X(e!”) = log |X(e!”)| + jarg[X(e!”)] (13. 20) 


Sal nj] 为 实数 时 ,通常 总 是 规定 arg[ X( e") | SE o 的 奇 周期 函数 ,由 于 arg[X(e”)] 是 w 的 奇 函 
BL, El log |XCe”) | 是 的 偶 函 数 ,所 以 可 以 保证 复 倒 谱 *[ nj 为 实数 ,0 


13.4 复 倒 谱 的 另 一 种 表示 


到 目前 为 止 已 经 将 复 倒 谱 定义 为 X(z) =log[X(z) ] 的 短 级 数 表达 式 中 的 系数 序列 ,并 有 生还 在 





D 上 面 关 于 复 对 数 运算 引起 的 问题 的 概述 可 以 通过 黎 曼 表面 ( Brown and Churchill, 2008) 的 概念 给 出 更 正式 的 形式 。 
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式 (13. 13) 给 出 了 由 X(e") =log | X(e@) | + LX(e”) 来 确定 的 [nj] 的 积分 表达 式 ,其 中 认为 
LX(e”) 是 无 卷 绕 的 相位 函数 arg] X(e™) ]。 对 数 导数 可 以 用 来 推导 出 复 倒 谱 的 其 他 关系 ,而 这 
些 关 系 并 不 明显 地 涉及 复 对 数 。 若 假定 log[X(z) ] 是 解析 的 , 则 

X'(z) 








Eta) = 13. 21 
X (z) XO ( ) 
式 中 记号 一 撤 “” 表 示 对 z 的 导数 。 由 表 3. 2 中 性 质 4 可 知 ,zX'(z) 是 -n&[n] 的 :变换 , 即 
—ni{n| 5 2¥/(z) (13. 22) 
因此 ,由 式 (13.21) ,有 
z 2X"(z) 
nx&[n] < 一 > XG) (13. 23) 


从 式 (13.21) 开 始 ,还 可 以 推导 出 xLn] 和 x[ nj] 所 满足 的 差分 方程 。 将 式 (13. 21) 变 换 形 式 并 
且 乘 以 z, 得 到 





ZX'(z) = zX"(z)+ X(z) (13. 24) 
Al] FAK (13.22), EIRA z 变换 为 
mind S CAR =H (13. 25) 
k=—00 
等 式 两 边 分 别 除 以 -nn, 得 
x[n] = > (Ea -a n #0 (13. 26) 
人 一 一 CO 
根据 定义 
o= z f geimdw (13.27) 


可 以 求 出 4[0] 的 值 。 因 为 X(e”) 的 虚 部 是 w 的 奇 函 数 ,所 以 式 (13. 27) 成 为 
#10) = 5 | osglxemla (13. 28) 


总 的 来 说 ,一 个 信号 和 它 的 复 倒 谱 满足 非 线 性 差分 方程 式 (13.26)。 在 一 定 条 件 下 ,x[n] 和 
x[nj] 之 间 的 这 个 隐 式 关系 式 可 以 变换 形式 成 为 计算 中 能 使 用 的 弟 推 公式 。 这 种 类 型 的 公式 将 在 
13. 6. 4 节 中 讨论 ， 


13.5 指数 序列 的 复 倒 谱 ,最 小 相位 和 最 大 相位 序列 


13. 5.1 指数 序列 


如 果 序 列 x[z] 由 复 指 数 序列 之 和 组 成 , 则 它 的 = 变换 X(z) 是 一 个 z 的 有 理 函 数 。 这 样 的 序列 
对 于 分 析 来 说 既 有 用 又 合理 。 本 节 将 研究 稳定 序列 x[ nj] 的 复 倒 谱 , 该 序列 的 z 变换 有 如 下 形式 : 


Mi Mo 
Az” [la 一 agz™!) [la 一 bxz) 


k=1 一 ] 
XO = — z (13. 29) 


[Ja -az [Ja 一 dz) 
k=l k=l 
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Hla, |, lo), ley | Ald, | 均 小 于 1, 因 此 因 式 (1 -a ) 和 (1 一 ciz”) 对 应 于 在 单位 圆 内 的 WM 
个 零点 和 Ni 个 极点 ,而 因 式 (1 -64iz) 和 (1 一 diz) 对 应 于 单位 圆 外 的 M, 个 零点 和 NN, 个 极点 。 这 样 的 
z 变换 是 稳定 的 指数 序列 之 和 组 成 的 序列 所 特有 的 。 在 没有 极点 的 特殊 情况 下 | 即 式 (13. 29) 的 分 母 
为 1] ,相应 的 序列 x[n] 是 一 个 长 度 为 M+1=M,+MM,+1 的 有 限 长 序列 。 
利用 复 对 数 的 性 质 , 式 (13. 29) 中 的 乘积 项 可 以 变 成 对 数 项 之 和 
Mi; M, 
X(<) = log(A) + log(z’) + De log(1 一 axz-!) 十 > log(1 — byz) 


at = (13.30) 


N; Ny 
一 >》 logd 一 ce!) 一 >》 loga — dz) 
k=l k=l 


x[n| 的 性 质 取 决 于 每 一 项 逆 变 换 组 合 的 性 质 。 

对 于 实 序列 ,4 为 实数 , 若 4 为 正 数 , 则 第 一 项 log(4) 一 般 只 对 *[0] 有 贡献 。 具 体 地 ( 见 
习题 13. 15) ,有 

+t[0] = log |A| (13.31) 

F 4 为 负数 , 则 要 确定 log(4) 项 对 复 倒 谱 的 贡献 是 比较 困难 的 。z 项 只 对 应 于 序列 xLn] 的 延迟 或 超 
前 。 若 r=0, 则 这 一 项 就 从 式 (13. 30) 中 消失 了 。 但 是 若 * 关 0, 则 无 卷 绕 相位 函数 argLX(e”*) ] 将 包 
含 一 个 斜率 为 r 的 线性 项 。 所 以 ,由 于 arg[X(e”)] 被 定义 为 wo 的 奇 周 期 函数 并 且 对 于 | w | <r 
是 连续 的 ,这 个 线性 相位 项 将 迫使 ag[X(Ce")] 在 w= + 处 不 连续 ,并 且 X(z) 在 单位 圆 上 将 不 再 
是 解析 的 。 虽 然 4 为 负数 且 ( 或 )r 关 0 的 情况 在 形式 上 是 可 以 容许 的 ,但 是 这 样 做 似乎 没有 什么 实 
际 的 优点 ,因为 若 令 形 如 式 (13. 29) 的 两 个 变换 相 乘 ,就 无 法 确定 A 或 上 的 每 个 分 量 贡献 究竟 有 多 
大 。 这 与 在 通常 的 线性 滤波 中 两 个 均 有 直流 电 平 的 信号 相 加 的 情况 相 类 似 。 因 此 ,在 实际 中 这 个 
问题 是 可 以 避免 的 ,只 要 确定 出 4 的 代数 符号 和 7 的 值 ,然后 改变 输入 使 其 z 变换 具有 如 下 形式 : 


Mi Mo 
|A| | [Ia -aD [0 — bs) 
Fie eS a o (13. 32) 


N; No 
[Ja — cz) [Ja — dz) 
k=1 k=1 


因此 , 式 (13. 30) 变 为 


M M, 


X(z) = log |A] + $ logd — arz™') + } log — bez) 
k=l k=1 
? m (13. 33) 
一 >》 log(l 一 cz — ,log(l = drz) 
k=l k=1 


除 已 经 讨论 过 的 log | A | 项 外 , 式 (13. 33) 中 的 其 他 所 有 各 项 都 有 log(1 - az!) Ail log( 1 - Bz) 的 形 
式 。 记 住 ,这 些 因 式 代表 在 收敛 域 ( 包 括 单位 圆 ) 内 的 = 变换 ,可 以 得 出 它们 的 寡 级 数 展开 式 


oo n 
=. Qo y 
logd —az7!) = — J = zg. Iz| > |e| (13. 34) 


n=] 


OO gn 
log -BD =- Ee. ie < 16" (13.35) 


n=1 


利用 以 上 两 式 可 以 看 出 ,对 于 2 变换 如 同 式 (13. 32) 的 信号 来 说 ,*[ nj] 的 一 般 形式 为 
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log |4|， n=0 (13. 36a) 
Mi a Ni cl! 
oo Seg Sie #0 (13. 36b) 
t+[n] = k=l k=l 
Mo p-n No jj—n 
b; d; 
0 
Dn Lor n< (13. 36c) 


应 当 注 意 ,对 于 有 限 长 序列 的 特 珠 情况 , 式 (13.36b) 和 式 (13.36c ) 中 的 第 二 项 将 消失 。 式 (13.36) 说 
明 复 倒 谱 具有 如 下 一 般 性 质 : 

性 质 1: 复 倒 谱 的 下 降 速度 至 少 像 1/ |n | 一 样 快 ,具体 地 ， 

lin] < c, 一 co <n < oo 

式 中 C 为 常数 ,a 等 于 |a, l, lb). le, | Mid, | PHRAO 

性 质 2; 即 使 *[n | 为 有 限 长 ,*Lz] 也 是 无 限 长 的 。 

MEN 3 49 x(n | SM, WX Ln | SE 

性 质 1 和 性 质 2 可 以 直接 由 式 (13. 36) 得 出 。 以 前 经 常 提 到 过 性 质 3, 它 的 根据 是 : 当 x[ nj 为 
实数 时 ,log | X (e) | 是 偶 函数 ,而 arg[X(e”)] 是 奇 函 数 ,因此 

X(e!”) = log |X(e!)| + jarglX(e!”)] 

的 逆 变 换 为 实数 。 为 了 根据 本 节 的 内 容 来 证 明 性 质 3, ER AE ln | ES Xz) ARS 
点 是 复 共 斩 对 。 因 此 ,对 于 式 (13.36) 中 的 每 个 形式 为 a/n 的 复数 项 必定 存在 一 个 复 共 斩 项 
(a` )"An, 所 以 它们 的 和 将 为 实数 。 


13. 5.2 最 小 相位 和 最 大 相位 序列 
正如 第 5 章 和 第 12 章 讨 论 过 的 ,最 小 相位 序列 是 一 个 因果 稳定 的 实 序列 ,其 z 变换 的 极点 和 


零点 均 在 单位 圆 内 。 注 意 ,logLX(z) ] 在 X(z) 的 极点 和 零点 处 均 有 奇异 点 。 因 为 要 求 logLX(z)] 
的 ROC 包括 单位 圆 以 使 +[n ] 为 稳定 的 ,还 因为 因果 序列 有 一 个 形式 为 m < | | 的 ROC, 所 以 可 以 得 


出 :车 当 n<0 En] =0, 则 log[X(z)] 在 单位 圆 上 或 单位 圆 外 可 以 没有 奇异 点 。 反 之 , 若 X(z) = 
log[X(z) ] 的 全 部 奇异 点 均 在 单位 圆 内 , 则 对 于 <0 有 3[n] =0。 因 为 X(z) 的 奇异 点 是 X(z) 的 极点 


和 零点 ,所 以 当 且 仅 当 X(z) 的 极点 和 零点 在 单位 圆 内 时 ,xL nj] 的 复 倒 谱 是 因果 的 (对 于 nn<0,x*[nj] = 
0)。 换 句 话 说 , 当 且 仅 当 x[Lnj 的 复 倒 谱 是 因果 的 ,xLn] 才 是 一 个 最 小 相位 序列 。 
对 于 指数 序列 或 有 限 长 序列 的 情况 ,通过 研究 式 (13. 36) 就 很 容易 看 出 这 一 点 。 显 然 , 若 所 有 


的 记 和 地 为 0, 即 没有 一 个 极点 或 零点 在 单位 圆 外 或 单位 圆 上 , 则 式 (13. 36c ) 中 的 各 项 均 为 0。 于 
是 , 复 倒 谱 的 另 一 个 性 质 为 

性 质 4: 当 且 仅 当 x[ 为 最 小 相位 , 即 半 (sz) 的 所 有 极点 和 零点 均 在 单位 圆 内 时 , n <0 时 的 复 
倒 谱 x[nj] =0。 

所 以 , 复 倒 谱 的 因果 性 等 效 于 最 小 相位 滞后 .最 小 群 延迟 和 最 小 能 量 延 迟 这 些 代表 最 小 相位 序 
列 特性 的 性 质 。 





D 实际 中 ,通常 处 理 有 限 长 信号 , 它 可 以 用 = 的 多 项 式 表 示 , 即 式 (13. 32) 的 分 子 。 在 很 多 情况 下 ,序列 可 能 几 百 JL 
点 长 。 对 于 这 些 序列 , 随 着 序列 长 度 的 增加 ,多 项 式 的 所 有 零点 几乎 都 在 单位 圆 附近 聚集 的 可 能 性 也 在 增加 ( Hughes and Ni- 
keghbali ,2005 ) 。 这 表明 ,对 于 长 的 有 限 长 序列 , 复 倒 谱 的 衰减 主要 取决 于 1/n。 
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例 13.1 最 小 相位 回 波 系 统 的 复 倒 谱 
倒 谱 的 概念 最 初 源 于 对 回 波 的 考虑 。 正 如 13.1 节 所 示 , 用 卷 积 表 示 含有 一 个 回 波 的 信号 
x[n] =o[n] x*p[nj], 其 中 
pin] = lal+ ebin = no] <> P@)= 14-027" (13. 37) 
P(z) 的 零点 位 于 了 =a Mer 若 |a| <1, 则 所 有 的 零点 将 位 于 单位 圆 内 。 在 这 种 情况 
下 ,p[m] 是 最 小 相位 系统 。 为 找 出 复 倒 谱 D[m] ,可 以 用 13.5.1 节 中 的 log[P(z)] 的 震级 数 序 
列 扩 展 , 得 ` 
P(z) = logll +az = 一 3 cer mo (13. 38) 
n=l 
之 后 有 
Pln| = st ye "Sin — mnol (13.39) 


m=1 
从 式 (13.39) 中 能 够 看 出 四 n] =0,n<0, la |<1, 这 正 是 最 小 相位 系统 需要 满足 的 条 件 。 更 进 
一 步 ,看 到 最 小 相位 回 波 系 统 复 倒 谱 的 非 零 值 出 现在 mm 的 正 整 数 倍 处 。 


最 大 相位 序列 是 其 所 有 的 极点 和 和 零点 均 在 单位 圆 外 的 稳定 序列 。 因 此 ， Bing 列 是 左边 


序列 ,并且 通过 类 似 的 论证 还 可 以 得 出 ,最 大 相位 序列 的 复 倒 谱 也 是 左边 序列 。 于 是 , 复 倒 谱 的 另 
一 个 性 质 是 

性 质 5: 当 且 仅 当 xLnj 为 最 大 相位 , 即 X(z) 的 所 有 极点 和 零点 均 在 单位 圆 外 时 ,n >0 时 的 复 
hän] =0。 

对 于 指数 序列 或 有 限 长 序列 ,很 容易 证 明 复 倒 谱 的 这 一 cule aia c 和 a, FJ 
为 0( 即 在 单位 圆 外 没有 极点 或 零点 ) , 则 式 (13. 36b) 表 明 对 于 >0 有 zx[ nj] = 


在 例 13.1 中 , 当 |a| <1; 即 当 回 波 小 于 直达 信和 号 时 ， ee 的 复 倒 谱 。 
若 |a | >1, 回 波 大 于 直达 信 korg P(z) =1+az“ 位 于 单位 圆 外 。 在 这 种 情况 下 , 回 
波 系统 是 最 大 相位 系统 ,PD 对 应 的 复 倒 谱 为 


ee Do 一 = sin +mno] (13. 40) 


m=] 
从 式 (13.40) 中 可 以 发 现 p[n] =0,n >0, |a |>1, 这 正 是 最 大 相位 系统 需 满 足 的 条 件 。 在 这 种 情 
况 下 可 以 看 到 ,最 大 相位 回 波 系统 复 倒 谱 的 非 零 值 出 现在 m 的 负 整数 倍 处 。 


13.5.3 ” 实 倒 谱 与 复 倒 谱 的 关系 


正如 13. 1 节 和 13. 2 节 讨 论 过 的 , 实 倒 谱 c,[ nj 的 传 里 叶 变 换 是 复 倒 谱 +*[n] 傅 里 叶 变 换 的 实 
部 ,相当 于 ,cL nj 对 应 于 x*[nj 的 偶数 部 分 。 即 
t[n] + [一 n] 


A = > (13.41) 


t[nj] 是 因果 的 , 即 x[ nj] 是 最 小 相位 的 , 则 式 (13.41) 是 可 道 的 ,等 效 地 ,*[n] 可 以 通过 对 cc[n] 
2 SAN ERB 具体 地 ， 
$in] = cxrlnléminln] (13. 42a) 


式 中 ， 





中 Plz) =z "0(a+z0) 在 z=0 处 有 m 个 极点 ,在 计算 pln] HY 
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2, n>O0 
Emin\n) = 2u[n| — §|n] = l; n=O ( 13. 42b) 
0. n< 
xR (13. 42) 和 图 13. 2 JR AS ASHE PLE IH TA x[m] 是 最 小 相位 ,如 何 通过 倒 谱 和 单独 从 对 数 幅 值 
得 到 复 倒 谱 。 
Xinle) Fminl”] 














memg E 


X pe") = log |X(e)| minfa] 


傅 里 叶 变换 


图 13.2 最 小 相位 信和 号 的 复 倒 谱 定 义 
在 下 面 的 例子 中 ,将 就 例 13. 1 中 的 最 小 相位 回 波 系统 说 明 式 (13.41) 和 式 (13. 42a)， 


例 13.2 最 小 相位 回 波 系统 的 倒 谱 
考虑 例 13. 1 中 式 (13. 39) 给 出 的 最 小 相位 回 波 系 统 的 复 倒 谱 ， 由 式 (13.41) 可 知 ,最 小 
相位 回 波 系 统 的 实 倒 谱 为 


cpln| = The pee “In —mno| 
m=1 
(13. 43) 
Me yn a- n — mno] 
m=1 
因为 6[ -n] =6[n], 式 (13.43) 可 以 写成 更 紧凑 的 形式 
90 m 
cplnl= Deo (ln — mnol + d[n + mnol) (13. 44) 
同样 注意 , 若 c,[n] HA(13.44) 而 €,,, [2] BA(13.42b) SH, BRA Lanla] [na] 


式 (13.39) 中 的 BP[n] 
13.6 复 倒 谱 的 计算 


复 倒 谱 的 应 用 ,需要 提出 由 采样 信号 求 出 复 倒 谱 FENER TEE ANHEE. 在 前 面 的 讨论 中 
均 隐 含 着 输入 信和 号 傅 里 叶 变 换 的 复 对 数 满足 唯一 性 和 连续 性 的 假设 。 如 果 用 以 上 所 得 出 的 数学 表 
达 式 作为 计算 复 倒 谱 的 基础 ,或 等 效 地 作为 实现 系统 D.[， ] 的 基础 ,那么 还 必须 处 理 计算 传 里 叶 
变换 和 复 对 数 的 问题 。 

借助 于 侍 里 叶 变 换 , 系 统 DL + ] 可 以 用 下 列 方程 表示 : 


CO 
KX(ei®)= Y xine i” (13. 45a) 
n=—Oo 
X(e!”) = log[X (ei®)] (13. 45b) 
a 1 E a jw wr 
In] = a (ej)ejon dw (13. 45c) 


这 些 方 程 对 应 于 图 13. 3 所 示 的 三 个 系统 的 级 联 。 
在 数值 计算 复 倒 谱 中 , 仅 限 于 有 限 输入 序列 ,而 且 也 只 能 在 有 限 频 率 点 上 计算 傅 里 叶 变 换 。 这 
就 是 说 ,必须 使 用 DFT 而 不 是 DTFT。 因此 ,可 用 如 下 可 实现 的 算式 来 代替 式 (13. 45) ) : 
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N-1 








X[k] = X(e!”) = D x[n]e 7} /Nn (13. 46a) 
w=(27/N )k n=0 
X[k] = loglX(e!)]] he (13. 46b) 
w=(2n/N)k 
N-I 
pln] = >> Rike rn (13. 46c) 
N o 


-1 






xfa] 1 


(ARE HER i > ti 





Se 


图 13.3 实现 复 倒 谱 忆 .| | 计算 的 三 级 级 联系 统 
图 13.4(a) 绘 出 了 这 些 运算 ,而 实现 道 系统 所 对 应 的 运算 绘 于 图 13.4(b) 中 





图 13.4 利用 DFT 的 近似 实现 框图 。(a) D.[ + ];(b) DI'L] 
由 于 式 (13.46b) 中 X[k] 是 XX(e*) 的 采样 ,根据 8.4 节 所 讨论 的 ,%[n] 是 [nj] 的 时 间 混 释 , 即 


tln]= $. tlnt+rN] (13.47) 


但 是 从 13. 5 节 的 性 质 1 中 注意 到 ,*[n] 的 衰减 比 指数 序列 快 得 多 ,因此 可 以 预计 到 , 随 着 w 的 增 
m 近似 程度 会 越 来 越 好 。 通 过 给 输入 序列 补 零 的 方法 一 般 可 以 增加 傅 里 叶 变换 的 复 对 数 的 采样 
,这 样 , 在 复 倒 谱 的 计算 中 就 不 会 出 现 严重 的 时 间 混 又。 


13.6.1 相位 无 卷 绕 


式 (13.46b) 给 出 的 X(ei ) 的 采样 是 对 log | XX(e*) | 和 arg[X(e*)] 的 采样 。 在 满足 一 定 采 样 率 
的 情况 下 ,log |X(e*) | 的 采样 可 以 通过 计算 *[n] 补 零 后 的 DFT 得 到 。ARG[X(e") ] 的 采样 , 即 以 
2T 为 模 的 相位 计算 可 以 对 X(e” ) 的 采样 使 用 大 多 数 高 级 计算 机 里 都 有 的 标准 反正 切 程序 得 到 。 但 
是 ,为 求 得 复 倒 谱 或 它 的 混 秋 形式 x, [0] ,要 求 对 arg[X(Ce”)] 无 卷 绕 相位 的 采样 。 因 此 ,无 卷 绕 相位 
的 有 效 算法 是 通过 对 以 2 为 模 的 相位 采样 得 到 无 卷 绕 相位 的 采样 ， 这 成 为 计算 复 倒 谱 的 重要 算法 。 
为 了 说 明 这 个 算法 ,考虑 一 一 个 有 限 长 因果 输入 序 列 , 它 的 傅 里 叶 变 换 是 
X(eij”) = J xja io" 


n=() 
(13. 48) 


Mi Mo 
z Ae 一 jwMo [la aye i”) [la — bel”) 
k=1 k=l 
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式 中 , | a, | Al |b, | 小 于 1,M=M,+M,4 为 正 数 。 图 13.5(a) 中 给 出 了 这 种 形式 的 一 个 序列 的 连 
续 相 位 曲线 。 黑 点 表示 在 w, = (2m/N) 处 的 样本 值 。 图 13.5(b) 绘 出 了 主 值 及 其 由 输入 序列 的 
DFT 计算 出 的 样本 值 。 有 一 种 计算 无 卷 绕 主 值 相位 的 方法 是 根据 如 下 关系 式 : 

arg(X[k]) = ARG(X[k]) + 27r[k] (13. 49) 
Hp r[ k RRR, FH EE EER w, = (2k/N) Sho EIE 2m 的 适当 倍数 的 值 。 图 13.5 (0) 
示 从 图 13.5(b) 得 到 图 13. 5( a) 所 要 求 的 2mr[ k E. AATE T H ARGC A |) 计算 Lk] 的 如 
下 算法 ,起 始 令 rL0] =0: 
(1) # ARG(X[k]) -ARG(X[k-1]) >2a-e,,W r[k] = r[k-1]-1; 
(2) # ARG(X[k]) - ARG(X[k-1]) < -( 20-e,) WW r[k] =r[k-1] +1; 
(3) AW r[k] =r[k-1]; 
(4) 41l<k<N/2 时 ,重复 步骤 (1) 一 (3) 。 

r[ 上 确定 后 ,可 以 用 式 (13.49) 计 算 当 0<h<N/2 时 的 arg(X[k])。 在 这 一 步 中 ,由 于 式 (13. 48) 
中 的 e “这 一 因子 ,arg(XLE] ) 将 包含 一 个 很 大 的 线性 相位 分 量 。 这 可 以 通过 对 0<k <N/2 区 间 无 
卷 绕 相位 加 上 27kM,AN 去 除 。 利 用 对 称 性 就 可 以 得 出 当 M2 <k<N -1 时 arg(XLk]) 的 值 。 最 终 ， 
arg(X[N/2]) =0, 

如 果 arg(X[k] ) 的 样本 靠 得 足 够 近 以 至 于 可 以 检测 间断 点 , 则 上 述 算法 效果 良好 。 参 数 e, 是 考 
虑 到 主 值 相位 临近 样本 间 差 值 的 大 小 总 是 小 于 2 时 所 设 的 一 个 容 限 。 若 se 太 大 , 则 会 给 出 并 不 存 
在 的 间断 点 。 若 se, 太 小 , 则 该 算法 将 会 丢失 落 在 迅速 变化 的 无 卷 绕 相位 函数 arg[X(e”*)] 的 两 个 相 


确 计算 arg(X[k])。 如 果 arg[X(e”) ] 变 化 迅速 , 则 可 以 预计 *[n] 衰 减 得 没有 当 arg[X(e”*)] 变 化 较 
慢 时 来 得 那样 快 。 因 此 ,对 于 迅速 变化 的 相位 ,xLn] 的 混 秋 是 一 个 较 大 的 问题 。 增 加 NN 的 值 就 减 小 了 
复 倒 谱 的 混 秋 ,而 且 也 就 增 大 了 能 够 使 X[k] 的 相位 无 卷 绕 的 可 能 性 。 
arg(X[k]) 

ARG(X[k]) 


ES SV SL) | | EH CE 
N/2 











图 13.5 (a) arg[XCe”)] 的 样本 ;(b) (a) 部 分 的 主 值 ; 
(c) 由 ARG 得 出 arg 所 需 的 校正 序列 


在 实际 情况 下 ,由 于 不 可 能 或 做 不 到 取 足 够 大 的 N 值 ,所 以 上 面 提出 的 简单 算法 会 失效 。 往 
往 对 于 一 个 给 定 NN 值 的 混 琶 是 可 以 接受 的 ,但 是 不 可 能 可 靠 地 检测 出 主 值 间 断 点 。 特 里 博 利 特 
( Tribolet ,1977 ,1979 ) 提出 了 一 种 修正 算法 ,该 算法 同时 利用 相位 的 主 值 和 相位 的 导数 来 计算 无 卷 
绕 的 相位 。 同 上 面 一 样 , 式 (13.49 ) 给 出 在 频率 w, = (2wAN)k 处 一 组 容许 的 值 ,并 且 力 图 确定 
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r[k]。 假 设 已 知 在 所 有 不 值 处 相位 的 导数 
ar8 (XIK]) = Z arg X (ei®)] EEN 
(计算 这 些 相 位 导数 的 样本 的 方法 将 在 13. 6. 2 节 中 推导 。) 为 了 计算 arg( X[k] ) ,现在 进一步 假定 
arg(X[ 上 -1]) 是 已 知 的 。 这 样 arg(XTA] ) 的 估计 arg(X[k] ) 定 义 为 
arg(X[k]) = arg(X[k — 1]) + SL (arg! (X1KD) + arg’(X[k — 1])} (13. 50) 


计算 相位 导数 的 样本 进行 梯形 数值 积分 就 可 得 到 式 (13. 50) 。 如 果 对 于 某 个 e, 值 ,存在 一 个 整数 
rl 使 得 
|arg(X[k]) — ARG(X[k]) — 2ar[k]| < sz < 7 (13. 51) 

就 称 这 个 估计 是 一 致 的 。 很 显然 , 随 着 数值 积分 步 长 Aow 的 减 小 ,估计 值 会 得 到 改善 。 首 先 ,如 同 
由 DFT 所 给 出 的 , 取 Aw =2mZN。 如 果 某 一 整数 r[ 有 不 能 满足 式 (13.51), 则 Aw 的 取 值 减 半 ,并 
且 用 这 一 新 步 长 计算 arg( X[k] 的 新 估计 值 。 然 后 用 新 的 估计 值 来 计算 式 (13. 51 ) 。 利 用 数值 积 
分 越 来 越 精确 地 计算 arg( X[k] ) 的 估计 值 , 直 到 存在 某 一 整数 r[ 杂 能 够 满足 式 (13.51 ) 为 止 。 最 
后 ,在 式 (13. 49 ) 中 使 用 所 得 到 的 r[ 招来 计算 arg(X[k])。 算 出 之 后 ,利用 这 个 无 卷 绕 的 相位 来 计 
算 arg(X[k+1]) ,以 此 类 推 . 

另 一 种 用 于 有 限 长 序列 的 相位 解 卷 绕 方 法 基于 有 限 长 序列 的 z 变换 是 有 限 阶 多 项 式 ,为 此 可 
看 作 是 一 阶 因 式 的 乘积 组 成 这 一 事实 。 对 于 每 一 个 因 式 ,ARG[X(e*)] 和 arg[X(e”*)] 是 相等 的 ， 
即 每 个 单 因 式 的 相位 是 不 需要 解 卷 绕 的 。 更 进一步 , 单 因 式 乘积 的 解 卷 绕 相位 等 于 单 因 式 解 卷 绕 
相位 之 和 。 因 此 ,通过 将 长 度 为 N 的 有 限 长 序列 看 作 N 阶 多 项 式 , 并 通过 将 多 项 式 一 阶 分 解 为 它 
的 一 阶 因 式 i, 解 卷 绕 相位 将 能 够 将 容易 计算 出 。 对 于 小 的 入 值 ,可 以 运用 传统 的 多 项 式 求 根 运 
算 。 对 于 大 的 入 值 ,Sitton et al. (2003) 已 经 开发 了 有 效 的 算法 ,并 已 通过 了 数 百 万 阶 的 多 项 式 的 验 
证 。 但 算法 失效 的 情况 同样 存在 ,特别 是 对 于 辨别 离 单 位 圆 较 远 的 根 时 。 

前 面 的 讨论 简要 介绍 了 几 种 获得 无 卷 绕 相位 的 算法 。Karam and Oppenheim (2007 ) 同样 提出 ， 
联合 这 些 算 法 以 获取 它们 各 方面 的 优势 - 

其 他 从 采样 输入 x[ nj] 计算 复 倒 谱 的 问题 涉及 线性 相位 项 arg[LX(e*) | 和 全 比例 因子 4 的 符号 。 
在 关于 复 倒 谱 的 定义 中 ,arg[X(e”)] 需 要 是 连续 的 , 奇 的 ,并 且 以 w 为 周期 的 。 为 此 ,4 的 符号 必须 为 
正 ,着 为 负 , 则 在 w=0 处 将 出 现 相 位 的 不 连续 。 另 外 ,arg[X(e”)] 不 能 包含 线性 项 ,因为 这 将 强制 
w= 处 非 连续 。 考 虑 一 个 长 度 为 M+1 的 有 限 长 因果 序列 。 对 应 的 z 变换 为 式 (13.29) N, =N; =0, 
M=M, +M, 的 形式 。 同 样 ,因为 xLn] =0,n<0, 因 此 r= -Mos 那么 , 传 里 叶 变换 的 形式 为 

M 
X(e!®) = So xin le jon 


n=0 


Mi Mo 
= Ae Joo [Ja — age !”) [la — bye!) 
k=l k=l 


其 中 |a | Al |b, | 小 于 1。4 的 符号 容易 确定 ,因为 它 相 当 于 X(e*) 在 w=0 的 符号 ,其 是 所 有 输 
入 序列 项 的 和 ,容易 获得 。 
13.6.2 计算 复 倒 谱 用 对 数 导数 的 实现 

可 以 推导 出 以 对 数 的 导数 为 基础 的 一 种 数学 表示 ,作为 用 显 式 计算 复 对 数 的 另 一 种 方法 。 对 
于 实 序列 ,X(e*) 的 导数 可 以 用 等 效 形式 表示 为 


(13. 52) 
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/si d A : 
X'(el”) = dxe) = a log |X(e!)| + j —arg[X(e!”)] (13. 53a) 
dw dw dw 
和 
S 3 X'(e!”) 
X'(ei”) = “53 
(e“) Xie) (13. 53b) 
SUH RCS" RRI w 求 导数 。 因 为 xLnj] 的 DTFT 为 
CO 
Xe) = 》 xlnje io (13. 54) 
1 一 一 Co 
所 以 它 对 o 的 导数 为 
CC 
X'e) = ,jnxln)e (13. 55) 
n=—0o 


也 就 是 说 ,X'(e*) 是 -jnx[n] 的 DTFT。 REX’ (e”) JE -jln lE em, AE, etn <0, 
x[n] 可 以 由 下 式 确定 : 





aj i X'i”) 
2nnj Jy X(ei®) 


x[0] 的 值 可 以 由 X(e“) 幅 值 的 对 数 来 确定 ,为 


1 fx 
$10] = — | log |X (ei) |deo (13.57) 
2m Jx 


I ( 13. 54) FISK (13.57) AF x[n] F n x| n] AY DTFT 来 表示 复 倒 谱 ,因此 没有 明显 涉及 无 卷 绕 
的 相位 。 对 于 有 限 长 序列 ,可 以 用 DFT 计算 这 些 变换 ,由 此 可 以 得 出 相应 方程 


"day, n#0 (13. 56) 


&[n| = 











N-I 
XIk] = 》 xpi] iON" — X(ei®) (13. 58a) 
n=0 w=(2n/N)k 
Xik= =] > nx[nJe~!2n/N)kn 一 X'(ei®) (13. 58b) 
n=0 w=(2n /N)k 
N-1 / 
NY 1 X'Ikj j or/Nyki 
apl] = 一 AN a me, l<n<N-1 (13. 58c) 
k=0 
1 N-1 
£gp101 = | 2 log |XTk]| (13. 58d) 


式 中 下 标 d 表示 使 用 对 数 导数 ,下 标 p 提醒 DFT 计算 中 固有 的 周期 性 。 由 于 利用 了 式 (13.58) ,可 
以 避免 计算 复 对 数 的 问题 ,但 是 因为 


1 
fap [n] = = >》 (n+rN)kIn+rN], n £0 (13. 59) 


AAS Or HEME ERUERA. PRL ABLE OR REAA EEE h K YLT 
TPB APSR EY N 值 , 式 (13.46c) 中 的 总 [ma] 比 式 (13.58c) 中 的 2[m] 更 好 地 逼近 #[m] 。 
13.6.3 最 小 相位 序列 的 最 小 相位 实现 


在 最 小 相位 输入 的 特殊 情况 下 ,简化 的 数学 表示 如 图 13.2 所 示 。 已 使 用 DFT 为 基础 代替 
图 13.2 中 的 傅 里 叶 变换 ,可 以 由 下 式 实 现 : 


第 13 章 ” 倒 谱 分 析 和 同 态 解 卷 积 703 


X[k] = > yije AMn (13. 60a) 
pe 
expla] = = 2 log IXIk]lei /NW (13. 60b) 
人 0 
在 这 种 情况 下 倒 谱 是 有 混合 的 , 即 
cxpln] = cxrlnt+rN] (13.61) 


根据 图 13.2 ,为 了 由 cyw[ nj] 计算 复 倒 谱 , 可 以 写 出 


crxplnl, n=0, N/2 
Xop[n] = $ 2crpln], 1 <n <N/2 (13.62) 
0, N/2<n<N-1 
WH oln] #x,[n] ANE xin TRB AEBS AE x(n] A ARB oP. RE a, 
当 NN 很 大 时 ,可 以 预计 在 有 限 区 间 0<n<N/2 上 ,zw[z] 是 xz[z] 的 合理 逼近 。 同 样 地 , 若 x[m] 是 
最 大 相位 , 则 复 倒 谱 的 近似 值 可 以 由 下 式 求 得 : 
cxpln], n=0, N/2 
eplin] = 4 0, l<n<WN/2 (13. 63) 
2crwp[n], N/2<n<N-1 


13.6.4 最 小 最 大 相位 序列 复 倒 谱 的 递归 算法 


对 于 最 小 相位 序列 ,可 以 将 差分 方程 式 (13. 26) 重 新 安排 而 得 到 x[ nj 的 递 推 公式 。 因 为 对 于 
最 小 相位 序列 , 当 n<0 时 ,同时 有 x*[n] =0 和 x[n]=0, 所 以 式 (13.26) 为 


n 


x[n] = >, (=) &[k]x[n — k]. n>0 





k=0 
= stno + 5° (É) teist 一 pia 
k=0 
此 式 为 最 小 相位 信号 的 D | | ASHE. 求解 *[n] 得 到 递 推 式 
0. n<=0 
fm] = ed, A (13.65) 


k=0 
假设 x[0] >0,*[0] 的 值 为 (见习 题 13. 15 ) 
£[0] = log(|A|) = log(|x{0]|) (13. 66) 
因此 ,对 于 最 小 相位 信号 , 式 (13. 65) 和 式 (13. 66 ) 构 成 一 个 复 倒 谱 计 算式 。 由 式 (13. 65) 还 可 以 看 
出 计算 式 对 于 最 小 相位 输入 是 因果 的 , 即 在 zw 时 刻 的 输出 只 取决 于 n<n 时 的 输入 ,其 中 是 任意 
的 (见习 题 13.20)。 类 似 地 , 式 (13. 64) 和 式 (13. 66) 表示 最 小 相位 序列 的 复 倒 谱 计算 式 。 
对 于 最 大 相位 信和 号, 当 n>0 时 x*[n] =0 且 x[n] =0。 因 此 ,在 这 种 情况 下 , 式 (13. 26) 成 为 
0 


x[n] = >» (£) £[k]x[n — k], n<0 


k=n 


6 (13. 67) 


=fIn]jx[0]+ >> (5) £[k]x[n — k] 


k=n+1 
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求解 x[nj] ,有 
0 7 a? 
Wi (ij a n <0 
ging | EE <10| (13. 68) 
log(x[0]), n=0 
0. n>0 


IR ( 13. 68) 和 式 (13. 67 ) 用 于 求解 最 大 相位 序列 的 复 倒 谱 及 其 逆 特 征 系统 的 卷 积 。 

为 此 可 以 看 到 ,在 最 小 相位 ,最 大 相位 序列 的 情况 中 ,同样 有 式 (13. 64) 一 式 (13. 68 ) 的 递 推 公 
式 作 为 特征 系统 和 它 的 逆 的 可 能 实现 方式 。 当 输入 序列 非常 短 或 当 仅 需要 复 倒 谱 的 几 个 样本 值 
时 ,这 些 式 子 是 非常 有 用 的 。 当 然 , 这 些 公 式 中 不 存在 混合 误差 。 


13.6.5 使 用 指数 加 权 


对 一 个 序列 进行 指数 加 权 ,可 用 来 避免 或 减少 在 计算 复 倒 谱 时 所 遇 到 的 问题 。 序 列 xL nj] 的 指 
数 加 权 定 义 为 
wln] = oa"x[n] (13.69) 
对 应 的 z 变换 为 
W(z) = X (a'z) (13. 70) 
WMR X(z) AY ROC Here < |z| <r, WU W(z) AY ROC H lalre< |z| < |aln, 并 且 X(z) 的 极点 和 
零点 沿 径 向 移动 | a | 倍 ;也 就 是 说 , 若 z 是 X(z) 的 一 个 极点 或 零点 , 则 za 是 对 应 的 Wz) 的 极点 
指数 加 权 的 一 个 重要 性 质 是 可 与 卷 积 互 易 。 也 就 是 说 ,x[n] =x,[n] *x,[n] Hw[n] = 
a"x[Lnj, 则 


W(z) = X(a ls) = Xi (lz) Xaa!) (13.71) 
因此 
win] = (a"x,[n]) * (a x2[n]) 
NE. (13.72) 
= wila] * w2[n] 

这 样 , 在 计算 复 倒 谱 时 ,如 果 X(z) =X, (2)X,(z) , Wl 

W(z) = log[W (z)] 
(13.73) 


= log[ W1(z)] + log[ W2(z)] 


指数 加 权 可 以 多 种 方式 用 于 倒 谱 计 算 。 例 如 ,在 计算 复 倒 谱 时 ,对 于 X(z) 在 单位 圆 上 的 极点 

或 零点 要 特别 小 心 。 可 以 证 明 ( Carslaw,1952) ,因子 log(1 -ee ) 的 傅 里 叶 级 数 为 
log(1 — ei%e-io) = os a i (13.74) 

因此 ,该 项 对 复 倒 谱 的 贡献 是 (ew/n)u[ln -1]。 但 是 ,对 数 幅度 是 无 限 的 ,而 相位 是 不 连续 的 , 它 
TE w =O AA m 弧度 的 跳 变 。 这 就 出 现 了 总 想 避 免 的 计算 上 的 明显 困难 。 由 于 0 <a <1 的 指数 加 
权 , 所 有 的 极点 和 零点 就 会 沿 径 向 向 内 移动 。 因 此 ,在 单位 圆 上 的 极点 或 零点 将 会 移动 到 单位 
AA. 

作为 男 外 一 个 例子 ,考虑 一 个 非 最 小 相位 的 信号 xLn] 。 如 果 选 取 a 使 得 | zssa | <1, 其 中 ze 
表示 模 最 大 的 零点 的 位 置 , 则 指数 加 权 后 的 信号 wln] =a"x[n] 就 可 以 转变 为 一 个 最 小 相位 序列 。 
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13.7 多 项 式 求 根 法 计算 复 倒 谱 


13. 6. 1 节 讨论 了 对 于 有 限 长 序列 ,其 2 变换 为 有 限 阶 多 项 式 的 情况 ,可 以 将 其 扩展 为 , 若 z 变 
换 为 有 限 阶 多 项 式 ,通过 对 各 因子 的 无 卷 绕 相位 求 和 可 以 实现 完全 无 相位 卷 绕 。 如 果 多 项 式 通过 
多 项 式 求 根 算法 分 解 为 它 的 一 阶 项 ,那么 各 因子 的 解 卷 绕 相位 易于 解析 给 出 。 用 同样 的 方法 ,通过 
多 项 式 的 一 阶 因 式 分 解 ,并 将 各 因 式 的 复 倒 谱 相 加 ,可 获得 有 限 长 序列 的 复 倒 谱 。 

13.5. 1 节 提出 了 基本 的 方法 。 若 序列 *[n] 为 有 限 长 度 ,可 获得 的 采样 信号 正 是 这 种 情况 , 屠 
LERF 的 = 变换 形式 为 


M 
X(z) = > aja” (13. 75) 
n=0 
REER M 阶 z ”多 项 式 能 够 表示 为 
Mi Mao 
X (2) = x10] [ [0 an [JQ - bn (13. 76) 


m=) m=!) 


其 中 , 量 a 是 位 于 单位 圆 内 的 零点 , 量 6 是 位 于 单位 圆 外 的 零点 ; 即 | a | <1 ,| 5, | <1。 假设 没 


有 零点 精确 地 位 于 单位 圆 上 。 若 将 式 (13. 76) 右 边 的 因 式 提出 一 个 -5% z 项 ,那么 方程 可 表示 为 
Mi Ma 
X (2) = Az” [ [0 -— am) [ [0 - mz) (13. 77a) 
m=1 m=1 
其 中 ， 
Ma 
A = x101. [| br! (13. 77b) 


m= 
该 表达 式 可 通过 多 项 式 求 根 公式 找到 分 别 位 于 单位 圆 内 、 外 的 零点 a,, 和 1/6, 计算 获得 ,因为 多 项 
式 的 系数 是 序列 x[m]- 
如 式 (13.77a) 和 式 (13.77b) 中 给 出 = 变换 多 项 式 的 数值 表示 , 复 倒 谱 序列 的 数值 可 由 
式 (13. 36a) 一 式 (13. 36c) 计算 获得 , 即 


log |A], n=0 
Mj a! 
= 5 m n>0 
&[n] = mea (13.78) 


Mo p 
m 

> 一 一 . n<0 
n 


4A <O,iK LT A FSP RAM, 一 起 分 开 记 录 。 根 据 该 信息 和 3[n] ,获得 了 需 
要 重 构 原 始 信号 x[n] 的 所 有 信息 。 确实 ,13. 8.2 节 将 会 给 出 ,原则 上 ,x[n] 可 仅 由 zx[n] 的 M+1 = 
M, +M, +1 的 采样 递归 的 求解 获得 . 

当 MM=M,+ MM; 较 小 时 ,该 计算 方法 是 特别 有 用 的 ,但 它 不 限于 小 M 的 情况 。Steiglitz and Dick- 
inson (1982) 首先 提出 该 方法 并 报道 了 成 功 求解 M =256 阶 的 多 项 式 的 根 , 它 是 被 当时 实际 可 以 运 
用 的 计算 资源 强制 限制 住 的 。 根 据 Sitton et al. (2003) 的 多 项 式 求 根 公式 , 超 长 序列 的 复 倒 谱 能 够 





”或 许 不 是 那么 让 人 惊异 ,多 项 式 的 根 很 少 精确 位 于 单位 圆 上 ，。 一 旦 出 现 这 种 情况 ,可 通过 13. 6. 5 节 中 所 表述 的 ,通过 
指数 加 权 将 这 些 根 移 除 。 
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正 被 正确 计算 出 来 。 事实 上 ,该 方法 的 优点 是 不 存在 混 生 和 与 相位 解 卷 绕 相关 的 不 确定 性 。 


13.8 ”基于 复 倒 谱 的 解 卷 积 


服从 广义 县 加 原理 的 复 倒 谱 乙 ,[ | 在 同 态 系统 理论 中 起 着 重要 作用 ( Oppenheim,1964,1967， 
1969a,Schafer,1969 和 Oppenheim ,Schafer and Stockham,1968)。 由 于 其 具有 把 卷 积 转换 为 加 和 的 
特殊 性 质 ,在 卷 积 信号 的 同 态 滤波 中 D, [ ] 被 称 为 卷 积 的 特征 系统 。 为 了 说 明 ,假设 
xin] = xiln| * xala] (13.79) 
因此 ,相应 的 z 变换 为 
X (z) = X1(z): Xz(z) (13. 80) 
如 果 复 对 数 按照 在 复 倒 谱 的 定义 计算 ,那么 
X(z) = log X(z)] = log[X1(z)] + log X2(z)] 


= Å z) + X2(z) (13.81) 
这 表明 复 倒 谱 为 
ŝin] = Ds[xi [n] * x2[n]] = ŝi [n] + fal] (13. 82) 
相应 地 ,如 果 Pln] =y,[n] ty.[n] ,那么 DT 和 [al+ 和 [ma] =F,[n] * 久 [nn]。 如 果 倒 谱 分 量 
全 [站 和 名 [四 具有 不 同 的 频率 范围 ,那么 复 个 谱 中 可 以 使 用 线性 滤波 去 除 m[n] 或 [xj]。 如 果 


接 下 来 通过 道 系统 忆 : | ] 进 行 变 换 , 相 应 的 分 量 将 会 在 输出 端 被 去 除 。 图 13. 6 显示 了 分 离 卷 积 信 A 
号 ( 解 卷 积 ) E, HEP L ] 为 线性 系统 (尽管 不 要 求 时 不 变 ) 。 图 13.6 中 系统 的 输入 和 输出 分 
量 的 * 号 和 + 号 表明 框 网 中 各 部 分 的 至 加 运算 。 图 13.6 是 将 卷 积 作为 组 合 (combining ) 信号 的 运 
算 且 满足 广义 县 加 原理 的 一 类 系统 的 一 般 表 示 。 这 类 系统 只 在 线性 部 分 LL | 处 不 同 。 





图 13.6 将 卷 积 作为 输入 和 输出 运算 的 同 态 系统 的 规范 形式 


下 面 章节 将 说 明 复 倒 谱 分 析 如 何 应 用 于 将 信号 分 解 为 最 小 相位 的 卷 积 和 全 通 分 量 或 最 大 相位 
分 量 的 特殊 的 解 卷 积 问题 。 在 13. 9 节 中 揭示 了 如 何 使 用 倒 谱 分 析 对 与 冲 激 序列 卷 积 的 信号 进行 
解 卷 积 ,比如 ,多 通道 环境 的 理想 化 -. 在 13. 10 节 中 ,使 用 更 普遍 的 例子 说 明 复 倒 谱 分 析 如 何 成 功 
用 于 语音 信号 处 理 。 


13. 8. 1 最 小 相位 /全 通 同 态 解 卷 积 


复 倒 谱 存 在 的 任意 序列 x[ nj] 可 以 用 一 个 最 小 相位 序列 和 一 个 全 通 序 列表 示 
xin] = xminln] * xapln] (13.83) 

FOP tain | | 和 xw[z] 分 别 表示 最 小 相位 和 全 通 分 量 。 

如 果 x[ nj] 不 是 最 小 相位 ,那么 图 13. 2 所 示 的 输入 为 x[n] 且 由 式 (13.42b) 给 出 Canl] A 
统 可 产生 最 小 相位 的 复 倒 谱 , 该 序列 傅 里 叶 变 换 的 幅度 与 xLn] 相 同 。 如 果 enla] =f%,[l -n], 输 
出 将 为 和 xf[zj 具 有 相同 傅 里 叶 变换 幅度 的 最 大 相位 序列 的 复 倒 谱 。 

通过 图 13. 2 的 处 理 , 可 以 得 到 式 (13. 83) 中 序列 x,L nj] 的 复 倒 谱 x,, [Ln]。 复 倒 谱 xX,,[n] 可 
以 通过 从 x[n] 中 减 去 xz,[Ln] 的 方法 得 到 , 即 
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aplan] = ln] — fminln] 
FT RH ain] AM xy, [2] AT x, Le] AM, [2] BEAT D7 变换 。 
虽然 以 上 提出 的 求 取 x,,[n] 和 x,,[n] 的 方法 在 理论 上 是 正确 的 ,但 是 在 实现 中 仍 需 要 明确 求 
出 复 倒 谱 x[n]。 如 果 只 对 求 出 x,[n] 和 x [nj 感 兴趣 , 则 可 以 避免 复 倒 谱 的 计算 ,并 且 不 需要 与 
之 相 联 系 的 相位 解 卷 绕 。 基 本 思路 体现 在 图 13.7 所 示 的 框图 中 。 这 个 系统 以 下 式 为 基础 : 
X (ei®) 


Sa 13. 842 
X min (ce!) ( 和 


Xap = 


人 min [a] 





X mine 1) X min ( e a) Xmin ln | 










Xo [7] 






图 13.7 使 用 倒 谱 将 一 个 序列 分 解 为 最 小 相位 分 量 和 全 通 分 量 


因此 ,Xw(e”) 的 幅度 是 


j |X(e!®)| 
Xap (P) = ————_ = 1 3. 
| ap | IX min (€2)| ( l 84b) 


并 且 

LX ap (e!%) = LX (612) — LX min (€f?) (13. 84c) 
因为 x,Ln] 是 作为 e““… (|X,(e*) | = 1) RRE aah Bs ie TAR HY J i a ke nH 
TE 2m 的 整数 倍 以 内 , 式 (13.84c) 中 的 每 一 个 相位 函数 的 值 。 虽 然 作 为 图 13.7 中 所 指明 方法 的 一 
个 必然 结果 , ZX, (e”*) = Im | a (e”)| 将 是 无 卷 绕 的 相位 函数 ,但 是 和 X(e”) 可 以 25 为 模 来 
计算 。 
13.8.2 最 小 相位 /最 大 相位 同 态 解 卷 积 


一 个 序列 可 以 表示 为 最 小 相位 序列 和 最 大 相位 序列 的 卷 积 形式 


xin] = xmnln] * Xmxln] (13. 85) 
式 中 ,x Ln] 和 x,L nj] 分 别 表示 最 小 相位 和 最 大 相位 分 量 D。 在 这 种 情况 下 ,相应 的 复 倒 谱 为 
£[n| = mln] + mx fr] (13. 86) 
为 将 x, Ln] All x, [nxn] PERE , ALE Smal] A 
fmnln] = Eml len] (13. 87a) 
AF, 
tmnln] = uln] (13. 87b) 
FEW Hb, MAE x, [Ln] 为 
fmx[n] = mx (ne In] (13. 88a) 


式 中 ， 





D ”一般 , 式 (13.85 ) 的 最 小 相位 分 量 zw[ nj] 和 式 (13. 83 ) 中 的 sww[z] 不 同 
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Emxln] = ul—n — 1] (13. 88b) 
显然 ,x,,ln] 和 xa[n] 可 以 作为 逆 特 征 系统 DT ] 的 输出 分 别 由 [rn] 各 [nj 求 出 。 式 (13. 85) 
的 分 解 所 需要 的 运算 如 图 13. 8 所 示 。 这 种 方法 已 由 Barnwell(1986 ) 用 于 滤波 需 组 的 设计 中 ,他 把 一 
个 序列 因 式 分 解 为 最 小 相位 部 分 和 最 大 相位 部 分 。 注 意 ,已 任意 地 把 x[0] 的 所 有 值 赋 给 xw[0] , 同 
时 令 x [0] =0。 很 明显 ,总 的 要 求 是 ,10] +w [0] =x[0] ,所 以 也 可 以 有 其 他 组 合 。 






( mn [7 | 


Tnxl[n] 





lmla] 


图 13.8 使 用 同 态 解 卷 积 将 序列 分 解 为 最 小 相位 和 最 大 相位 分 量 


对 于 有 限 长 序列 ,13. 6.4 节 中 的 递 推 公式 可 以 和 式 (13. 85 ) 结 合 起 来 得 到 一 个 很 有 意义 的 结 
果 。 具 体 地 ,尽管 有 限 长 序列 的 复 倒 谱 可 以 无 限 延 伸 , 但 是 可 以 证 明 , 对 于 一 个 长 度 为 M+1 的 输 
入 序列 ,只 需要 M+1 个 x[n| 的 样本 来 确定 x [n]。 为 了 看 清 这 一 点 ,考虑 式 (13. 85) 的 z 变换 , 即 


X(z) = Xmn(z)X mx(z) (13. 89a) 
其 中 ， 
Mi 
Xmn(z) = AT [0 ar!) (13. 89b) 
k=1 
Mo 
Xm (2) = [ [0 — bez) (13. 89c) 
k=1 


Wla, | <1| Allo, | <1, 注意 ,这 里 忽略 了 Mo 样本 的 延 时 ,而 这 个 延 时 对 于 因果 序列 是 很 有 必 
要 的 , 它 使 得 在 区 间 O<n <M, Sp xnl] =0 和 区 间 -Wo 大 ns0 外 xs[z =0。 由 于 序列 *[m] 为 
dalal] n [2] 的 卷 积 ,因此 在 区 间 - M, <n <M, 内 非 零 。 利 用 上 面 递 推 式 ,可 以 写 出 


0, n=0 
erIOl n=(0 
Xmnln| = azl 7 (13. 90) 
£[n]XmnlO] + (5) fk]jxmnln — k]. n > 0 
k=0 
All 
0 k 
ŝin] + Ss (=) Rk xml —k], n <0 
i n 
Xma] = k=n+1 (13.91) 
1, n=0 
ô); n>0 


显然 ,需要 Mi +1 个 x[n] 的 值 来 计算 x,,[n], 以 及 M1, Ailin] ORES Sml] MARREL 
限 长 序列 x[ nj] 的 M, + M+1 个 值 就 可 以 完全 恢复 有 限 长 序列 x[n] 的 最 小 相位 和 最 大 相位 分 量 。 

正如 13.7 节 中 提 到 的 , 当 用 多 项 式 求 根 法 计算 得 到 倒 谱 后 ,所 得 到 的 结果 可 以 用 于 利用 北 特 
征 系统 计算 卷 积 。 只 需要 利用 式 (13. 90) 和 式 (13.91) 的 递 推 式 计算 x,,[n] 和 x,[n] ,然后 利用 卷 
PA x(n] =xm[z]s#xn[z] 重 新 恢复 原始 信号 即 可 。 
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13.9 一 个 简单 的 多 径 模 型 的 复 倒 谱 


正如 例 13. 1 中 所 讨论 的 ,一 个 高 度 简化 的 多 径 或 混 响 模型 将 接收 信号 表示 为 发 射 信号 和 
冲 激 串 的 卷 积 。 具 体 来 说 ,z[z] 表 示 发 射 信号 ,p[z] 为 多 径 信道 或 其 他 产生 多 回 波 系统 的 冲 激 
响应 , 


x[n] = v[n] * pin] (13. 92a) 
或 者 在 z 变换 域 ， 
X(z) = V(z) P(z) (13. 92b) 
在 本 节 的 分 析 中 ,选择 p[z] 为 如 下 形式 : 
pin] = SU 二 Ap — No] + B75[n — 2No] (13. 93a) 
EN z 变换 为 
Pideli typ Lee 13. 93b 
a Re E i (13. 93b) 


例如 ,Po 可 能 相当 于 一 个 多 径 通 道 或 者 其 他 能 产生 间隔 为 w 和 2N 的 多 回 波 系统 的 冲 激 响应 。 
选取 分 量 vL nj 为 二 阶 系 统 的 响应 ,使 得 
one bo + hy zg! _ 
V(z) = aree ya- pees) izl > |r| (13. 94a) 


在 时 域 ,v[n | 可 以 表示 为 








vin] = bowln] + biwln — 1] (13. 94b) 
A, 
win] = = {cos(@n) — cos[@(n + 2)]}ulnl. 0 Æ0,7 (13. 94c) 
K 13.9 绘 出 了 对 于 具体 参数 组 bo = 0.98, b = 1, 1 


B=r=0.9,0=7/6 il N, =15,z 变 换 X(z) =V(z)P(z) 的 2 
零 - 极 点 图 。 图 13. 10 绘 出 了 对 于 这 些 参数 的 信号 v[n]， ost g 
p[nj] 和 x[n]。 由 图 13.10 可 以 看 出 ,类 似 脉冲 的 信号 
v[n] 与 冲 激 串 的 卷 积 可 得 出 由 v[n] 的 延迟 副本 ( 回 波 ) 重 
一 在 一 起 的 一 个 序列 ， 

这 个 信号 模型 是 许多 模型 的 一 个 简化 形式 ,这 些 模 型 0s 
用 于 包括 通信 系统 .语音 处 理 . 声 纳 及 地 震 数据 分 析 等 在 NA ,8 
内 的 多 种 场合 中 信号 的 分 析 和 处 理 。 在 通信 中 ， 了 ines oN 
式 (13.92) 中 的 wn] 可 以 表示 通过 一 个 多 项 信 道 的 信号 ， i ` 
x[n] 表 示 接 收 到 的 信号 ,p[n] 表 示 通 道 的 冲 激 响应 。 在 
语音 处 理 中 ,v[n] 表 示 声 门 脉 冲 形状 以 及 人 声 道 的 谐振 作 、 图 13.9 图 13.10 中 的 举例 信号 = 变换 
用 的 综合 影响 ,而 p[n] 则 表示 在 发 浊音 时 ( 如 元 音 ) 声 音 PEN EE 
激励 的 周期 性 (Flanagan ,1972; Rabiner and Schafer, 1978 ,Quatieri ,2002 ) 。 式 (13. 94a) 只 和 包括 一 个 
谐振 ,而 在 通常 的 语音 模型 中 分 母 一 般 应 包括 至 少 10 个 复 极点 。 进 行 地 震 数据 分 析 时 ,z[ 由] 表示 
由 于 炸药 爆炸 或 者 类 似 的 扰动 在 地 下 传播 的 声 脉冲 模型 。 冲 激 脉冲 分 量 p[n] 则 表示 在 具有 不 同 
传播 特性 的 底层 边界 的 反射 。 在 这 样 模型 的 实际 应 用 中 ,p[m] 应 当 有 比 在 式 (13.93a) 中 假定 的 更 
多 的 冲 激 脉冲 ,并 且 它们 应 当 是 不 等 间隔 的 。 另 外 ,分 量 V(z) 一般 应 包括 更 多 的 零点 ,并 且 在 模型 
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中 常常 不 包括 极点 (Ulrvch,1971; Tribolet ,1979 ;Robinson and Treitel ,1980 ) 。 


























20 40 60 80 
采样 点 数 [n] 
(b) 














图 13. 10 对 应 于 图 13.9 E .极点 图 的 序列 。(a) v[n];(b) p[nj];(e) xlna] 
虽然 前 面 定义 的 模型 比 通常 在 实际 问题 中 使 用 的 模型 简单 得 多 ,但 是 为 了 对 采样 信号 的 计算 
结果 进行 比较 ,得 到 准确 的 表达 式 在 分 析 时 是 非常 有 价值 的 。 同 时 将 会 看 到 ,这 个 简单 模型 具有 有 
FE z 变换 的 信号 的 倒 谱 的 全 部 重要 性 质 。 
13.9.1 节 将 对 接收 信号 xLn | 的 复 倒 谱 进 行 分 析 ,13.9.2 节 将 解释 如 何 用 DFT 计算 复 倒 谱 ， 
13. 9. 3 节 将 解释 同 态 解 卷 积 技术 。 
13.9.1 复 倒 谱 的 z 变换 解析 计算 


为 了 确定 式 (13. 92a) 中 简单 模型 x[n |] 的 复 倒 谱 xLn] ,使 用 如 下 关系 : 


ffin] = d[n] + pln] (13. 95a) 
X(z) = V(z) + P(z) (13. 95b) 
X(z) = loglX(z)] (13. 96a) 
V(z) = log[V(z)] (13. 96b) 
和 
P(z) = log[ P(z)] (13. 96c) 


AY Wan ln], ATA ERE AA 13.5 节 中 的 结果 。 特 别 是 ,要 利用 式 (13. 29) 的 形式 来 表示 
V(z) ,首先 必须 注意 到 ,对 于 图 13. 9 中 具体 信号 XC) ,Y(z) 的 极点 在 单位 圆 内 ,而 零点 在 单位 圆 外 
(r=0.9 H. b,/b, =0.98) ,因此 按照 式 (13. 29) 重 写 V(z) 为 

bız™!(1 + (bo/b1)z) 


Viz = > : š 
(2) (1 — rei9z-l)(l — remi?z-1) 





lz] > Ir| (13. 97) 
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正如 13.5 节 中 所 讨论 的 ,因子 z "给 无 卷 绕 相位 增添 了 一 个 线性 分 量 , 它 将 使 得 v[ nj] 的 傅 里 
叶 变换 在 w = + 处 不 连续 ,所 以 V(z) 在 单位 贺 上 将 不 是 解析 的 。 为 了 避免 这 个 问题 ,可 以 将 v[n] 
(因此 也 有 x[n] ) 平 移 一 个 样本 间隔 的 时 间 ,从 而 代 之 以 计算 vLn +1] 的 复 倒 谱 ,自然 也 就 计算 了 
x[ n+1] 的 复 倒 谱 。 如 果 x[L nj 或 vL nj] 经 过 复 倒 谱 的 一 些 处 理 后 是 可 以 青 合成 的 , 则 可 以 先 记 住 这 
个 时 间 平 移 , 人 然后 在 输出 时 将 其 补偿 掉 。 
由 于 用 wvLn+1] 代 替 vLnj ,并 且 因 此 用 z Vz) (RE Vz) ,现在 认为 V(z) 有 如 下 形式 : 
bi(l + (bo/b1)z) 





V(z) = - ; 

( ) (1 — reif z-!)(1 —re—J#z-1) (13 98 ) 

由 式 (13. 36) 可 以 直接 写 出 vn] 为 
log bı, n=0 (13. 99a) 

1 ifvn — jn 

—[(re!”)" + (re™?®)”], n>0 (13. 99b) 

d[nJ = { ” 
5) l rev (13. 99c) 

1 


为 确定 PLEn] ,可 以 计算 P(z) 的 逆 z 变 换 ,而 由 式 (13.93b) 可 得 P(z) 为 
P(z) = log(1 — p3z 3M) — log(1 — pe-—™) (13. 100) 


式 中 ,对 于 这 个 例子 ,8 =0.9, 因 此 |B | <1。 确 定式 (13. 100) WX 2 变换 的 一 种 方法 是 利用 P(z) 
WRB. AA. IB <1, 


Plz = anak aE (13. 101) 
| k=] ko k=l k l 
由 上 式 可 得 pL nj] 为 
Bk pt 
pln] = — 2 oln — 3Nok] + 2 éln — Nok] (13. 102) 
k=l k=1 


求 出 p[nj] 的 男 一 种 方法 是 利用 习题 13. 28 中 推导 出 的 性 质 。 
由 式 (13.95a) 可知,x[n] 的 复 倒 谱 是 
X[n] = d[n] + ffn] (13. 103) 
其 中 中 四 和 Pa 分 别 由 式 (13. 99) 和 式 (13. 102) Ah. FRM iln], p(n] M x(n] MU 13.11 
所 示 。 
x[nj 的 倒 谱 c,[Ln] 是 x[ nj 的 偶 部 , 即 


cin] = 5(8In] + £[—n]) (13. 104) 
A 
cxin] = csin] + cpln] (13. 105) 
由 式 (13. 99) 44 
co sL qk —k 
cy[n] = log(bi)êf[n] + > CDO an — k] + ô[n + k]) 


k=1 
(13. 106a) 


i rt — rE (al n—k)+8n +k) 
k= 
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-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100 
采样 点 数 [n 采样 点 数 [nm] 
(a) (b) 
2 ~ 

















0 
采样 点 数 [| 
(c) 


图 13.11 FRA, (a) tln];(b) pln];Ce) x[n] 


且 由 式 (13. 102 ) 得 





EN 
cpln] = D {d[n — 3 Nok] + d[n + 3Nok]} 
2 (13. 106b) 
+3 2 E apn — Nok] + ô[n + Nok]} 


本 例 中 的 序列 c,[ 





n], c, [n] 和 c,[n] 如 图 13.12 所 示 。 





0 0 50 
采样 点 数 [n] RAE Rn] 
(a) (b) 


图 13.12 FRM, (a) c[n];(b) clnj;(e) e[n] 
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幅度 





采样 点 数 | 品 
(c) 


图 13. 12( 8%) 序列 。(a) c, [n];(b) c,[n]3(e) c,[n] 


13.9.2 利用 DFT 计算 倒 谱 


图 13. 11 和 图 13. 12 给 出 了 复 倒 谱 ,以 及 计算 13.9. 1 节 中 得 出 的 解析 表达 式 所 对 应 的 倒 谱 。 
在 多 数 应 用 中 没有 信号 的 解析 表达 式 , 因 此 也 就 不 能 解析 地 确定 +[n] 或 c,[n]。 然 而 对 于 有 限 长 
序列 ,可 以 用 多 项 式 求 根 法 或 DFT 计算 复 倒 谱 。 本 节 将 举例 说 明 如 何 用 DFT 计算 x [ nj] 的 复 倒 谱 
和 倒 谱 。 

为 了 按照 图 13.4(a) 那 样 用 DFT 来 计算 复 倒 谱 或 倒 谱 ,要 求 输入 是 有 限 长 的 。 这 样 ,对 于 本 节 
开始 所 讨论 的 信号 模型 来 说 ,x[ nj] 必须 被 截断 。 本 节 所 讨论 的 例子 中 ,对 图 13. 10(e ) 中 的 信号 
x[n] E N =1024 个 样本 ,并 且 把 1024 点 DFT 用 于 图 13.4(a) 所 示 的 系统 来 计算 信号 的 复 倒 谱 
和 倒 谱 。 图 13. 13 给 出 了 在 复 倒 谱 计 算 中 所 涉及 的 傅 里 叶 变换 。 图 13. 13 (a) 表示 图 13. 10 所 示 
x(n] AY 1024 个 样本 的 DFT 幅 值 的 对 数 , 并 且 在 图 中 将 DFT 样本 连接 起 来 以 示 出 有 限 长 输入 序列 
傅 里 叶 变 换 的 形状 。 图 13. 13(b) 表 示 相 位 的 主 值 。 应 当 注 意 当 相位 超过 + oe 并 以 27 为 模 卷 绕 时 
的 不 连续 性 。 图 13. 13(c) 示 出 按 13. 6. 1 节 讨 论 的 方法 所 得 出 的 连续 “无 卷 绕 ”的 相位 曲线 。 正 如 
前 面 讨论 的 ,仔细 比较 图 13. 13(b) 和 图 13. 13(c) ,显而易见 ,线性 相位 分 量 已 经 除去 ,因此 无 卷 绕 
相位 曲线 在 0 和 ~ 处 是 连续 的 。 这 样 ,图 13. 13(e ) 的 无 卷 绕 相位 对 应 于 *[m+1] 而 不 是 x[m]。 

图 13. 13(a) 和 图 13. 13(c ) 分 别 对 应 于 复 倒 谱 的 DTFT 实 部 和 虚 部 的 计算 。 因 为 图 13. 13(a) 
的 函数 是 以 2 为 周期 的 偶 函 数 , 且 图 13. 13 Cc) 的 函数 是 以 2m 为 周期 的 奇 函数 ,所 以 只 表示 出 
0<w<7 的 频率 范围 。 查 看 图 13. 13(a) 和 图 13. 13(e) 中 的 曲线 ,注意 到 它们 大 致 呈现 出 快 变化 
的 周期 (在 频 域 ) 分 量 释 加 在 变化 较 慢 的 分 量 上 的 样子 。 事 实 上 ,周期 变化 的 分 量 对 应 于 P(e”), 
而 变化 较 慢 的 分 量 对 应 于 Ve) o 

图 13. 14(a) 中 已 表示 出 DFT 复 对 数 的 傅 里 叶 变 换 , 即 时 间 混 到 后 的 复 倒 谱 z,[n]。 应 注意 在 
Ny =15 的 整数 倍 处 的 那些 冲 激 。 这 些 冲 激 是 由 Pp[ln] 造 成 的 ,它们 对 应 于 在 DFT 的 对 数 中 观察 到 
的 快 变 化 周期 分 量 。 还 可 以 看 到 ,因为 输入 信号 不 是 最 小 相位 的 ,所 以 当 n <0 时 复 倒 谱 不 为 零 。 

由 于 在 计算 DFT 时 用 的 点 数 很 多 ,因此 时 间 混 迭 复 倒 谱 与 使 用 式 (13.99), 式 (13.102) 和 
式 (13. 103) 计 算得 到 的 精确 值 相差 很 小 ,计算 这 些 值 时 所 用 的 参数 都 是 产生 图 13. 10 中 的 输入 信 
号 时 所 用 的 那些 特定 值 。 








© EH DFT 得 到 图 13. 13(a) 和 图 13. 13(e) 的 傅 里 叶 变 换 时 ,与 <0 有 关 的 值 通常 出 现在 区 间 N72 <m<N-1 中 , 习 
惯 上 ,时间 序 列 总 表示 以 上 =0 为 中 心 ,因此 已 相应 地 重新 排列 了 [1 
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图 13.13 图 13.10(a) 中 x[ nj 的 健 里 叶 变 换 。(a) 对 数 幅 度 ; (b) 等 效 相 位 ; 
(e) 从 (b) 中 移 除 线性 相位 分 量 的 连续 “ 解 卷 绕 "相位 。DFT 采样 由 直线 段 连接 
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图 13.14 (a) 图 13.10(c) 中 [nj 序列 的 复 倒 谱 ;(b) 图 13.10(c) 中 cc,[n] 序 列 的 倒 谱 


对 于 这 个 例子 的 时 间 混 迭 倒 谱 c, [nj 如 图 13. 14(b) 所 示 。 正 如 复 倒 谱 一 样 ,在 15 的 整数 倍 
处 的 冲 激 很 明显 ,它们 对 应 于 传 里 叶 变 换 对 数 的 周期 分 量 。 

这 如 本 节 开 始 提 到 的 ,信号 v[n] 与 像 pLn] 那 样 的 冲 激 串 的 卷 积 是 一 种 包含 有 回 波 的 信和 号 模 
型 。 因 为 x[n] 是 v[n] 和 plnj] 的 卷 积 ,所 以 通过 查看 x[ nj] 往往 不 容易 检测 出 回 波 时 间 。 然 而 ,在 
倒 谱 域 中 p[n] 的 作用 是 作为 加 性 冲 激 串 而 存在 的 ,因此 回 波 的 存在 与 否 以 及 它 的 位 置 往 往 比 较 明 
显 。 如 13. 1 节 中 所 讨论 的 , 正 是 这 一 点 使 得 Bogert, Healy and Tukey(1963 ) 提议 将 倒 谱 用 作 检 测 回 
波 的 工具 。 后 来 ,Noll( 1967 ) 使 用 同一 思想 作为 检测 语音 信号 中 音调 的 基础 。 
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13.9.3 多 径 模 型 的 同 态 解 卷 积 


对 于 13.9 节 中 的 多 径 模型 , 复 对 数 的 慢 变 化 分 量 , 以 及 等 效 的 复 倒 谱 的 “ 低 时 ”( 低 频 ) 部 分 主 
要 都 是 由 v[n] 引 起 的 。 相 应 地 , 复 对 数 的 较 快 变化 分 量 和 复 倒 谱 中 “高 时 "(高 频 ) 部 分 主要 是 由 
pLn] 引 起 的 。 这 就 给 出 了 提示 ,x[ nj] 中 的 两 个 卷 积 分 量 可 以 通过 对 傅 里 叶 变 换 的 对 数 进行 线性 滤 
波 而 区 分 开 来 ,也 就 是 通过 频率 不 变 滤 波 区 分 开 来 ,或 者 同样 地 , 复 倒 谱 分 量 可 以 通过 加 窗 或 者 加 
时 间 门 区 分 开 来 . 

图 13. 15(a) 为 当 对 一 个 信号 的 傅 里 叶 变 换 的 复 对 数 进行 滤波 来 区 分 一 个 卷 积 的 分 量 时 所 进 
行 的 运算 。 频 率 不 变 线性 滤波 器 可 以 通过 频 域 中 的 卷 积 ,如 图 13. 15(a) 所 示 ,或 者 如 图 13. 15(b) 
所 示 的 时 域 相 乘 来 实现 。 图 13. 16(a) 表示 对 于 恢复 v[n] 的 近似 值 所 要 求 的 一 个 低 通 频率 不 变 线 
性 系统 的 时 间 响 应 。 图 13. 16(b) 表 示 对 于 恢复 pL nj 的 近似 值 所 要 求 的 一 个 高 通 频 率 不 变 线性 系 
统 的 时 间 响 应 ,9 














X[n] s[n] 
频率 不 变 
线性 滤波 
tln] 
(a) (b) 








FAL 13. 16 同 态 解 卷 积 的 频率 不 变 线 性 系统 的 时 间 响 应 。(a) 低 通 系 统 ;(b) 高 通 
系统 ( 实 线 表示 用 DFT 实 线 的 序列 CL | 的 包 络 ,虚线 表示 周期 延 拓 ) 


图 13. 17 表示 低 通 频率 不 变 滤波 的 结果 。 在 图 13. 17(a) 和 图 13.17(b) 中 变化 较 快 的 曲线 是 输 
人 信号 傅 里 叶 变 换 的 复 对 数 ,也 就 是 复 倒 谱 的 傅 里 叶 变 换 。 在 图 13. 17(a) 和 图 13.17(b) 中 的 慢 变化 
曲线 分 别 是 y[n] 传 里 叶 变 换 的 实 部 和 虚 部 。 此 时 ,频率 不 变 线 性 系统 n]a 13. 16(a) 所 示 
的 形式 ,并 取 N, = 14,N, = 14 以 及 使 用 长 度 为 N= 1024 的 DFT 来 实现 图 13.15 中 的 系统 。 
图 13. 17(c) 表 示 相 应 的 输出 yLn]。 这 个 序列 与 通过 同 态 解 卷 积 得 出 的 v[n] 近 似 。 为 了 把 y[n] 
和 lv[ nj] 联系 起 来 ,回想 起 在 计算 无 卷 绕 相位 时 除去 了 一 个 线性 相位 分 量 ,这 相当 于 w[n] 的 一 个 采 
样 时 间 的 移 位 。 因 此 ,在 图 13.17(c) 中 的 y[n] 近 似 相 当 于 由 同 态 解 卷 积 得 到 的 vin+11]。 

这 种 类 型 的 滤波 已 成 功 地 用 于 从 语音 处 理 中 来 恢复 声 道 响 应 信息 ( Oppenheim ,1969b; Schafer 
and Rabiner,1970) 以 及 从 地 震 信 号 分 析 中 恢复 地 震波 (Ulrych ,1971 ;Tribolet,1979)。 

图 13. 18 给 出 了 高 通 频率 不 变 滤 波 的 结果 ,图 13. 18(a) 和 图 13. 18(b) 中 的 快 变化 曲线 分 别 是 
3[n] 侍 里 叶 变 换 的 实 部 和 虚 部 ,此 时 频率 不 变 线性 系统 f[n] 为 图 13. 16(b) 所 示 的 形式 ,并 取 N = 14 
AlN, =512( 即 除去 负 时 间 部 分 ) 。 另 外 ,该 系统 用 1024 点 的 DFT 来 实现 。 图 13. 18(c) 表 示 相 应 的 输 





D ÆR 13.16 FBR ASE D. [1A D7 | 如 图 13.4 所 示 用 DFT 实现 。 
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图 13.17 图 13.15 所 示 系 统 中 低 通 频率 不 变 线 性 滤波 的 说 明 。(a) 图 13. 16(a) 中 N, = 
14,N =14 的 低 通 频率 不 变 系 统 的 输入 ( 实 线 ) 和 输出 ( 虚线 ) 的 傅 里 时 变换 的 
实 部 ;(b)N =14,N =14 的 低 通 频率 不 变 系统 的 输入 ( 实 线 ) 和 输出 ( 虚线) 
的 傅 里 叶 变 换 的 虚 部 ;(c) 与 图 13. 10(c) 的 输入 相对 应 的 输出 序列 y[ n ] 
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(c) 
图 13. 15 所 示 系 统 中 高 通 频率 不 变 线性 滤波 的 说 明 。(a) 图 13. 16(b) FAN, = 
14.N =512 的 高 通 频率 不 变 系统 的 输出 的 傅 里 叶 变 换 的 实 部 ;(b) 与 (a) 相 


El 条 件 下 得 到 的 虚 部 ;(e) 与 图 13. 10(¢c) 的 输入 相对 应 的 输出 序列 y[ n] 





图 13.18 


FE WD MER SW 





Hylin] ,这 个 序列 与 由 同 态 解 卷 积 得 到 的 p[n] 近 似 。 对 照 利 用 倒 谱 来 检测 回 波 或 周期 性 ,这 种 方法 
力图 得 到 可 以 说 明 v[n] 的 重复 副本 的 位 置 和 大 小 的 冲 激 串 ， 
13. 9.4 最 小 相位 分 解 
13. 8. 1 节 讨论 过 同 态 解 卷 积 可 用 于 将 一 个 信号 分 解 为 最 小 相位 和 全 通 分 量 ,或 者 最 小 相位 和 
最 大 相位 分 量 。 将 把 这 些 技术 用 于 13.9 节 的 信号 模型 中 。 具 体 地 ,对 于 例子 中 的 那些 参数 ,输入 
的 = 变换 是 
(0.98 + z7!)(1 + 0.9z-15 十 0.81z-30) 








XO = VAPE) = 09m/ Ogee) (13. 107) 
首先 ,可 以 把 X(z) 写 成 一 个 最 小 相位 z 变换 和 男 一 个 全 通 z 变换 的 乘积 , 即 

X(z) = Xmin (2) Xap (2) (13. 108) 

其 中 ， 

(1+ 0.98771) (1 + 0.92745 + 0.812) 
Xma = “70 gel /6z=1y(1 — 0.9e1 767-1) es 
和 
0.98 + z7! 

0 13. 110 
“人 = TF 0982 


利用 第 3 章 的 部 分 分 式 展开 法 可 以 求 出 序列 xw[na] 和 >x[z], 并 且 使 用 13.5 WP RARO k 
RIITA Eal] A x, Lr] (UL AJ 13. 25). HSPN 13. 8. 1 节 中 讨论 的 运算 方法 可 以 由 
aln] EER H Xn] A talne], WA 13.7 Bras. HF x,,[ 2] EDC, ALA an AY DFT 实现 
图 13.7 中 的 特征 系统 , 则 这 种 分 解 是 近似 的 。 但 是 当 x,, ln JIRA, A DET 的 长 度 足 够 长 , 则 近似 
误差 会 很 小 。 图 13. 19(a) 表 示 使 用 1024 点 DFT 计算 时 x[ nj 的 复 倒 谱 , 同 时 也 从 wv[n] 中 除去 了 一 
个 采样 时 间 的 延迟 ,因此 相位 在 7 处 是 连续 的 。 图 13. 19(b ) 表示 最 小 相位 分 量 的 复 倒 谱 z[m] ,而 
图 13. 19(c) 表 示 全 通 分 量 的 复 倒 谱 x,,[n] ,它们 都 是 通过 图 13.7 所 示 的 运算 ,并 按照 图 13. 4( a) 实现 
D, [ ] 的 方式 实现 的 。 
按照 图 13.4(b) 所 示 ,利用 DFT 来 实现 系统 Di'[ ] ,可 以 近似 给 出 最 小 相位 分 量 和 全 通 分 量 ， 
分 别 如 图 13. 20(a) 和 图 13. 20(b) 所 示 。 因 为 P(z) 的 全 部 零点 都 在 单位 圆 内 ,所 以 P(z) 的 全 部 零 
点 均 包 括 在 最 小 相位 z 变换 中 ,或 者 等 效 地 说 ,P[ m] 完 全 包括 在 *m[zj 中 。 这 样 , 最 小 相位 分 量 就 
由 2[z] 的 最 小 相位 分 量 的 延迟 且 幅 度 加 权 的 副本 所 组 成 。 因 此 ,图 13.20(a) 中 的 最 小 相位 分 量 
与 图 13. 10(c) 中 的 输入 很 相似 。 由 式 (13. 110) 可 以 证 明 ,全 通 分 量 为 
Xap[n] = 0.984[n] + 0.0396(—0.98)" -lu[n — 1] (13. 111) 
图 13. 20(b) 所 示 的 结果 十 分 接近 于 当 n 值 很 小 时 的 这 一 理想 结果 ,此 时 序列 幅 值 很 大 。 这 个 例子 
说 明了 由 Bauman, Lipshitz and Vanderkooy(1985) 已 经 用 于 电 声 换 能 器 的 响应 分 析 和 特性 研究 中 的 
分 解 技术 。 一 种 类 似 的 技术 也 可 以 用 于 如 在 数字 滤波 器 设计 中 所 需要 的 幅度 平方 函数 的 因 式 分 解 
中 (见习 题 13. 27 ) 。 
作为 另外 一 种 最 小 相位 /全 通 分 解 ,可 以 把 XY(z) 表 示 成 一 个 最 小 相位 z 变换 和 一 个 最 大 相位 
z 变换 的 乘积 , 即 
X(z) = Xmn(z)Xmx(z) (13. 112) 
Hp, 
z7!(1 + 0.97715 + 0.812739) 


Xm (z) = (1 — 0.9e1" /6z-1)(1 二 0.9e-3*/6z-1) 





(13. 113) 
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图 13.19 (a) a[n] =aqin le) * xy) SEES (b) xm[o] 的 复 倒 谱 ;(c) x,,Ln] 的 复 倒 谱 
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图 13. 20 (a) 最 小 相位 输出 ;(b) 按 图 13.7 中 所 述 方式 得 到 的 输出 


Xmx(z) = 0.98z + 1 (13. 114) 
利用 第 3 章 的 部 分 分 式 展 开 法 可 以 求 出 序列 x,[n] 和 x,,Ln], 并 且 使 用 13.5 WA ERB 
法 可 求 得 对 应 的 复 倒 谱 x,,[n] 和 [nj( 见 习题 13.25)。 另 外 用 13. 8. 2 节 中 讨论 的 运算 方法 可 

以 由 x[n] 完 全 求 出 Xx,[n] 和 z,,[n] ,如 图 13.8 所 示 , 其 中 ， 
tmnln] = ula] (13. 115) 

All 

tmx[n] = u[—n — 1] (13. 116) 
也 就 是 说 ,最 小 相位 序列 现在 由 复 倒 谱 的 正 时 间 部 分 来 定义 ,而 最 大 相位 部 分 由 复 倒 谱 的 负 时 
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间 部 分 来 定义 。 如 果 用 DFT 来 实现 图 13.8 中 的 特征 系统 , 则 复 倒 谱 的 负 时 间 部 分 就 位 于 DFT 区 
间 的 后 半 部 分 。 在 这 种 情况 下 ,由 于 时 间 混 关 , 只 能 近似 区 分 最 小 相位 分 量 和 最 大 相位 分 量 。 但 是 
通过 选用 足够 大 的 DFT 长 度 , 可 以 使 时 间 混 释 误 差 很 小 。 图 13. 19(a) 给 出 了 用 1024 点 DFT 计算 
出 的 x[n] 的 复 倒 谱 。 图 13. 21 表示 ,用 式 (13. 87) 和 式 (13. 88) 以 及 图 13.4(b) 所 示 的 用 DFT 来 实 
现 的 逆 特 征 系统 ,并 由 图 13. 19(a) 的 复 倒 谱 得 出 的 两 个 输出 序列 。 如 前 所 述 ,因为 pLnj] 完 全 包含 
在 [rn] 中 ,所 以 相应 的 输出 x,[ nj 由 最 小 相位 序列 的 延迟 且 幅 度 加 权 的 副本 所 组 成 ,并 且 看 上 
去 与 它 的 输入 序列 也 十 分 相似 。 然 而 ,认真 比较 图 13.20(a) 和 图 13.21 (a) TA x, [a] 天 
Xan Mo 由 式 (13.114) 可 知 , 最 大 相位 序列 为 

xmx [2] = 0.9886[n + 1] + [n] (13.117) 
图 13.21(b) 非 常 接近 这 一 理想 结果 . (注意 , 移 位 是 为 了 在 相位 解 卷 绕 计算 中 除去 线性 相位 。 ) 最 
小 相位 /最 大 相位 分 解 技 术 已 由 Smith and Barnwell (1984 ) 用 于 语音 分 析 和 编码 中 完全 重 构 滤波 器 
组 的 设计 与 实现 上 。 
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图 13.21 由 图 13.8 中 所 示 系 统 得 出 。(a) 最 小 相位 输出 ;(b) 最 大 相位 输出 


13.9.5 推广 


13. 9 节 中 的 例子 认为 ,与 一 个 冲 激 串 卷 积 的 简单 复 指 数 信号 可 以 产生 一 串 复 指 数 信号 的 延迟 
且 幅 度 加 权 的 副本 。 这 个 模型 表明 了 复 倒 谱 和 同 态 滤 波 的 许多 特点 

特别 是 ,在 与 语音 .通信 和 地 震 等 应 用 相 联系 的 许多 更 一 般 的 模型 中 ,合适 的 信号 是 由 两 个 分 
最 的 卷 积 组 成 的 。 一 个 分 量具 有 wlnj 的 特性 ,特别 是 其 傅 里 叶 变 换 在 频率 上 变化 很 慢 ; 另 一 个 分 
量具 有 plnj] 的 特性 , 即 傅 里 叶 变 换 在 频率 上 变化 很 快 的 或 呈 准 周期 状态 的 某 些 回 波 信号 或 冲 激 
串 。 这 样 ,两 种 分 量 的 贡献 能 在 复 倒 谱 或 倒 谱 中 区 分 出 来 。 男 外 , 复 倒 谱 或 倒 谱 应 包括 位 于 回 波 延 
迟 整 数 倍 处 的 冲 激 串 。 所 以 , 同 态 滤波 可 以 用 来 区 分 信号 卷 积 分 量 ,或 者 倒 谱 可 以 用 于 检测 回 波 延 
述 。 下 一 节 将 说 明 在 语音 分 析 的 应 用 中 ,这 些 复 倒 谱 的 一 般 特 性 的 用 途 。 


13.10 在 语音 处 理 中 的 应 用 


倒 谱 技术 已 经 被 十 分 成 功 地 用 于 语音 分 析 。 可 以 将 以 上 的 理论 分 析 和 13.9 节 中 补充 的 例子 
以 比较 直接 的 方式 推广 到 这 一 应 用 中 ,本 节 主 要 讨论 这 方面 的 问题 。 
13. 10.1 语音 模型 


正如 10.4. 1 节 主 要 论述 的 ,与 声 道 激励 的 不 同形 式 相 对 应 的 语音 有 三 种 基本 类 型 ,具体 是 : 


720 离散 时 间 信 号 处 理 (第 三 版 ) 





e 浊音 是 声 门 张 开 和 闭合 引起 的 准 周期 脉冲 气流 激励 声 道 而 产生 的 声音 
o 摩擦 音 是 先 在 声 道 某 处 形成 一 缩 颈 ,然后 迫使 气 ith SE BRET RI. 产生 一 种 类 似 噪声 
的 激励 而 发 出 的 声音 ; 

o 爆破 音 癌 是 先 把 声 道 完全 闭合 ,在 闭合 处 后 面 形成 压力 ,然后 突然 将 压力 释放 而 产生 的 声音 。 

在 每 一 种 情况 下 ,语音 信号 都 是 由 一 个 宽带 激励 来 激励 声 道 系 统 ( 声 传输 系统 ) 而 产生 的 。 声 
道 随 时 间 十 分 缓慢 地 改变 其 形状 ,因此 可 以 将 它 看 作 一 个 慢 时 变 滤波 器 ,该 滤波 器 把 其 频率 响应 特 
性 强加 在 激励 的 频谱 上 。 声 道 的 特性 由 它 的 自然 频率 ( 即 所 谓 的 共振 峰 ) 来 表示 ,这 些 自然 频率 与 
它 的 频率 响应 中 的 谐振 点 相对 应 。 

如 果 假 设 激 励 源 和 声 道 的 形状 是 相互 独立 的 , 则 可 以 构造 出 如 图 13. 22 所 示 的 离散 时 间 模 型 
作为 采样 的 语音 波形 的 一 种 表示 。 在 这 个 模型 中 ,假定 语音 信号 的 样本 是 一 个 时 变 离散 时 间 系 统 
的 输出 ,该 系统 作为 声 道 系统 谐振 的 模型 。 系 统 激励 的 模式 在 周期 脉冲 和 随机 噪声 之 间 转 换 , 它 取 
决 于 所 要 产生 的 声音 的 类 型 。 


冲击 训练 


发 生 器 





pee BS rln] 幅度 


图 13.22 产生 语音 的 离散 时 间 模 型 


因为 在 连续 的 语音 中 , 声 道 形状 改变 相当 慢 , 所 以 有 理由 假设 模型 中 的 离散 时 间 系 统 在 10 ms 量 
级 的 时 间 间 隔 内 ,其 性 质 是 固定 不 变 的 。 因 此 离散 时 间 系 统 在 每 个 时 间 间 隔 内 可 以 用 IIR 系统 的 冲 激 
响应 或 频率 响应 ,或 一 组 系数 来 表征 其 特性 : roe 声 道 系 统 函 数 的 模型 可 以 取 如 下 形式 : 


S bez 


( 
ve) = > (13. 118) 





或 等 效 地 ， 
K; Ko 
Az* [ [0 — ore [ia — frz) 


V= (13. 119) 

[[ 0 = retz DA — reez?) 

k=l 
其 中 , 量 rye” (|r, | <1) 是 声 道 的 复 自然 频率 ,当然 它 取决 于 声 道 的 形状 ,因此 是 时 变 的 。V(z) 的 
零点 是 考虑 到 有 限 长 声 门 脉冲 波形 以 及 产生 外 浊音 和 摩擦 音 时 由 于 声 道 的 缩 颈 而 引起 的 传输 零 
点 。 这 类 零点 常常 没有 包括 在 模型 内 ,因为 仅仅 从 语音 波形 很 难 估计 出 它们 的 位 置 ,而 且 还 因为 已 
miee and Hanauer ,1971 ) ,如 果 在 只 考虑 声 道 谐 振 点 所 需要 的 极点 数目 之 外 加 入 额外 的 极 
点 ,就 可 以 用 无 零点 模型 来 准确 描述 语音 信号 谱 的 形状 。 在 分 析 中 之 所 以 包括 了 零点 ,是 因为 对 于 
准确 表示 语音 的 复 倒 谱 来 说 这 是 必须 的 。 注 意 , 有 可 能 包括 位 于 单位 圆 外 的 零点 。 
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声 道 系 统 由 一 个 激励 序列 pLn] 和 rlLn] 来 激励 。 当 建立 浊音 模型 时 ,pL nj 是 一 个 冲 激 串 ,而 当 
建立 摩擦 音 和 爆破 音 之 类 的 清音 模型 时 ,r[ zj] 是 一 个 伪 随 机 噪声 序列 。 
语音 处 理 的 许多 基本 问题 可 以 简化 成 图 13. 22 所 示 模 型 的 参数 估计 问题 。 这 些 参数 如 下 : 
。 式 (13.118) 中 V(z) 的 系数 或 式 (13.119) 中 的 极点 和 和 零点 的 位 置 ; 
e 声 道 系统 的 激励 模式 , 即 周 期 冲 激 串 或 随机 噪声 ; 
e 激励 信号 的 幅 值 ; 
e 语音 激励 的 周期 。 
如 果 假 设 在 一 个 短 的 时 间 间 隔 内 模型 是 有 效 的 , 则 同 态 解 卷 积 可 以 用 于 这 些 参 数 的 估计 ,因此 
一 小 段 长 度 为 上 的 样本 的 采样 语音 信号 可 以 看 作 如 下 卷 积 形式 : 
s[n] = vin] * pjan], O<n<L-1 (13. 120) 
式 中 ,区 中 是 声 道 的 冲 激 响应 ,p[z] 可 以 是 周期 的 (对 于 浊音 ) 也 可 以 是 随机 噪声 (对 于 非 浊 音 ) o 
显然 ,由 于 脉冲 发 生 在 分 析 区 间 开 始 之 前 并 且 结 束 在 分 析 区 间 结 束 之 后 ,因此 式 (13. 120 ) 的 模型 
在 该 区 间 的 两 端 是 不 成 立 的 。 为 了 减 小 在 区 间 的 端点 处 模型 的 “不 连续 性 ”的 影响 ,可 令 语 音信 号 
sL nj 与 两 端 平滑 地 递减 到 零 的 窗 wln AR, 这样, 同 态 解 卷 积 系 统 的 输入 为 
xin] = wlalsln] (13. 121) 
首先 来 研究 一 下 浊音 的 情况 。 如 果 与 vL nj 的 变化 相 比 wlLn] 变 化 很 慢 , 则 分 析 可 明显 简化 ,只 
要 假设 


其 中 ， 


x[n] = vin] * py ln] (13. 122) 


puln] = win|pin| (13. 123) 
( JL Oppenheim and Schafer, 1968)。 不 用 这 一 假设 而 进行 详细 地 分 析 , 也 可 以 得 出 如 下 结论 ( 见 
Verhelst and Steenhaut,，1986)。 对 于 浊音 ,pL nj 是 如 下 形式 的 冲 激 串 : 


M-I 
pin] = >》 ln —kNol (13. 124) 
k=0 
因此 ， 
M-1 
puln] = 》 wlkNoldin — kNo] (13. 125) 
k=0 


其 中 假设 语音 激励 周期 为 Nu ,并 且 窗 的 跨度 为 M 个 周期 。 
x(n] vin] Alp, [ n] SBN KAD 


ŝin] = bln] + Puln] (13. 126) 
为 得 到 p,[n] ,定义 序列 
wn [k] = oe ATA rupea (13. 127) 
其 傅 里 叶 变换 为 
Polel®) = x wik Nole ™®* M = Wy, (el) (13. 128) 


k=0 
因此 ,P,(e) 和 已 (en) 都 以 2mZN, 为 周期 ,并 且 p,[n] 的 复 倒 谱 为 


Baja | Pino oa +No, 42No.--- (13. 129) 


当 冲 激 串 间 隔 N 的 整数 倍 个 采样 点 (语音 激励 的 周期 ) 时 , 复 倒 谱 显 示 出 由 于 语音 信号 的 周期 性 
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引起 的 复 对 数 的 周期 性 。 如 果 序 列 wy [zj 是 最 小 相位 的 ,那么 p(n] ten <OmMWE, AM, Yn 
取 任 意 正 数 或 负数 时 p, [n] 将 在 每 间隔 Nu 个 采样 点 处 产生 冲 激 。 在 任意 一 种 情况 下 ,Pp,[n] 对 
+[n] 的 贡献 都 在 lnl 三 NN 区 间 内 。 

从 复 对 数 Y(z) 的 震级 数 展开 式 中 可 以 看 出 , 堪 对 复 倒 谱 的 贡献 为 


Da, n<0 
n 
k=1 
dln] = 4 log lAl. n=0 (13. 130) 


Ki a! [P/2| 2 „M 


k Tk aa 
pa eE, ob. cos(Akn), n >Ù 
D n 2, n : 


如 13. 9. 1 节 中 更 简单 的 例子 , 式 (13. 119) Ay 2 项 表示 线性 相位 因子 ,在 无 卷 绕 相位 或 复 
倒 谱 中 这 一 项 可 以 被 去 除 。 因 此 ,更 确切 地 说 , 式 (13. 130) AY ol nde vln +K | 的 复 倒 谱 。 

由 式 (13. 130) 可 以 看 出 , 声 道 的 贡献 是 导致 复 倒 谱 占 据 了 - om <m<e 的 全 范围 ,但 是 集中 在 由 =0 
附近 。 同 时 注意 到 ,由 于 声 道 谐振 点 由 单位 圆 内 的 极点 表示 , 当 n<0 时 对 复 倒 谱 的 贡献 为 零 。 
13. 10. 2 语音 同 态 解 卷 积 举例 

对 于 用 10 000 样本 /s 采样 的 语音 ,音调 周期 M 的 范围 大 约 是 从 25 个 样本 ( 对 于 高 音调 语音 ) 一 
直到 150 个 样本 ( 对 于 很 低音 调 的 语音 ) 。 因 为 复 倒 谱 v[n |] 的 声 道 分 量 衰减 很 快 ,所 以 p, [nj 的 峰 比 
?[ nj 突出 。 换 名 话说 ,在 复 对 数 中 声 道 分 量 是 慢 变 化 的 ,而 激励 分 量 是 快 变 化 的 。 图 13. 23(a) 表示 一 段 
加 了 401 点 的 Hamming 窗 的 语音 (8000 点 /s 采样 率 下 持续 时 间 为 50ms)。 图 13. 24 表 示 图 13.23(a) 中 信 
号 DFT 的 复 对 数 ( 对 数 幅 值 和 无 卷 绕 相位 ) 了 注意 , 快 变 化 (几乎 是 周期 性 的 ) 分 量 是 由 p,[n] 引 
起 的 ,而 慢 变 化 分 量 是 由 vLn] 引 起 的 。 这 些 特性 均 表现 在 图 13. 25 所 示 的 复 倒 谱 中 , 它 的 表现 形 
式 是 大 约 13 ms( 输 入 语音 段 的 周期 ) 整 数 倍 处 由 Pp, [nj] 造成 的 冲 激 和 在 1n7T| <5 ms 的 区 域内 由 
Vn] 产生 的 样本 。 和 前 一 节 一 样 ,可 用 频率 不 变 滤波 来 分 离 语音 信号 卷 积 模型 的 分 量 。 用 复 对 数 
的 低 通 滤波 来 恢复 vn] 的 近似 值 ,用 高 通 滤 波 来 得 到 p,Ln]。 图 13.23(c) 是 vL nj 的 近似 值 , 它 是 
利用 图 13. 16(b) 所 示 N, =30 AlN, =30 的 低 通 不 变 滤 波 器 得 到 的 。 图 13. 24 中 的 缓慢 变化 的 虚线 
表明 图 13. 23(c ) 中 低频 分 量 的 DTFT 的 复 对 数 。 男 一 方面 ,图 13.23(b) 是 p,[nj 的 近似 值 ,是 通 
过 将 图 13. 16(b) 所 示 N =95 AN, =95 的 对 称 高 通 不 变 滤 波 器 加 到 复 倒 谱 上 得 到 的 。 在 上 面 两 
种 情况 中 ,着 特征 系统 都 是 用 如 图 13.4(b) 所 示 的 1024 点 DFT 实现 的 。 





输入 语音 段 
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 
时 间 (ms) 
(a) 
图 13.23 语音 的 同 态 解 卷 积 。(a) 加 有 Hamming 窗 的 语音 段 ; 
(b) (a) 中 信和 号 的 高 频 分 量 ;(c) (a) 中 信和 号 的 低频 分 量 





D 为 了 作 图 方便 起 见 ,本 节 所 有 图 已 把 所 有 序列 的 样本 连接 起 来 。 
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图 13.23( 28) 语音 的 同 态 解 卷 积 。(a) ui Hamming 窗 的 语音 段 
(b) (a) 中 信和 号 的 高 频 分 量 ;(c) (a) 中 信和 号 的 低频 分 量 
对 数 幅 值 
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图 13.24 图 13.23(a) 中 信号 的 复 对 数 。(a) 对 数 幅 值 ;(b) 无 卷 绕 相位 
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语音 段 的 复 倒 谱 
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图 13.25 图 13.23(a) 中 信号 的 复 倒 谱 (图 13. 24 中 复 对 数 的 DTFT 逆 变 换 ) 


13.10.3 估计 语音 模型 的 参数 


虽然 同 态 解 卷 积 可 以 成 功用 于 分 离 一 段 语音 波形 的 各 分 量 , 但 是 在 许多 语音 处 理 的 应 用 中 ,只 
关心 如 何 估 计 在 语音 信号 参数 表示 中 的 那些 参数 ， a a 
党 在 大 约 10 ms(100 次 A) 的 时 间 间 隔 内 估计 网 13. 22 的 模型 参数 。 在 这 种 情况 下 ,第 10 章 讨 论 的 
依 时 傅 里 叶 变 换 可 作为 依 时 同 态 分 析 的 基础 。 例 如 ,查看 所 选 出 的 大 约 每 10 ms ( 在 oe 
样 率 下 100 个 样本 ) 的 语音 段 就 足以 确定 (浊音 的 或 非 浊 音 的 ) 模 型 激励 的 模式 以 及 浊音 的 音调 周 
期 。 或 者 可 能 希望 去 跟踪 声 道 谐振 点 (共振 峰 ) 的 变化 。 对 于 这 类 问题 ,使 用 倒 谱 可 以 避免 难度 大 
的 相位 计算 ,因为 它 只 要 求 傅 里 叶 变 换 幅 度 的 对 数 。 由 于 倒 谱 是 复 倒 谱 的 偶 部 ,所 以 在 前 面 的 讨论 
中 指出 ,c,[ nj 的 低 时 部 分 应 当 对 应 于 语音 段 傅 里 叶 变 换 对 数 幅 度 的 慢 变 化 分 量 ,而 对 于 浊音 来 说 
倒 谱 应 当 包含 音调 周期 整数 倍 处 的 冲 激 。 图 13. 26 给 出 了 一 个 例子 。 


语音 A B g D E 


lee 









数据 窗 倒 谱 窗 
(a) 
输入 语音 
( 归 一 化 he 


erie 窗 加 权 ) 











0 10 20 30 40 0 4 8 12 16 20 0 l 2 3 
时 间 (ms) 时 间 (ms) 频率 t (kH Iz) 
(b) 


输入 语音 段 








( 归 一 化 并 用 
Hamming 窗 加 权 ) 倒 谱 
——— 
Pa 
0 1 22 30 40 0 4 8 12 16 
时 间 (ms) 时 间 (ms) 频率 (KHz) 


(c) 


图 13. 26 (a) 语音 信号 倒 谱 分 析 系 统 ;(b) 对 浊音 的 分 析 ;(c) 对 清音 的 分 析 
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图 13. 26(a) 表示 用 倒 谱 佑 计 语 音 参 数 时 涉及 的 运算 。 图 13.26(b) 给 出 浊音 的 一 个 典型 结 
果 。 加 窗 后 的 语音 信和 号 记 作 A log| X[k] | 记 作 C, 以 及 倒 谱 c,[n] 记 作 D。 在 倒 谱 大 约 8ms 处 的 峰 
表示 这 段 语音 是 浊音 ,周期 约 为 8ms ,把 在 8ms 以 下 利用 截取 由 频率 不 变 低 通 滤波 器 得 到 的 平滑 谱 
或 谱 包 络 记 作 玉 ,并 重 琶 在 C 上 。 对 于 图 13. 26(ce) 所 示 的 清音 来 说 ,情况 类 似 , 不 同 的 是 ,输入 语 
音 段 中 激励 分 量 的 随机 性 引起 了 在 log | XL A] | 中 快 变化 的 随机 分 量 ,而 不 是 周期 分 量 。 这 样 ,在 倒 
谱 中 低 时 分 量 和 先前 一 样 对 应 于 声 道 系统 函数 。 但 是 ,因为 在 log |X[k] | 中 快 变化 不 是 周期 的 ,所 
以 倒 谱 中 不 会 出 现 很 强 的 谱 峰 。 因 此 , 倒 谱 中 通常 音调 周期 的 范围 内 谱 峰 的 有 无 可 以 作为 一 种 
很 好 的 浊音 /清音 检测 器 和 音调 周期 估计 器 。 在 清音 情况 下 , 低 通 频率 不 变 滤波 的 结果 与 在 浊 
音 情况 下 类 似 , 所 得 到 的 平滑 谱 包 络 的 估计 为 所 示 

在 语音 分 析 的 应 用 中 ,图 13. 26(a) 的 运算 重复 地 用 于 连续 的 各 有 段 语音 波形 。 语 音 段 的 长 度 必 
须 仔细 选择 。 如 果 段 太 长 , 则 语音 信号 的 特性 在 语音 段 的 时 间 内 变化 将 太 大 。 如 果 段 太 短 ,就 没有 
足够 长 的 信号 来 得 出 有 关 周 期 性 的 显著 标志 。 通 常 取 段 的 长 度 约 为 语音 信号 平均 音调 周期 的 3 一 
44%. K 13.27 给 出 了 如 何 将 倒 谱 用 于 音调 检测 和 声 道 谐振 频率 估计 的 一 个 例子 。 图 13. 27(a) 表 
示 对 于 所 选取 的 20 ms 长 语音 波形 段 计 算出 的 倒 谱 序列 。 语 音 段 的 全 部 倒 谱 序列 都 存在 着 显著 的 
谱 峰 ,说 明 该 段 语 音 全 部 都 是 浊音 。 倒 谱 谱 峰 的 位 置 表明 每 个 相应 的 时 间 区 间 内 音调 周期 的 值 。 
图 13. 27(b) 表 示 对 数 幅 度 谱 以 及 相应 的 平滑 谱 , 它 们 重 释 在 一 起 。 直 线 把 利用 渐 近 峰 选 算法 得 到 
的 声 道 谐振 点 的 估计 值 连接 起 来 。( 见 Schafer and Rabiner, 1970.) 





0 4 8 12 16 20 
14 g 0 1 2 3 4 


时 间 (ms) 频率 (kHz) 


(a) (b) 


图 13.27 连续 浊音 段 。(a) 倒 谱 ;(b) 对 数 谱 
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13. 10.4 应 用 


正如 前 面 所 指出 的 , 倒 谱 分 析 方 法 已 在 语音 处 理 问题 中 获得 了 广泛 的 应 用 。 最 成 功 的 应 用 之 
一 是 音调 检测 ( Noll, 1967) 。 该 方法 还 成 功 地 用 于 对 语音 信号 低 比 特 率 编码 的 语音 分 析 / 综 合 系 
统 (Oppenheim, 1969b; Schafer and Rabiner, 1970 ) 

语音 的 倒 谱 表示 已 经 相当 成 功 地 用 于 和 语音 处 理 有 关 的 模型 识别 问题 中 ,如 讲话 人 的 辨识 
(Atal, 1976) ,讲话 人 的 确认 (Furui, 1981) 和 语音 识别 ( Davis and Mermelstein, 1980) 等， 虽然 线性 
预测 分 析 技 术 是 获得 语音 模型 中 声 道 分 量 表示 最 常用 的 方法 ,但 是 对 于 在 模式 识别 问题 中 的 应 用 ， 
线性 预测 模型 的 表示 常常 变换 成 倒 谱 的 表示 (Schroeder,，1981; Juang et al. , 1987). 这 种 变换 将 
在 习题 13. 30 PWR. 


13.11 sya 


本 章 讨 论 了 倒 谱 分 析 和 同 态 解 卷 积 技术 。 主 要 侧重 于 复 倒 谱 的 定义 和 性 质 ,以 及 在 复 倒 谱 计 
算 中 的 一 些 实际 问题 。 用 理想 化 的 例子 来 说 明 如 何 使 用 倒 谱 分 析 和 同 态 解 卷 积 来 分 离 卷 积 分 量 . 
最 后 还 较 详 细 地 讨论 了 倒 谱 分 析 技 术 在 语音 处 理 问 题 中 的 应 用 ,作为 将 这 种 技术 用 于 实际 问题 的 
一 个 示例 。 


习题 


基本 题 


13.1 (a) 考虑 一 个 离散 时 间 系 统 , 它 在 通常 意义 下 是 线性 的 。 如 果 当 输入 为 x[n] 时 ,y[n] = 
TixLn]| 是 输出 , 则 零 信 号 0[n] 是 可 以 加 在 xLn] 上 的 信号 ,使 得 Tix[n] +0[n]| =y[n]+ 
TI0[n]| =y[n]。 对 于 通常 的 线性 系统 ,什么 是 零 信号 ? 

(b) 考虑 一 个 同 态 离散 时 间 系 统 yLn] =7TIx[n]| , 它 用 乘法 作为 同时 连续 输入 和 输出 信和 号 的 运算 。 
该 系统 的 零 信 号 是 什么 , 即 什 么 是 信号 0[n] 使 得 Tix[n] 0n]! =yln]*Ti0ln]} = 
yin]? 

(c) 考虑 一 个 同 态 离散 时 间 系 统 yLn] =71xz[zl, 它 用 卷 积 作为 同时 连续 输入 和 输出 信号 的 
运算 。 该 系统 的 零 信号 是 什么 , 即 什 么 是 信号 0Ln] 使 得 Tix[n] *0[n]| = yla] *T{O[n]| = 
yln]? 

13.2 令 x[n] 和 x,[n] 代 表 两 个 序列 ,x[n] 和 %%[n] 为 它们 相应 的 复 倒 谱 。 如 果 &xx[n] *x,[n] = 

6[n], 试 确定 x [nj] 和 x,[n | 之 间 的 关系 。 

13.3 在 研究 卷 积 同 态 系统 的 实现 中 ,把 注意 力 集中 到 具有 式 (13.32) 形 式 的 有 理 z 变换 的 输入 信号 

Es 如果 一 个 输入 序列 x[n] 具 有 有 理 z 变换 ,但 是 有 一 个 负 增 益 常 数 ,或 者 有 用 式 (13. 32 ) 不 能 

表示 的 适量 延迟 , 则 通过 把 x[ nj] 适当 地 平移 并 且 乘 以 -1, 可 以 得 到 式 (13. 32) 形 式 的 z 变换 , 然 

后 就 可 能 用 式 (13. 33) 来 计算 复 倒 谱 。 

假设 x[n] =6[n] -25[m -1], 并 且 定 义 y[m] =ax[n-r] Hp a= +1 Ar WER, REE 

Y(z) 为 式 (13.32) 所 示 形 式 的 a 和 7, 然 后 再 求 3 n]， 

13.4 13.5.1 节 曾 指出 ,计算 复 倒 谱 之 前 应 当 从 无 卷 绕 相 位 曲线 中 除去 线性 相位 的 贡献 。 本 题 就 涉 

及 ,由 于 在 式 (13.29) 中 有 因子 z' 而 没有 除去 线性 相位 分 量 的 影响 . 
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13.5 


13.6 
13.7 


13.8 


13.9 


13. 10 


具体 地 ,假定 卷 积 特征 体 统 的 输入 是 ln] =6[n+r]。 证 明 傅 里 叶 变换 定义 的 正式 应 用 
zn] = ie logi X (ce!) Jel@"'da (P13. 4-1) 


可 得 出 





COS( 元 用 ) 
éia) = | P z 5 n #0 
0. n=0 
从 这 一 结果 可 以 清楚 看 到 除去 相位 中 的 线性 相位 分 量 的 优点 ,因为 当 7 较 大 时 这 个 分 量 将 支 
ee } 
it s[n] AY z 变换 是 


(427112 
S(z) = 2 4 





(1 — 4T = $2) 
试 确定 ns[n | 的 z 变换 的 极点 位 置 ,在 |z| =0 或 z 处 的 极点 除外 。 
假定 y[n] 的 复 倒 谱 是 Y[n] =s[n] +265[n]。 利用 sLn] 求 y[n] 
Mi x[n] =26[n| -26[n-1] +0.56[n 一 2] 的 复 倒 谱 。 如 果 需 要 ,可 以 将 x[nj] 移 位 或 改变 
其 符号 。 
假设 稳定 序列 xLn | 的 z 变换 为 
X(z)= p= x 
1+ 355 
并 假定 稳定 序列 y[n] 有 复 倒 谱 7[n] =x[ -z] Hep x(n] xin | RAB. Kyl]. 
式 (13. 65) 和 式 (13. 68 ) 是 递 推 关 系 式 ,它们 可 以 用 来 计算 当 输 入 序列 分 别 是 最 小 相位 和 最 
大 相位 时 x[ nj 的 复 倒 谱 。 
(a) 用 式 (13.65) 递 推 计算 序列 x[n] =a"u[ nj 的 复 倒 谱 ,其 中 |a|<1。 
(b) 用 式 (13. 68) 递 推 计算 序列 x[n] =6[n] -a6[n+1] 的 复 倒 谱 ,其 中 |a| <1。 
i= ARG|X(e™) | 表示 X(e”*) 的 相位 主 值 ,arg1X(e”*)| 表 示 X(e") 的 连续 相位 ,假设 对 
ARG|X(e”*)| 在 频率 o, = 27h/N 处 采样 得 到 ARG | X[k]| = ARG |X (eC) |, 4 
图 P13. 10 所 示 。 假 设 对 于 所 有 的 上 ,| arg| X[k]| - arg} X[k-1]} | <a, WUXFO<k<10, 
求 出 如 式 (13.49) 中 的 序列 [以 及 arg! X[k]! ,并 作 图 。 





ARG{XIK]} 








图 P13. 10 
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13.11 tz[n] 是 实 序列 x[n] 的 复 倒 谱 。 说明 下 列 论述 正确 与 否 。 对 你 的 回答 给 出 简单 证 明 。 
论述 1: 如 果 x[nj]=x[ -n] RA x,[n] =x[ -n]。 
论述 2: 由 于 xf[z] 是 实数 ,所 以 复 倒 谱 tl zj 必定 也 是 实数 。 

提高 


13. 12 ”考虑 图 P13. 12 所 示 的 系统 ,其 中 5, 是 一 个 LTI 系统 ,其 冲 激 响 应 为 h [Ln],5, 是 一 个 以 卷 积 
作为 输入 和 输出 运算 的 同 态 系统 , 即 变 换 7, | + | 满足 


To{wy lal * wal = Totwytn|} * To{wetnl} 
假定 输入 x[n] 的 复 倒 谱 为 x*[n] = ln] +6[n-1], Ri hln I-AA IE ASK fi 
得 输出 量 是 yLn| =6ln]。 


图 P13. 12 


13.13 有限 长 信号 x[ nj 的 复 倒 谱 通过 图 P13. 13-1 所 示 计 算 。 假 定 x[n] 是 最 小 相位 信号 (所 有 极 
点 和 零点 均 在 单位 圆 内 )。 用 图 P13. 13-2 Pra ABER x| n] SCG. 说明 如 何 通 过 
c,[n] ti aln]. 


x[n] 






Al P13. 13-1 





图 P13. 13-2 


13.14 ”考虑 一 类 稳定 的 实 序列 ,其 z 变 换 有 如 下 形式 : 
Mi Mo 
p — azz!) [i — bkz) 


X (z )= [Al 


Tomas =H ja-a: ) 


RP lal, lol, lel, id, <1, o E[n] RE xin] BH. 
(a) 设 y[n] =x| =n], AURA an IRU 1] 

(b) 如 果 xL nj 是 因果 的 , 它 也 是 最 小 相位 的 吗 ? 说 明理 由 。 
Ce) 假设 *L nj 是 一 个 有 限 长 序列 ,使 得 





Mi 


Mo 
X@ =A [ [a -aD [ [0 = bee) 
k=1 


k=l 
式 中 |a | <1, |b | <1。 函 数 X(z) 有 单位 圆 内 和 单位 圆 外 的 零点 。 假 定 希望 确定 y[ nj 使 
得 |Y(e*)|= |X(e*) | 并且 Y(z) 没 有 在 单位 圆 外 的 零点 。 实 现 这 一 目标 的 方法 如 
图 P13. 14 所 示 。 求 所 需要 的 序列 eln], K P13. 14 所 示 系 统 的 一 种 可 能 应 用 是 通过 把 
图 P13. 14 的 变换 用 于 系统 函数 的 分 母 的 系数 序列 ,使 得 一 个 不 稳定 系统 稳定 化 。 
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tin] 
图 P13. 14 


13.15 “习题 3. 50 表明 ,如 果 当 n<0 时 x[nj=0, 则 


x[0] = lim X(z) 
Z 一 CO 


这 个 结果 成 为 右边 序列 的 初始 值 定 理 。 
(a) 证 明 对 于 左边 序列 , 即 当 >0 时 x[z] =0 的 序列 ,有 相似 的 结果 。 
(b) 用 初始 值 定理 证 明 , 如 果 xLn] 是 最 小 相位 序列 , 则 x[0] =log(xzL0])。 
(c) 用 初始 值 定理 证 明 , 如 果 x[Ln| 是 最 大 相位 序列 , 则 x[0] =log(x[0])。 
(d) 用 初始 值 定理 证 明 , 当 X(z) 由 式 (13.32) 给 出 时 , 则 [0] =log|4|。 这 个 结果 与 (b》 和 
(c) 的 结果 一 致 吗 ? 
13. 16 考虑 一 个 序列 x[n], 具 有 复 倒 谱 *[n] ,使 得 *[n] = -x[ -nj, 试 确定 量 


E= Ý xnl 
13.17 ”研究 一 个 稳定 的 、 偶 双边 实 序列 hln]。hlnj 的 传 里 叶 变 换 对 于 所 有 的 o 均 为 正 值 ， 
H(e”) >0, -7T<w<T 


BBE h| n] hiz: 变换 存在 。 没 有 假定 H(z) 是 有 理 的。 
(a) 证 明 存 在 一 个 最 小 相位 信号 el n] ,使 得 
H(z) = G(z)G(z7!) 

式 中 G(z) 是 序列 gln] hg: ER, CRA Yn <0 g(r] =0 WHER, 分 别 用 显 式 说 明 

h[n] 和 &[n] 之 间 , 即 h[n] 和 g[n] 的 倒 谱 之 间 的 关系 。 
(b) 已 知 一 稳定 信号 sin] ,具有 有 理 z 变换 
(1 —2: 1)(1 — 4274) 
Q = 47D — 3274) 

EX h[n] =sln] *s| —n], FAY SR G(z)[ 与 (a) 中 相同 ] 。 
(c) 考虑 图 P13. 17 中 的 系统 ,其 中 人 [zz 定义 为 

tln|=uln — 1] + (—1)"uln — 1] 


确定 x[n | AY ie — AY ARE ,使 得 对 于 所 有 的 n 有 y[n] =x[n]。 


传 里 叶 
iit Wh 


S(z) = 









xfa] 
log IX(ej®)| 





图 P13. 17 


13.18 研究 一 个 最 大 相位 信号 x[m]。 
(a) 证 明 最 大 相位 信和 号 的 复 倒 谱 x[ zj] 与 大 的 倒 谱 c,[n] 之 间 有 如 下 关系 : 


730 


离散 时 间 信 号 处 理 ( 第 三 版 ) 





13. 19 


13. 20 


13. 21 


13. 22 


13. 23 


13. 24 


iin] = crlnltmaxlnl 
式 中 Ln] =2u[ -n] -6[n] 
(b) 利用 (a) 中 的 关系 式 证明 


1 ` id w—é 
arg{X(e!”)} = —P log |X (ei i cot ( ) ae 
ğü 27 — 2 
(c) 证 明 
T 


; 1 -A 
log |X(e1®)| = [0] — =P | arg{X(e!”)} cot (= Jav 
2 元 Jx 2 





考虑 一 个 有 傅 里 叶 变换 X(e”) 和 复 倒 谱 x[n | 的 序列 x[n]。 新 的 信号 yL nj] 由 同 态 滤波 得 
到 ,其 中 
flal = $in] — l-n Duln — 1] 
(a) 证 明 y[z] 是 一 个 最 小 相位 序列 。 
(b) Ye”) 的 相位 是 什么 ? 
Ce) R argl Y(e”) ] Ail log | ¥Ce") | 之 间 的 关系 。 
(d) 如 果 x[ nj 是 最 小 相位 的 ,yL nj] 与 xLn] 有 何 关系 ? 
式 (13.65 ) 表 示 序 列 x[n] 和 它 的 复 倒 谱 x[n] 之 间 的 递 推 闫 系 。 由 式 (13.65 ) 证 明 , 对 于 最 
小 相位 输入 ,特征 系统 D [+ ] 相 当 于 一 个 因果 系统 ;也 就 是 证 明 , 对 于 最 小 相位 输入 , 当 
k<n Atil n] RR elk). 
叙述 计算 一 个 因果 序列 x[ nj] 的 准确 步骤 ,对 于 该 序列 有 
ret — 0.952—1)2/5 
"(1 =0.92-1) 7/13 
序列 
hln] = d[n| + ad|n — nol 
是 含有 回 波 的 系统 的 冲 激 响应 的 简化 模型 
(a) 求 这 个 序列 的 复 倒 谱 h[n] 。 画 出 该 结果 的 草图 。 
(b) 求 倒 谱 cLnj] 并 画 草 图 。 
Co) 假设 复 倒 谱 的 近似 值 是 利用 NN 点 DFT 按照 式 (13.46a) 至 式 (13.46c) 计 算出 的 。 对 于 


ny = N/6 的 情况 , 求 近似 值 凡 [z] (0<n<N -1) 的 闭合 形式 表达 式 。 假 设 相位 解 卷 绕 
可 以 精确 地 实现 。 如 果 N 不 能 被 n 整除 ,结果 将 如 何 ? 

(d) 当 用 式 (13. 60a) 和 式 (13. 60b) 计 算 时 ,对 于 倒 谱 的 近似 值 c,[n] (0<n<N-1) 重 
复 (c)。 

(e) 如 果 在 倒 谱 近似 值 c,[n] 中 利用 最 大 的 冲 激 来 检测 回 拨 延 迟 m 的 值 ,N 必须 取 多 大 才 
能 避免 模糊 ? 假设 用 这 个 N 值 可 以 实现 精确 的 相位 解 卷 绕 。 

设 x[n] 是 一 个 有 复 倒 谱 为 4[n] 的 有 限 长 最 小 相位 序列 ,并 定义 另 一 个 序列 

yin] = &" xin] 

EA SBI Sin] 

(a) #0<a<1, 5 alm] MEH jin] ERF? 

(b) 应 当 如 何 选 w, 使 得 y[m] 是 不 太 长 的 最 小 相位 序列 ? 

Ce) 应 当 如 何 选 a, 使 得 车 线性 相位 项 在 计算 复 倒 谱 前 除去 , 则 对 于 n>0,7[n] =02 

研究 一 个 最 小 相位 序列 x[n] ,其 :变换 为 X(z) 且 复 倒 谱 为 +[n] 。 通 过 关系 式 


şin] = (a” — 1)t[n] 
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定义 一 个 新 的 复 倒 谱 。 求 :变换 Y(z) 。 这 个 结果 也 是 最 小 相位 吗 ? 
13. 25 13.9. 4 节 中 包括 了 对 于 一 个 最 小 相位 序列 与 另 一 个 序列 的 卷 积 ,如 何 利用 复 倒 谱 得 到 两 种 
不 同 的 分 解 的 例子 。 在 该 例 中 


x(q) = OBA ENA + 0.9715 + 0.817) 


(1 — 0.9e/%/6z-1)(1 — 0.9e-i*/6z-1) 
(a) 在 第 一 种 分 解 中 ,X(z) =X nn (2) X,,(z) AP, 
(1 eee 十 0.9z-15 + 0.812739) 











Xmin (2) (1 — 0.9e)*%/62-1)(1 — 0.9e-it/6z-1) 
All 
(0.98 + <7!) 
Xap(z) = 一 一 一 一 一 一 一 
ja (1 + 0.98z—1) 


利用 对 数 项 的 蛙 级 数 展开 式 求 复 倒 谱 名 [4] ,名 ,[n] 和 4]。 面 出 这 些 序列 的 图 形 ， 
并 分 别 与 图 13. 19 中 的 图 形 加 以 比较 。 

(b) 在 第 二 种 分 解 中 ,X(z) = 和 (z) X,(z) sth, 
2 1(1 + 0.92715 + 0.812739) 

(1 — 0.9e/%/6z-1)(1 一 0.9e-jr/6z-1) 





Xmn(z) = 


和 

Xmx (z) = (0.982 + 1) 
Fil FY I A HE FP SOR SS ALE EN in [2] Ain [0] (Ade Sn] = 人 Lln] + 
Xa.[ nj 与 (a) 中 一 样 。 注 意 ， 





cs 3 一 (0.9 32—45 
(140.92715 +. 0.817730) = UAH Oe *) 


(1 一 0.9z-15) 
13.26 假设 sin]=h[n]*g[n]*plnj], 其 中 hln] 是 一 个 最 小 相位 序列 ,g[n] 是 一 个 最 大 相位 序 
列 , 且 pln] H 
4 
pln|= asin — knol 
k=0 


UTE a, All ng ACA He — AG hn | DA s[n] 中 分 离 出 来 的 方法 。 
扩充 题 


13.27 设 x[n] 是 一 个 序列 ,有 z 变换 X(z) 和 复 倒 谱 宁 n]。X(z) 的 幅度 平方 函数 为 
V(z) = X(z)X*(1/2") 
因为 V(e*) = XC) 0, 所 以 能 够 计算 与 V(z) 对 应 的 复 倒 谱 计 nj] 而 不 用 使 相位 解 
(a) 求 出 复 倒 谱 引 nj 和 复 倒 谱 x[ nj] 之 间 的 关系 式 。 
(b) HERS c [n RERE A ln]. 
Ce) 求 序 列 +[n] 使 得 
2min [n] = £in] ein] 
是 最 小 相位 序列 x,,, [nj 的 复 倒 谱 , 对 x,,,[n] 有 
IXmin (el)? = V (ei®) 
(d) 假设 X(Cz) 由 式 (13.32) 给 出 ,利用 (e) 的 结果 和 式 (13. 36a) 至 式 (13. 36c) 求 最 小 相位 
序列 的 复 倒 谱 ， 并 且 进行 反 向 计算 ， K X nin (Z) 0 
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在 (d) 中 所 用 到 的 技术 通常 可 以 用 来 得 到 一 个 幅度 平方 函数 的 最 小 相位 因 式 分 解 。 
13.28 设 *[n] 是 x[n] 的 复 倒 谱 。 定义 一 个 序列 x,L nj] 为 
xin/ N], n=0,EN, +2N, + 
证 明 x,[n | 的 复 倒 谱 由 下 式 给 出 : 
fln/N], n =0, £N, 2N,- 
eln] = fa 其 他 
13.29 在 语音 分 析 .综合 和 编码 中 ,语音 信号 通常 可 以 在 一 个 短 时 间 间 隔 内 用 一 线性 时 不 变 系统 的 
响应 作为 其 模型 ,对 于 浊音 ,该 系统 由 在 一 串 等 间隔 脉冲 间 转 换 的 冲 激 来 激励 ,而 对 于 清音 
则 由 一 个 宽带 随机 噪声 源 来 激励 。 为 了 用 同 态 解 卷 积 来 分 离 语 音 模型 的 分 量 , 令 语 音信 和 号 
s[n] =z[z]*p[zl 乘 以 窗 序列 w| nF x[n] =stnz]wfal。 为 了 简化 分 析 ,x[m] 可 以 近 
似 为 
x[n| = wla] * plap- win] = vin] * (plal wia) = vin] * Pu 
st} p, [n] = pln] wln], st (13. 123 ) 所 示 。 
(a) 试 给 出 p[nj oln] Al wln] BT A et Er Be ON KB OE ALL. 
(b) 估计 激励 参数 (浊音 /清音 判定 和 浊音 的 脉冲 间隔 ) 的 一 种 方法 是 计算 语音 x[n] 加 窗 后 
的 实 倒 谱 c [n], WE P13. 29-1 所 示 。 对 于 13. 10. 1 节 的 模型 ,用 复 倒 谱 x[n] 来 表示 
ela]. MMA c,[ nj 来 估计 激励 参数 。 
Cn - 
图 P13. 29-1 
(ce) 假设 用 "平方 "运算 来 代替 对 数 运算 , 则 所 得 出 的 系统 如 图 P13. 29-2 所 示 的 那样 ,是 否 
能 够 用 新 “ 倒 谱 ”gq,[n | 来 估计 激励 参数 ? 请 解释 原因 。 À 
ERE ~ 
图 P13. 29-2 
13.30 ”考虑 一 个 稳定 的 线性 不 变 系统 ,其 冲 激 响应 为 hi nj] 且 全 极点 系统 函数 为 
H(z) = t 
] 一 ape 
k=1 
这 样 的 全 极点 系统 产生 于 线性 预测 分 析 , 感 兴趣 的 是 直接 由 A(z) 的 系数 来 计算 复 倒 谱 。 
(a) RAO], 
n=l zy 
(b) EBA Ain) = an + 5 ($) fikan Wi 
k=1 
利用 在 (a) 和 (b) 中 的 关系 式 , 可 以 不 用 使 相位 解 卷 绕 并 且 不 用 求解 H) 分 母 的 根来 计算 
复 倒 谱 。 
13. 31 对 于 回 波 来 说 , 比 习题 13. 22 中 的 系统 稍微 现实 些 的 模型 是 如 图 P13. 31 所 示 的 系统 。 该 系 


统 的 冲 激 响应 是 


hin] = d|n| + ægin — nol 


13. 32 
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式 中 ag[ nj] 是 回 波 路 径 的 冲 激 响应 。 








sln] T Es Py x[n] 
| | 下 
| | 
| | 
SIn—n ag[n] 
| 一 0] | 
图 P13. 31 


(a) 假定 


max |aG(e!”)| <1 
—T<w<T 


证 明 复 倒 谱 hln] 有 如 下 形式 : 
DO k 
hin] = yp! gkln — kno] 
k=1 
并 且 求 利用 g[ nj] 的 g,[n] 表 达 式 。 
(b) 对 于 (a) 的 条 件 , 当 g[n] =6[n] 时 , 求 复 倒 谱 h[n] 并 绘 草图 。 
(ce) 对 于 (a) 的 条 件 , 当 g[n] = a"u[n] 时 , 求 复 倒 谱 h[n] 并 绘 草图 。a 和 a 必须 满足 什么 
条 件 才能 应 用 (a) 的 结果 ? 
(d) 对 于 (a) 的 条 件 , 当 g[n] = ao6[n] +0,6[n—n, BY RE BBA n FABRA, a,ay, 
a 和 nn 必须 满足 什么 条 件 才能 应 用 (a) 的 结果 ? 
指数 加 权 的 一 个 有 趣 用 法 是 不 使 用 相位 解 卷 绕 来 计算 复 倒 谱 。 假 设 X(z) 在 单位 圆 上 没有 
极点 和 零点 ,就 有 可 能 在 乘积 w[n] = a"x[n] 中 找到 指数 加 权 因 子 a, 使 得 在 W(z) =X(a'z) 
变换 中 X(z) 没 有 极点 或 零点 跨 过 单位 圆 。 
(a) 假设 X(z) 没 有 极点 或 零点 跨 过 单位 圆 ,证 明 
wln] = a" in] ( P13. 32-1) 
(b) 现 假定 计算 c,[n] 和 c,[n] 而 不 是 复 倒 谱 。 用 (a) 中 的 结果 得 出 c.[n] 和 c,[n] 通 过 
+[n] 表 示 的 表达 式 。 
(c) 现 证 明 


2(cxrlnl — acyl) 


1 — g2” 
(d) HF e[n] Ale, n] ATLAS) HGH log | X (e) |F log| W(e™) | 计算 , 式 (P13.32-2) 是 计 
PERE AS HEA Xe") 的 基础 。 讨 论 这 个 方法 可 能 引发 的 问题 。 








ŝin] 


n#0 ( P13. 32-2) 


附录 A 随机 信号 


本 附录 汇集 和 总 结 了 一 些 与 随机 信号 表示 有 关 的 结论 ,并 给 出 了 相关 的 符号 表示 。 这 里 并 没 
有 对 随机 过 程 理论 的 困难 性 和 复杂 的 数学 问题 进行 详细 讨论 。 虽然 使 用 的 方法 不 是 很 严谨 ,但 是 
我 们 总 结 了 若干 重要 结论 以 及 隐 含 在 推导 中 所 做 的 数学 假设 。 随 机 信号 的 一 些 详细 理论 可 以 在 诸 
如 Davenport( 1970) ,Papoulis( 1984) ,Gray and Davidson (2004 ) ,Kay(2006 ) 和 Bertsekas and Tsitsiklis 
(2008 ) 等 的 文献 中 找到 。 


A. 1 离散 时 间 随机 过 程 


随机 信和 号 数学 表示 中 的 基本 概念 就 是 随机 过 程 。 当 我 们 把 随机 过 程 作为 离散 时 间 信 号 的 模型 
来 讨论 时 ,假定 读者 已 经 熟悉 如 随机 变量 .概率 分 布 和 平均 等 概率 论 中 的 这 些 基本 概念 。 

在 实际 信号 处 理 的 应 用 中 利用 随机 过 程 模型 时 ,总 是 把 一 个 具体 的 序列 当 作 全 部 样本 序列 中 
的 一 个 。 知 给 定 一 个 离散 时 间 信 号 ,相对 应 的 随机 过 程 的 构成 , 即 基 本 概率 规律 通常 是 不 知道 的 ， 
必须 设法 从 中 推导 出 来 。 可 以 对 该 过 程 的 构成 做 出 合理 的 假设 ,或 者 从 一 个 典型 样本 序列 的 有 限 
序列 段 中 估计 出 某 一 随机 过 程 表 示 的 性 质 。 

通常 ,一 个 随机 过 程 是 一 组 带 有 序号 的 随机 变量 |x,1| ,随机 变量 族 的 特性 由 一 组 概率 分 布 函 
数 来 描述 ,该 分 布 函 数 往往 可 能 是 序号 n 的 隐 数 。 对 于 离散 时 间 信 号 , 当 用 到 把 一 个 随机 过 程 作为 
一 个 离散 时 间 信 号 的 模型 时 ,序号 n 总 是 与 时 间 有 关 。 换 句 话 说 ,我 们 认为 随机 信号 的 每 一 个 样本 
值 x*Lnj] 都 是 由 服从 某 种 概率 论 定律 的 作用 过 程 所 产生 的 。 一 个 随机 变量 x, 可 以 用 如 下 的 概率 分 
布 函数 来 描述 : 

Px, Xn n) = Probability {xn < xn] (A1) 

式 中 x%, 表示 随机 变量 也, 而 x[ n] x, 的 一 个 具体 值 。 如 果 x, POEEM, W EER FER a E PR 
数 描述 为 


ð Px, (Xn, N) 





Px, Ens A) = Jx (A.2) 
或 概率 分 布 函数 
Px, (Xn, n) = | i Px, (x, n)dx (A. 3) 
一 个 随机 过 程 的 两 个 随机 变量 x, 和 xw 之 间 的 相互 关联 性 用 联合 概率 分 布 函数 
Px, xmn; n. Xm, Mm) = Probability [Xn < x, and Xm < Xm] 、 (A.4) 
和 联合 概率 密度 
Pi Xm (Xn. Xm. mM) = OP sn xn Un. Ket, Wt) (A. 5) 
IXy OXm 
来 表示 。 
如 果 两 个 随机 变量 中 任何 一 个 变量 的 取 值 情况 不 影响 另 一 个 变量 的 概率 密度 , 则 称 它们 是 统 


计 独 立 的 。 若 随机 变量 集合 | x, | 中 所 有 随机 变量 都 是 统计 独立 的 , 则 有 





D 在 本 附录 中 ,用 黑体 表示 随机 变量 ,正常 体 表示 概率 函数 的 哑 元 变量 
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PY, .xm (Xn: N, Xm, M) = Px, (Xnsn): Px, (Xmm), mÆn (A.6) 

一 个 随机 过 程 的 完全 描述 要 求 能 够 逐一 表明 全 部 可 能 的 联合 概率 分 布 。 正 如 已 经 指出 的 ,这 

些 概率 分 布 函数 可 能 都 是 时 间 序 号 m 入 的 函数 。 在 所 有 概率 隐 数 相对 于 时 间 起 始点 的 平移 均 
为 独立 的 情况 下 ,该 随机 过 程 称 为 平稳 的 。 例 如 ,平稳 过 程 的 二 阶 分 布 函 数 满足 

Pr tk xy th Xngk N +k, Ame gM +k) = Pexm (Xn Nn. Xmm), HARANI k (A.7) 


在 离散 时 间 信 号 处 理 的 许多 应 用 中 ,如 果 一 个 具体 的 信号 可 以 看 作 是 一 个 随机 过 程 的 样本 序 
列 ; 则 该 随机 过 程 就 可 以 作为 这 类 信和 号 的 模型 。 虽 然 这 类 信号 的 细节 是 不 可 预测 的 一 一 这 使 得 确 
定性 方法 不 适用 于 该 类 信号 的 表示 一 一 但 是 该 集合 的 某 些 平均 特性 则 可 以 由 随机 过 程 的 已 知 概率 
规律 来 确定 ,这 些 平均 特性 虽然 还 是 不 完全 的 ,但 常常 可 以 作为 这 类 信和 号 的 一 种 有 用 的 特征 表示 。 





A.2 平均 


2 之 类 的 平均 量 来 描述 随机 变量 的 特征 往往 是 很 有 用 的 。 因 为 一 个 随机 过 
一 组 带 有 序号 的 随机 变量 ,所 以 也 可 以 用 组 成 随机 过 程 的 随机 变量 的 统计 平均 来 描述 随机 过 
和 这 类 平均 称 为 集合 平均 。 首 先 来 讨论 几 种 平均 以 及 它们 的 定义 。 


A.2.1 定义 
一 个 随机 过 程 的 平均 或 均值 定义 为 
my, = E {Xn} =f š XPx, (x. n)dx (A. 8) 


—co 


Fh con Ae ee a, ae SAL) PT Wn AK, a (+ ) tk — 7S 26 (A eR A, WI) 
g(x, ) 就 是 一 个 随机 变量 ,并且 随 机 变量 的 集合 lg(Cx, ) | 定义 了 一 个 新 的 随机 过 程 。 为 了 计算 这 个 
新 随机 过 程 的 平均 ,我 们 可 以 导出 新 随机 变量 的 概率 分 布 ， nelle 


E{g(Xn)} at j g(x) Px, (x. n)dx (A.9) 
一 Bo 


如 果 随 机 变量 是 离散 的 , 即 它 们 为 离散 值 , 则 积分 就 变 成 对 随机 变量 所 有 可 能 的 值 求 和 , 则 
Elg(x) | AM Ps: 
Eland} = DB) Prax, n) (A. 10) 


在 我 们 对 两 个 (或 更 多 个 ) 随 机 过 程 之 间 的 关系 感 兴趣 的 情况 下 ,必须 考虑 两 个 随机 变量 的 集 
合 {x | Ally, | 。 例 如 ,两 个 随机 变量 函数 的 期 望 值 定义 为 


E{g(Xn, ym)} = | | R(X. Y)Pxny„, (XN, y, Mm)dx dy CA- 11} 


SO „Pyy, (Xn Ym mM) EREL E E x, 和 yy 的 联合 概率 密度 。 

数学 期 望 算 子 是 线性 算 子 ,1 R 

(1) €{x, +y,,}| =E€1x,} +ély,,! E, RAFET EAA; 

(2) Elax,| =a €{x,} 5B, 一 个 常数 与 相 乘 的 平均 等 于 该 常数 乘 以 x, 的 平均 。 

一 般 说 来 ,两 个 随机 变 , 量 乘积 的 平均 并 不 等 于 各 自 平 均 的 乘积 。 然 而 ,如 果 它 们 相等 , 则 称 这 
两 个 随机 变量 是 线性 独立 的 或 不 相关 的 。 也 就 是 说 , 若 

E{Xnym} = E{Xm} - Ely,,} (A. 12) 

则 x, 和 yn 是 线性 独立 的 。 

MIRCA. 11) 和 式 (A. 12) 很 容易 看 出 ,线性 独立 的 充分 条 件 是 
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Pau.ym (Xn Ms Yms m) = Py, (Xn: n): Py,, (Ym; m) (A. 13) 
但 是 ,可 以 证 明 , 式 (A. 13) 是 一 种 比 式 ( A. 12) 更 为 严格 的 有 关 独 立 性 的 表述 。 如 上 所 述 , 满 足 式 
(A. 13) 的 随机 变量 称 为 统计 独立 的 。 如 果 对 于 所 有 的 n 和 m 值 式 (A. 13) 均 成 立 , 则 称 随 机 过 程 
(x, | Ally, | 是 统计 独立 的 。 统 计 独 立 的 随机 过 程 也 是 线性 独立 的 ,但 是 线性 独立 的 随机 过 程 并 不 
意味 着 也 是 统计 独立 的 。 

由 式 (A.9) 至 式 (A.11) 可 以 看 出 ,平均 一 般 是 时 间 序 号 的 函数 。 但 在 平稳 过 程 的 情况 下 , 却 
不 是 这 样 的 。 对 于 平稳 过 程 来 说 ,组 成 该 过 程 的 所 有 随机 变量 的 均值 均 相等 ,也 就 是 说 ,一 个 平稳 
过 程 的 均值 是 一 个 常数 , 记 作 m, o 

除了 如 式 (A. 8) 定 义 的 随机 过 程 的 均值 外 ,还 有 几 个 平均 量 在 信号 处 理 的 范畴 内 是 特别 重要 
的 。 下 面 将 给 出 它们 的 定义 。 为 了 符号 上 方便 起 见 ,假设 概率 分 布 是 连续 的 。 对 于 离散 随机 过 程 ， 
利用 式 ( A. 10) 就 可 以 得 出 相应 的 定义 。 

x, 的 均 方 值 是 |x, | 的 平均 , 即 


Etim?) == | Ix? px, (x. n)dx (A. 14) 
= 


有 时 也 把 均 方 值 称 为 平均 功率 。 
x, 的 方差 是 [x, - m, | 的 均 方 值 , 即 


var[Xn] = El — mx, } = 0 (A. 15) 
因为 和 的 平均 等 于 平均 的 和 ,所 以 很 容易 证 明 , 式 (A. 15) 可 以 写作 


2 2 
var[xn] = E(|xn|"} 一 [m x, | 


通常 , 均 方 值 和 方差 都 是 时 间 的 函数 ,但 是 对 于 平稳 过 程 它们 均 为 常量 。 
均值 . 均 方 值 和 方差 等 都 是 一 种 简单 的 平均 ,它们 只 能 提供 有 关 随 机 过 程 的 一 小 部 分 信息 。 更 
为 有 用 的 平均 是 自 相 关 序列 , 它 定义 为 


( A. 16) 


co fw 
dxxin, m] = E{xn Enl = | | Xn, PX wn (Xn: N, Xm dx, d Xm (A. 17) 
一 cc J —00 
式 中 * Ras KH, ABENLEN ADT ENTIN aE ON 
Vrx[n, M] = EL (Sn — my, (Xn — Mx,,)"} (A. 18) 
它 可 以 写成 
Yer [ma] = byx[n.m] — my, my (A. 19) 


应 当 注 意 ,通常 自 相 关 和 自 协 方差 都 是 二 维 序列 , 即 为 两 个 变量 的 函数 。 

自 相 关 序 列 是 随机 过 程 在 不 同时 间 的 值 之 间 相 关 性 的 度量 。 在 这 个 意义 上 , 它 部 分 地 描述 了 
一 个 随机 信号 随时 间 变 化 的 程度 。 两 个 不 同 随机 信号 之 间 相 关 性 的 度量 可 以 由 互相 关 序 列 得 出 。 
如 果 |x,| Ally, | 是 两 个 随机 过 程 , 则 它们 的 互相 关 为 


cc fp oœ 
$xyln, m] = E (Xn yh} = | | XY" Px, y,, (Xn, y, m)dx dy (A. 20) 
-œJ =œ 
其 中 ,my， (x,n,y,m) Æ x, FI xn 的 联合 概率 密度 。 互 协 方差 函数 定义 为 
Yevln, m] = E{ (Xn zi Myn) (Ym a my,,)*} = Pryln, m|— Myx, mi, ( A. 21) 


正如 已 经 指出 的 ,一 个 随机 过 程 的 统计 特性 通常 是 随时 间 变 化 的 。 但 是 一 个 平稳 随机 过 程 是 
用 稳定 条 件 (equilibrium condition ) 来 描述 其 特征 的 ,在 该 条 件 下 其 统计 特性 不 随时 间 原 点 的 平移 
而 变化 。 这 意味 着 一 阶 概率 分 布 是 与 时 间 无 关 的 。 类 似 地 ,全 部 的 联合 概率 函数 也 不 随时 间 原 点 
的 平移 而 变化 , 即 二 阶 联合 概率 分 布 只 取决 于 时 间 差 (m -n)。 一 阶 平均 ,如 均值 和 方差 ,与 时 间 无 
关 ; 二 阶 平均 ,如 自 相 关 函 数 $,[ n,m] , 仅 与 时 间 差 (m -n) 有 关 。 因 此 ,对 于 平稳 过 程 来 说 ,可 以 
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得 出 
{Xn} (A. 22) 


o2 = E{|(Xn 一 mo (A. 23) 
5 n TK, WRH m 表示 时 间 差 , 则 
prxlnt mn} = prrlm] = E{xXn4mXp} (A. 24) 
也 就 是 说 ,一 个 平稳 随机 过 程 的 自 相 关 序 列 是 一 个 一 维 序列 ,是 时 间 差 m 的 函数 。 
在 许多 场合 将 会 遇 到 在 严格 的 意义 上 并 不 平稳 的 随机 过 程 , 即 它们 的 概率 分 布 不 是 时 不 变 的 ， 
但 是 式 ( A. 22) 至 式 (A. 24) 仍 然 成 立 。 这 类 随机 过 程 称 为 是 广义 平稳 的 。 


A.2.2 时 间 平 均 


在 信号 处 理 领 域 中 ,“ 信 号 的 一 个 集合 "这 种 提 法 是 一 个 方便 的 数学 概念 , 它 允 许 我 们 在 它们 
的 表示 中 可 以 利用 概率 论 。 但 是 从 实用 的 意义 上 来 说 ,往往 最 多 只 能 得 到 有 限 个 有 限 长 序列 而 不 
是 一 个 序列 的 无 限 集合 。 例 如 ,我 们 可 能 希望 从 该 集合 内 某 一 单个 信号 的 测量 中 推导 出 随机 过 程 
表示 的 概率 规律 或 某 些 平 均 量 。 当 概率 分 布 与 时 间 无 关 时 ,直观 上 似乎 样本 的 单个 序列 很 长 一 段 
的 幅 值 分 布 ( 直方 图 ) 应 当 近 似 等 于 单一 概率 密度 ,该 概率 密度 描述 随机 过 程 模型 的 每 个 随机 变 
量 。 类 似 地 ,单个 序列 大 量 样 本 的 算术 平均 应 当 十 分 接近 该 随机 过 程 的 均值 。 为 了 把 这 些 直 觉 的 
看 法 公式 化 ,我 们 定义 一 个 随机 过 程 的 时 间 平 均 为 


1 
(x) = jim IL +1 之 X; ( A. 25) 
同样 地 ,定义 时 间 自 相关 序列 为 
L 
E NE. . 
(Xn+mXy) =~ jim. IL+1 pa XntmX), ( A. 26) 


可 以 证 明 , 若 1x,| 是 一 个 有 限 均 值 的 平稳 过 程 , 则 上 面 的 极限 存在 。 正 如 式 (A. 25) 和 式 (A. 26 ) 所 
定义 的 ,这 些 时 间 平 均 量 是 无 限 多 个 随机 变量 的 函数 ,并 且 它 们 自身 就 完全 可 以 看 作 是 一 个 随机 变 
量 。 但 是 ,在 已 知 具有 遍历 性 的 条 件 下 , 式 (A.25) 和 式 (A.26) 中 的 时 间 平 均等 于 常量 ,这 就 意味 
着 几乎 全 部 可 能 的 样本 序列 的 时 间 平 均 也 等 于 同样 的 常量 ,而 且 它 们 等 于 相应 的 集合 平均 PD A 
此 , 当 -s <n<% 时 ,对 于 任何 单个 样本 序列 |x[n]| ,有 


L 
em = im. 34 Ps x[n] = Efx} = ms (A. 27) 
All 
时 * = li 1 = E =ë *) 
(x[n + m]x*[n]) = gyi 2 x[n + m)x"[n] = E {Xn} = Pex] (A. 28) 


时 间 平 均 算 子 (. 具有 与 集合 平均 算 子 51 :1 相同 的 性 质 。 这 样 ,在 随机 变量 x, 和 它 在 某 一 样本 
序列 中 的 值 x*[ nj 之 间 , 一 般 就 不 加 区 别 。 例 如 ,表达 式 E1x[n] | 应 写成 E1x,| = 《x[n])。 通 常 ,对 
于 各 态 历经 过 程 , 时 间 平 均等 于 集合 平均 。 

在 实际 中 常常 假设 已 知 的 序列 是 遍历 随机 过 程 的 一 个 样本 序列 ,所 以 可 以 由 某 一 单个 序列 来 
计算 平均 量 。 当 然 ,一 般 我 们 无 法 计算 式 (A. 27) 和 式 (A. 28 ) 中 的 极限 ,但 是 量 





名 ”更 准确 的 表述 是 ,随机 变量 (xs) 和 (xswxv ) 的 均值 分 别 等 于 m, 和 palm] ,并 且 它 们 的 方差 为 零 。 
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上 一 1 
1 
fix = T >》 xin] (A. 29) 
n=0 
1 L—l 
62 = A 》 ela] = rity? (A. 30) 
n=0 
和 
1 1 一 1 
Gln + me ln) = 7 2 xin + m]x*In] (A.31) 
n=0 


或 类 似 的 量 常 常用 于 计算 均值 Tr AeA EE EL. 和 分 别称 为 样本 均值 和 样本 方差 。 
从 有 限 的 一 段 数据 来 估计 一 个 随机 过 程 的 平均 量 是 统计 学 中 的 一 个 问题 ,第 10 章 已 简要 地 涉及 一 些 . 


A. 3 平稳 过 程 相 关 序 列 和 协 方差 序列 的 性 质 
相关 上 郴 数 和 协 方差 图 数 的 一 些 有 用 性 质 可 以 用 一 种 简洁 的 方式 根据 定义 来 得 出 。 这 些 性 质 将 


在 本 节 中 给 出 ， 
考虑 两 个 实 平稳 随机 过 程 1x, | 和 |y,| ,它们 的 自 相 关 、 自 协 方差 ,互相 关 和 互 协 方差 分 别 为 


balm] = E{Xn tmX»)} ( A. 32) 
Yrxlm] = E{(Xn4m — mr) Xn — mx)*} (A. 33) 
Prylm] = E{Xn4myn} (A. 34) 
Yeyin] = El(Xn4m 一 mr 一 my 六 (A. 35) 


IUP m, 和 m, 分 别 是 两 个 随机 过 程 的 均值 。 下 列 性 质 很 容易 由 定义 经 简单 推导 而 得 出 。 
性 质 1 : 
yrx [lm] = prsim] — |mxl? ( A. 36a) 
Yaxin) = beylm] — mem) ( A. 36b) 
从 式 (A. 19) 和 式 (A. 21) 就 可 以 直接 推导 出 这 些 结果 。 它 们 表明 ,对 于 零 均 值 过 程 ,相关 序列 和 协 
方差 序列 是 相同 的 。 


性 质 2: 
x0] = EUXn|?] = 均 方 什 (A. 37a) 
valO] = 02 = 方差 (A. 37b) 

性 质 3; 
dxx[—m] = $F, [mr] (A. 38a) 
Yexl—m] = yy, [mn] (A. 38b) 
dxyl—m] = py [ml (A. 38c) 
Yeyl—m] = yyy [a] (A. 38d) 

性 质 4: 
Idxyvbm ll? < bx x[0]dyy10] (A. 39a) 
Ivin]? < xx[ODwv[O] (A. 39b) 

特别 地 ， 
[pixlmll < mrx[0] (A. 40a) 


lYxxim]| < yxx[0] ( A. 40b) 
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性 质 5: 若 y, =x，，, 则 
i brslm] = pulm] (A. 41a) 


yyylm] = Yea fr] (A. 41b) 
性 质 6: 对 于 许多 随机 过 程 来 说 ,如 果 它 们 在 时 间 上 相隔 较 远 , 则 其 随机 变量 可 以 成 为 不 相关 
的 。 若 这 一 点 成 立 , 则 有 


ha (A. 42a) 
lim ulm] = loop ( A. 42b) 
lim yyylm] = 0 (A. 42c) 

ni— OO 
lim Qxylm] = mamy ( A. 42d) 


上 述 结论 的 本 质 是 ,相关 和 协 方差 都 是 有 限 能 量 序 列 , 当 m 值 很 大 时 它们 趋 于 零 。 所 以 我 们 
常常 能 够 利用 它们 的 傅 里 叶 变 换 或 = 变换 来 表示 这 些 序列 。 


A.4 随机 信号 的 傅 里 叶 变 换 表 示 


虽然 除了 在 一 些 特殊 情况 下 一 个 随机 信号 的 传 里 叶 变换 不 存在 ,但 是 这 样 一 个 信号 的 自 协 方 
差 和 目 相关 序列 却 是 非 周 期 序列 ,而 它们 的 这 些 变 换 往 往 存在 。 对 于 一 个 线性 时 不 变 系 统 , 当 输入 
是 一 个 随机 信号 时 ,这 些 平均 量 的 谱 表示 在 描述 系统 的 输入 /输出 关系 时 起 着 重要 的 作用 。 因 此 ， 
人 研究 相关 序列 和 协 方差 序列 的 性 质 , 以 及 它们 对 应 的 傅 里 叶 变 换 和 z 变换 是 十 分 有 益 的 。 

定义 Dale), Dal), BoC) A T, DAA palm], yalm], py lm] A yom] h 


DTFT, A AXE RRB Ee AY DTFT, 所 以 它们 肯定 是 周期 为 or 的 周期 函数 。 根 据 式 ( A. 36a) 
和 式 (A. 36b) 在 |w|< 的 一 个 周期 上 可 得 

gur(eie) = Tee(eie) 十 2rloarl2s(o)， lol <a (A. 43a) 
和 

Dry( en) = Tyi ejo ) 十 2rmym* ôw), jo| <r (A. 43b) 


在 零 均值 过 程 的 情况 下 (m, =0 Fil m, =0) ,相关 函数 和 协 方差 函数 相等 ,因此 @.(e") = re) 
HD, (e) =r (e), 
由 傅 里 叶 逆 变换 公式 可 得 


Vex [m] = = | Fx (0) JO" da ( A. 444) 
1 y . 
prrlm] = -= 一 | DrCeo)elo "dow ( A. 44b) 
2n J x 
因而 ,自然 有 
开 
Eln = dest] = 02 f balie dew (A. 45a) 
2n Jr 
2 1 "i 
cr = Yrx[0] = an | Fix (el )dw (A. 45b) 
T Jon 
有 时 ,在 表示 上 可 以 很 方便 地 定义 量 P,(w) 为 
Pyx(@) = Brr(el®) ( A. 46) 
在 这 种 情况 下 , 式 (A. 45a) 和 式 (A. 45b) 可 以 表示 为 
2 1 
E{|x[n] 7} = In | Pri(w) dw (A.47a) 
9 1 is 
oF = m Pile(o)dow ( A. 47b) 
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因此 ,对 于 -Tw<7,P,(w) 的 面积 正比 于 信和 号 的 平均 功率 ,事实 上 ,正如 2.10 节 中 所 讨论 的 ， 
P,.(w) 在 一 个 频段 上 的 积分 正比 于 在 奢 个 频段 内 信和 号 的 功率 。 正 是 由 于 这 个 原因 , 荫 数 Pa Co) ER 
为 功率 密度 谱 , 简 称 功率 谱 。 当 P,,(w) 是 一 个 与 wo 无 关 的 常量 时 , 称 这 个 随机 信号 为 白 过 程 或 简 
称 白 品 声 。 当 P,,(w) 在 某 一 频段 上 为 常量 并 且 在 其 他 频段 上 为 零 时 , 称 其 为 带 限 白 噪声 。 

由 式 (A.38a) 可 知 ,P,(w) =Pi(w), 即 P.(w) 总 是 实 值 的 ,并 且 对 于 实 随机 过 程 ,有 [mj] = 
bal —m] ,所 以 此 时 PCo) 既 为 实数 ,又 为 偶数 , 即 

Pix (w) = Per( 一 o) (A. 48) 

另 一 个 重要 的 性 质 是 ,功率 密度 谱 是 非 负 的 。 这 一 点 曾 在 2. 10 节 讨 论 过 。 

互 功率 密度 谱 定义 为 


Pyy(@) = PD, (el®) ( A. 49) 
这 个 防 数 通常 是 复数 ,并 且 由 式 ( A. 38c) 可 得 
Pyy(w) = Py (w) (A.50) 


最 后 ,正如 2. 10 节 中 所 证 明 的 ,如 果 一 个 频率 响应 为 H(e”) 的 线性 时 不 变 系统 的 输入 为 随机 信号 
x[nj, 且 如 果 y[nj 为 相应 的 输出 , 则 有 
Pyy (el) = |H (ee) Dr (eie) (A. 51) 
和 
®,y (el) = H(eio De (ele) (A. 52) 
Gil A. 1 理想 低 通 滤波 器 的 噪声 功率 输出 
Bit aln] -AREA RERIN pulm] =06[m],w<m 时 ,功率 谱 De) = 
o., AIMRI xin] ZARLAR A w, 的 理想 低 通 滤波 器 的 输入 。 再 由 式 ( A.51), 输 出 
y[n] 将 是 一 个 带 限 白 噪 声 过 程 ,其 功率 谱 为 


O o2, |o| < we 
dvteio) = le eee (A. 53) 
利用 傅 里 叶 逆 变换 ,得 到 自 相 关 序 列 如 下 : 
sin(wem 
pyylml = moe (A. 54) 
再 由 式 (A. 45a) ,得 到 输出 的 平均 功率 为 
L ope i: 
Ely?in} = Pyyl0] = Al azdw 一 of (A. 55) 


A.5 利用 z 变 换 计算 平均 功率 


为 了 利用 式 (A. 45a) 计算 出 平均 功率 ,必须 像 例 A. 1 中 那样 先 算出 功率 谱 的 积分 。 虽 然 例 
A. 1 中 的 积分 容易 计算 ,但 通常 这 样 积分 是 难以 作为 实数 积分 计算 的 。 但 在 系统 函数 是 有 理 函 数 
的 情况 下 ,基于 z 变换 的 结果 会 使 得 平均 输出 功率 的 计算 更 直接 。 

通常 ,z 变换 用 于 表示 协 方差 函数 而 不 是 相关 函数 。 这 是 因为 当 信号 是 非 零 均值 时 , 它 的 相关 
晴 数 将 包含 一 个 附加 的 不 是 由 2 变换 表示 的 常量 。 但 当 均 值 为 零 时 ,当然 其 协 方差 函数 就 与 相关 
KRANSE WMR y。[ mj] 的 z 变换 存在 , 则 由 于 y,[ -m] =y. bm] ,通常 有 

Trx(z) = Th 1/2") (A.56) 

另外 ,由 于 ye[ 四 ] 是 双边 且 共 罗 对 称 的 , 太 ,,(z) 的 收敛 域 必 为 如 下 形式 : 


Te = |z| < = 
Ta 
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其 中 必 有 0 <m <1。 在 六 .(z) 为 z 的 有理 函 数 这 种 重要 情况 下 , 式 (A. 56) 表 明 六.(z) 的 零 .极点 


Ws Fee BB SEB AD FB ROAT o 
z 变换 的 主要 优点 是 当 工 ,(z) 为 有 理 函数 时 ,随机 信号 的 平均 功率 可 以 利用 下 式 容易 地 计算 出 来 : 


当 m = 0 时 计算 
D(z) 89 2 BAR BR 
基于 如 下 的 观察 , 即 当 (2) BE z BAB R ACY a aed ae BB ad SK RP OR TT ET AL 对 应 的 
yalm] 值 ,可 知 ,我 们 可 以 利用 该 方法 来 直接 计算 等 式 (A.57) 的 右边 值 。 为 了 得 到 平均 功率 ,可 以 
简单 地 计算 m =0 处 的 y,[mj 值 即 可 。 

当 一 个 LTI 系统 的 输入 是 随机 信号 时 ,z 变换 在 确定 输出 的 自 协 方差 和 平均 功率 时 是 很 有 用 
的 。 泛 化 公式 (A.51) 可 以 得 到 


(A. 57) 





E{|x[n] — m7} = 02 = yel0] = | 


Foyt) = HIHO W xl) (A. 58) 
由 = 变换 的 性 质 和 式 (A. 58) By A iih ay A A E T ERAÉ: 
Yyylm] = him] *h*[—m] * yxx[m] (A. 59) 





cima 个 平均 功率 为 o; WEBER aS CE EOE R 
量化 噪声 分 析 中 ,这 个 结果 特别 有 用 。 由 于 这 样 一 个 输入 的 自 协 方差 为 y.[m] = otl m | ,所 以 输 
出 的 自 协 方差 为 y,[m] =o2(h[m] *h“[ 一 m]), 即 输出 的 自 协 方差 正比 于 LTI 系统 冲 激 响应 的 
自 协 方差 。 由 这 一 结果 可 知 

EPn} = yyl = 0 D> alal? (A. 60) 


六 一 一 Ce 


作为 另 Gep soi A ot GE ae IIR 系统 比较 困难 ) ,我 们 使 用 式 (A. 57) 所 提示 的 
方法 ,由 局 ,(z) 的 部 分 分 式 展开 求 得 E17 [nj]|。 回忆 一 下 ,对 于 一 个 y,[m] =o6[m] 的 白 噪 声 输 
入 ,= 变换 为 Dalz) = o? HULT, (2) =02H(2)H" (1/z)。 因 此 ,将 式 (A.57) 用 于 系统 的 输出 .有 





EDIAN = yl01 ={ im = Ot wO = HOHA oR R) (A.61) 
En 其 系统 困 数 为 有 理 函 数 ,形式 如 下 : 
TTa- Cm? 
H(z) =A™— le] > max{|dxl) (A. 62) 
Ja — dz) 
k=l 


其 中 ,maxs| |d || <1 AM <N, 这样 一 个 系统 函数 可 说 明 一 个 内 部 舍 和 人 噪声 源 与 一 个 定点 运算 系 
统 的 输出 之 间 的 关系 。 用 式 ( A. 62 ) 代替 式 (A. 58) 中 的 H(z) ,有 
M 


[ [@ -emda = hz) 
Fy (2) = 02 H(z) H*(1/z*) = opa P (A. 63) 
[ Ta = dz da adi) 
k=1 
HFC BL TA A k, A ld, | <1, 因 此 所 有 原始 极点 均 在 单位 圆 内 ,而 且 其 他 在 (d”*) > 
均 在 单位 圆 外 的 共 绒 倒数 位 置 上 。 因 此 Ty, (2) 的 收敛 域 为 max, | d,| < |z|<min, | (df ) |o XF 
这 样 的 有 理 函 数 , 可 以 证 明 : 由 于 M < N, 部 分 分 式 展开 式 为 


N 
Pyy(z) = c2 ) 
(和 Sana) os 


k=1 
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其 中 系数 可 由 下 式 所 得 
Ay = H(z)H*(1/2*)(1 — dez') (A. 65) 


zed 


由 于 z=d; 处 的 极点 在 除 边界 之 外 的 收敛 域内 ,所 以 每 一 个 极点 都 对 应 于 一 个 右边 序列 ,而 在 z = 
(di 一 处 的 极点 则 对 应 于 左边 序列 , 则 对 应 于 式 (A. 64) 的 自 协 方差 男 数 为 


N 
Yvyin] = 02 DArldi) "uln] + A% (dý) "ul—n— 11) 
k=1 


由 此 ,可 求 得 平均 功率 
N 
4 = lO = 07 (>: a) (A. 66) 
k=! 


其 中 ,4 由 式 ( A. 65 ) 可 得 。 

所 以 ,一 个 系统 函数 为 有 理 消 数 且 输入 为 白 噪声 的 系统 ， 其 输出 的 整体 平均 功率 的 计算 可 以 简 
fee e EASE PRA z 变换 部 分 分 式 展 开 式 系数 的 直接 问题 。 下 面 的 例子 说 明了 如 何 使 用 
这 一 方法 。 

例 A.2 二 阶 lIR 滤波 器 的 噪声 功率 输出 
研究 一 个 系统 ,其 脉冲 响应 为 
hin] = “singnt Dh) | ( A. 67) 


sin@ 
HAR BALA 
1 
(1 —rel?z7!)(1 — ren }?z7!) 


当 输 入 是 整体 平均 功率 为 oi 的 白 噪声 时 ,输出 自 协 方差 的 z 变换 为 


CR i 1 1 ) 
Tya = a; le 一 rejpz-1)(1 一 a} (a —re-itz)(l — reltz) (A. 69) 
因此 ,再 利用 式 (A. 65) 可 得 


] 
ev21 py 2 
vol =a z 
ak 引 人 代 一 Fe 一 E Ni 一 re 廊 


1 
i aoe 5)( (1 —re—jtz)(l 一 a | 
进行 前 面 所 述 的 代 换 ,将 两 项 合并 简化 得 
2 ofitr2\/_ 1 ) 
0 ( = =) (; = 2r? cos(26) + r4 es 
me AAT, ,(z) 的 部 分 分 式 展开 式 ， SR a SP 
ied ee 2 次 r’ sin d(n + 1) 2 
Ely" lal} = or mm = 0; È gas | 
上 式 用 闭 式 难于 计算 ,而 表达 式 
Ely? j= 去 | H jo) 2d aT dw 
aa te el er: OT m Jor (1 —rel@eIJ)(1 — re™ite-jo)j2 
计算 实数 积分 较 困 难 。 


例 A. 2 结果 是 计算 平均 功率 公式 的 部 分 分 式 方法 的 有 力 说 明 。 我 们 曾 在 第 6 章 分 析 量 化 对 数 
字 滤 波 的 影响 中 使 用 过 这 一 技巧 。 





H(z) = (A. 68 ) 








(A. 70) 
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第 7 章 讨 论 过 ,设计 TIR 数字 滤波 器 的 方法 是 以 可 以 利用 的 现 有 连续 时 间 滤 波 器 的 设计 方法 
为 基础 的 。 附 录 B 主要 总 结 在 第 7 章 中 提出 的 几 类 低 通 滤波 器 盘 近 的 特性 。 已 有 关于 这 几 类 滤波 
器 更 详细 的 讨论 参见 Guillemin( 1957 ) ; Weinberg( 1975 ) ;以 及 Parks and Burrus( 1987 ) ) ,在 Zverev 
(1967) 的 著作 中 有 各 种 设计 图 表 和 公式 。MATLAB Simulink 和 LabVIEW 仿真 软件 都 提供 了 各 种 
常用 连续 时 间 滤 波 器 向 数字 滤波 器 盘 近 和 转化 的 设计 程序 。 


B. 1 巴特 沃 兹 低 通 滤波 器 


巴特 沃 效 低 通 滤波 器 是 利用 其 幅度 响应 在 通 带 内 最 平坦 这 一 性 质 来 定义 的 。 对 于 一 个 w 阶 
低 通 滤波 器 , 它 意味 着 幅度 平方 函数 的 前 (2N -1) 阶 导数 在 Q =0 处 皆 为 零 .。 另 一 个 性 质 是 ,在 通 
带 和 阻 带 内 ,其 幅度 响应 都 是 单调 的 ,连续 时 间 巴 特 沃 兹 低 通 滤波 器 的 幅度 平方 函数 具有 如 下 
形式 : 
1 


H.( İQ) 2 So CAN 
| | = Te Gain CBT) 


这 一 函数 的 曲线 概况 绘 于 图 B. 1 中 。 

当 式 ( B. 1) 中 的 参量 N 增加 时 ,滤波 器 的 特性 曲线 变 得 更 加 尖锐 ;也 就 是 说 ,曲线 在 通 带 的 更 
多 部 分 接近 于 1, 并 且 在 阻 带 中 更 快 地 趋 于 零 , 尽 管 式 (B. 1) 的 特性 幅度 平方 函数 在 截止 频率 OQ, 处 
总 是 等 于 1/2。 图 B. 2 给 出 了 不 同 阶 次 入 对 应 的 | 及 (jQ) |, 展 示 了 巴特 沃 兹 滤波 器 的 幅度 特性 与 
参数 N 的 关系 。 





0 Q. Q 


图 B.1 连续 时 间 巴 特 沃 兹 滤波 器 的 幅度 平方 曲线 ”图 B.2 巴特 沃 兹 滤波 器 的 幅度 特性 与 阶 次 N 的 关系 


MRCB. 1) 中 的 幅度 平方 函数 可 以 看 出 ,将 jQ =s 代入 后 H.(s)H.( -ss) 一 定 为 如 下 形式 : 
1 

1+ (5s/jQ.)2N 

因此 ,分 母 多 项 式 的 根 (幅度 平方 函数 的 极点 ) 位 于 满足 方程 1+(s/jQ,.)”=0 的 * 值 处 , 即 


sk = (11N Re) = Que(jr/2N)Ck+N-D)， 


H.(s)H.(—s) = (B.2) 


k=0,1,°::,2N—1 (B. 3) 
这 样 ,在 s 平 面 中 半径 为 Q. 的 圆周 上 有 2WN 个 等 分 排列 的 极点 。 这 些 极点 相对 于 虚 轴 对 称 分 布 ,但 
没有 一 个 极点 落 在 虚 轴 上 ,并 且 当 WN 为 奇数 时 有 一 个 极点 位 于 实 轴 上 ,而 当 六 为 偶数 时 则 没有 。 
在 圆周 上 相 邻 极点 间 的 角度 为 T/N 弧度 。 例 如 ,对 于 N=3, 极 点 相间 7/3 弧度 ,或 60°, 如 图 B.3 
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所 示 。 为 了 确定 用 巴特 沃 兹 幅度 平方 函数 所 描述 的 模拟 滤波 器 的 系统 函数 ,必须 对 H.(s)H.( -s) 
进行 因 式 分 解 。 幅 度 平方 函数 的 极点 总 是 成 对 出 现 的 ,也 就 是 说 ,如 果 在 ;=s, 处 有 一 个 极点 , 则 在 
s= -s 处 也 必然 有 一 个 极点 。 因 此 ,要 由 幅度 平方 函数 构造 8.(s) ,应 当 从 每 对 极点 中 选取 一 个 极 
点 。 为 了 得 到 一 个 稳定 和 因果 的 滤波 器 ,应 当选 取 位 于 * 平面 的 左 半 平 面 上 的 极点 。 
采用 这 种 方法 ,H.(s) 可 以 表示 为 
z 
Bake) = (S + Qes — Qe SG — Ree! 21/3) 





也 可 以 写成 

à 
s3 + 2Res? +2Q¢8 + 23 
一 般 来 说 ,为 确保 |#.(0) | =1, 厅 (ss) 的 分 子 应 该 是 OP 的 形式 。 


HAs) = 





图 B.3 一 个 三 阶 巴 特 沃 兹 滤波 器 幅度 平方 函数 在 平面 上 极点 的 位 置 


B.2 切 比 雪夫 滤波 器 


TEE RRR UEV P ,幅度 响应 在 通 带 和 阻 带 内 都 是 单调 的 。 因 此 , 若 滤 波 需 的 技术 要 求 是 用 
最 大 通 带 和 阻 带 的 逼近 误差 来 给 出 的 话 ,那么 ,在 靠近 通 带 低 频 端 和 阻 带 截止 频率 以 上 的 部 分 都 会 
超出 技术 指标 。 一 种 比较 有 效 的 途径 是 使 各 近 误差 均匀 地 分 布 于 通 带 或 阻 带 内 ,或 同时 在 通 带 和 
阻 带 内 都 均匀 分 布 , 这 样 往往 可 以 降低 所 要 求 的 滤波 器 阶 次 。 通 过 选择 一 种 具有 等 波纹 特性 而 不 
是 单调 特性 的 通 近 方法 可 以 实现 这 一 点 。 切 比 雪 夫 型 滤波 器 就 具有 这 种 性 质 : 其 频率 响应 的 幅度 
既 可 以 在 通 带 中 是 等 波纹 的 ,而 在 阻 带 中 是 单调 的 ( 称 为 工 型 切 比 雪夫 滤波 器 ) ,也 可 以 在 通 带 中 
是 单调 的 ,而 在 阻 带 中 是 等 波纹 的 ( 称 为 工 型 切 比 雪夫 滤波 器 ) 。 工 型 切 比 雪夫 滤波 器 如 图 B. 4 所 


示 。 该 型 滤波 器 的 幅度 平方 函数 是 
(H(G Q)? = I S (B.4) 
式 中 W(x) 为 N 阶 切 比 雪夫 多 项 式 , 定 义 为 
Vy (x) = cos(N cos™! x) (B.5) 
例如 , 当 N=0 时 ,W(x) =1; 当 N=1 Af, V, (x) = 
cos(cos ~x) =x; 当 N=2 HT, V, (x) = cos(2cos “'x) =2x’ 
-1; 以 此 类 推 。 
从 定义 切 比 雪夫 多 项 式 的 式 (B.5) 可 以 直接 得 出 
H VAV R V G AAR, 将 三 角 恒 图 B4 工 型 切 比 雪夫 低 通 滤波 器 的 逼近 








Q 
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等 式 代 入 式 (B.5) ,得 
VN41(X) = 2x Vy (x) — Vy-1(x) (B. 6) 
由 式 (B.5) 注 意 到 , 当 0 <x<1 时 也 (xz) 在 0 和 1 之 间 变化 ; 当 x>1 时 ,cos x 是 虚数 ,所 以 Vy (x) 
像 双 曲 余弦 一 样 单调 地 增加 。 参 考 式 (B.4), | HOO) | 对 于 0<0Q/Q,<1, 呈 现 出 在 1 和 1/(1+ 
e2) 之 间 的 波动 ;而 对 于 O/O, > 1 单调 地 减 小 。 需 要 用 三 个 参量 来 确定 该 滤波 器 :E,0. 和 N。 在 
典型 的 设计 中 ,用 容许 的 通 带 波 纹 来 确定 2 ,而 用 和 希望 的 通 带 截 止 频 率 来 确定 Q.。 然 后 选择 合适 的 
阶 次 N, 以 便 阻 带 的 技术 要 求 得 到 满足 。 
切 比 雪夫 滤波 器 的 极点 在 * 平面 上 呈 椭 圆 分 布 。 参 见 图 B. 5 ,该 椭圆 用 两 个 圆 来 定义 ,它们 的 
直径 分 别 等 于 椭圆 的 短 轴 和 长 轴 - 短 轴 的 长 度 等 于 2a0. ,其 中 


a = L(a! /N — a-l/N) (B.7) 
式 中 

w =s-1 十 V1 二 es 一 2 (B.8) 
长 轴 的 长 度 等 于 200. ,其 中 

b= 5(al/N 二 ar (B.9) 


为 了 求 出 切 比 雪 夫 渡 波 器 在 椭圆 上 极点 的 位 置 , 首 
先 要 这 样 确定 ,对 于 在 大 圆 和 小 圆 上 以 等 角度 n/N 等 间 
隔 排 列 的 那些 点 :这 些 点 相对 于 虚 轴 呈 对 称 分 布 ,并且 没 
有 一 个 点 落 在 虚 轴 上 ;但 当 w 为 奇数 时 要 有 一 个 点 落 在 
实 轴 上 ,而 当 N 为 偶数 时 ,都 不 会 落 在 实 轴 上 。 大 圆 和 小 
圆 上 的 这 种 划分 方式 完全 与 确定 式 (B.3) 中 巴特 沃 效 滤 
波 器 极点 位 置 的 圆周 划分 方式 一 样 。 切 比 雪夫 滤波 顺 的 
极点 落 在 顶 圆 上 ,其 纵 坐 标 由 相应 的 大 圆 上 点 的 纵 坐 标 
来 表示 ,其 横 坐 标 由 相应 的 小 圆 上 点 的 横 坐 标 来 表示 。 
图 B.S 中 绘 出 了 当 W =3 时 的 极点 分 布 。 

开 型 切 比 雪夫 低 通 滤波 器 可 以 通过 一 种 变换 与 工 型 
切 比 雪夫 滤波 器 联系 起 来 。 具 体 地 讲 , 如 果 在 式 (B.4) 
中 将 ETYY(OZ0.) 项 用 其 倒数 来 替换 ,并 且 把 Vy 的 自 变 
量 也 用 其 倒数 来 代 蔡 , 则 可 以 得 到 


JHR) = 





图 B.5 =r 1 型 切 比 雪夫 低 通 滤波 
器 幅度 平方 函数 的 极点 位 置 


1 
1 + [E2 VR (Re/ 2? 
这 就 是 卫 型 切 比 雪夫 低 通 滤波 器 的 解析 形式 。 设 计 工 型 切 比 雪夫 滤波 器 的 一 种 方法 是 :首先 设计 
I 型 切 比 雪夫 滤波 器 ,然后 再 利用 式 (B. 10) 的 变换 即 可 。 


B. 3 椭圆 滤波 器 


如 果 像 在 切 比 雪夫 滤波 器 的 情况 中 那样 ,使 得 误差 均匀 分 布 于 整个 通 带 或 整个 阻 带 ,而 不 是 像 
巴特 沃 兹 滤波 融 那 样 ,允许 误差 在 通 带 和 阻 带 内 单调 地 变化 ,那么 ,就 可 能 用 一 个 较 低 阶 的 滤波 器 
来 满足 设计 要 求 。 注 意 到 ,在 I 型 切 比 雪夫 逼近 , 阻 带 误差 随 频率 单调 减 小 ,如 果 使 阻 带 误差 均匀 
地 分 布 于 阻 带 内 , 则 会 带 来 进一步 改进 的 可 能 性 。 这 样 就 可 以 提出 一 种 低 通 滤波 器 的 盘 近 方法 ,如 
图 B. 6 所 示 。 确实 可 以 证 明 ( 参 见 Papoulis,1957) ,在 给 定 0, 6, 和 6, 的 值 ,而 使 过 渡 带 (0. - 0,) 
尽 可 能 小 的 意义 上 来 说 ,这 种 逼近 方式 ( 即 在 通 带 和 阻 带 内 等 波纹 ) 是 在 给 定 滤波 器 阶 次 N 时 所 能 





(B. 10) 
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得 到 的 最 好 结果 。 











0 a, Q, Q 
图 B.6 fr sp CE M tr AI BEF AN BY E SOE E 
XIE A A RIE EA U FÉR: 


HGR)? = as (B. 11) 
IP Uv(Q) 是 Jacobian 椭圆 函数 。 为 了 在 通 带 和 阻 带 内 均 得 到 等 波纹 误差 ,椭圆 滤波 器 必须 既 有 
极点 又 有 零点 。 正 如 从 图 B.6 中 所 能 看 到 的 ,这 一 滤波 器 在 ;平面 的 jQ 轴 上 有 零点。 有 关 椭 圆 滤 
波 器 设计 的 讨论 即便 只 是 肤浅 的 ,也 超出 了 本 附录 的 范围 。 对 于 更 详细 的 讨论 ,读者 可 参阅 由 
Guillemin( 1957 ) ,Storer( 1957) ,Gold and Rader( 1969) ,以 及 Parks and Burrus( 1987 ) 编写 的 教科 书 。 


附录 C 部 分 习题 答案 


本 附录 包括 第 2 章 至 第 10 章 每 章 前 20 道 基本 题 的 答案 。 


第 2 章 基 本 题 答案 
2.1 (a) BEA (2), (3), (5). Heln IAHR, WAA). 


(b) (3). 

(e) 总 是 有 (1),(3),(4)。 若 m=0,(2) 和 (5) 都 有 。 

(d) 总 是 有 (1),(3),(4)。 若 m=0,(5)。 若 m> =0,(2)。 
(e) (1) ,(2),(4) ,(S). 

(f) 总 是 有 (1),(2),(4),(5)。 若 2=0,(3) 。 

Ca) (Ls (33.6 

(hy (1),05). 

(a) N, =N, +N,, N; =N, +N,, 

(b) RÆ N+M-1 个 非 零 值 点 。 








y[n] =8[ (1/72)"-(1/4)"Juln]. 

(a) y,[n] =A,(2)" +4,(3)", 

(b) hl n] =2(3" -2n)uln], 

(e) s[n] =[ -8(2) °°"? +9(3)""" +1 Jun]. 

(a) 

O 142e}? 4 emiw 


H(el®) : 
] 一 xe Je 


(b) y[n] + 二 7[a-1] + Syn -2] =x[n] -Fx[n-1] +x[n-3], 


(a) 周期 的 ,V=12。 

(b) 周期 的 ,V=8。 

(c) 非 周期 。 

(d) 非 周期 。 

y(n] =3( -1/2)"u[n] +2(1/3)"u[n], 


(a) 
hln] = 2 G) — (5) Jum 





s[n] = [2 (5) + (5) + J uln] 
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(b) y,[n] =A,(1/2)" +4,(1/3)". 
(e) y[n] =4(1/2)" -3(1/3)" -2(1/2)"uf -n -1] +2(1/3))"ul -n-1], TREE BASE. 
2.10 (a) 


jis aya aT, n>-1 
dai oa a"/l—a7!), n<-2 
(b) 
1, n>3 
vind = | Sina), n<2 
(c) 
ceca da n0 
yin] = 2", agal 
(d) 


0, n>9 
y[n] = -aes 8 Sn>-1 
FAD 20- -22h 

2.11 y[n]=2/2sin(r(n-1)/⁄/4), 
2.12 (a) y[n] =ntuln], 

(b) 系统 是 线性 的 。 

(c) 系统 不 是 时 不 变 的 。 
2.13 (a),(b) 和 (e) 都 是 稳定 LTI 系统 的 特征 函数 。 
2.14 (a) (iv), 

(b) (i). 

(e) (iii) ,A[n] =(1/2)"u[n], 
2.15 (a) PÆ LTI HJ, HA ln] M dln -1] 都 违反 TI 性 。 

(b) 非 因 果 。 可 考虑 x[n] =5[m -1]。 

(c) 稳定 。 
2.16 (a) y,[n] =A,(1/2)" +A,( -1/4)"。 

(b) AR:h [n] =2(1/2)"u[n] +(-1/4)"uln]. 

反 因 果 :h, ln] = -2(172)"ul -n-1] -( -1/4)"ul -n-1], 

(c) A.[n] ÆT h Ln] AE. 

(d) y,[n] =(173)( -1/4)"u[n] + (2/3) (1/2)"uln] +4(n +1) (172)? uln 41]. 
2.17 (a) 

sin ($) 

(b) We) =(172) R(e) - (1/4) R( e27 ) — (1/4) R(t ) 。 
2.18 系统 (a) 和 系统 (b) 都 是 因果 的 。 
RIEC), REC), 系统 (e) 和 系统 (f) 都 是 稳定 的 。 
2.20 (a) h[n]=(-1/a)"'uļn-1], 

(b) 车 |a| >1, 则 系统 将 是 稳定 的 。 


N 
一 
o 
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3. 2 


3. 4 


3. 5 
3. 6 


3.7 


3.8 
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(c) ; 
] DE 


2 
(d) 1 ,全 部 z。 
(e) zz 天 0。 
(F) z, |z| <a, 


z ‘(a-a’') 
(l-az')(1l-a''z7') 


-N 
l-2 ROC:z 关 0， 
Zz 





(a) X,(z) = „ROC: lal < lz] <la'|, 


(b) X,(z) = 





= 
(c) X,(z) = TyF ROC:2#0, 


(a) (173) < |z| <2, GH. 

(b) 两 个 序列 。(1/3) < |z| <2 M2< |z| <3, 
(c) 不是。 因果 序列 有 | z | >3 , 它 不 包括 单位 圆 。 
x[n] =26[n+1] +56[n] -46[n-1] -36[n-2], 


(a) a[n] =( =>) ulm] , 传 里 叶 变换 存在 。 


(b) a[n] = -( -5 ) ul -n -1], 伟 里 叶 变 换 不 存在 。 


Co) aln] =4( = 5) ulm) -3( =F) wm, 传 里 时 变换 存在 。 





(d) a[n] =( =) [nj, 傅 里 叶 变 换 存在 。 
(e) a[n] = 一 (a )u[n] ta Pulm 1], 车 |a| >1, 仿 里 叶 变换 存在 。 
(a) H(z) = |z| >1。 
1 +z 
(b) ROC} ¥(z)} = |z| >1, 





; 
(a) h[n] =( - 4) ule) -| -了 ln] 


ea 
Ba 
= 
pn 
z 
区 
外 
|oo 
—. 
| 
|u 
i 
= 


vuln) ~ 3 (4) ula), 
(e) 系统 稳定 。 
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3.9 (a) |z| >(172)。 
(b) 对 。ROC 包括 单位 圆 。 

1 

1-=z 


(e) X(z) == = 


Ey 


ROC: |z| <2。 


Cd) hn] =2(5) ula] -(- 4) ula). 


3.10 (a) |z| > 


(b)0< |z| <œ, 
(ce) |z| <2. 
(d) |z|>1。 
(e) |z|<@, 


(f) E |z| < s13. 


3.11 (a) 因果 。 (b) 非 因 果 。 
(c) 因果 。 (d) 非 因 果 。 
3.12 (a) 








(b) 





图 P3. 12 


3. 16 


3.17 
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(c) 
Tm 
oO 
=2 Re 
图 P3. 12 
I 3 2 
glll] = “hi tor 74 
A, =A, =1/2,a, = -1/2,a, =172 
NE E ; 
hln] =( 5) ln] -x[n-10])。 系 统 是 央 果 的 。 
1 -2:7! 
ee ey le] eae 


(nan-1) 


3 
(b) aln] =( $) ulm] -2(2) u[n—-1]. 


(c) y[n] -Zy[n-1] =x[n]-2x[n-1], 


(d) 系统 稳定 且 因 果 。 
h[0] 可 以 是 0,1/3, 或 1。 从 文字 表面 上 看 ,h[0] 也 可 以 为 2/3, 因 为 单位 脉冲 响应 h[n] = 
(2/3) (2)"w[n] - (1/3) (1/2)"u[ -n-1], 也 满足 这 个 差分 方程 ,但 是 没有 ROC。 这 个 没有 
ROC 的 非 因 果 系统 可 以 用 其 因果 和 非 因果 分 量 的 并 联 联接 来 实现 。 

1 1 


(a) h[n] = -26[n] +a -5) wa] + 


(b) y[n] = By 6 


(a) |z| >172。 
(b) 173 < |z| <2。 
(e) |z| >173。 
(a) |z| >273， 
(b) |z| >1/6, 


第 4 章 基本 题 答案 


4.1 


[n] =sin(an/2) 。 


4.2 Q, =2507,17507. 


4.3 


(a) T=1/12000., (b) 不 唯一 ,7T=5/12000。 
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.12 


. 13 
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(a) T=1/100, (b) AME—,T=11/100, 
(a) T<1/10000, (b) 625 Hz, (c) 1250 Hz, 
(a) H, (jQ) =1/(a+jQ). 
(b) H,(e™) =A -e “e®), 
(c) (He) | =T/(1 +e). 
(a) 
X (JQ) = SeA + ge TIST) 


X(el@) = (=) Se (=) (1 十 ed ) |w| <n 


( b) H( e”) =] tae ent 
(c) (i) h[n] =6[n] +a08[n-1]. 


(i) hln] =5[n] +o Sn 
(a) T<1/20000. 

(BY k(n] = Tul nl 

(e) TX(e”*) | ee 

(d) T<1/10000, 

(a) Alet) 三 其 (Ceito*a =X(e”), 


(b) x[3] =0。 
n/2|, no 
Ce) s[n] = l Ba 


(a) x[n] =cos(2mn/3) 。 
(b) x[n] = -sin(2mn/3)., 
(c) x[n] =sin(27n/5)/( mn/5000), 
(a) T=1/40,T=9/40, 
(b) 了 =1720 ,唯一 。 
(a) (i) y,(t) = -6msin(6Tt)。 
(ii) y.(1) = -6qsin(67t) 。 
(b) (i) 是 。 
(ii) Fo 


(a) yin] =sin( 7-7) 


4 
(b) [al y[n]. 

(ce) (0 对 了 没有 影响 。 

(a) Fo 

(b) 是 。 

(e) Fa 

(d) 是 。 

(e) 是 。( 没 有 任何 信息 丢失 ;然而 信号 不 能 用 图 3. 21 的 系统 恢复 。) 
(a) 是 。 

(b) A. 

(c) 是 。 


附录 C 部 分 习题 答案 


(a) M/L=5/2 ,唯一 ， 

(b) M/L =2/73 ;唯一 。 

(a) Tln] = (4/3) sin(an/2)/( a7). 
(b) x,[n] =0。 

(a) wo =2773, 

(b) w =37/5, 

(c) wy = To 

TST Quo 

(a) F, =2000 Hz, 

(b) F, =4000 Hz, 
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第 5 章 基 本 题 答案 
5.1 x[n] =y¥[n],o, =i; 
5.2 (a) 极点 :z=3,173 ,零点 :z=0,oo 。 
(b) h[n] = - (378) (1/3)*u[n] - (3/8)3"ul -n-1], 
5.3 (a),(d) 是 单位 脉冲 响应 ， 
5.4 (a) H(z) =4=22— Jz] >3/4, 
1-73 
(b) hA[n] =(3/4)"u[n] -2(3/4)""'ul[n-1], 
(c) y[n] -(3/4)y[n-1] =x[n] -22[n-1], 
(d) REHAR, 
5.5 (a) y[n] -(7/12)y[n-1] +(1/12)y[n-2] = 3x[n] -(19/6)x[n-1] +(2/3)a[n-2]. 
(b) h[n] =38[n] - (2/3) (1/3)""'ul[n-1] - (3/4) (1/44)"'u[n-1], 
(c) 稳定 。 
1 
5.6 (a) X(z) = MF he a? < |z| <2, 
( aT ) á 
(b) $< lel <2. 
(c) h[n] =d[n] -d5[n-2], 
x =g" 3 
5.7 下 7 |z| >J. 
z“ ) 4° 
(b) h[n] = -(2/5)(1/2)"u[n] + (7/5) ( -3/4)"uln]. 
(Cc) y[n] +(1/4)y[n-1] - (3/8) y[n-2] =x[n] -x[n-1], 
5.8 (a) H(z) = = la] 2, 
3J i 22 
l= -z 


(b) h[n] = - (2/5) ( -1/2)"u[n] + (2/5) (2)"uln]. 


(c) h[n] = -(2/5)( -1/2)"uln] - (2/5) (2)"u[ -n-1], 
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n—l 1 
39 hln] = jon + = (5) [an |z| < 5 
nl 
hin] = -40 luļ—n] — 3(3) ujn — 1], 5 < kl <2 
n—l 
him = $'a = 1 3 (5) uln—ll |e] >2 
5.10 H(z) 不 可 能 是 因果 和 稳定 的 。 H(z) 在 z= 0 I H(z) OR TE 2 = o 存在 极点 意味 
着 系统 不 是 因果 的 
5.11 (a) 不 能 确定 。(b) 不 能 确定 。(c) 错 。(d) 对 . 
5.12 (a) 稳定 。 
(b) (1+0.22-1) (1-427!) (14 4271) 
SIES (1 — j0.92-!)(1 + j0.9z7!) 
(1-4) (1+9 
Hap(z) = 
(1-427!) (14+ 4:7!) 
5.13 Hi(z),H,(z) 和 H(z) 都 是 全 通 系统 . 
5.14 (a) 5, 
l 
(b) 5 
5.15 (a) a=1,B=0,A(e") =1+4cos(w)。 该 系统 是 一 个 广义 线性 相位 系统 ,但 不 是 一 个 线性 相 
位 系统 ,因为 4(e") 对 全 部 由 不 是 非 负 。 
(b) 不 是 一 个 广义 线性 相位 系统 或 一 个 线性 相位 系统 。 
(c) a=1,8=0,A(e”) =3+2cos(w)。 线 性 相位 ,因为 对 于 全 部 ww,H(e*) =Alle”) 20, 
(d) a=1/2,B=0,A(e*) =2cos(w/2)。 广义 线性 相位 ,因为 4(e”*) 对 全 部 w 不 是 非 负 。 
(e) a=1.B =7/2,A(e”) =2sin( w). SER PEAR i, I B 0. 
5.16 中 [不 必 是 因果 的 。 hon] =8[n-a)] filh[n] =6[n+1] +8[n- (2a +1) |AIM 
5.17 H,(z) Al H, (2) ME He) HAA BE 
lsi 
2| 1 -=z 
518 (a) Hure | 2 
lea 
dl- 
(b) H,,,(z) = gis = ) 
l -i Í 1 
| -=z ] -—z 
ono 
ge) 
5.19 h,[n]:2,h,[n]?3/2,h,[n]:2,h,[n]:3,h,[n]:3,A,[n]:7/2, 
5.20 系统 有 H(z) 和 系统 及 (z) 都 有 一 个 线性 相位 , 且 能 用 一 个 实 系数 差分 方程 实现 。 
第 6 章 基 本 题 答案 
6.1 网 络 1: 


6.2 
6. 3 
6. 4 


6.5 


6.6 


6.7 


附录 C 部 分 习题 答案 


1 


H(z) = 
(2) 1 —2rcos@z-! + r2z-2 





网 络 2 : 
H(z) = rsinbz-! 
“1 =2rcos@z-! 4+ r2z-2 


两 个 系统 有 相同 的 分 母 , 因 此 有 相同 的 极点 。 
y[n] -3y[n-1] -y[n-2] -y[n-3] =x[n] -2x[n-1] +x[n-2] 
在 (d) 部 分 中 的 系统 与 (a) 中 的 系统 是 相同 的 








(a) 
Hy = a ae 
© U+4z51— 32-2 
(b) 
1 3 1 
yla] + qile 1] 一 g 2] = 2x[n]+ g — 1] 
(a) 
yla] — 4y[n — 1] + 7y[n — 3) + 2y[n — 4] = xla] 
(b) 


1 
1—4z-1472-3422-4 





H(z) = 


(c) 2 次 乘法 和 4 次 加 法 。 
(d) 不 是 。 它 至 少 需要 4 个 延迟 单元 来 实现 一 个 四 阶 系统 。 








-e 














图 P6. 6 
eal 
4 
o- 和 一 > >— > o 
x(n] gal Y 
= 
-< 一 和 
1 
4 


~e 


ne 
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6.8 y[n] -2y[n-2] =3x[n-1] +x[n-2]. 
6.9 (a) h[1] =2。 
(b) yL[n] +y[n-1] -8y[n-2] =x[n] +3x[n-1] +x[n-2] -8x[n-3]. 


6.10 (a) 
y[n] = x[n] + v[n — 1] 


v[n] = 2x[n] + syn + wi[n—1] 


1 
wln] = x[n] + a tla] 


(b) 








x[n] 








图 P6. 10 


(c) 极点 在 z= -1/2 和 z=1 处 。 因 为 第 2 个 极点 在 单位 圆 上 ,所 以 系统 不 稳定 。 
6.11 (a) 


| 





Nil 








(b) 











图 P6. 11 


6.12 y[n] -8y[n-1] = -2x[n] +6x[n-1] +2x[n-2], 


HRC ”部 分 习题 答案 757 























图 P6. 13 
6. 14 
xfa] 7 
6. 15 
x[n] 4 
6.16 (a) 
7 EL 
zee if 
(b) 两 个 系统 都 有 系统 函数 
(1-47!) a -22-1 432-4) 
A(z) = 
] 一 ge? 
6.17 (a) 








ylz] 
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(b) 
gc -l zl 
> = > © 
vIn] 
I 1 =l 
6 3 
o > > = 
x[a] 
图 P6. 17-2 
6.18 若 a=2/3, 总 系统 函数 是 
1+227! 
A(z) = fica 
+ az — RZ 
若 a = -2, 总 系统 函数 是 
1-327) 
H(z) = = 
1 十 3 一 1 37-2 
6. 19 
0 > © 
xļ[a] vla] 
6. 20 
x[n] j f v[a] 
第 7 章 基 本 题 答案 
7.1) (a) 


1 —e~“T cos(bT)z 7! 
1 一 2e-47 cos(bT )z 7! + e-2aT z-2" 
(b) H2(z)=(1 —z7! )S2(z), ROC: |z| > e “7, HR 





H1(z) = ROC: |z| > ef 








Ss a 1 1 1 1 1 
2S tbe Wat ib) 1— e CHAT Xa — jb) 1 eT I 


(c) 它们 不 相等 。 


附录 C ”部 分 习题 答案 759 





7.2 (a) 
H.(jQ) 


0.89125 ==] 


0.17783: 时 二 二 一 FAE 
1 L 


02r 03x Q 
Tà Ta 








图 P7. 2 


(b) N=6,0,T, =0. 7032, 
(c) W s PERATIA R =0. 7032/7, A E, EWR A 2 a z= eT 上 。 
因子 思 ,消去 ,使 得 A(z) E z FP ES TK. 
7.3 (a) ô, =65,/(1 +8,) ,6, =28,/(1 +6, ). 
(b) 
62 = 0.18806, 6; = 0.05750 
0.3036 — 0.47232! 一 2.2660 + 1.21142 -1 
1 — 1.2971z ~! + 0.69492 ~2 tis 1.06912 ~! + 0.3699z -2 
1.9624 — 0.6665z 一 1 
1 — 0.9972z -1 十 0.2570z 一 


A(z) = 








Çe) 用 相同 的 6 和 6,。 


0.0007802(1 + z~!)® 
A(z) = ) 


(1 — 1.26862 ~! + 0.70512 7>) (1 — 1.01062 ~! + 0.35832 -2)(1 — 0.9044z —! + 0.21552 ~2) 








7.4 (a) 
ONS 
s+01 s+02 





H.(s) = 


答案 不 是 唯一 的 , 另 一 种 可 能 是 


ity ee E A 
s+0.1+ J2n s+0.2+4+ j2n 
(b) 
meon 2049 dts 
0.1813 + 1.8187s 0.3297 + 1.6703s 
答案 是 唯一 的 。 
7.5 (a) M+1=91,8=3.3953。 
(b) M/2 =45。 
(e) hln] _sin[0. 625m(n -45) | _sin[0. 37m(n -45) | 





a(n -45) a(n -45) 
7.6 (a) 8=0.03, B=2. 181, 
(b) Aw =0. 057,M =63, 
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7.7 0.99 < |H(e!”)| S 1.01, lw| S 0.20 
|H(e®)| <0.01, 0.227 < jo] < n 
7.8 (a) 6 个 交错 点 ,L=5, 所 以 不 满足 交错 点 定理 ,因此 不 是 最 优 的 。 
(b) 7 个 交错 点 ,对 工 =5 满足 交错 点 定理 。 
7.9 w, =0.47. 
7.10 w, =2. 3842 rad, 
7.11 QO, =22( 1250) rad/sec, 
7.12 Q, =2000 rad/sec - 
7.13 了 =50us。 这 个 了 是 唯一 的 ， 
7.14 7=1.46ms。 这 个 了 是 唯一 的 。 
7.15 Hamming 和 Hanning; M +1 =81, Blackman; M +1 =121, 
7.16 B=2.6524,M =181. 
7.17 
| H.(j&2)| < 0.02, IR] < 2n(20) rad/sec 
0.95 < |H,(jQ)| < 1.05, 2r (30) < |Q| < 27r (70) rad/sec 
|H.(jQ)| < 0.001, 2r (75) rad/sec < |Q| 
7.18 
[IH.(j®)| < 0.04, [R| < 324.91 rad/sec 
0.995 < |H,.(jQ)| < 1.005, |Q| = 509.52 rad/sec 
7.19 T=0.41667 ms。 这 个 了 是 唯一 的 ， 
7.20 对 。 
第 8 章 基本 题 答案 
8.1 (a) x[nj 是 周期 的 ,周期 V=6。 
(b) TRH RIE 
(c) 
ag+ag+a_6, k=0 
a, +a7+a_s, k= 
= az+a a_4, k=2 
X [k] = 2x ha o pa +a-9, k=3 
a4+a_2+a_g, k= 
as +a +a-7. k=5 
8.2 (a) 
Xk) = T i o 
(b) 
= 35 k=0 
= (OES 
9, k=0 
X3[k] = 3 0. k=1.2,4,5 
—3, k=3 
8.3 (a) [nn]. 


(b) 没有 任何 序列 。 
(c) è [n] Alx,[n]. 


附录 C 部 分 习题 答案 


8.4 (a) 
X (e”) a 1 
©) To geile 
(b) 
Pi 1 
xik] = 1 — we—iQn/N)yk 
(c) 


X[k] = X (e!”)| work /n) 
8.5 (a) X[k] =1, 
(b) X[k] =W", 





(c) 
_ [N/2. k=0.N/2 
xw= fg 其 他 
(d) 
N/2, 
X[k] = LE a 
0. 
(e) 
fics N 
区 网 三 一 一 全 
1—aWy 
‘ai 1 — ellwo—w)N 
8.6 (a) (J 
(b) 
= JauNn 
X[k] = ——__ 
l- e "Wy 
(c) 
_ JN, k=ko 
x 四 = 人 shh 
8.7 
29 2 
xfa] 
1 
“4 01234 65 n 
图 P8. 7 
8.8 


1024 (1\" 
y[n] = 1 1023 (4). O<n<9 
0, 其 他 


8.9 (a)l. $x [n] =>, x[n+5m], Fn=0,1,---,4, 
2; 4 x [kl] fe x,[n] 695 点 FFT. M=5, 
3. X [2] Æ X (e) E w =47/5 的 值 。 
(b) EX x[n] =} Wa" x[n +9m], XF n=0,---,8, 


k=0 
大 为 奇数 
其 他 
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计算 X[k], BI x,[n] HY 9 x DFT, 
X,[2] =X(e") —— 
8.10 x,[k] =( =1)"X [kl]. 








8.11 
6 
4 
1 
“10123 45 6 7 n 
图 P8. 11 
8.12 (a) 
2, kK=1,3 
xw= |g k=0.2 
(b) 
15, k=0 
—3 + j6, =] 
8 网 = j pa) 
—3— j6, k=3 
(c) y[n] = -38[n] -65[n-1] +38[n-2] +66[n-3], 
(d) y[n] = -38[n] -68[n -1] +36[n-2] +68[n-3], 
8. 13 
i ] ac vfr] 
— 04123 4s 
图 P8. 13 
8.14 w [2] =9, 
8.15 a=-1, ME—, 
8.16 b=3, ME—, 
8.17 N=9, 
8.18 c=2, 
8.19 m=2, 不 唯一 。 任何 m=2+6l, 其 中 1 为 整数 ,都 可 以 。 
8.20 N=5, ME—, 
第 9 章 基本 题 答 案 
9.1 如 果 输 入 是 (1AN)X[(( -n)),] ,那么 DFT 程序 的 输出 就 是 x[n], 即 X[k] 的 IDFT。 
9.2 X =AD-—-BD+CA—DA=AC—BD 
Y=AD—BD+BC+BD=BC+AD 
9. 3 y[32] = X (e7127 (7/32)) as X (e}27(25/32)) 


9.4 w,=77/16 


附录 C 部 分 习题 答案 763 


9. 5 a=-v2 
b= —e7 1 (6/8) 

9.6 (a) MHE -Wio 

(b) 有 一 条 路 径 。 一 般 来 说 ,从 任何 输入 样本 到 任何 输出 样本 仅 有 一 条 路 径 ， 

(c) 治 着 这 些 路 径 , 可 见 有 

X [2] = x[0] -1 + x[1] Wg — x[2] — x[3]W2 +... 
x[4] + x15] We — x16] — x[71W8 

9.7 (a) Ki aln EEMETA AL + lh DL + ] 将 包括 正 位 序 的 [和]。 

(b) 

(c) 

= 3 

9.8 (a) N/2 PIRJE, M20 … 个 不 同 的 系数 。 

(b) y[n] = We "y[n -1] +x[n]。 

(c) 周期 :2" ;频率 :2mr2 "。 
9.9 说 法 1。 
9.10 yia] = X (el) | y= (20 /7)4 20/21) (n—19) 
9.11 {a)2"". 

(b) 2”, 

9.12 rin] =e IOP?" Wr? sth Wee 1?" | 
9.13 x[0],x[8],x[4],x[12],x[2],x[10],x[6],x[14],x[1],x[9],x[5],x[13],x[3],x[11], 

x[7],x[ 15] 
9.14 错 。 
9.15 m=1。 

0. m= 1 
二 二 0, 4， m= 
0,2,4,6 m=3 

9.16 0.1,2,3,4,5,6,7, m=4 
9.17 N=64, 
9.18 m=3 a4, 
9.19 按时 间 抽 取 。 l 
9.20 1021 是 质数 ,所 以 程序 必须 要 实现 全 部 DFT 的 式 子 ,并 且 不 能 利用 任何 FFT 算法 ,计算 时 间 

随 N 增长 。 与 此 相 比 ,1024 是 2 的 宕 ,可 以 花费 FFT 算法 的 NlogN 的 计算 时 长 。 
第 10 章 基本 题 答案 
10.1 (a) f=1500 Hz, 

(b) f= -2000 Hz. 
10.2 N=2048 和 10000 Hz </<10240 Hz. 
10.3 (a) T=2qk,/(NO,) » 


(b) 不 唯一 。 T= (2n/0,) (1 -k,/N). 
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10. 4 


10. 
10. 
10. 
10. 
10. 


‘OO NO 


10. 15 


10. 16 
10. 17 
10. 18 
10. 19 
10. 20 
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X.(j2r(4200)) = 5 x 1074 
X e(—j2n (4200)) = 5 x 10-4 
X .(j2n(1000)) = 1074 
X .(—j2n(1000)) = 1074 


L=1024, 
x[n] APA ib we EL 
AQ =27(2. 44) rad/sec, 
N=1600, 
; = 3,33 
Xo[k] = l An 
; =9, 
om agea 


Xfk=0, +401 
wo =0. 25m rad/ 样 本 ,A = 7m/76000 rad/ 平 方 样本 
Af=9. 77 Hz. 
IERA HEA fe PE. FA EE A S ERE REK o 
(a) 4=21dB。 
(b) 如 果 它 们 的 幅度 超过 0. 0891 ,将 会 见 到 微弱 分 量 。 
(a) 320 个 样本 。 
(b) 400 DFT/second 。 
(c) N=256, 
(d) 62.5 Hz, 
(a) X[200] =1 -je 
(b) 
X(j2r(4000)) = 5 x 10501 —/) 
X (一 j2r(4000)) = 5 x 10551 +/) 
REJE ff , Hanning ff , Hamming 窗 和 Bartlett 窗 都 行 。 
T > 1/1024 sec, 
x,[n],x,[n],x[n]. 
方法 2 和 方法 5 都 会 改善 分 辨 率 。 
L=M +1 =262, 


一 画 
一 阶 后 向 差分 
一 致 估 值 器 


四 男 


无 记忆 系统 

无 限 脉 冲 响 应 系统 
无 偏 估 值 器 

切 比 雪夫 准则 
匹配 滤波 器 
互相 关 

内 插 

Padi FIR 滤波 器 
长 除法 

反射 系数 

分 析 器 一 合成 器 滤波 器 柜 
双边 z 变换 
双边 指数 序列 
双 线 性 变换 
五 画 
未 卷 绕 相位 
左边 指数 序列 
右边 指数 序列 
平滑 周期 图 
白化 滤波 器 

外 推 点 
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First backward difference 


Consistent estimator 


Generalized linear phase 


Memoryless system 


Infinite impulse response (IIR) system 


Unbiased estimator 

Chebyshev criterion 

Matched filter 
Cross-correlation 

Interpolation 

Interpolated FIR filter 

Long division 

Reflection coefficient 
Analyzer-synthesizer filter bank 
Bilateralz-transform 

Two-sided exponential sequence 


Bilinear transformation 


Unwrapped phase 

Left-sided exponential sequence 
Right-sided exponential sequence 
Smoothedperiodogram 

Whitening filter 

External point 

Sink node 

Hamming window 

Duality 


Expander 
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地 杂 波 Clutter 

地 震 数 据 分 析 Seismic data analysis 

Fee Be RT RIE A] Conjugate-antisymmetric sequence 

HHU TE ZUE UK at Conjugate quadrature filter (CQF) 

Fe a AK FE YI Conjugate-symmetric sequence 

共 思 性 Conjugation property 

过 采样 Oversampling 

有 限 长 序列 Finite-length sequence 

有 限 长 序列 的 全 里 叶 表 示 Fourier representation of finite-duration sequence 
有 限 长 截断 指数 序列 Finite-length truncated exponential sequence 
有 限 脉 冲 响应 系统 Finite impulse response (FIR) system 
有 限 能 量 确定 性 信号 Finite-energy deterministic signal 

有 限 寄存 器 长 度 Finite register length 

有 限 精 度数 值 效应 Finite-precision numerical effect 

有 界 输入 ,有 界 输出 Bounded-input, bounded-output ( BIBO) 

死 区 Dead band 

同 址 计算 In-place computation 

同 态 解 卷 积 Homomorphic deconvolution 

因果 广义 线性 相位 系统 Causal generalized linear-phase system 
因果 性 Causality 

回 波 检测 Echo detection 

延迟 寄存 器 Delay register 

自 回 归 线 性 随机 过 程 Autoregressive ( AR) linear random process 
自 回 归 移 动 平均 线性 随机 过 程 Autoregressive moving-average (ARMA) linear random process 
自 相 关 匹 配 性 Autocorrelation matching property 

自 相关 正 态 方程 Autocorrelation normal equation 

后 向 差分 Backward difference 

后 向 差分 系统 Backward difference system 

后 向 预测 误差 Backward prediction error 

全 极点 建 模 All-pole modeling 

全 极点 格 型 结构 All-pole lattice structure 

全 极点 谱 分 析 All-pole spectrum analysis 

全 通 系 统 All-pass system 

多 级 噪声 成 形 Multistage noise shaping (MASH ) 

多 采样 率 Multirate 

多 采样 率 信号 处 理 Multirate signal processing 

多 采样 率 滤波 器 柜 Multirate filter bank 

多 相 分解 Polyphase decomposition 

多 相 实 现 Polyphase implementation 

多 维 信和 号 处 理 Multidimensional signal processing 


多 普 勒 雷达 Doppler radar 


齐 次 性 

齐 次 差分 方程 
交错 点 定理 
闭 式 公式 
收敛 域 

级 联 IIR 结构 
级 联系 统 
级 联 型 结构 
七 画 

抗 混 释 滤波 器 
块 处 理 

块 卷 积 

块 浮 点 

极限 环 

西 变换 
连续 时 间 滤 波 器 
连续 重 采 样 

时 分 复 用 

位 倒序 

Fae PAL 

系数 量化 
序列 的 循环 移 位 
序列 旋转 
快速 传 里 叶 变换 算法 
补 零 

初 值 定理 

尾数 

规范 直接 型 实现 
规范 型 实现 
抽 头 延迟 线 结构 
抽取 


八 画 


非 周期 离散 时 间 正 弦 
非 渐 近 无 偏 估 值 器 
非 最 小 相位 系统 
非 整 数 因 子 

舍 人 噪声 
采样 率 压 缩 器 
周期 图 
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Homogeneity property 
Homogeneous difference equation 
Alternation theorem 

Closed-form formula 

Region of convergence ( ROC) 
Cascade IIR structure 

Cascaded system 


Cascade-form structure 


Antialiasing filter 

Block processing 

Block convolution 

Block floating point 

Limit cycle 

Unitary transform 

Continuous-time filter 

Consistent resampling 
Time-division multiplexing (TDM ) 
Bilinear transformation 

System function 

Coefficient quantization 

Circular shift of a sequence 
Rotation of a sequence 

Fast Fourier transform (FFT) algorithm 
Zero-padding 

Initial value theorem 

Mantissa 

Canonic direct form implementation 
Canonic form implementation 
Tapped delay line structure 


Decimation 


Aperiodie discrete-time sinusoid 
Asymptotically unbiased estimator 
Non-minimum-phase system 
Noninteger factor 

Round-off noise 

Sampling rate compressor 


Periodogram 
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饱和 溢出 
卷 积 定理 

卷 积 特征 系统 
单 边 z 变换 
单位 阶 跃 序列 
单位 脉冲 函数 
单位 样本 序列 
单位 圆 

实 倒 谱 

线性 内 插 
线性 时 不 变 系 统 
线性 相位 滤波 器 
线性 调频 z 变换 算法 
线性 调频 变换 
线性 调频 变换 算法 
线性 预测 

线性 预测 编码 
线性 常 系数 差分 方程 
线性 量化 器 

AE 

柯 西 主 值 

柯 西 - 黎 曼 条 件 
按 频 率 抽取 FFT 算法 
带 限 内 插 

临界 阻尼 系统 
重合 相 加 法 

Jed Ff [ia] pK HC 

复 指数 序列 

复 倒 谱 

修正 周期 图 
信号 流 图 表示 
信和 号 量化 噪声 比 
脉冲 序列 

差分 方程 

前 向 差分 

前 向 差分 系统 

前 向 预测 误差 

逆 系 统 
绝对 可 加 性 
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Saturation overflow 

Convolution theorem 

Characteristic system for convolution 
One-sidedz-transform 

Unit step sequence 

Unit impulse function 

Unit sample sequence 

Unit circle 

Realcepstrum 

Linear interpolation 

Linear time-invariant ( LTI) system 
Linear-phase filter 

Chirpz-transform (CZT) algorithm 
Chirp transform 

Chirp transform algorithm (CTA) 
Linear prediction 

Linear predictive coding (LPC) 
Linear constant-coefficient difference equation 


Linear quantizer 


Cauchy principal value 
Cauchy-Riemann conditions 
Decimation-in-frequency FFT algorithm 
Bandlimited interpolation 
Critically damped system 
Overlap-add method 

Complex time function 

Complex exponential sequence 
Complexcepstrum 
Modifiedperiodogram 

Signal flow graph representation 
Signal-to-quantization-noise ratio 
Impulse sequence 

Difference equation 

Forward difference 

Forward difference system 
Forward prediction error 

Inverse system 


Absolutesummability 


十 画 

格 型 滤波 器 

样本 方差 

样本 均值 

特征 函数 

倒 谱 

离散 正弦 变换 
离散 时 间 Butterworth 滤波 器 
离散 时 间 正 弦 

离散 时 间 系 统 浮 点 实现 
离散 时 间 卷 积 

离散 时 间 线 性 时 不 变 滤 波 妖 
离散 时 间 信 号 的 连续 时 间 处 理 
离散 时 间 随 机 信号 
离散 时 间 傅 里 叶 变 换 
离散 时 间 微 分 器 

离散 余弦 变换 
离散 希 尔 伯 特 变换 
离散 希 尔 伯 特 变 换 关 系 
离散 傅 里 叶 级 数 
离散 傅 里 叶 变 换 
递 推 计算 

海宁 窗 

浮 点 表示 

浮 点 算术 

流 图 

宽带 谱 图 

罕 带 依 时 傅 里 叶 分 析 
塞 带 通信 

调制 定理 

能 量 谱 密度 

二 一面 

理想 延迟 系统 

理想 延迟 脉冲 响应 
基本 序列 /序列 运算 
梯形 逼近 

累加 器 

移动 平均 
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Lattice filters 

Sample variance 

Sample mean 

Eigenfunction 

Cepstrum 

Discrete sine transform ( DST) 
Discrete-time Butterworth filter 


Discrete-time sinusoid 


Floating-point realizations of discrete-time system 


Diserete-time convolution 


Discrete-time linear time-invariant ( LTI) 


Continuous-time processing of discrete-time signal 


Discrete-time random signal 
Discrete-time Fourier transform ( DTFT) 
Discrete-time differentiator 

Discrete cosine transform ( DCT) 
Discrete Hilbert transform 

Discrete Hilbert transform relationship 
Discrete Fourier series (DFS) 

Discrete Fourier transform (DFT) 
Recursive computation 

Hann window 

Floating-point operation (FLOPS) 
Floating-point representation 
Floating-point arithmetic 

Flow graph 

Wideband spectrogram 

Narrowband time-dependent Fourier analysis 
Narrowband communication 

Modulation theorem 


Energy density spectrum 


Ideal delay system 

Ideal delay impulse response 

Basic sequence/sequence operation 
Trapezoidal approximation 
Accumulator 


Moving average 
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符号 位 

偶 对 称 

旋转 因子 

RE 

混 释 抵消 条 件 
随机 信号 建 模 
十 二 画 

椭圆 滤波 器 设计 
最 大 抽取 滤波 器 柜 
最 大 最 小 准则 
最 小 二 乘 逆 模型 
最 小 二 乘 逼 近 
最 小 均 方 误 差 
最 小 相位 系统 
最 小 能 量 延 迟 系统 
最 小 群 时 延性 质 
幅度 谱 

锐 化 

短 时 傅 里 叶 变换 
十 三 画 

循环 自 相 关 
循环 卷 积 
零 阶 保持 

零 输入 极限 环 
频 分 复 用 

频 域 表示 

频率 移 位 
微分 性 质 

解析 信号 

溢出 振荡 
SR 
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Sign bit 

Even symmetry 
Downsampling 

Twiddle factor 

Aliasing 

Alias cancellation condition 


Random signal modeling 


Extraripple case 

Elliptic filter design 
Maximally decimated filter bank 
Minimax criterion 
Least-squares inverse model 
Least-squares approximation 
Minimum mean-squared error 
Minimum -phase system 
Minimum energy-delay system 
Minimum group-delayproperty 
Magnitude spectrum 
Sharpening 

Short-time Fourier transform 


Equiripple approximation 


Circular autocorrelation 
Circular convolution 
Zero-order hold 


Zero-input limit cycle 


Frequency-division multiplexing ( FDM) 


Frequency-domain representation 
Frequency warping 
Frequency-selective filter 
Frequency shifting 
Differentiation property 

Analytic signal 

Source node 

Filter bank 

Overflow oscillation 


Superposition principle 
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十 四 画 

模型 阶 数 Model order 

稳 态 响应 Steady-state response 
箱 位 样本 Clipped sample 

谱 分 析 Spectral analysis 

谱 图 Spectrogram 

谱 采 样 Spectral sampling 

十 五 画 

耦合 型 Coupled form 

耦合 型 振荡 器 Coupled form oscillator 
aOR REE ART Upsampling filter design 
横向 滤波 器 结构 Transversal filter structure 
蝶 形 计算 Butterfly computation 
The 

整数 因子 Integer factor 


噪声 成 形 Noise shaping 
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